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ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Характерной чертой современного развития ядерной энергетики 
является повышение требований к безопасности ядерных энергети-
ческих реакторов. Повышение безопасности ядерной энергетики 
может осуществляться по нескольким направлениям:  проектиро-
вание новых ядерных энергоблоков, обладающих свойствами внут-
ренней самозащищенности, модернизация систем управления и 
защиты существующих энергоблоков и т.д. При этом существую-
щие математические модели, как правило, описывают реактор как 
детерминированный объект. Вместе с тем, практика эксплуатации 
показывает, что отличительной особенностью реактора как объекта 
моделирования, контроля и управления является наличие большого 
числа пространственно распределенных возмущающих факторов, 
например, вибрация тепловыделяющих сборок, колебания органов 
управления, случайные колебания расхода теплоносителя и др. По 
этой причине решение ряда задач, связанных со случайными воз-
мущениями параметров не может быть рассмотрено в рамках су-
ществующих детерминированных подходов. В этой связи актуаль-
ным представляется подход к реактору как к объекту со случайны-
ми параметрами и, в соответствии с этим подходом, разработка его 
математической модели, алгоритмов контроля и управления. 

На начальной стадии развития ядерной энергетики вероятност-
ный подход отражал тот факт, что процессы взаимодействия ней-
тронов с веществом имеют по своей природе стохастический ха-
рактер. С этих позиций процессы в реакторе рассматриваются в 
теории шумов уже на протяжении почти пятидесяти лет. За это 
время разработаны экспериментальные методы определения пара-
метров реактора, ставшие классическими (например, методы Росси, 
Фейнмана, Могильнера и др.). Эти методы применимы в основном 
для реактора нулевой мощности и в качестве причины статистиче-
ских флюктуаций рассматривается различие в числе нейтронов, 
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образующихся при делении ядра, и вероятностный характер взаи-
модействия нейтрона с ядром. Вместе с тем, отметим, что расчет-
ные методы, в основе которых лежит случайный розыгрыш судьбы 
нейтрона (семейство методов Монте-Карло) с успехом применяют-
ся в настоящее время. 

Следующим этапом развития вероятностного подхода можно 
считать его применение для анализа ситуаций, возникающих в ак-
тивной зоне энергетического реактора вследствие случайностей, 
обусловленных технологическими неопределенностями при изго-
товлении тепловыделяющих сборок, графитовых колонн и т.д. На 
данном этапе решались задачи определения средней плотности по-
тока нейтронов в неоднородной среде, возможности образования 
локальных критических зон при загрузке реактора и распределения 
энерговыделения по активной зоне. При этом элемент случайности 
здесь переносится на макроскопические сечения взаимодействия. 
Важным моментом здесь было осознание исследователями того фак-
та, что в реальной ситуации нельзя, используя детерминированные 
математические модели, предсказать распределение энерговыделе-
ния в активной зоне физически большого реактора. Это обстоятель-
ство нашло свое отражения в современных алгоритмах восстановле-
ния полей на основе данных внутриреакторного контроля. 

Наконец, внедрение современной вычислительной техники 
обеспечило возможность накапливать и обрабатывать большие 
объемы расчетно-экспериментальной информации непосредствен-
но в процессе работы реактора. Например, на энергоблоках с реак-
торами РБМК в штатном режиме работы информация о наиболее 
важных параметрах записывается с интервалом в несколько минут. 
Это обстоятельство позволяет применять стохастический подход 
при исследовании поведения важнейших пространственно-
распределенных расчетно-экспериментальных параметров, считая 
их случайными величинами и случайными функциями. 

Таким образом, актуальность и целесообразность изучения и 
использования методов обработки статистической информации для 
решения  научно-практических задач не вызывает сомнений. 

Вместе с тем, когда авторы начинали работу над этой книгой, 
возникали многочисленные споры: какой материал в ней излагать, 
в каком объеме, с какой степенью математической строгости, в ка-
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кой последовательности, в каком стиле и др. Споры продолжались 
до тех пор, пока авторы не договорились о том, для кого, собствен-
но, эта книга предназначена. По мнению авторов, эта книга будет 
полезна студентам-физикам, избравшим своей специальностью фи-
зику ядерных реакторов и студентам, избравшим своей специаль-
ностью математическое обеспечение ядерно-энергетических сис-
тем. Первым она будет полезна, потому что они смогут ознако-
миться с методами решения физических задач, им до этого не из-
вестных – например, методами теории случайных функций, теории 
оценивания, методами цифровой фильтрации и др. Вторым она бу-
дет полезна, потому что они ознакомятся с конкретными физиче-
скими задачами, где применяются известные им методы. В качест-
ве примеров конкретного использования методов статистической 
обработки информации авторы приводят, в основном, задачи из 
своей научной практики. 

По поводу строгости и полноты изложения было решено, что ав-
торы не будут приводить математические доказательства известных 
положений из теории вероятностей, теории случайных функций, 
теории оценивания и др. Интересующиеся найдут эти доказательства 
в литературе, список которой приводится в конце каждой главы. О 
стиле изложения пусть судят читатели, но мы старались, чтобы сту-
денту были понятны основные идеи, изложенные в книге, с мини-
мальными затратами их умственных способностей и времени. 
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ГЛАВА 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ 
ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

СТАТИСТИКИ 
 
 

Статистические методы обработки информации имеют в своей 
основе теорию вероятностей [2, 4, 7, 8]. В этой связи необходимым 
представляется напомнить основные понятия, определения и тео-
ремы теории вероятностей. 

Теория вероятностей устанавливает законы в массовых случай-
ных явлениях. Только при наличии массы наблюдений в одних и 
тех же условиях и есть возможность установить закономерность в 
случайных явлениях. Под случайностью понимают непредсказуе-
мость, являющуюся результатом незнания, неосведомлённости и 
отсутствия необходимой информации. 

 
1.1. Случайные величины и законы их распределения 

 
Некоторые сведения из алгебры событий. Определим случай-

ное событие как факт, который может либо произойти, либо не 
произойти. 

Введем следующие обозначения. 
1. A B⊂  – событие A включает событие B, т.е. если произошло 

событие A, то событие B тем более реализовалось. 
2. A B=  – равносильные события. 
3. C A B= ⋅  – произведение событий. Событие С состоит в одно-

временном наступлении событий A и B. 
4. C A B= +  – сумма событий состоит в том, что наступает хотя 

бы одно из событий A или B. 
5. A B V⋅ =  – события A и B называются несовместными, если 

они не могут реализоваться одновременно. 
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6. 1... nA A  – события образуют полную группу событий, если хо-

тя бы одно из них непременно происходит: 1
1

..
n

i n
i

A A A
=

= + +∑ . 

7. Два несовместных события A и A , образующих полную 
группу, называются противоположными. 

Классическое определение вероятности. Пусть имеется пол-
ная группа из n попарно несовместных и равновозможных элемен-
тарных событий (исходов). Если событие A может реализоваться m 
элементарными исходами, то вероятность события A вычисляется 

как ( ) mP A
n

= , где m – число исходов, благоприятствующих собы-

тию A, а n – общее число исходов. 
Определим, например, вероятность события A, состоящего в 

том, что в результате бросания игральной кости выпадет четное 
число. Понятно, что такое событие может реализоваться тремя 
элементарными исходами: выпадает число 2, выпадает число 4, 
выпадает число 6. Таким образом, благоприятных элементарных 

исходов 3, а общее число исходов 6. Поэтому 3 1( )
6 2

P A = = . 

Из данного определения вероятности, легко выводятся следст-
вия: 

1) вероятность достоверного события равна 1; если m n= , то 
( ) 1P A = ; 
2) вероятность невозможного события равна 0; если 0m = , то 

( ) 0P A = ; 
3) вероятность противоположного события равна ( )P A =  

1 ( )P A= − . 
Геометрическое определение вероятности. Классическим оп-

ределением вероятности легко пользоваться тогда, когда Вы може-
те посчитать число возможных исходов, а как быть, если это сде-
лать невозможно, например, когда число исходов бесконечно? На-
пример, Вы настолько плохой стрелок, что можете попасть только 
в квадрат мишени, причем в совершенно произвольное место. 
Пусть в мишени, как обычно, нарисованы концентрические круги, 
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например, один из них радиусом 
4
a  (рис. 1.1). Какова вероятность 

того, что Вы попадете в круг? 
 

 
 

Рис. 1.1. К понятию геометрической вероятности 
 

Интуитивно понятно, что эта вероятность будет равна отноше-

нию площади круга к площади всей мишени, а именно 

2

2
16

16

a

a

π π
= . 

Обобщая этот пример, скажем, что геометрической вероятностью 
будем называть отношение площади g, попадание в которую бла-
гоприятствует событию A, ко всей площади G, куда возможно по-

падание, т.е. ( ) gP A
G

= . 

Или, например, точка бросается наудачу на отрезок длиной L, 
внутри которого находится отрезок длиной l L≤ . Какова вероят-
ность попасть в отрезок длиной l? Понятно, что это будет величина 

( ) lP A
L

= . Отметим, что приведенное выше определение подразу-

мевает, что и круг, и отрезок могут находиться в любом месте оз-
наченных фигур. 

Статистическая оценка вероятности. И классическое, и гео-
метрическое определение вероятности предполагают наличие 
«равновозможных» элементарных исходов. На практике зачастую 
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трудно выделить равновозможные случаи. Предположим, перед 
Вами стоит задача оценки вероятности появления шести очков при 
бросании «неправильной» игральной кости, например, кости со 
сточенными гранями. Длительное наблюдение над появлением или 
непоявлением этого события при большом числе независимых ис-
пытаний, проводимых в одних и тех же условиях, показывает, что 
число появлений события A подчиняется устойчивым закономер-
ностям. Если через m обозначить число появлений события A при n 
независимых испытаниях, то оказывается, что отношение m/n (час-
тота события A) при достаточно больших n для большинства таких 
серий наблюдений сохраняет почти постоянную величину. Причем 
чем большее число независимых испытаний n будем проводить, 
тем реже будут наблюдаться большие отклонения от некоторой 
постоянной величины, которую будем принимать за вероятность 
события A. 

Аксиоматическое определение вероятности. Данное опреде-
ление вероятности включает как частные случаи классическое и 
статистическое определения вероятности и снимает недостатки ка-
ждого из них. Этот подход предложен А.Н. Колмогоровым и свя-
зывает теорию вероятностей с теорией множеств и метрической 
теорией функций. В силу задач, поставленных перед данной кни-
гой, аксиоматический подход рассматривать не будем. 

Приведем основные теоремы теории вероятностей, позволяю-
щие достаточно просто посчитать вероятности сложных событий, 
не занимаясь перебором всех возможных вариантов. 

 
Теоремы сложения и умножения вероятностей 

 
Теорема сложения вероятностей несовместных событий 

 
Теорема. Вероятность суммы двух несовместных событий 

равна сумме вероятностей этих событий: 

 ( ) ( ) ( )P A B P A P B+ = + . (1.1.1) 
Для произвольного числа несовместных событий 

1 2
1

( ... ) ( )
n

n i
i

P A A A P A
=

+ + + = ∑ . 
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Если 1, ..., nA A  образуют полную группу несовместных событий, 

1( ... ) 1nP A A+ + = . 
Если A и B совместны, то справедлива теорема сложения веро-

ятностей совместных событий. 
Теорема. Вероятность появления хотя бы одного из двух со-

вместных событий равна сумме вероятностей этих событий без 
вероятности их совместного появления: 

 ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B+ = + − ⋅ . (1.1.2) 
Теорема может быть обобщена на любое конечное число совме-

стных событий. Например, для трех совместных событий 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P С P A B+ + = + + − ⋅ −  

( ) ( ) ( )P A С P B С P A B С− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ . 
 

Теорема умножения вероятностей 
 

Прежде, чем говорить о теореме умножения, введем понятие ус-
ловной вероятности события. 
Условной вероятностью события A относительно B называется 

вероятность события A, вычисленная при условии, что произошло 
событие B. 

Теорему умножения вероятностей сформулируем следующим 
образом. 

Теорема. Вероятность произведения двух событий равна веро-
ятности одного из них на условную вероятность другого 

 ( ) ( ) ( / )P A B P B P A B⋅ = ⋅ , (1.1.3) 
или 

( ) ( ) ( / )P A B P A P B A⋅ = ⋅ . 
Можно показать, что для n событий теорема умножения вероят-

ностей будет иметь вид: 

1 2( ... )nP A A A⋅ ⋅ ⋅ =  

1 2 1 3 1 2 1 2 1( ) ( / ) ( / ) ... ( / ... )n nP A P A A P A A A P A A A A −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 
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Условие независимости событий выражается соотношением 
( / ) ( )P A B P A=  или ( / ) ( )P B A P B= . 
Если A не зависит от B, то и B не зависит от A. 
Вероятность произведения двух независимых событий есть: 

( ) ( ) ( )P A B P A P B⋅ = ⋅ . 
Для произвольного числа событий 

1 2 1( ... ) ( ) ... ( )n nP A A A P A P A⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 
 

Теорема о полной вероятности. Теорема Байеса 
 

Теорема о полной вероятности. Вероятность некоторого со-
бытия A, которое может произойти вместе с одним из событий 

1, ..., nH H , которые образуют полную группу несовместных собы-
тий (гипотез), равна 

 1
( ) ( ) ( / ) .

n

i i
i

P A P H P A H
=

= ⋅∑  (1.1.4) 

Теорема Байесса. Пусть для полной группы несовместных ги-
потез 1, ..., nH H  до опыта известны их вероятности 

1( ), ..., ( )nP H P H  и условные вероятности появления события A с 
каждой из этих гипотез 1( / ), ..., ( / )nP A H P A H . Пусть в резуль-
тате опыта наблюдено появление события A. Тогда вероятность 
гипотез следует переопределить следующим образом: 

 1

( ) ( / )
( / ) .

( ) ( / )

i i
i n

i i
i

P H P A H
P H A

P H P A H
=

⋅
=

⋅∑
 (1.1.5) 

 
Случайная величина, дискретные 

и непрерывные случайные величины 
 

Случайная величина – величина, которая в результате опыта мо-
жет принять то или иное значение, не известное заранее, какое 
именно. 

Различают дискретные и непрерывные случайные величины. 
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Дискретной называют случайную величину, которая принимает 
отдельные, изолированные возможные значения с определенными 
вероятностями. Число возможных значений дискретной случайной 
величины образует счетное множество. Например, число атомов, 
распадающихся в единицу времени. 
Непрерывной называют случайную величину, которая может 

принимать любое значение из некоторого конечного или бесконеч-
ного интервала. Число возможных значений непрерывной случайной 
величины бесконечно. Например, сила тока в электрической цепи. 

Случайная величина считается полностью определённой с веро-
ятностной точки зрения, если существует соотношение между зна-
чениями случайной величины и соответствующими им вероятно-
стями. Такое соотношение называется законом распределения слу-
чайной величины. 

 
Законы распределения дискретной случайной величины 

 
Закон распределения дискретной случайной величины X счита-

ется заданным, если известны все ее возможные значения 
1 2, , , nx x x…  и вероятности их появления 1 1( ) ,P x p=  

2 2( ) , , ( )n nP x p P x p= =… . В дальнейшем прописными буквами бу-
дем обозначать случайную величину, а строчными – конкретные ее 
значения, которые могут появиться в результате опыта. 

Так как эти события, т.е. появление конкретных значений, обра-
зуют полную группу несовместных событий (действительно, не 
может же одна случайная величина в одно и то же время иметь два 

значения!), то 
1

( ) 1
n

i
i

P x
=

=∑ . Простейшей формой задания дискрет-

ной случайной величины является табл. 1.1 – ряд распределения. 
 

Таблица 1.1 
 

Ряд распределения 
 

Значение случайной величины Х x1 x2 x3 … xn 
Вероятность Р появления значения p1 p2 p3 … pn 
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Биномиальное распределение 
 

Пусть производится n  независимых опытов, в каждом из кото-
рых может появиться или не появиться некоторое событие A, пусть 
вероятность появления события в каждом опыте одинакова и равна 
p, а вероятность непоявления, соответственно, 1q p= − . Требуется  
определить, какова вероятность появления события A в результате 
n опытов ровно m раз? 

Ответ на этот вопрос дает формула Бернулли: 

 

!( )
!( )!

m n m m n m
n n

nP m C p q p q
m n m

−= =
−

. (1.1.6) 

 
Функция распределения и плотность распределения 

 
Универсальной характеристикой, полностью описывающей лю-

бую случайную величину с вероятностной точки зрения, является 
функция распределения ее вероятности. Она определяется как веро-
ятность того, что случайная величина X примет значение меньшее, 
чем x, т.е. 

 ( ) ( )F x P X x= < . (1.1.7) 
Функция распределения обладает следующими свойствами. 
1. Значения ( )F x  принадлежат отрезку [ ]0,1 , т.е. 0 ( ) 1F x≤ ≤ . 
2. ( )F x  – неубывающая функция, т.е. если 2 1x x> , то 

2 1( ) ( )F x F x≥ . 
3. Вероятность того, что случайная величина примет значение 

из интервала [ ),a b  равна приращению функции распределения на 
этом интервале: 

 1 2( ) ( ) ( )F a F b P x X x− = ≤ < . (1.1.8) 
4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина при-

мет определенное значение равна нулю. 
5. ( ) 0F x = −∞ = ; ( ) 1F x = +∞ = . 
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Плотность распределения вероятностей случайной величины 
 

Пусть имеется непрерывная случайная величина X с функцией 
распределения F(x). Тогда вероятность попадания значения слу-
чайной величины в отрезок от x до x x+ Δ  есть 

 ( ) ( ) ( )P x X x x F x x F x≤ < + Δ = + Δ − . (1.1.9) 
При этом вероятность, приходящаяся на единицу длины отрезка 

Δx, есть отношение: ( ) ( ) ( )P x X x x F x x F x
x x

≤ < + Δ + Δ −
=

Δ Δ
. 

Обозначим: 

 0

( ) ( )lim ( )
x

dF F x x F x f x
dx xΔ →

+ Δ −
= =

Δ
. (1.1.10) 

Функция ( )f x  называется плотностью распределения вероятно-
стей или для краткости будем в дальнейшем говорить «плотность 
распределения» случайной величины X. 

Смысл введения этой величины в том, что она характеризует 
«локальную» структуру функции распределения. Вероятность по-
падания случайной величины X в интервал ( ),α β  можно выразить 
через плотность распределения: 

 
( ) ( )P X f x dx

β

α

α < < β = ∫ . (1.1.11) 

Между плотностью распределения )(xf  и функцией распреде-
ления )(xF существует связь: 

 
( ) ( ) ( )

x
F x P X x f t dt

−∞
= −∞ < < = ∫ . (1.1.12) 

1. Функция плотности распределения ( )f x  – неотрицательная 
функция ( ) 0f x ≥ . 

2. ( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫ . 

Отметим еще одну деталь. Функция ( )F x  не имеет размерности, 
а функция ( )f x  имеет размерность, обратную размерности слу-
чайной величины. 
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Геометрическая интерпретация функции распределения 
и плотности распределения 

 
На рис. 1.2 показана функция распределения ( )F x  для непре-

рывной случайной величины. Из рисунка видно, что функция не-
убывающая и стремится к нулю при n → −∞  и к единице при 
n → +∞ . Для конкретного значения x значение функции ( )F x  есть 
вероятность того, что случайная величина X будет меньше заданно-
го значения x. 

0

1

 
Рис. 1.2. Функция распределения 

                0                  α                    β             x 
Рис. 1.3. Плотность распределения 

 
На рис. 1.3 показана плотность распределения. Заштрихованная 

площадь под кривой, ограниченная прямыми x = α  и x = β , имеет 

F(x) 
P(X < x) 

x X 

f(x) 

P(X < x) 

P(α < X < β) 
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смысл вероятности того, что случайная величина примет значение 
из интервала Xα < < β . Площадь под кривой, ограниченная осью 
OX и прямой x x= , имеет смысл функции распределения, т.е. ве-
роятности того, что случайная величина X будет меньше, чем x. 

 
Числовые характеристики случайных величин 

 
Ранее были рассмотрены различные формы закона распределе-

ния, каждая из которых полностью, с вероятностной точки зрения, 
характеризует случайную величину: 

• для дискретных случайных величин – это ряд распределения 
( )P x  и функция распределения ( )F x ; 
• для непрерывных случайных величин – это функция распре-

деления ( )F x  и плотность распределения ( )f x . 
Однако на практике зачастую интересуются не законом распре-

деления случайной величины, а лишь частными особенностями ее 
поведения, например средним ее значением, степенью разбросан-
ности и т.д. 

Числовыми характеристиками случайных величин называют ве-
личины, позволяющие в сжатой форме выразить наиболее сущест-
венные особенности закона распределения случайной величины. 
При этом решить поставленную задачу можно иногда, лишь опери-
руя числовыми характеристиками. 

 
Математическое ожидание, мода, медиана 

 
Пусть имеется дискретная случайная величина X, которая в n 

опытах приняла следующие значения: 

1 1 раз, ..., раз.n nx m x m→ →  

Тогда сумма всех значений, принятых случайной величиной X в 
n независимых опытах есть 

1 1 ... k kx m x m+ + . 
Найдем среднее значение величины X: 

 
1 1

1 1
... ...k k

k k
x m x mx x w x w

n
+ +

= = + + , (1.1.13) 
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i
i

mw
n

=  – относительные частоты появления значений ix . 

Допустим, что число испытаний n велико, тогда относительные 
частоты будут по вероятности сходиться к вероятности появления 
соответствующих значений: i iw p→ . Следовательно, 

 1 1 1 1по вероятности ... k kx P x P x P x⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + + + . (1.1.14) 

Последовательность случайных величин nX  сходится по веро-
ятности к A, если для любого 0ε >  вероятность неравенства 

nX A− ≥ ε  с увеличением n неограниченно приближается к нулю: 

lim ( ) 0nn
P X A

→∞
− ≥ ε = . 

Таким образом, математическое ожидание дискретной слу-
чайной величины есть 

 
[ ] [ ]

1

N

X i i
i

M X m x P X x
=

= = =∑ , (1.1.15) 

где xi – ее возможные значения. 
Математическое ожидание непрерывной случайной величины 

определяется как  

 
[ ] ( )XM X m xf x dx

+∞

−∞
= = ∫ . (1.1.16) 

Математическое ожидание является неслучайной величиной. 
Отметим одно важное обстоятельство. Выражение [ ]M X  с од-

ной стороны может обозначать число – математическое ожида-
ние случайной величины, а с другой – операцию нахождения мате-
матического ожидания от случайной величины X. Здесь ситуация 
аналогичная производной функции. Действительно, с одной сторо-

ны, ( )df x
dx

 есть производная функции, т.е. некая функция, а с дру-

гой стороны, df
dx

 понимается как операция нахождения производ-

ной от функции ( )f x . 
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Свойства математического ожидания 
 

1. Математическое ожидание постоянной неслучайной величи-
ны равно самой этой величине: 

 [ ]M c c= . (1.1.17) 

2. Математическое ожидание от произведения постоянной вели-
чины с на случайную величину X равно произведению постоянной 
на математическое ожидание случайной величины: 

 [ ] [ ]M cX cM X= . (1.1.18) 

Модой дискретной случайной величины X называется ее наибо-
лее вероятное значение – μ. 
Модой непрерывной случайной величины X называется то её 

значение, при котором плотность вероятности максимальна – обо-
значается также – μ. Для непрерывной случайной величины нельзя 
говорить о наиболее вероятном значении, так как вероятность 
любого конкретного значения одинакова и равна нулю. 
Медианой случайной величины X называется такое её значение, 

для которого выполняется равенство ( ) ( )e eP X P X> μ = < μ , где 

eμ  – медиана, т.е. есть прямая ex = μ  делит площадь под кривой 
функции ( )f x  на две равные части. 

 
                                    eμ   m   μ  

Рис. 1.4. Геометрическая иллюстрация числовых характеристик 
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Если многоугольник (плотность) распределения имеют один 
максимум, то такое распределение называется унимодальным, бо-
лее одного – полимодальным. Если имеет один минимум, то анти-
модальным. Геометрический смысл числовых характеристик пока-
зан на рис. 1.4 для непрерывной случайной величины. 

 
Моменты случайной величины 

 
Начальным моментом k-го порядка дискретной случайной ве-

личины называется сумма  

 
[ ]

1

n
k

k i i
i

X x p
=

α = ∑ . (1.1.19) 

Начальным моментом k-го порядка непрерывной случайной ве-
личины называется интеграл 

 
[ ] ( )k

k iX x f x dx
+∞

−∞
α = ∫ . (1.1.20) 

Здесь возможные значения случайной величины возводятся в сте-
пень k. 

Таким образом, введенная ранее величина – математическое 
ожидание – есть не что иное, как первый ( 1k = ) начальный момент 
случайной величины X. 

Обобщая формулы (1.1.19) и (1.1.20), можно записать: 

 [ ] k
k X M X⎡ ⎤α = ⎣ ⎦ . (1.1.21) 

Центрированной случайной величиной называется случайная 
величина, представляющая собой отклонение от математического 
ожидания xX X m= −� = [ ]X M X− . 

Центрирование случайной величины означает перенос начала 
отсчета в точку с координатой, равной математическому ожида-
нию. Действительно, очевидны следующие соотношения как для 
дискретной, так и для непрерывной случайной величины: 

1 1 1 1
( ) 0

n n n n

i x i i i x i x x i x x
i i i i

M X x m p x p m p m m p m m
= = = =

⎡ ⎤ = − = − = − = − =⎣ ⎦ ∑ ∑ ∑ ∑� ; 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x xM X x m f x dx xf x dx m f x dx m m
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤ = − = − = − =⎣ ⎦ ∫ ∫ ∫� . 

Моменты центрированной случайной величины носят название 
центральных моментов. Центральный момент k-го порядка по оп-
ределению есть: 

 ( ) ( )k k
k M X m M X⎡ ⎤ ⎡ ⎤μ = − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� . (1.1.22) 

Для дискретной случайной величины в явном виде 

 1
( )

n
k

k i i
i

x m p
=

μ = −∑ . (1.1.23) 

Для непрерывной случайной величины в явном виде 

 
( ) ( )k

k xx m f x dx
+∞

−∞
μ = −∫ . (1.1.24) 

Наиболее важной характеристикой, наряду с математическим 
ожиданием, является второй центральный момент 2μ , называемый 
дисперсией. Введем для этой величины специальное обозначение 

xD  или, понимая под символом D операцию нахождения диспер-
сии, [ ]D X . В явном виде эта величина имеет следующие выраже-
ния: 

для дискретной случайной величины 

 
[ ] 2

2
1
( )

n

x i i
i

D X D x m p
=

= = μ = −∑ ; (1.1.25) 

для непрерывной случайной величины 

 
[ ] 2

2 ( ) ( )x xD X D x m f x dx
+∞

−∞
= = μ = −∫ . (1.1.26) 

Дисперсия есть мера рассеянности, разбросанности случайной 
величины около ее математического ожидания. 

Между центральными и начальными моментами существует од-
нозначная связь. Например, для момента второго порядка – дис-
персии – получим: 
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[ ] 2 2( ) 2x x x xD M X m M X Xm m⎡ ⎤= − = − + =⎣ ⎦  

 

2 2 2
22 x x x xM X m m m m⎡ ⎤= − + = α −⎣ ⎦ . (1.1.27) 

Дисперсия имеет размерность квадрата соответствующей слу-
чайной величины. Для наглядной характеристики рассеивания 
удобнее пользоваться величиной, размерность которой совпадает с 
размерностью случайной величины. Для этого из дисперсии извле-
кают квадратный корень. Полученная величина называет средним 
квадратическим отклонением случайной величины: x xDσ = . На 
рис. 1.5 показан пример вида функции плотности распределения 
двух случайных величин, имеющих одно и то же математическое 
ожидание, но разные дисперсии и имеющих одну и ту же диспер-
сию, но различные математические ожидания. 

 

 
                                     m1                     m2 

Рис. 1.5. Графическая иллюстрация моментов случайной величины 
 

D1 

D2 D1 > D2 

m2 > m1 
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Законы распределения случайной величины 
 

Закон равномерной плотности 
 

Если известно, что значение случайной величины находится в 
пределах некоторого интервала, а плотность вероятности распреде-
ления в пределах этого интервала постоянна, то говорят, что слу-
чайная величина подчинена закону равномерной плотности. 

Закон равномерной плотности или равномерный закон распре-
деления непрерывной случайной величины имеет функцию плот-
ности распределения вида 

 

0, ;
( ) , ;

0, .

x
f x c x

x

≤ α⎧
⎪= α < ≤ β⎨
⎪ > β⎩

 (1.1.28) 

Из условия ( ) ( ) 1f x dx f x dx
β+∞

−∞ α
= =∫ ∫  следует, что 1c =

β − α
. На 

рис. 1.6 показана функция плотности распределения ( )f x , а на 
рис. 1.7 – функция распределения ( )F x  для закона равномерной 
плотности. 
 

 

                              α                             a            b      β 
Рис. 1.6. Функция плотности распределения в законе равномерной плотности 

 

)(xf

P(α < X < β) c
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                           α                                    x                β                  X 

 
Рис. 1.7. Функция распределения в законе равномерной плотности 

 

Используя связь между плотностью распределения и функцией 
распределения, получим 

( ) ( ) ( )
x x

F x f x dx f x dx
−∞ α

= =∫ ∫ . 

Тогда 

 

( ) , ;

( )
1 1, .

x xf x dx x

F x
dx x

α
β

α

⎧ − α
= α < ≤ β⎪ β − α⎪= ⎨

⎪ = > β⎪ β − α⎩

∫

∫
 (1.1.29) 

 
Числовые характеристики 

равномерно распределенной случайной величины 
 

Математическое ожидание 

 

1( )
2xm xf x dx x dx

β+∞

−∞ α

β + α
= = =

β − α∫ ∫ . (1.1.30) 

Дисперсия 
2( ) ( )x xD x m f x dx

+∞

−∞

= − =∫  

 

2 21 ( )
2 12

x dx
β

α

β + α β − α⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ β − α⎝ ⎠
∫ . (1.1.31) 

)(xF

P(α < X < x) 

1 
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В силу симметрии медиана совпадает с математическим ожида-
нием, а так как функция плотности распределения не имеет макси-
мума, то мода отсутствует. 

Для получения вероятности попадания случайной величины в 
интервал ( , )a b  можно воспользоваться явным видом функции рас-
пределения (1.29): 

 ( ) ( ) ( ) b aP a X b F b F a −
< < = − =

β −α
. (1.1.32) 

Из выражения (1.1.32) видно, что вероятность попадания в интер-
вал ( , )a b  равна отношению длины интервала ко всей длине участка 
( , )α β  и не зависит от его месторасположения на этом участке. 

 
Закон Пуассона 

 
Частным случаем биномиального распределения является закон 

Пуассона (рис. 18). Можно показать, что если в биномиальном за-
коне число испытаний увеличивать ( n →∞ ), а вероятность собы-
тия при этом уменьшать ( 0p → ), но так, чтобы np a= , то биноми-
альный закон превращается в закон Пуассона: 

 
( )

!

m aa lP m
m

−
= . (1.1.33) 

0
0,05
0,1

0,15
0,2

0,25
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ь
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np=2
np=3
np=4
np=5

 
 

Рис. 1.8. Закон Пуассона 
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Параметр a  в законе Пуассона есть математическое ожидание 
числа появлений редких (т.е. вероятность каждого отдельного со-
бытия мала), но массовых (т.е. опытов может быть много) случай-
ных событий. Оказывается, что дисперсия случайной величины 
тоже равна a: 

 
( )22

0 0
( ) ( )

!

m a

m m

a lD m P m m a a
m

−∞ ∞

= =
= − λ = − =∑ ∑ . (1.1.34) 

 
Показательный закон распределения 

 
Показательным называется закон распределения случайной ве-

личины, в данном случае обозначим ее T, имеющий плотность ве-
роятности вида: 

 

, 0;( )
0, 0.

te tf t
t

−λ⎧λ ≥⎪= ⎨
<⎪⎩

 (1.1.35) 

Показательным распределением описывается довольно большой 
круг задач, начиная от задач надежности до задач ядерной физики. 

 
[ ]

0

1( ) t
tM T m t f t dt t l dt

+∞ +∞
−λ⋅

−∞

= = ⋅ = ⋅λ ⋅ =
λ∫ ∫ . (1.1.36) 

Легко показать, что дисперсия случайной величины T есть 

 
[ ] 2

2
0

1( ) ( )tD T t m f t dt
∞

= − =
λ

∫ . (1.1.37) 

Геометрическая интерпретация показательного закона распре-
деления приведена на рис. 1.9. 

Нормальный (гауссов) закон распределения случайных величин 
играет особую роль. Во-первых, это наиболее часто встречающий-
ся на практике закон распределения. Это обстоятельство объясня-
ется тем, что большинство случайных величин представляют собой 
сумму большого числа независимых случайных величин, влияние 
каждой из которых мало. Предельные теоремы теории вероятно-
стей, о которых мы будем говорить ниже, доказывают, что вне за-
висимости от того, по какому закону распределено каждое из сла-
гаемых, закон распределения суммы будет близок к нормальному. 
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Это приводит, например, к тому, что ошибки измерения подчиня-
ются нормальному закону 

 

 
                               t1             t2 

Рис. 1.9. Плотность распределения в показательном законе 
 

Нормальный закон распределения 
 

Нормальный закон распределения характеризуется функцией 
плотности распределения вида: 

 

2

2
( )

21( )
2

x

x

x m

x
f x e

−
−

σ=
σ π

. (1.1.38) 

Можно показать, что xm  есть ни что иное, как математическое 
ожидание, а xσ  – среднее квадратическое отклонение случайной 
величины X. 

Поведение плотности распределения в зависимости от парамет-
ров xm  и xσ  показано на рис. 1.10. 

Изменение математического ожидания приводит к сдвигу мак-
симума функции, а изменение дисперсии к ее «уширению» либо 
«сужению», соответственно, при росте или уменьшении σ. 

)(tf

)( 21 tTtP <<
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                                               mx        α             β             x 

Рис. 1.10. Плотность распределения в нормальном законе 
 

Функция распределения случайной величины X, распределенной 
по нормальному закону, есть 

 

2
( )

21( ) ( )
2

x

x

x m
x x

x
F x f x dx l dx

−
−

σ

−∞ −∞
= =

σ π∫ ∫ . (1.1.39) 

Найдем вероятность попадания случайной величины X на уча-
сток от α до β. Согласно формуле: 

( ) ( ) ( )P X F Fα < < β = β − α ; 

2
( )

21( ) ( )
2

x

x

x m

x
F F l dx

−
−β

σ

−∞
α − β = −

σ π ∫  

 
2 2

( ) ( )
2 21 1

2 2

x x

x x

x m x m

x x
l dx l dx

− −
− −βα

σ σ

−∞ α
− =

σ π σ π∫ ∫ . (1.1.40) 

После замены переменных в выражении (1.1.40) 
2
x

x

x mt −
=

σ
 лег-

ко показать, что 

( )P Xα < < β

xσ

( )f x
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2 2 22 2 2

0 0
2

1 2 2( )
2

x x x

x x x

x

x

m m m

t t t

m
P X l dt l dt l dt

β− β− α−
σ σ σ

− − −

α−
σ

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪α < <β = = −⎨ ⎬

π π⎪ ⎪
⎪ ⎪⎭⎩

∫ ∫ ∫ . (1.1.41) 

Выражение (1.1.41) можно переписать короче, если ввести в 
рассмотрение так называемую функцию Лапласа 

 

2

0

2( )
x

tx l dt−Φ =
π ∫ . (1.1.42) 

Вид функции Лапласа показан на рис. 1.11. 

-1

0

1

 
 

Рис. 1.11. Функция Лапласа 
 

Из рисунка видно, что 
(0) 0; ( ) ( ); ( ) 1; ( ) 1x xΦ = Φ − = −Φ Φ +∞ = Φ −∞ = − . 

Вероятность попадания случайной величины в интервал ( , )α β  
есть: 

 
1( )
2 2 2

x x

x x

m m
P X

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞β − α −⎪ ⎪α < < β = Φ − Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ σ ⎪⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭⎩
. (1.1.43) 

На рис. 1.10 показан геометрический смысл этого выражения 
как площади под колоколообразной кривой, ограниченной прямы-
ми x = α  и x = β . 

 

( )xΦ

x
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Вероятное отклонение. Правило 3σ 
 

Часто требуется найти такой интервал E около математического 
ожидания, вероятность попадания в который равна заданной вели-
чине, например ε. Для нахождения этой вероятности воспользуемся 
соотношением (1.1.43), в котором положим ;x xm E m Eα = − β = + . 
Тогда после несложных преобразований получим: 

 2x

E⎛ ⎞
ε = Φ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

. (1.1.44) 

Для заданного ε по таблицам значений функции Лапласа нахо-

дим аргумент 
2x

E
σ

, при котором 
2x

E⎛ ⎞
Φ = ε⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

. Допустим 

2x

E
= γ

σ
, тогда 2xE = γσ . Например, пусть 0,5ε = , тогда по 

таблицам Лапласа находим 0,477γ =  и, следовательно, 
0,675 xE = σ . Таким образом, с вероятностью 50 % значения слу-

чайной величины X, подчиненной нормальному закону, попадают в 
интервал ( 0,675 , 0,675 )x x x xm m− σ + σ . Величина 0,675 xE = σ  при 
этом называется вероятным отклонением. 

Поставим теперь задачу по-другому. Пусть требуется опреде-
лить вероятность попадания в заданный интервал E, симметричный 
около математического ожидания. Будем измерять E в единицах 
среднего квадратического отклонения. Тогда получим: 

1; ( ) 0,677
2 2

x
x x x x x

x
E P m X m

⎛ ⎞σ ⎛ ⎞= σ − σ < < + σ = Φ = Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠
; 

2 22 ; ( 2 2 ) 0,953
2 2

x
x x x x x

x
E P m X m

⎛ ⎞σ ⎛ ⎞= σ − σ < < + σ =Φ =Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠
; 

 

3 33 ; ( 3 3 ) 0,997
2 2

x
x x x x x

x
E P m X m

⎛ ⎞σ ⎛ ⎞= σ − σ < < + σ =Φ =Φ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠
.(1.1.45) 
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Из выражения (1.1.45) видно, что с вероятностью, почти равной 
единице, значение случайной величины попадет в интервал 
( 3 , 3 )x x x xm m− σ + σ . Иначе говоря, при нормальном законе рас-
пределения почти все значения случайной величины не уклоняются 
от математического ожидания больше, чем на 3 xσ . Отсюда следу-
ют такие практические выводы. 

1. Если известно, что случайная величина распределена по нор-
мальному закону и дано некоторое множество ее значений, то xσ  
приблизительно можно определить, разделив разницу между мак-

симально удаленным значением и средним на 3, т.е. max
3x

x x−
σ ≈ . 

2. По множеству значений случайной величины приближенно 

находят 

2

1
( )

1

N

i
i

x

x x

N
=

−
σ ≈

−

∑
, где 1

N

i
i

x
x

N
==
∑

 

Если самая удаленная точка отличается от среднего значения не 
более, чем на 3 xσ , то закон распределения можно принять за нор-
мальный (конечно, в дальнейшем следует провести дополнитель-
ные исследования). 

 
Система случайных величин 

 
На практике часто встречается необходимость описывать объек-

ты, которые характеризуются не одной, а несколькими случайными 
величинами, образующими комплекс или систему. При этом связь 
между величинами носит стохастический характер. При этом свой-
ства системы случайных величин не исчерпываются свойствами 
отдельных величин, её составляющих, помимо этого они включают 
также взаимные связи между случайными величинами. 

Система двух ( , )X Y  или более 1( , ..., )nX X  случайных величин 
может быть изображена случайной точкой, соответственно, в 
двухмерном или n-мерном пространстве. 
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Функция распределения системы двух случайных величин 
 

Функцией распределения двух случайных величин называется ве-
роятность совместного выполнения двух неравенств – X x<  и 
Y y< : 

 )))(((),( yYxXPyxF <<= . (1.1.46) 
Свойства функции распределения следуют из ее геометрической 

интерпретации (рис. 1.12). 
 

 

 

 
Рис. 1.12. Геометрическая интерпретация функции распределения 

системы двух случайных величин 
 

Свойства функции ( , )F x y . 
1. Функция распределения системы случайных величин – не-

убывающая функция. Это означает, что если 2 1x x> , то 

2 1( , ) ( , )F x y F x y≥ , если 2 1y y> , то 2 1( , ) ( , )F x y F x y≥ . 
2. ( , ) ( , ) ( , ) 0F x F y F−∞ = −∞ = −∞ −∞ = . 
3. 1 2( , ) ( ); ( , ) ( )F x F x F y F y+∞ = +∞ = . 
4. ( , ) 1F +∞ +∞ = . 
Условимся событие, состоящее в том, что случайная точка по-

падет в область R, обозначать ( , )X Y R⊂ . 

),( 11 yxF

),( 22 yxF

1x 2x
x

1y

2y
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Найдём вероятность попадания точки в область в виде прямо-
угольника со сторонами, параллельными координатным осям 
(рис. 1.13): 

 (( , ) ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )P X Y R F F F F⊂ = β δ − α δ − β γ + α γ . (1.1.47) 
В выражение (1.1.47) последний член входит со знаком «плюс», 

потому что при вычитании ( , )F α δ  и ( , )F β γ  мы два раза вычитаем 
площадь ( , )F α γ . 

Пусть теперь область R представляет собой элементарный пря-
моугольник с площадью S x yΔ = Δ ⋅ Δ  (см. рис. 1.13). 

 

 

 
 

Рис. 1.13. Иллюстрация к выводу функции плотности  
распределения системы двух случайных величин 

 
Вероятность попадания случайной точки в эту элементарную 

площадку есть 

 (( , ) ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )P X Y R F x x y y F x x y F x y y F x y⊂ = +Δ +Δ − +Δ − +Δ + . (1.1.48) 
Для непрерывных случайных величин существует предел 

 

2

0
0

(( , ) ) ( , )lim ( , )
x
y

P X Y R F x y f x y
x y x yΔ →

Δ →

⊂ ∂
= =

Δ Δ ∂ ∂
. (1.1.49) 

Функция ( , )f x y  называется плотностью распределения систе-
мы двух случайных величин. По своему смыслу ( , )f x y dxdy  есть 

R

α β

γ

δ
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вероятность попадания случайной величины в элементарную пло-
щадку dS dxdy= . Понятно, что вероятность попадания случайной 
точки в произвольную область R есть 

 
(( , ) ) ( , )

R
P X Y R f x y dxdy⊂ = ∫∫ . (1.1.50) 

Между функцией распределения и плотностью распределения 
существует простая связь: 

 
( , ) ( , )

yx
F x y f x y dxdy

−∞ −∞
= ∫ ∫ . (1.1.51) 

В справедливости этого выражения легко убедиться, если взять 
смешанную производную по переменному верхнему пределу. То-
гда получим выражение (1.1.49). 

Свойства функции плотности распределения ( , )f x y  вытекают 
из свойств функции распределения ( , )F x y : 

1. Так как ( , )F x y  – неубывающая функция, а ( , )f x y  – ее про-
изводная, то ( , ) 0f x y ≥ . 

2. Так как ( , ) 1F +∞ + ∞ = , то из выражения (1.1.51) следует 

( , ) 1f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫ . 

 
Законы распределения случайных величин, 

входящих в систему. 
Условные законы распределения 

 
Понятно, что должна существовать связь и между такими функ-

циями как плотность распределения системы ( , )f x y  и плотностя-
ми распределения отдельных переменных 1( )f x  и 2 ( )f y . 

Теорема. Пусть ( , )f x y  – плотность распределения системы 
случайных величин ( , )X Y , тогда плотность распределения от-

дельных величин есть 1( ) ( , )f x f x y dy
+∞

−∞
= ∫  и 2 ( ) ( , )f y f x y dx

+∞

−∞
= ∫  
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Данная теорема показывает, что, зная закон распределения сис-
темы величин, можно определить закон распределения каждой из 
них, но обратное утверждение, вообще говоря, неверно. Недоста-
точно знать закон распределения каждой величины, необходимо 
знать зависимость между величинами, входящими в систему. Эта 
зависимость может быть охарактеризована с помощью условных 
законов распределения. 
Условным законом распределения случайной величины X, вхо-

дящей в систему ( , )X Y  называется закон её распределения, вычис-
ленный при условии, что случайная величина Y приняла опреде-
лённое значение. 

Теорема. Закон распределения системы случайных величин 
( , )X Y  можно представить в виде 

 1( , ) ( ) ( / )f x y f x f y x= ⋅  или 2( , ) ( ) ( / )f x y f y f x y= ⋅ . (1.1.52) 
Определение. Случайные величины X и Y называются независи-

мыми, если закон распределения каждой их них не зависит от то-
го, какое значение приняла другая величина. Условие независимо-
сти записывается следующим образом: 

1( / ) ( )f x y f x=  – случайная величина X не зависит от случай-
ной величины Y; 

2( / ) ( )f y x f y=  – случайная величина Y не зависит от случай-
ной величины X. 

Зависимость или независимость случайных величин всегда вза-
имны. 

Для независимых случайных величин плотность распределения 
системы равна произведению плотностей распределений отдель-
ных величин: 

 1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y= ⋅ . (1.1.53) 
 

Числовые характеристики системы двух случайных величин 
 

Важнейшими числовыми характеристиками системы двух слу-
чайных величин являются следующие: [ ]xm M X= , [ ]ym M Y= , 

2[( ) ]xD M X= � , 2[( ) ]yD M Y= � . Смысл этих величин понятен  и ни-
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чем не отличается от смысла числовых величин, рассмотренных 
ранее для одной переменной. Но эти числовые характеристики ни-
как не отражают того факта, что случайные величины X и Y обра-
зуют систему случайных величин ( , )X Y . Характеристикой именно 
системы случайных величин является ковариационный момент 

xyK , который по определению есть 

 
[( )( )]xy x yK M X m Y m= − − . (1.1.54) 

Ввиду особой важности этой характеристики приведем ее явный 
вид для дискретных и непрерывных величин: 

Для дискретных случайных величин  

 
1 1

( )( )
n n

xy i x j j ij
i j

K x m y m p
= =

= − −∑∑ . (1.1.55) 

Для непрерывных случайных величин 

 ( )( ) ( , )xy x yK x m y m f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − −∫ ∫ . (1.1.56) 

 

  
                    а)                                                        б) 

Рис. 1.14. Распределение точек на плоскости 
при различных значениях ковариационного момента: а) Kxy > 0; б) Kxy > 0 

 
На рис. 1.14 показано распределение случайных точек на плос-

кости при различных значениях ковариационного момента. Из ри-
сунка видно, что чем больше ковариационный момент между слу-
чайными величинами ( , )X Y , тем теснее располагаются точки друг 
к другу. Однако ковариационный момент характеризует не только 

Y Y

X X
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степень «тесноты» зависимости между X и Y, но и их рассеяние. 
Действительно, если X мало отличается от xm , то xyK  будет бли-
зок к нулю, хотя случайные величины X и Y могут быть и сильно 
связаны. Поэтому для характеристики именно степени связи между 
X и Y вводится безразмерная величина 

 

xy
xy

x y

K
r =

σ σ
. (1.1.57) 

Величина xyr  называется коэффициентом корреляции. Если 
0xyr = , то случайные величины называются некоррелированными. 

Отметим сразу, что некоррелированность в общем случае не озна-
чает независимости случайных величин. В тоже время из незави-
симости некоррелированность следует. Действительно, если X и Y 
независимы, то 1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y= ⋅ , тогда 

1 2

1 2

( )( ) ( , )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

xy x y

x y

x y

K x m y m f x y dxdy

x m y m f x f y dxdy

x m f x dx y m f y dy

+∞ +∞

−∞ −∞
+∞ +∞

−∞ −∞
+∞ +∞

−∞ −∞

= − − =

= − − ⋅ =

= − − =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

Коэффициент корреляции характеризует степень тесноты ли-
нейной зависимости. Можно показать, что если между случайными 
величинами есть функциональная зависимость Y a X b= ⋅ + , то 

1xyr = + , если 0a >  и 1xyr = − , если 0a < . В общем случае, когда X 

и Y связаны вероятностной зависимостью, то 1 1xyr− < < . 
 

Числовые характеристики системы n  случайных величин 
 

Система случайных величин 1( , ..., )nX X  может быть охаракте-
ризована следующим минимальным числом характеристик: 

1) n математических ожиданий 1, ..., nm m ; 
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2) n дисперсий; 
3) ( 1)n n⋅ −  корреляционных моментов [ ]ij i jK M X X= � � , где 

i j≠ . 
Ковариционные моменты образуют симметричную положи-

тельно определенную матрицу 

11 1

1

...
ˆ ...

...

n

n nn

K K
K

K K

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Для некоррелированных случайных величин матрица K̂  диаго-
нальна. Два случайных вектора X

G
 и Y

G
 называются некоррелиро-

ванными, если каждая из составляющих вектора X
G

 некоррелиро-
вана с каждой из составляющих вектора Y

G
, т.е. 0ijK =  для всех 

1, ...,i n=  и 1, ...,j n= . 
 

Нормальный закон распределения системы 
двух случайных величин (нормальный закон на плоскости) 

 
Из законов распределения случайных величин рассмотрим наи-

более распространенный – нормальный. Для наглядности ограни-
чимся случаем системы из двух случайных величин, поскольку она 
может представляться случайной точкой на плоскости. Функция 
плотности распределения системы в этом случае выражается фор-
мулой: 

 
2

1 1( , ) exp ( , )
22 1x y

f x y Q x y
r

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭πσ σ −

, (1.1.58) 

где 
22

2 2 2

2 ( )( ) (1 )(1 )1( , )
1

x y yx

x yx y

r x m y m mmQ x y
r

⎡ ⎤− − −−
⎢ ⎥= − +

σ σ− σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦
. (1.1.59) 
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Функция распределения случайной величины Х есть 

 

2

2
( )

2
1

1( ) ( , )
2

x

x

x m

x
f x f x y dy l

−
−+∞

σ

−∞
= =

σ π∫ . (1.1.60) 

Функция распределения случайной величины Y есть 

 

2

2
( )

2
2

1( ) ( , )
2

y

y

y m

y
f y f x y dx l

−
−+∞

σ

−∞

= =
σ π∫ . (1.1.61) 

Можно показать, что 

 
( )( ) ( , )xy x y x yK x m y m f x y dxdy r

+∞ +∞

−∞ −∞
= − − = σ σ∫ ∫ . (1.1.62) 

Нетрудно видеть, что при некоррелированных случайных вели-
чинах, т.е. при 0r = , выражение для плотности распределения сис-
темы имеет вид: 

22
22

( )( )
22

1 2
1 1( , ) ( ) ( )

2 2

yx
yx

y mx m

x y
f x y l l f x f y

−− −−
σσ= ⋅ = ⋅

σ π σ π
. (1.1.63) 

Из формулы (1.1.63) видно, что при нормальном законе распре-
деления случайных величин из некоррелированности следует их не-
зависимость. 

Если случайные величины коррелированны ( 0r ≠ ), то можно 
найти условные законы распределения: 

2

2
( )1

2(1 )
21

( , ) 1( / )
( ) 2 1

y x
y x

y m x mr
r

y

f x yf y x l
f x r

⎛ ⎞− −⎜ ⎟− −
⎜ ⎟σ− σ⎝ ⎠= =

σ π −
; (1.1.64) 

2

2
( )1

2(1 )
22

( , ) 1( / )
( ) 2 1

yx
yx

y mx m r
r

x

f x yf x y l
f y r

⎛ ⎞−−
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟σ− σ⎝ ⎠= =

σ π −
. (1.1.65) 
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Формулу (1.1.64) можно привести к виду 

 

2

2
1 ( )

2(1 )

2

1( / )
2 1

y
y x

xy
y m r x m

r

y

f y x l
r

σ⎡ ⎤
− − − −⎢ ⎥σ− σ ⎣ ⎦=

σ π −
. (1.1.66) 

Легко видеть, что ( / )f y x  есть плотность распределения слу-
чайной величины, имеющей нормальный закон распределения, ес-
ли положить 

 
/ ( )y

y x y x
y

m m r x m
σ

= + −
σ

, (1.1.67) 

 
2

/ 1y x y rσ = σ − . (1.1.68) 

Из этих формул видно, что от x зависит только математическое 
ожидание, но не дисперсия. При этом /y xm  есть условное матема-
тическое ожидание. В геометрическом плане выражение (1.1.67) 
представляет собой линию, которая называется линией регрессии 
случайной величины Y на X. 

 
Числовые характеристики функций случайных величин 

 
На практике часто возникает необходимость определять стати-

стические характеристики функции от случайных величин. В мате-
матическом плане задача ставится следующим образом. Случайная 
величина Y есть неслучайная функция нескольких случайных вели-
чин 1( , ..., )nY X X= ϕ . Известны математические ожидания и дис-
персии аргументов: 

1
, ...,

nx xm m  и 
1
, ...,

nx xD D . Требуется опреде-
лить математическое ожидание и дисперсию функции 

 1[ ( , ..., )]nM X X mϕϕ =    и   1[ ( , ..., )]nD X X Dϕϕ = . (1.1.69) 

Обобщая вышеприведенные формулы на функцию многих слу-
чайных аргументов, например, для непрерывных случайных вели-
чин получим: 

1[ ( , ..., )]nM X X mϕϕ = =  
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1 1 1... ( , ..., ) ( , ..., ) ...n n nx x f x x dx dx

+∞ +∞

−∞ −∞
= ϕ∫ ∫ ; (1.1.70) 

1[ ( , ..., )]nD X X Dϕϕ = =  

 
2

1 1 1... [ ( , ..., ) ] ( , ..., ) ...n n nx x m f x x dx dx
+∞ +∞

ϕ
−∞ −∞

= ϕ −∫ ∫ . (1.1.71) 

Примечательным в приведенных выше выражениях является то, 
что для определения числовых характеристик  функций случайных 
аргументов достаточно знать только закон распределения аргу-
ментов. Более того, если функция линейно зависит от своих аргу-
ментов, то знать закон их распределения тоже не обязательно. Для 
определения числовых характеристик в этом случае достаточно 
знать только числовые характеристики самих аргументов. Нетруд-
но показать справедливость следующих соотношений. 

1. Математическое ожидание постоянной величины  есть сама 
эта величина 
 [ ]M c c= . (1.1.72) 

2. Дисперсия неслучайной величины равна нулю 

 [ ] 0D c = . (1.1.73) 
3. Неслучайная величина может быть вынесена за знак матема-

тического ожидания 
 [ ] [ ]M cX cM X= . (1.1.74) 

4. Вынесение не случайной величины за знак дисперсии и сред-
него квадратического отклонения 

 

2[ ] [ ]; [ ] [ ]D cX c D X cX c X= σ = ⋅σ . (1.1.75) 

5. Математическое ожидание суммы двух случайных величин 
равно сумме математических ожиданий: 

 [ ] [ ] [ ]M X Y M X M Y+ = + . (1.1.76) 
6. Математическое ожидание линейной функции от случайных 

аргументов равно линейной функции от математических ожиданий 
аргументов: 
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 1 1
[ ]

i

n n

i i i x
i i

M a X b a m b
= =

+ = +∑ ∑ . (1.1.77) 

7. Дисперсия суммы случайных величин 

 [ ] [ ] [ ] 2 xyD X Y D X D Y K+ = + + ⋅ . (1.1.78) 

8. Дисперсия линейной функции 

 
2

1 1
[ ] 2

n n

i i i i i j ij
i i i j

D a X b a D X a a K
= = <

⎡ ⎤
+ = + ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ . (1.1.79) 

для некоррелированных случайных величин   

2

1 1
[ ]

n n

i i i i
i i

D a X b a D X
= =

⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ . 

Приведенные правила еще раз подчеркивают важное свойство 
математического ожидания как линейного оператора. Перечислим 
еще ряд полезных соотношений для нелинейной функции – произ-
ведения случайных величин: 

математическое ожидание произведения случайных величин 

 [ ] [ ] [ ] xyM X Y M X M Y K⋅ = ⋅ + . (1.1.80) 

дисперсия произведения независимых случайных величин 

 
2 2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]x yD XY D X D Y m D Y m D X= + + . (1.1.81) 

 
Метод линеаризации функции случайных аргументов 

 
Рассмотренный ранее аппарат числовых характеристик позволя-

ет определять числовые характеристики функций случайных аргу-
ментов, зная лишь числовые характеристики самих аргументов. В 
этом заключается его удобство. Однако применим этот аппарат, 
главным образом, к линейным функциям. Если исходная функция 
нелинейна, то выйти из положения можно следующим образом. 

Допустим, что значения случайной величины X ограничены 
пределами α и β, а случайная величина Y связана со случайной ве-
личиной X функциональной зависимостью 

 ( )Y X= ϕ . (1.1.82) 
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Разложим функцию Y в ряд около точки xm  и ограничимся чле-
нами первого порядка малости: 

 
( ) ( )

x
x x

x m

dY m X m
dx =

ϕ
≈ ϕ + − . (1.1.83) 

Чем меньше интервал ( , )α β , тем точнее выполняется соотно-
шение (1.1.83). Так как теперь функция Y является линейной отно-
сительно аргумента X, то для нахождения ее математического ожи-
дания и дисперсии можно применить аппарат числовых характери-
стик. 

[ ] [ ( ) ( )]
x

x x
x m

dM Y M m X m
dx =

ϕ
= ϕ + − =  

 

[ ( )] [( )] ( )
x

x x x
x m

dM m M X m m
dx =

ϕ
= ϕ + − = ϕ ; (1.1.84) 

2

[ ] [ ( )] [( )]
x

x x
x m

dD Y D m D X m
dx =

⎛ ⎞ϕ
⎜ ⎟= ϕ + − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

2

[ ]
xx m

d D X
dx =

⎛ ⎞ϕ
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (1.1.85) 

Этот подход легко обобщается, когда Y является функцией мно-
гих переменных: 

 1( , ..., )nY X X= ϕ . (1.1.86) 

Тогда функцию 1( , ..., )nY X X= ϕ  также раскладывают в ряд и 
ограничиваются линейным членом: 

 1 1
1

( , ..., ) ( , ..., )( )
n i n i

n

x x x x x i x
i

Y m m m m X m
=

′≈ ϕ + ϕ −∑ . (1.1.87) 

Применяя аппарат числовых характеристик, получим: 

 1
[ ] ( , ..., )

nx xM Y m m= ϕ ; (1.1.88) 
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2

1
[ ] [ ] 2

n

ij
i i ji i j

d d dD Y D X K
dx dx dx= <

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ
= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ , (1.1.89) 

где 
11 1

1

...
ˆ ...

...

n

n nn

K K
K

K K

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – ковариционная матрица аргументов. 

Если при разложении функции в ряд оставить еще одно слагае-
мое: 

 

2
2

2
1( ) ( ) ( )
2

x x

x x x
x m x m

d dY m X m X m
dx dx= =

ϕ ϕ
≈ ϕ + − + − , (1.1.90) 

то результаты линеаризации можно уточнить. Действительно, при-
меняя к выражению (1.1.90) операцию нахождения математическо-
го ожидания, получим: 

 

2

2
1[ ] ( ) [ ]
2

x

x
x m

dM Y m D X
dx =

ϕ
= ϕ + . (1.1.91) 

Поправка к дисперсии просто выглядит, когда случайная вели-
чина, распределенная по нормальному закону: 

22 2
2

2
1[ ] [ ] [ ]
2

x x
x m x m

d dD Y D X D X
dx dx= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ϕ ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Возможно, конечно, обобщение данных результатов на много-
мерный случай, однако формулы в этом случае выглядят очень 
громоздкими. 

 
Закон распределения функций случайных аргументов 

 
Рассмотренные выше способы получения статистических харак-

теристик функции от случайных аргументов имеют недостатки. Во-
первых, они справедливы лишь для линейных функций. Если же 
функция нелинейная и используется метод линеаризации, то труд-
но оценить ошибку определения числовых характеристик. Знание 



47 

закона распределения функции решает все эти проблемы. Действи-
тельно, если задана функция ( )Y X= ϕ  и известна плотность рас-
пределения случайной величины Y, которую мы обозначим ( )g y , 
то числовые характеристики функции ( )Y X= ϕ  могут быть найде-
ны из следующих соотношений: 

 
[ ] ( )yM Y m y g y dy

+∞

−∞
= = ⋅∫ ; (1.1.92) 

 

2[ ] ( ) ( )y yD Y D y m g y dy
+∞

−∞

= = −∫ . (1.1.93) 

Можно показать, что если плотность распределения аргумента 
есть функция ( )f x , то  плотность распределения ( )g y  есть 

 

( )( ) ( ( )) d yg y f y
dy
ψ

= ψ ⋅ , (1.1.95) 

где ( )yψ  – функция обратная функции ( )y x= ϕ . 
Идею получения закона распределения для функции нескольких 

аргументов покажем на примере функции двух случайных величин. 
 

Закон распределения функции двух случайных величин 
 

Пусть имеется система двух случайных величин ( , )X Y  с плот-
ностью распределения ( , )f x y  и случайная величина Z, связанная с 
( , )X Y  функциональной зависимостью ( , )Z X Y= ϕ . Требуется оп-
ределить закон распределения случайной величины Z. На рис. 1.15 
показана функция ( , )Z X Y= ϕ . Плоскость Q, параллельная плоско-
сти XOY , осуществляет сечение этой функции на высоте z. Об-
ласть D есть проекция этого сечения на плоскость XOY . 

Как следует из рисунка, если случайная точка ( , )X Y  попадает в 
область D, то ( , )X Y zϕ < . Таким образом, вероятность того, что 
значение случайной функции будет менее величины z , есть веро-
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ятность попадания случайной точки в область D, т.е. функция рас-
пределения случайной величины ( , )Z X Y= ϕ  есть 

( ) ( ) ( ( , ) ) (( , ) )G z P Z z P X Y z P X Y D= < = ϕ < = ⊂ ; 

( )
( ) (( , ) ) ( , )

D z
G z P X Y D f x y dxdy= ⊂ = ∫ ∫ . 

 

 
 

Рис. 1.15. Иллюстрация к закону распределения 
двух случайных величин 

 
Величина z в это выражение входит через предел интегрирова-

ния. Дифференцируя ( )G z  по z, получим плотность распределения 
случайной величины Z. 

 
Закон распределения суммы двух случайных величин. 

Композиция законов распределения 
 

Пусть имеется система двух случайных величин ( , )X Y  с плот-
ностью распределения ( , )f x y . Требуется найти закон распределе-
ния случайной величины Z X Y= + . Поверхность z x y= +  – 
плоскость, проходящая через начало координат (рис. 1.16). В за-
штрихованной области лежат те значения аргументов, при которых 
X Y z+ < . 
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Рис. 1.16. Иллюстрация к закону 
распределения суммы 
случайных величин 

 

 
 

Из рис. 1.16 следует: 

 
( ) ( , ) ( , )

z x

D
G z f x y dxdy f x y dy dx

+∞ −

−∞ −∞

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫∫ ∫ ∫ . (1.1.96) 

Плотность распределения случайной величины Z есть 

 
( ) ( , )dGg z f x z x dx

dz

+∞

−∞
= = −∫ . (1.1.97) 

Исходя из соображений симметрии, можно получить: 

 
( ) ( , )dGg z f z y y dy

dz

+∞

−∞
= = −∫ . (1.1.98) 

Таким образом, если известен закон распределения системы 
( , )f x y , то закон распределения суммы легко получить. 
Если требуется найти закон распределения независимых слу-

чайных величин, то говорят о композиции законов распределения. 
Рассмотрим случай композиции двух законов распределения. 

Пусть имеются две случайные величины X и Y, соответственно 
подчиненные 1( )f x  и 2 ( )f y . Требуется найти плотность распреде-
ления суммы этих двух независимых случайных величин. В силу 
независимости X и Y плотность распределения системы имеет вид 

1 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y= ⋅ , тогда 

 
1 2( ) ( , ) ( ) ( )g z f x z x dx f x f z x dx

+∞ +∞

−∞ −∞
= − = ⋅ −∫ ∫ . (1.1.99) 
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Операцию нахождения композиции двух законов распределения 
сокращенно записывают так: 

1 2( ) ( ) ( )g z f x f y= ⋅ . 
 

Композиция нормальных законов 
 

Можно показать, что если имеется n случайных величин 
1, ..., nX X , подчиненных нормальному закону, то случайная вели-

чина 
1

n

i
i

Z X
=

= ∑  также подчиняется нормальному закону с парамет-

рами 
1

i

n

z x
i

m m
=

= ∑  и 
1

i

n

z x
i

D D
=

= ∑ . Отметим тот факт, что даже если 

нормально распределенные случайные величины коррелированны, 
то их сумма все равно распределена по нормальному закону. Толь-
ко выражение для дисперсии будет иметь вид 

1
2

i i j

n

z x x y
i i j

D D K
= <

= +∑ ∑ . Таким образом, при композиции нормаль-

ных законов получается нормальный закон. 
Нетрудно понять, что закон распределения линейной функции 

от нормально распределенных аргументов 
1

n

i i
i

Z a X b
=

= +∑ также 

будет нормальным с числовыми характеристиками  

 1
i

n

z i x
i

m a m b
=

= +∑    и   2

1
2

i i j

n

z i x i j x y
i i j

D a D a a K
= <

= +∑ ∑ . (1.1.100) 

Предельные теоремы теории вероятностей доказывают, что при 
композиции большого числа любых законов закон распределения 
композиции близок к нормальному закону. 

 
Предельные теоремы теории вероятностей 

 
Предельные теоремы теории вероятностей можно условно раз-

делить на две группы. Первая группа предельных теорем объеди-



51 

няется под названием «закон больших чисел», а вторая под назва-
нием «центральная предельная теорема». 

Предельные теоремы описывают свойство устойчивости массо-
вых случайных явлений. Суть устойчивости в том, что конкретные 
особенности каждого отдельного случайного явления почти не ска-
зываются на среднем результате массы таких явлений. В узком 
смысле под законом больших чисел понимается ряд теорем, в каж-
дой из которых для тех или иных условий установлен факт при-
ближения средних характеристик большого числа опытов к неко-
торым определенным постоянным. Например, теорема Бернулли 
утверждает, что при большом числе опытов, если вероятность со-
бытия не изменяется от опыта к опыту, частота события сходится 
по вероятности к вероятности появления этого события. Тогда тео-
рема Бернулли утверждает, что lim ( ) 1nn

P X A
→∞

− < ε = . 

Центральные предельные теоремы касаются уже не средних ве-
личин массовых случайных явлений, а предельных законов распре-
деления. Приведем смысл наиболее важных из них. 

Неравенство Чебышева. Пусть имеется случайная величина X с 
числовыми характеристиками xm  и xD . Тогда для любого 0ε >  
вероятность того, что случайная величина X отклонится от своего 
математического ожидания больше, чем на ε, ограничена сверху 

величиной 2
xD

ε
, т.е. ( ) 2

x
x

D
P X m− ≥ ε ≤

ε
. 

Теорема Чебышева. При достаточно большом числе независи-
мых опытов среднее арифметическое значение случайной величи-
ны X сходится по вероятности к ее математическому ожиданию 

xm . 
Если 1, ..., nx x  – значения случайной величины X в n опытах, то 

1

n

i
i

n

x
Y

n
==
∑

, [ ] xM X m= , [ ] xD X D= . Тогда теорема Чебышева гово-

рит о том, что при любом сколь угодно малом 0ε >  и при числе 
опытов n → ∞  вероятность того, что n xY m− < ε  стремится к 1. 
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Обобщенная теорема Чебышева. Если 1, ..., nX X  – независи-
мые случайные величины с 

1
, ...,

nx xm m  и 
1
, ...,

nx xD D  и, возможно, 

разными законами распределения и если все 
ixD < α , 1,i n= , то 

при n → ∞  среднее арифметическое наблюдаемых значений вели-
чин 1, ..., nX X  сходится по вероятности к среднему арифметиче-
скому их математических ожиданий, т.е. 

0
0 : 1ixi mx

N n N P
n nδ>

⎛ ⎞
∀ε > ∃ ∀ > ⇒ − < ε > − δ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑∑ . 

Если случайные величины 1, ..., nX X  зависимы, то по теореме Мар-
кова можно найти условие, при котором среднее арифметическое 
наблюдаемых значений сходится по вероятности к среднему ариф-
метическому их математических ожиданий. 

Теорема Маркова. Если имеются зависимые случайные величи-

ны 1, ..., nX X  и при n → ∞  [ ]
2 0iD x

n
→∑ , то среднее арифметиче-

ское наблюдаемых значений случайных величин 1, ..., nX X  сходит-
ся по вероятности к среднему арифметическому их математических 
ожиданий. 

Теорема Ляпунова (Центральная предельная теорема). Закон 
распределения суммы независимых случайных приближается к 
нормальному закону, если все величины имеют конечные xm  и 

xD , и ни одна из величин по своему значению резко не отличается 
от остальных. 

 
Элементы теории информации 

 
В качестве меры априорной неопределенности системы в теории 

информации применяется характеристика, называемая энтропией. 
Если, например, система может находиться в состояниях 1, ..., nx x  с 
вероятностями, соответственно, 1, ..., np p , то энтропией системы 
называют величину: 
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 1
( ) log

n

i i
i

H X p p
=

= −∑ . (1.1.101) 

Понятно, что самой простой системой с точки зрения неопреде-
ленности является система, которая может находиться лишь в двух 
состояниях. При равновероятности состояний значение энтропии 
будет равно 1, если логарифм взять по основанию 2. Эта величина 
принимается обычно за единицу измерения информации и обозна-
чается «бит». Если система может находиться в n  равновозмож-
ных состояниях, то 

1( ) log logH X n n n
n

= − = . 

Если известно, что система находится в состоянии j, то понятно, 
что 1jp = , а 0ip =  при i j≠ . В этом случае из формулы (1) полу-
чим, что ( ) 0H X = . То есть если состояние системы известно, то 
энтропия системы равна нулю. Таким образом, энтропия обращает-
ся в нуль, когда одно из состояний системы достоверно, а осталь-
ные невозможны. Энтропия растет с ростом числа возможных со-
стояний и максимальна, если все состояния равновероятны. 

Пусть рассматривается сложная система, являющаяся объеди-
нением, например, двух систем – системы X, которая может нахо-
диться в состояниях 1, ..., nx x  и имеет энтропию ( )H X  и системы 
Y, которая может находиться в состояниях 1, ..., my y  и имеет энтро-
пию ( )H Y . Число возможных состояний объединенной системы 
равно n m⋅  и вероятность находиться системе в состоянии ( , )i jx y  
есть ijp . Тогда энтропия сложной системы будет равна: 

 1 1
( , ) log

n m

ij ij
i j

H X Y p p
= =

= −∑ ∑ . (1.1.102) 

Если системы независимы, т.е. ij i jp p p= , то из выражения 
(1.1.102) следует, что 

( , ) ( ) ( )H X Y H X H Y= + . 
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Для произвольного числа независимых систем имеем: 

1
1

( , ..., ) ( )
s

s k
k

H X X H X
=

= ∑ . 

Если системы зависимы, то вводится понятие условной энтро-
пии 

1
( / ) ( / ) log ( / )

n

i i i i i
i

H Y x p y x p y x
=

= −∑ , 

где ( / )iH Y x  – энтропия системы Y при условии, что система X 
находится в состоянии ix . Средняя энтропия системы Y, опреде-
ленная с учетом того, что система X может находиться в любом из 
своих состояний, есть 

1 1 1
( / ) ( / ) log ( / )

n n m

i i ij i i
i i j

H Y X p H Y x p p y x
= = =

= = −∑ ∑ ∑ . 

Можно показать, что если две системы объединяются в одну, то 
энтропия объединенной системы есть 

( , ) ( ) ( / )H X Y H X H Y X= + . 
Для любого числа объединяемых систем: 

1 1 2 1 2 1 1( , ..., ) ( ) ( / , ) ... ( / , ..., )s s sH X X H X H X X X H X X X −= + + + . 
Энтропия каждой следующей системы вычисляется при усло-

вии, что состояние всех предыдущих известно. 
Если над системой X производится наблюдение и состояние 

системы становится известным, тогда энтропия системы становит-
ся равной нулю. Таким образом, информация, получаемая при пол-
ном выяснении состояния системы, есть: 

 1
( ) log

n

X i i
i

I H X p p
=

= = −∑ . (1.1.103) 

Если в формуле (1.1.103) выражение log ip−  рассматривать как 
частную информацию о системе, получаемую от отдельного сооб-
щения о том, что система находится в состоянии ix  с вероятностью 

ip  и обозначить log
ix iI p= − , то XI  имеет смысл средней (пол-
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ной) информации о системе, получаемой от всех возможных сооб-
щений с учетом их вероятностей. Наибольшую информацию несут 
сообщения о тех событиях, которые наименее вероятны. 

Рассмотрим случай, когда состояние системы X непосредствен-
но не наблюдается, а может наблюдаться состояние системы Y, свя-
занной с ней. Предположим, что измеряется плотность потока ней-
тронов некоторым датчиком. Тогда результатом измерения являет-
ся сигнал на выходе датчика, представляющий собой преобразо-
ванное истинное значение плотности потока нейтронов ( )f X  в 
сочетании с ошибкой измерения Z. 

( )Y f X Z= + . 
Возникает вопрос: какое количество информации о системе X 

дает наблюдение над системой Y? 
Это количество информации может быть оценено как уменьше-

ние энтропии системы X в результате получения сведений о систе-
ме Y. 

( ) ( / )Y XI H X H X Y→ = − . 

Можно показать, что Y X X Y X YI I I→ → ↔= = . Величина X YI ↔  на-
зывается полной взаимной информацией. Если системы X и Y неза-
висимы, то 0X YI ↔ = . Если состояние одной системы полностью 
определяет состояние другой и наоборот, то Y X X YI I I↔ = = =  

( ) ( )H X H Y= = . Пусть теперь состояние одной из систем полно-
стью определяется состояние другой. Тогда первая система называ-
ется подчиненной. Если из двух систем X и Y подчиненной являет-
ся система X, то условная энтропия системы X, если система Y на-
ходится в известном состоянии, есть ( / ) 0H X Y = . Следовательно, 

( )Y XI H X→ = . Полная взаимная информация, содержащаяся в двух 
системах, равна сумме энтропий составляющих систем минус эн-
тропия объединенной системы ( ) ( ) ( , )Y XI H X H Y H X Y↔ = + − . 

Можно показать, что для непрерывных систем полная взаимная 
информация может быть вычислена по формуле: 

 1 2

( , )( , ) log
( ) ( )Y X
f x yI f x y dxdy

f x f y

+∞ +∞

↔
−∞ −∞

=
⋅∫ ∫ , (1.1.104) 
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где ( , )f x y  – плотность распределения объединенной системы 
( , )X Y ; 1 2( ), ( )f x f y  – плотности распределения систем X и Y, соот-
ветственно. 

Полная взаимная информация есть неотрицательная величина и 
для независимых систем 0X YI ↔ = . 

 
1.2. Статистические оценки параметров распределения 

 
Оценка параметров распределения [3] является одной из целей 

математической статистики – науки создания методов сбора и об-
работки статистических данных для получения научных и практи-
ческих выводов. Первая задача математической статистики – ука-
зать методы сбора статистических сведений. Вторая задача – раз-
работать методы анализа статистического материала в зависимости 
от поставленных целей. Помимо указанной ранее, в качестве целей 
обычно рассматриваются следующие: оценка неизвестной вероят-
ности события, оценка неизвестной функции распределения, оцен-
ка степени зависимости одной случайной величины от другой и 
многие другие. 

 
Основные понятия математической статистики 

 
Генеральная и выборочная совокупности 

 
Генеральная совокупность – совокупность объектов, из которой 

производится выборка. Каждый объект характеризуется некоторым 
количеством признаков, значение которых может меняться от объ-
екта к объекту. 
Выборочная совокупность (выборка) – совокупность случайно 

отобранных объектов. 
Объем совокупности – число объектов данной совокупности. 
Повторная выборка – совокупность, при которой отобранный 

объект возвращается в генеральную совокупность перед выбором 
следующего объекта. 
Бесповторная выборка – совокупность, при которой отобран-

ный объект не возвращается в генеральную совокупность перед 
выбором следующего объекта. 
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Если выборка правильно отражает пропорцию генеральной со-
вокупности, то она называется представительной или репрезента-
тивной. Выборка будет представительной, если ее осуществить 
случайно и если при этом все объекты имеют одинаковую вероят-
ность попасть в эту выборку. 

 
Две интерпретации выборки 

 
1. Практический вариант. Под 1, ..., nx x  понимаются фактиче-

ски наблюдаемые в конкретном эксперименте значения исследуе-
мой случайной величины X, т.е. 1, ..., nx x  – конкретные числа. 

2. Гипотетический вариант. Под 1, ..., nX X  понимается лишь 
обозначение тех n значений, которые мы могли бы получить. В та-
кой интерпретации 1, ..., nX X  – случайный вектор. Причем закон 
распределения каждой его компоненты один и тот же и совпадает с 
законом распределения случайной величины X, т.е. 

1 2( ) ( ) ... ( ) ( )nf x f x f x f x= = = = . 
 

Статистическое распределение выборки 
 

Для вычисления теоретических значений характеристик гене-
ральной совокупности необходимо знать закон распределения слу-
чайной величины в генеральной совокупности, однако на практике 
его заменяют эмпирическим законом (выборочным), вычисленным 
только на основе имеющихся в нашем распоряжении выборочных 
данных. В уменьшенной модели исследуемой генеральной сово-
купности наблюдаемые, т.е. практически реализованные, значения 

1, ..., nx x  интерпретируются как возможные, а вероятности появле-
ния этих возможных значений приписываются равными  зарегист-
рированным относительным частотам их появления, т.е. если 

1, ..., nx x  различны, то эта вероятность равна 1
n

. Если среди них 

есть совпадения, т.е. ix  наблюдается in  раз, то вероятность их по-

явления приравнивается к относительной частоте i
i

nw
n

= . Наблю-

даемые значения ix  называются вариантами, а последовательность 
вариантов, записанная по возрастанию, – вариационным рядом. 
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Наиболее простой задачей математической статистики является 
определение числовых характеристик рассматриваемой совокупно-
сти, характеризующих среднее значение и разброс. 

 
Генеральная и выборочная средние 

 
Генеральная средняя – среднее арифметическое значение при-

знака объекта в генеральной совокупности. 

 
1

г

N

i
i

x
x

N
==
∑

. (1.2.1) 

Пусть генеральная совокупность объема N содержит объекты с 
различными значениями признака X и из этой совокупности науда-
чу извлечен объект ix . Вероятность извлечения объекта с призна-

ком ix  равна 1
N

. С этой же вероятностью может быть извлечен и 

любой другой объект. Будем рассматривать величину признака X 
как случайную величину, возможные значения которой имеют, со-

ответственно, величины 1, ..., Nx x  и одинаковые вероятности 1
N

. 

Тогда математическое ожидание этой величины X есть 

 
1

1
1

1 1[ ] ...

N

iN
i

i i N
i

x
M X x p x x

N N N
=

=
= = + + =

∑
∑ . (1.2.2) 

Из сравнения выражений (1.2.1) и (1.2.2) видно, что генеральная 
средняя совпадает с математическим ожиданием г[ ]M X x= . Это 
справедливо и в том случае, если в генеральной выборке есть объ-
екты с совпадающими значениями признака. 
Выборочная средняя. Выборочной средней называется величина 

 
1

в

n

i
i

x
x

n
==
∑

. (1.2.3) 
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Заметим, что выборочные значения 1, ..., nx x  признака X, полу-
ченные в итоге независимых наблюдений, можно рассматривать как 
реализацию случайных величин 1, ..., nX X , имеющих то же распре-
деление и те же числовые характеристики, что и сама случайная  ве-
личина X. Выборочная средняя является случайной величиной, об-
ладающей соответствующим законом распределения и его числовы-
ми характеристиками. Действительно, поскольку выбор объектов 
случаен, то при следующем эксперименте можем получить другие 
значения 1, ..., nx x , а следовательно, и другое среднее. 

 
Генеральная и выборочная дисперсии 

 
Под генеральной дисперсией понимается величина 

 
2

г г
1

1 ( )
N

i
i

D x x
N =

= −∑ . (1.2.4) 

 
Соответственно, среднее квадратическое отклонение г гDσ = . 
Аналогично для выборочной дисперсии: 

 
2

в в
1

1 ( )
n

i
i

D x x
n =

= −∑ . (1.2.5) 

И среднее квадратическое отклонение есть в вDσ = . 
Приведем полезную формулу для определения дисперсии, свя-

зывающую квадрат средней величины 2( )x  и средний квадрат слу-

чайной величины 2x . 
Формула для вычисления дисперсии 

2 2 2

1 1
( ) ( 2 )

n n

i i i
i i

x x x x x x
D

n n
= =

− − +
= = =

∑ ∑

 

 

2

2 2 21 12 ( ) ( )

n n

i i
i i

x x
x x x x

n n
= == − + = −
∑ ∑

. (1.2.6) 
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Статистические оценки параметров распределения 
 

Пусть требуется определить числовые характеристики случайной 
величины из некоторой генеральной совокупности по данным кон-
кретной выборки. При этом, конечно, полученное значение может 
отличаться от истинного. Иными словами, мы нашли некоторую 
оценку случайной величины. Отметим сразу, что под термином 
«оценка» понимается не только само полученное численное значе-
ние, но и формула, которая использовалась для ее получения. На-
пример, среднее значение можно получить как по формуле 

1
в

n

i
i

x
x

n
==
∑

, так и из выражения max min
2

x x+
, где maxx , minx  – макси-

мальное и минимальное значение в выбранной совокупности соот-
ветственно. Возникает вопрос о наилучшем выборе формулы для 
получения оценки интересующего нас параметра по выборке. В об-
щем плане задача ставится следующим образом. Пусть X – случай-
ная величина, имеющая плотность распределения ( , )f x θ , где θ  – 
вектор параметров, значения и статистические свойства которых не-
известны. Исследовать все элементы генеральной совокупности для 
определения θ  не представляется возможным, поэтому о векторе 
параметров θ  судят о выборке из генеральной совокупности. Функ-
цию результатов наблюдений, с помощью которой судят о значении 
вектора параметров θ , называют статистической оценкой вектора 
параметров θ . Для простоты в дальнейшем будем говорить об оцен-
ке одного параметра θ . Рассмотрим некоторое множество выборок 
объемом n каждая. Выборочную оценку параметра θ  по i-й выборке 
будем обозначать *

iθ . Так как состав каждой выборки заранее неиз-

вестен, то *
iθ  является случайной величиной. Таким образом, оценка 

параметра является случайной величиной. 
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Свойства оценок 
 

Состоятельность. Оценка *
1( , ..., )nX Xθ  называется состоя-

тельной, если по мере роста объема выборки n  она сходится по 
вероятности к истинному значению параметра: 

*
1

по вероятности

( , ..., )n nX X →∞θ θ⎯⎯⎯→ . 

Требование состоятельности отражает здравый смысл. Действи-
тельно, увеличение объема выборки есть не что иное, как увеличе-
ние информации о генеральной совокупности, поэтому оценка по 
выборке должна приближаться к истинному значению параметра. 
Это свойство оценки необходимо проверить в первую очередь. С 
другой стороны, свойство состоятельности – это асимптотическое 
свойство, т.е. оно может проявляться лишь при больших объемах 
выборки. Вместе с тем, как правило, можно предложить несколько 
состоятельных оценок одной и той же величины, которые при ко-
нечном объеме выборки будут давать различные результаты. Сле-
довательно, только требования состоятельности недостаточно. 
Свойство оценки при конечном объеме выборки характеризует не-
смещенность. 

Оценка *
1( , ..., )nX Xθ называется несмещенной, если при любом 

объеме выборки n  результат ее усреднения по всем возможным 
выборкам данного объема приводит к истинному значению оцени-
ваемого параметра, т.е. *[ ]M θ = θ . В отличие от состоятельности, 
несмещенность оценки характеризует ее доасимптотические свой-
ства, т.е. хорошие или плохие свойства при конечном объеме вы-
борки. Удовлетворение требованию несмещенности устраняет сис-
тематическую погрешность оценивания, которая зависит от объема 
выборки. Оценка может быть состоятельной, но смещенной, т.е. 
хорошей при n → ∞ , но плохой при конечном n. 

Эффективность. Оценка *
1( , ..., )nX Xθ  называется эффектив-

ной, если она при заданном объеме выборки имеет минимальную 
дисперсию. На рис. 1.17 показана такая ситуация. 



62 

 
 

Рис. 1.17. Иллюстрация эффективности оценки 
 

Отметим, что на практике стремятся, чтобы выбранная оценка 
удовлетворяла всем вышеперечисленным свойствам: состоятельно-
сти, несмещенности и эффективности. 

Свойства средней выборочной. Пусть из генеральной сово-
купности в результате независимых наблюдений извлечена по-
вторная выборка 1, ..., nx x . Пусть генеральная средняя неизвестна и 
требуется ее оценить по данной выборке. Докажем, что если в ка-
честве оценки выбрать среднюю выборочную вx , то эта оценка яв-
ляется несмещенной оценкой генеральной совокупности гx . 

Рассмотрим выборку в гипотетическом варианте, т.е. вx  как 
случайную величину вX , а 1, ..., nx x  как 1, ..., nX X  – соответст-
вующие независимые одинаково распределенные случайные вели-
чины. Так как эти величины имеют один и тот же закон распреде-
ления, совпадающий с законом распределения случайной величины 
X, то они имеют одинаковые числовые характеристики, в том числе 
математические ожидания. 

1[ ] [ ] ... [ ]nM X M X M X a= = = = ; 

1 2
в

[ ... ] 1 1[ ] [ ... ]nM X X XM X M X X X na
n n n

+ + +
= = + + + = . 

Таким образом, математическое ожидание средней выборочной 
совпадает с математическим ожиданием генеральной совокупно-
сти, т.е. оценка является несмещенной. В соответствии с предель-
ной теоремой Чебышева эта оценка является и состоятельной. Дей-
ствительно, по теореме Чебышева, при n → ∞  среднее арифмети-
ческое величин 1, ..., nx x  стремится к математическому ожиданию 

[ ]M X a= , т.е. оценка является состоятельной. 
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Можно показать, что если X подчиняется нормальному закону, 
то оценка является и эффективной. 

Свойство выборочной дисперсии. Пусть из генеральной сово-
купности в результате n независимых наблюдений над количест-
венным признаком X извлечена повторная выборка объемом n. По 
данной выборке необходимо оценить неизвестную генеральную 
дисперсию. Казалось бы, что в качестве оценки следует взять вы-
ражение 

2
в в

1

1 ( )
n

i
i

D x x
n =

= −∑ ,   где   1
в

n

i
i

x
x

n
==
∑

, 

однако эта оценка является смещенной. Действительно, переходя к 
гипотетическому толкованию выборки, получим: 

2
в в

1

1[ ] ( )
n

i
i

M D M X X
n =

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ . 

Учтем, что в[ ] [ ]i xM X M X m= = , тогда 

i xX X m= −� ,   в в xX X m= −� , 
2 2

в в( ) ( )i iX X X X− = −� � , 

2 2
в в в

1 1

1 1( ) ( )
n n

i i
i i

D X X X X
n n= =

= − = − =∑ ∑ � �  

2 2 2 1
в в в в

1 1 1

1 12 2

n

in n n
i

i i i
i i i

X
X X X nX X X X

n n n
=

= = =

⎧ ⎫
= − + = − +⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑
∑ ∑ ∑

�
� � � � � � � , 

2 2
в в в

1 1

1 1[ ] [ ] [ ] [ ]
n n

i i
i i

M D M X M X D X D X
n n= =

⎡ ⎤
= − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑� �  

г
г г

1 1D nnD D
n n n

−
= − = . 

Таким образом, несмещенная оценка для генеральной средней 
будет 
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2 2

г в в
1

1 ( )
1 1

n

i
i

nD D x x s
n n =

= = − =
− −

∑ . (1.2.7) 

Величина 2s  носит название исправленной выборочной. Легко 
видеть, что исправленная выборочная дисперсия является состоя-
тельной оценкой генеральной дисперсии. 

Асимптотические свойства оценки. Всякая оценка 
*

1( , ..., )nX Xθ  как функция от «гипотетических» результатов на-
блюдения является случайной величиной и, следовательно, ее 
свойства определяются функцией распределения. Причем, закон 
распределения оценки *θ  зависит от объема выборки n. Получение 
закона распределения оценки для данного объема выборки n явля-
ется очень сложной задачей, поэтому обычно пользуются асимпто-
тическим законом распределения оценок, т.е. при n → ∞ . В этом 
случае говорят об асимптотической несмещенности и асимптоти-
ческой эффективности оценки. 

Из асимптотической несмещенности оценки не следует ее не-
смещенность в обычном смысле и наоборот. На практике асимпто-
тическая дисперсия оценки обычно оказывается меньше, чем дис-
персия в обычном смысле. 

Если есть *
1θ  и *

2θ  – две различные, асимптотически несмещен-

ные, оценки параметров θ, то оценка *
1θ  называется более эффек-

тивной, чем *
2θ , если 1 2D D< . 

 
Метод максимального правдоподобия. Определение 

неизвестных параметров нормального закона распределения 
 

Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка объемом 
n. Известно, что закон распределения наблюдаемой случайной ве-
личины X описывается плотностью распределения ( , )f x θ , где θ – 
параметр распределения. Если рассматривать выборку в гипотети-
ческом смысле, то 1, ..., nX X  – независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины. Тогда для любого реализованного 
значения выборки 1, ..., nx x  плотность распределения есть 
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1 1 2( , ..., ; ) ( , ) ( , ) ... ( , )n nL x x f x f x f xθ = θ ⋅ θ ⋅ ⋅ θ . Таким образом, 

1( , ..., ; )nL x x θ  задает вероятность получения при извлечении вы-
борки объема n  именно наблюдений 1, ..., nx x . Поэтому, чем боль-
ше L, тем правдоподобнее выборка 1, ..., nx x . Потребуем подобрать 
неизвестный параметр распределения θ так, чтобы реализованная 
выборка была наиболее правдоподобной, т.е. чтобы функция прав-
дободобия L, достигала максимального значения: найдем 

 1 2max ( , ..., ; )L x x
θ

θ . (1.2.8) 

Если 1( , ..., ; )nL x x θ  – дифференцируемая функция, то условие 
максимума есть 

 

2

20, 0L L∂ ∂
= <

∂θ ∂θ
. (1.2.9) 

Пример 1.1. Пусть случайная величина X распределена в гене-
ральной совокупности по нормальному закону. Оценить по данным 
выборки 1, ..., nx x  математическое ожидание и дисперсию, т.е. не-
известные параметры нормального закона. 

2

2
( )

22
1 2

1( , ) ( , , ) ( , , )
2

x

x

x m

x x
x

f x f x f x m l
−

−
σθ = θ θ = σ =

σ π

G
. 

Построим функцию правдоподобия: 

 1 1 2( , ..., ; ) ( , ) ( , ) ... ( , )n nL x x f x f x f xθ = θ ⋅ θ ⋅ ⋅ θ
G G G G

; (1.2.10) 
2 2

1
2 2

( ) ( )
2 22

1
1 1( , ..., ; ; ) ...

2 2

x n x

x x

x m x m

n x x
x x

L x x m l l
− −

− −
σ σσ = × × =

σ π σ π
 

2

2
1

( )
21

( 2 )

n
i x

i x

x m

n
x

l =

−
−

σ
∑

=
σ π

. 

Учитывая, что соотношения 0L∂
=

∂θ
 и ln 0L∂

=
∂θ

 равносильны, а 

корни последнего уравнения найти проще, получим: 
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( )
2

2 2
1

( )1 1ln ln
2 22

n
i x

n
ix xx

x m
L

=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟= −⎜ ⎟ σ σ⎜ ⎟σ π⎝ ⎠

∑ . 

Оценки для математического ожидания и дисперсии находятся 
из соотношений: 

 
2

ln 0;

ln 0.

x

x

L
m

L

∂⎧ =⎪ ∂⎪
⎨∂⎪ =
⎪ ∂σ⎩

 (1.2.11) 

Раскрывая выражения (1.2.11) в явном виде, получим: 

2
1

ln 1 ( ) 0
n

i x
ix x

L x m
m =

∂
= − =

∂ σ
∑ . 

Из этого выражения следует формула для оценки математиче-
ского ожидания: 

1

n

i
i

x

x
m

n
==
∑

. 

Легко показать, что 
2

2 2
ln 0

x x

L n
m

∂
= − <

∂ σ
, т.е. находится действи-

тельно максимум функции. Для оценки дисперсии получим  
2 2

1

1 ( )
n

x i x
i

x m
n =

σ = −∑ . 

Таким образом, для математического ожидания мы получили 
эффективную, состоятельную, несмещенную оценку, а для диспер-
сии – смещенную оценку. 

Пример 1.2. Пусть известно, что случайная величина X подчи-

нена закону Пуассона, ( )
!

xlP X x
x

−λλ
= = . Пусть на практике полу-

чен следующий результат: в первой серии, состоящей из n наблю-
дений событие A, произошло 1x  раз, во второй серии – 2x  раз и 
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т.д., в n-й серии – nx  раз. Требуется по выборке 1, ..., nx x  оценить 
параметр закона распределения, т.е. λ: 

1 2

1 2 1 2
1 2

( , ..., ; ) ( ) ( ) ... ( ) ...
! ! !

nxx x

n
n

l l lL x x P x P x P x
x x x

−λ −λ −λλ λ λ
θ = ⋅ × × = ⋅ ⋅ ⋅ . 

Возьмем натуральный логарифм от функции правдоподобия: 

1
1

1 1
ln ln ln ln !... ! ln ln( !)

!... !

n
ni

ii
i

x
xn nnn

i n i i
i ii n

lL l x x x n x
x x

=
=

−λ
−λ

= =

∑
∑λ

= = λ − = λ − λ −∑ ∑ . 

Из условия нахождения экстремума ln 0L∂
=

∂λ
, получим 

 
1

n

i
i

x

n
=λ =
∑

. (1.2.12) 

Выражение (1.2.12) показывает смысл постоянной в законе Пу-
ассона (λ – математическое ожидание). 

 
Метод моментов. Примеры оценки по методу моментов 

 
Суть данного метода заключается в приравнивании определен-

ного количества выборочных моментов к соответствующим теоре-
тическим. Количество приравниваемых моментов равно числу не-
известных параметров закона распределения. В качестве моментов 
могут рассматриваться как начальные, так и центральные моменты. 

Математическая формулировка такова: 

 
( )( )

1

1( , )
n

ll
i

i
x f x dx x

n =
θ = ∑∫
G

. (1.2.13) 

Пример 1.3. По выборке 1, ..., nx x  требуется найти оценку неиз-

вестного параметра λ показательного распределения ( ) xf x l−λ=λ  
( 0)x ≥ . Так как требуется найти только один параметр, то необхо-
димо одно уравнение для моментов ( 1l = ): 
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10

1 n
x

i
i

x l dx x
n

∞
−λ

=
λ = ∑∫ . 

Можно показать, что 
0

1xx l dx
∞

−λλ =
λ∫ , таким образом 

 
1

в
1

n

i
i

x
x

n
== =

λ

∑
. (1.2.14) 

Пример 1.4. По выборке 1, ..., nx x  найти методом моментов для 

нормального закона распределения xm  и 2
xσ . 

1. Так как по определению математическое ожидание является 
первым моментом, получим: 

 
2

в
1

1( , , )
n

x x x i
i

m x f x m dx x x
n

+∞

=−∞
= σ = =∑∫ . (1.2.15) 

2. По определению дисперсии 

 
2 2 2

в в
1

1( ) ( , , ) ( )
n

x x x x i
i

D x m f x m dx x x D
n

+∞

=−∞
= − σ = − =∑∫ . (1.2.16) 

Из вышеприведенных примеров видно, что оценки по методу 
моментов получить достаточно просто и выражаются они через эм-
пирические моменты, что упрощает исследование статистических 
свойств оценок. Однако, эффективность оценок, полученных  по ме-
тоду моментов иногда ниже, чем полученных, исходя из принципа 
максимального правдоподобия. Зачастую оценки по методу момен-
тов используют для определения начальных, приближенных оценок, 
которые в дальнейшем уточняются другими методами. 

 
Интервальное оценивание 

 
Рассмотренные ранее методы оценивания неизвестного пара-

метра θ позволили нам получить оценку, выраженную одним чис-
лом – как говорят, «точечную» оценку. При этом, вычисляя оценку 

*θ  на основании имеющейся выборки 1, ..., nx x , понимаем, что та-
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кая оценка является лишь приближением к истинной величине па-
раметра θ. Так как оценка *θ  случайна, возникает вопрос, насколь-
ко она отличается от истинного значения θ. Можно ли указать та-
кую величину Δ, которая с практической достоверностью гаранти-
ровала бы выполнение неравенства *θ − θ < Δ . Иначе говоря, нель-

зя ли указать такой интервал вокруг *θ , который с заданной веро-
ятностью накрывал бы истинное значение θ (рис. 1.18)? 

 
 

Рис. 1.18. Геометрическая иллюстрация 
понятия интервальной оценки 

 
 

При этом вероятность, заранее выбираемая исследователем, с 
которой интервал * *( , )θ − Δ θ + Δ  накрывает истинное значение θ 
называется доверительной вероятностью и обозначается β, а сам 
интервал * *( , )θ − Δ θ + Δ  – доверительным интервалом. 

Математически требование того, чтобы истинное значение оце-
ниваемого параметра находилось с вероятностью β внутри довери-
тельного интервала, выражается так: 

 
*( )P θ − θ < Δ = β . (1.2.17) 

Интервал * *( , )θ −Δ θ +Δ  случаен по своей природе как по своему 
расположению на числовой оси, так и по своей длине, поскольку 

*θ  и Δ находятся  на основании выборочных случайных значений 
1, ..., nx x . Ширина доверительного интервала зависит от объема вы-
борки: при увеличении объема выборки ( n → ∞ ) величина довери-
тельного интервала уменьшается ( 0Δ → ). Величина интервала за-
висит также и от доверительной вероятности β: при 1β → Δ → ∞ . 
Интервальным оцениванием пользуются при небольших объемах 
выборки. Если оценивается не один параметр, то говорят о довери-
тельной области. Решение задачи о нахождении доверительного 
интервала по заданной доверительной вероятности не представляла 
бы трудностей, если был известен закон распределения оценки, 
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например, в форме плотности распределения *( )f θ . Действитель-
но, в этом случае из решения уравнения 

*

*

* *( )f d
θ +Δ

θ −Δ

θ θ = β∫  

можно было бы найти Δ или, наоборот, при заданном Δ найти веро-
ятность β попадания истинного значения параметра в интервал 

* *( , )θ − Δ θ + Δ . К сожалению, функция плотности распределения 
оценки, как правило, не известна. Из положения выходят следую-
щим образом. Формируют некоторую функцию от оценки *θ , т.е. 
производный параметр, распределение которого хорошо известно. 
Находят для него доверительный интервал, а затем делают обрат-
ное преобразование и находят доверительный интервал для иско-
мой оценки. При этом часто используются, например, законы рас-
пределения Стьюдента и Пирсона. 

Распределение Стьюдента. Если случайная величина X рас-
пределена в генеральной совокупности по нормальному закону с 
параметрами xm  и 2

xσ , то в гипотетическом варианте каждая из 
случайных величин 1, ..., nX X , подчиняется нормальному закону с 
теми же параметрами, следовательно, и их линейная функция 

1
в

n

i
i

X
X

n
==
∑

 также распределена по нормальному закону с матема-

тическим ожиданием xm  и дисперсией xD
n

. Действительно, ис-

пользуя теоремы о числовых характеристиках, получим: 

 
1 1
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[ ]
[ ]

n n

i i
i i x
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X M X
n mM X M m

n n n
= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⋅⎢ ⎥= = = =
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∑ ∑
; (1.2.18) 
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Сформируем случайную величину, равную отношению 
в

( / )
x

x

X m
n

−
σ

. Если xσ  – известная величина, то сформированная ве-

личина также подчиняется нормальному закону распределения с 
параметрами 

в
в

1 [ ] 0
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x x

X m
M M X m

n n
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X m nD D X D
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σ σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Однако дисперсия генеральной совокупности 2
xσ  почти никогда 

не известна. Поэтому практический интерес представляет собой 
распределение статистики: 

 
в xX mt n

S
−

= , (1.2.20) 

где 
2

2 в

1

( )
1

n
i

i

X XnS
n n=

−
=

−
∑  – исправленная выборочная дисперсия 

в гипотетическом варианте. 
Можно показать, что функция плотности распределения стати-

стики t зависит только от объема выборки n и при n → ∞  стремит-
ся к функции плотности распределения нормального закона 
(рис. 1.19). 

 
 
 
 

Рис. 1.19. Распределение 
Стъюдента при различном 

объеме выборки 
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Распределение Пирсона. Рассмотрим n одинаково распреде-
ленных величин 1, ..., nX X  c нулевым математическим ожиданием  
и единичной дисперсией 

( 1 1[ ] ... [ ] 0; [ ] ... [ ] 1n nM X M X D X D X= = = = = = ) 
и функцию от них: 

 
2 2 2

1 ... nX Xχ = + + . (1.2.21) 

Плотность распределения случайной величины 2χ  носит назва-

ние «распределение Пирсона» или « 2χ  распределение». На 
рис. 1.20 показано распределение Пирсона для различного объема 
выборки n. Можно показать, что при n → ∞  распределение асим-
птотически нормальное с центром в точке 2 nχ =  и дисперсией 2n. 

 

 

 
 
 
 

Рис. 1.20. Распределение Пирсона 
 

 
При n → ∞  распределение асимптотически нормальное с цен-

тром в точке 2 nχ =  и дисперсией 2n. 
Легко показать, что исправленная выборочная дисперсия 

2
2 в

1

( )
1

n
i

i

X XnS
n n=

−
=

−
∑  связана с величиной 2χ  соотношением  

 

2
2

2
( 1)

x

S n −
χ =

σ
. (1.2.22) 
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Доверительный интервал для математического ожидания 
и дисперсии 

 
Существует два подхода к построению доверительных  интерва-

лов при нахождении оценок параметров. Первый из них приводит к 
построению «точных» доверительных интервалов и основан на пе-
реходе от закона распределения оценки *θ , которая зависит от са-
мого неизвестного параметра θ, к какой-нибудь другой функции от 
наблюдаемых величин 1, ..., nX X , которая уже не зависит от неиз-
вестных параметров. Второй способ – приближенный. Продемон-
стрируем применение этих подходов на следующих примерах. 

Пусть получена выборка 1, ..., nx x  из нормальной генеральной 
совокупности с неизвестными параметрами xm  и xD . По этим 

данным получены оценки параметров 

2

1
в

n

i
i

x
x

n
==
∑

 и 

2
в

2 1
( )

1

n

i
i

x x
s

n
=

−
=

−

∑
. Требуется построить доверительный интервал 

для оценок этих параметров. 
Доверительный интервал для математического ожидания. В 

соответствии с постановкой задачи необходимо найти такое Δ, что-
бы выполнялось соотношение в( )xP x m− < Δ = β , т.е. найти такой 
доверительный интервал около среднего выборочного, который с 
заданной вероятностью β «накрывал» бы истинное значение мате-
матического ожидания. Умножим неравенство в xx m− < Δ  на по-

ложительную величину 
2

n

s
, тогда получим в2 2x

n x m
s s

n

Δ
− < . 

Обозначив в( )xn x mt
s
−

= , получим 
2

t
s
n

Δ
< . 
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Таким образом, исходная постановка задачи трансформирова-
лась в следующую: найти такое Δ, чтобы с заданной вероятностью 

β выполнялось неравенство t tβ< , где 
2

t
s
n

β
Δ

= , т.е. выполнялось 

равенство ( )P t tβ< = β . 
В этом соотношении t – статистика, подчиненная закону Стью-

дента, т.е. случайная величина с известной плотностью распреде-
ления ( )f t . С учетом четности функции плотности распределения 

( )f t , условие ( )P t tβ< = β  равносильно следующему: 

0
2 ( )

t

f t dt
β

β = ∫ . 

По таблице Стьюдента (см. пример 1.5) зависимости tβ  от числа 

степеней свободы 1k n= −  и заданной вероятности β находим tβ , а 
затем Δ: 

2st
nβΔ = . 

Пример 1.5. Пусть произведено пять независимых опытов со 
случайной величиной X, распределенной нормально с неизвестны-
ми параметрами xm  и xσ . Результаты опытов приведены в табли-
це: 

 
х1 х2 х3 х4 х5 

–2,5 3,4 -2,0 1,0 2,1 
 

Найти оценку математического ожидания и построить вокруг 
него 90 % доверительный интервал, т.е. доверительный интервал, 
соответствующий вероятности β = 0,9: 

* 1 0,4

n

i
i

x
m

n
== =
∑

;   2 * 2

1

1 ( ) 6,445
1

n

i
i

s x m
n =

= − =
−
∑ . 
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Число степеней свободы 1 4k n= − = . По таблице Стьюдента 
 

tβ β 
1 0,1 0,2 0,3 … 0,9 
2      
3      
4     2,13 
5      

 
для данного числа степеней свободы и доверительной вероятности 

определяем 2,13tβ =  и величину 
2

2,42st
nβΔ = = , следовательно, 

истинное значение математического ожидания с вероятностью 
90 % находится в интервале (–2,02; 2,82) (рис. 1.21). 

 
 

Рис. 1.21. Интервальное оценивание 
математического ожидания 

 

 
 

Доверительный интервал для дисперсии. Несмещенной оцен-

кой дисперсии является величина 2 2
в

1

1 ( )
1

n

i
i

s x x
n =

= −
−

∑ . Известно, 

что величина 2 2
2

1 ( 1)
x

n s− = χ
σ

 подчинена закону 2χ . 

 
 
 
 
 

Рис. 1.22. Расположение 
доверительного интервала 
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На рис. 1.22 показана функция плотности распределения с ука-
занием расположения интервала Iβ . Интервал Iβ  можно выбрать 

так, чтобы вероятность уклонения случайной величины 2χ  влево и 

вправо за интервал была одинаковой и равна величине 1
2 2
α − β

= , 

где β – доверительная вероятность. Действительно, так как функ-
ция плотности  распределения 2( )f χ при заданном числе степеней 
свободы 1k n= −  известна, то вероятность того, что случайная ве-
личина 2χ  выйдет за правую границу интервала 2

1χ  есть площадь 
под кривой 

 2
1

2 2( )
2

f d
+∞

χ

α
χ χ =∫ . (1.2.23) 

Вероятность того, что случайная величина 2χ  будет правее точ-

ки 2
1χ , есть площадь под кривой правее точки 2

1χ . Эту площадь 
можно определить следующим образом. Из всей площади под кри-
вой (которая равна единице) вычесть площадь под кривой между 

точками 0 и 2
2χ , которая равна 

2
α , т.е. 1

2
α

− . Таким образом, левая 

граница интервала Iβ  находится из решения уравнения 

 2
2

2 2( ) 1
2

f d
+∞

χ

α
χ χ = −∫ . (1.2.24) 

Решение уравнений (1.2.23) и (1.2.24) возможно либо численно, 
либо уже затабулировано в соответствующих таблицах. 

Теперь считая 2
1χ  и 2

2χ  известными, найдем по Iβ  искомый ин-

тервал для оценки дисперсии, который накрывает точку 2
xσ  (ис-

тинное значение) с вероятностью β. Из условия 2 2 2
2 1( )P χ < χ < χ = β  

следует, что 2 2
12

1 ( 1)
x

n s− < χ
σ

 и 2 2
22

1 ( 1)
x

n s− > χ
σ

. Это означает, что 
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2 2 2
2 2
1 2

1 1( 1) ( 1)xn s n s− < σ < −
χ χ

. 

Таким образом, получен доверительный интервал для оценки 
дисперсии, внутри которого лежит истинное значение дисперсии с 
заданной доверительной вероятностью, т.е. 

 

2 2
2 2
1 2

1 1( 1) ( 1)xP n s D n s
⎛ ⎞

− < < − = β⎜ ⎟⎜ ⎟χ χ⎝ ⎠
. (1.2.25) 

Приближенное определение доверительных интервалов. В 
основе подхода к приближенному определению доверительных 
интервалов лежит возможность применения предельных теорем 
теории вероятности при достаточно больших объемах выборки. 
Например, как установлено практикой, при объеме выборки 20n >  
закон распределения суммы случайных величин можно считать 
нормальным. Рассмотрим несколько примеров приближенного оп-
ределения доверительных интервалов. 

 
Пример построения доверительного интервала 
для математического ожидания и дисперсии 

 
Пусть имеется выборка 1, ..., nx x , причем математическое ожи-

дание и дисперсия неизвестны. Для них получены оценки: 

*

1

1 n

i
i

m x
n =

= ∑ ,   2 * 2

1

1 ( )
1

n

i
i

s x m
n =

= −
−

∑ . 

Построим доверительный интервал Iβ  для математического 
ожидания при заданной вероятности β. Воспользуемся тем, что 

*m  – сумма независимых случайных величин с одним и тем же за-
коном распределения. Тогда, согласно предельной теореме, закон 
распределения суммы можно считать нормальным при n → ∞ . 
Предположим, что и при данном, конкретном, конечном n сумма 

1

n

i
i

x
=
∑  будет подчинена нормальному закону распределения. Следо-
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вательно, оценка *

1

1 n

i
i

m x
n =

= ∑  также будет подчинена нормальному 

закону с математическим ожиданием xm  и дисперсией x
x

DD
n

=� . 

Предположим, что xD  известна и найдем такую величину Δ, для 

которой будет выполняться неравенство *( )P m m− < Δ = β . Так 

как закон распределения оценки *m  – нормальный, то эту вероят-
ность можно выразить через функцию Лапласа, т.е. 

*( )
2x

P m m
⎛ ⎞Δ

− < Δ = Φ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠�
,   где   x xDσ = �� . 

Тогда 1( ) 2 x
−Δ = Φ β σ� , причем x

x
D
n

σ =
�

�  определяется тоже по 

данным выборки. 
Таким образом, доверительный интервал для математического 

ожидания есть * *( , )I m mβ = − Δ + Δ , где величина 1( ) 2−Φ β  зата-
булирована в таблицах или находится численно. 

 
Пример построения приближенного доверительного 

интервала для дисперсии 
 

Оценка дисперсии 2 * 2

1

1 ( )
1

n

i
i

s x m
n =

= −
−

∑  представляет собой 

сумму величин вида: 
* 2( )

1
ix m
n
−

−
. Эти величины не являются неза-

висимыми, так как в любую из них входит оценка математического 
ожидания *m . Однако при достаточно большом n закон распреде-
ления суммы приближается к нормальному. Предположим, что это 
так, и найдем характеристики этого закона. Так как оценка диспер-
сии является несмещенной, то выполняется соотношение 

2[ ] xM S D= . 
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Можно показать, что 

 
2 2

4
1 3[ ]

( 1) x
nD S D

n n n
−

= μ −
−

, (1.2.26) 

где 4
4 ( ) ( )xx m f x dx

+∞

−∞
μ = −∫  – четвертый момент случайной вели-

чины X. 
Заменим в выражении (1.2.26) истинные значения xD  и 4μ  их 

оценками, полученными по конечной выборке объема n: 

2 * 2

1

1 ( )
1

n

i
i

s x m
n =

= −
−

∑ , 

* 4

* 1
4

( )
n

i
i

x m

n
=

−
μ =

∑
. 

Можно показать, что 2 22[ ]
1

D s s
n

=
−

, откуда 2
1D s

n
σ =

−
� . 

Затем доверительный интервал 2 2( , )I s sβ = − Δ + Δ  строится так 

же, как для математического ожидания, где 1( ) 2 D
−Δ = Φ β σ� . 

 
1.3. Статистическая проверка статистических гипотез 

 
Статистическая гипотеза – предположение относительно вида 

закона распределения или величины неизвестных параметров из-
вестного закона распределения [1, 3]. 

Выдвинутая гипотеза называется нулевой и обозначается 0H . 
Наряду с этой гипотезой рассматривают конкурирующую или аль-
тернативную ей гипотезу 1H . 

Если исследуются параметры известного распределения, то в 
этом случае постановка задачи может выглядеть, например, так: 

0H : [ ] 1M X =  (математическое ожидание случайной величины 
X равно 1); 
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1H : [ ] 1M X ≠  (математическое ожидание случайной величины 
X не равно 1). 

Цель статистической проверки статистических гипотез – уста-
новления факта: не противоречит ли выдвинутая гипотеза имею-
щимся выборочным данным 1, ..., nx x . 
Статистическая проверка гипотез – процедура обоснованного 

сопоставления (с помощью того или иного критерия) высказанной 
гипотезы 0H  и экспериментальных выборочных данных. 

При проверке выдвинутой гипотезы возможны ошибки двух ви-
дов – ошибки первого и второго рода. 
Ошибка первого рода – непринятие верной статистической ги-

потезы. 
Ошибка второго рода – принятие неверной статистической ги-

потезы. 
Для наглядности в табл. 1.2 показаны введенные выше опреде-

ления ошибок при проверке гипотез. 
 

Таблица 1.2 
 

Виды ошибок при проверке статистических гипотез 
 

Гипотеза H0 Верна Неверна 
Отвергается Ошибка 1-го рода Правильное решение 
Принимается Правильное решение Ошибка 2-го рода 

 
Из табл. 1.2 видно, что ошибка первого рода – когда отвергается 

истина, а ошибка второго рода – когда принимается ложь. 
Неотрицательный результат статистической проверки статисти-

ческих гипотез не означает, что высказанное предположение абсо-
лютно верно, просто оно не противоречит выборочным данным – 
так и необходимо рассматривать результат проверки гипотезы 0H . 

Вероятность совершить ошибку первого рода обозначают α и 
называют уровнем значимости, а вероятность совершить ошибку 
второго рода обозначают β. 

Общая логическая схема проверки статистических гипотез. 
1. Формулируется нулевая и альтернативная гипотезы. 

0H : предположение. 
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1H : альтернативное предположение 
2. Формируется некоторая функция 1( , ..., )n nk f X X=  от резуль-

татов наблюдения. Эта функция называется критерием. Так как 
величины 1X , …, nX  – случайные, то k является случайной вели-
чиной. Обязательным является, чтобы закон распределения ( )f k  
был хорошо изучен и затабулирован в предположении справедли-
вости 0H . 

Принцип построения критерия k: величиной критерия опре-
деляется мера расхождения имеющихся в распоряжении выбороч-
ных данных с высказанной гипотезой 0H . 

3. Задается величина уровня значимости α. Величина априорно-
го значения α зависит от тех потерь, которые мы понесем, отверг-
нув правильную гипотезу. Чем больше потери, тем меньше вели-
чина α. Обычно значения α  выбираются из следующего ряда: 

0,1    0,05    0,025    0,005    0,001. 
4. Из таблиц, где затабулирована ( )f k  – плотность распределе-

ния k, при заданном уровне значимости находим точки, разделяю-
щие всю область мыслимых значений k в зависимости от выбран-
ной альтернативной гипотезы на три или две части (рис. 1.23). 

 
 

Рис. 1.23. Плотность распределения критерия 
при справедливости нулевой гипотезы 

(I – область неправдоподобно 
малых значений k; II – область 
правдоподобных значений k; 

III – область неправдоподобно 
больших значений k)  

 
5. В функцию 1( , ..., )n nk f x x=  подставляем выборочные значе-

ния 1, ..., nx x . Если окажется, что число 1( , ..., )n nk f x x=  попадает 
во вторую область, то считают, что гипотеза 0H  не противоречит 
экспериментальным данным. Если же в первую или третью об-
ласть, то, скорее всего, случайная величина k не подчиняется из-



82 

вестному закону ( )f k  и это несоответствие объясняется неверно-
стью гипотезы 0H , и мы от нее отказываемся. 

 
Критические области. Мощность критерия 

 
Критическая область – совокупность значений критерия, при 

котором отвергается гипотеза 0H . 
Мощность критерия – вероятность принятия альтернативной 

гипотезы 1H , если она верна, или вероятность попадания критерия 
в критическую область при условии правильности гипотезы 1H , 
т.е. мощность критерия – вероятность того, что 0H  отвергнута, ес-
ли 1H  верна. Если β – вероятность совершить ошибку второго ро-
да, т.е. события «принята нулевая гипотеза, причем справедлива 
конкурирующая», то мощность критерия 1− β . 

Таким образом, чем больше мощность критерия, тем меньше ве-
роятность совершить ошибку второго рода. 

 
Проверка гипотезы о равенстве центров распределения двух 
нормальных генеральных совокупностей при известном σ 

 
Пусть две случайные величины X и Y подчинены нормальному 

закону. Имеется две независимые выборки n и m. Необходимо про-
верить нулевую гипотезу о том, что статистическое ожидание этих 
двух генеральных совокупностей совпадают относительно альтер-
нативной гипотезы – математические ожидания не равны. 

В соответствии с общей логической схемой статистической про-
верки статистических гипотез, реализуем следующие шаги. 

1. Выдвигаем  гипотезу 0H  и альтернативную ей гипотезу 1H . 

0H : [ ] [ ]M X M Y= . 

1H : [ ] [ ] 0M X M Y− > . 
2. Задаемся критерием проверки выдвинутой гипотезы 0H : 

X YZ
X Y

−
=

⎡ ⎤σ −⎣ ⎦
,   где   

1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ,   
1

1 m

i
i

Y Y
m =

= ∑ . 
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Ясно, что [ ]M X M X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , [ ]M Y M Y⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , причем величины X  

и Y  распределены нормально. 
Понятно, что 

[ ] [ ]D X D Y
X Y D X Y D X D Y

n m
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤σ − = − = + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

Если справедлива 0H , т.е. если M Y M Y⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , то величина Z 

распределена по нормальному закону с параметрами: [ ] 0M Z =  и 

[ ] 1Zσ = , т.е. 
2

21( )
2

Z

f Z l
−

=
π

. 

3. Задаемся величиной уровня значимости α, т.е. вероятностью 
отвергнуть истинную гипотезу, если она верна, что в геометриче-
ском плане означает попасть в критическую область 

( )kP Z Zα = >  (рис. 1.24). 
 

 
 

Рис. 1.24. Иллюстрация к проверке гипотезы о равенстве центров распределения 
двух генеральных совокупностей 

 
4. Из таблиц, где затабулирована ( )f z  – плотность распределе-

ния z, находим точки, разделяющие всю область мыслимых значе-
ний критерия на три части. 

В силу симметрии нормального закона распределения имеем 
1(0 )
2kP Z Z< < = . 
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Эта вероятность есть сумма вероятности того, что случайная ве-
личина Z попадет в области 0 kZ Z< <  и kZ Z< < ∞ , т.е. 

1 (0 ) ( )
2 k kP Z Z P Z Z= < < + < < ∞ . 

С другой стороны, это соотношение можно записать, используя 
функцию Лапласа, определяющую вероятность попадания норми-
рованной случайной величины Z в интервал (0 )kZ Z< < : 

1 (0 ) ( ) ( )
2 2k k kP Z Z P Z Z Z α

= < < + < < ∞ = Φ + , 

откуда 1( )
2kZ − α

Φ = . Обратным интерполированием по таблицам 

функции Лапласа определяем величину kZ , т.е. критическую об-

ласть 1 1
2kZ − − α⎛ ⎞= Φ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

5. По экспериментальным данным вычислим: 

[ ] [ ]
1 1

эксп

1 1n m

i i
i i

x y
n mZ

D x D y
n m

= =
−

=

+

∑ ∑
. 

Если наблZ  попадает в критическую область, то гипотезу о ра-
венстве центров распределения следует отвергнуть. В противном 
случае можем сказать, что 0H  не противоречит имеющимся экспе-
риментальным данным. 

Рассмотрим случай, когда выдвигается другая альтернативная 
гипотеза. 

1. 0H : [ ] [ ]M X M Y= , 

    1H : [ ] [ ]M X M Y> . 

2. Критерий выберем тот же самый: X YZ
X Y

−
=

⎡ ⎤σ −⎣ ⎦
. 
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3. Выбор альтернативной гипотезы определяет форму матема-
тической записи ( )kP Z Z− = α . 

4. Выбор критической области при этом находится из условия  
1
2(0 ) ( )k kP Z Z P Z Z< < + < < ∞ =  

или 
1 (0 ) ( ) ( )
2 k k kP Z Z P Z Z Z= < < + < < ∞ = Φ + α , 

откуда получим 1 2( )
2kZ − α

Φ = , тогда 1 1 2
2kZ − − α⎛ ⎞= Φ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

5. Если эксп k
X YZ Z
X Y

−
= >

⎡ ⎤σ −⎣ ⎦
, то 0H  отвергаем. 

 
Проверка гипотезы о равенстве центров распределения 

двух нормальных генеральных совокупностей 
при неизвестном, но одинаковым σ 

 
Пусть X и Y подчинены нормальному закону. Будем считать, что 

дисперсии этих случайных величин неизвестны, но одинаковы 
2 2 2
x yσ = σ = σ . Пусть n и m – объемы выборок из генеральных сово-

купностей X и Y соответственно. Необходимо проверить нулевую 
гипотезу о равенстве математических ожиданий: 

0 :H   [ ] [ ]M X M Y=  
относительно альтернативной 

1 :H   [ ] [ ]M X M Y≠ , 

1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ,   
1

1 m

i
i

Y Y
m =

= ∑ . 

В качестве оценки для дисперсии выберем несмещенную оцен-
ку: 

2 2

1

1 ( )
1

n

x i
i

S X X
n =

= −
−

∑ ,   2 2

1

1 ( )
1

m

y i
i

S Y Y
m =

= −
−

∑ . 
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Так как по условию 2 2 2
x yσ = σ = σ , то для оценки 2σ  целесооб-

разно использовать эту информацию и в качестве оценки диспер-
сии взять взвешенное значение от обеих выборок: 

2 2
2 ( 1) ( 1)

2
x yS n S m

S
n m
− + −

=
+ −

. 

Если гипотеза 0H  справедлива, то случайная величина X Y−  
подчинена нормальному закону с параметрами [ ] 0M X Y− = , 

2 1 1[ ]D X Y
n m

⎛ ⎞− = σ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Действительно, 
[ ] [ ] [ ] 0M X Y M X M Y− = − = , 

2[ ] [ ] 1 1 1 1[ ] [ ] [ ] D X D YD X Y D X D Y D
n m n m n m

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + = + = + = σ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

величина 2σ  неизвестна. Понятно, что в этом случае оценка дис-
персии разности средних значений может быть выражена форму-
лой: 

2 2
2 2 ( 1) ( 1)1 1 1 1

2
x y

X Y
S n S m

S S
n m n m n m−

− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

При этом легко показать, что 

2 2 1 1[ ] [ ]X YM S D X Y
n m−

⎡ ⎤= σ + = −⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Известно, что, если величина X Y−  подчинена нормальному 
закону, то статистика 

2 2( 1) ( 1)1 1
2

X Y x y

X Y X Yt
S S n S m

n m n m
−

− −
= =

− + −⎡ ⎤+⎢ ⎥ + −⎣ ⎦

 

подчиняется распределению Стьюдента с числом степеней свободы 
2k n m= + − . 



87 

При заданном α по таблицам функции Стьюдента находим крt , 

такое, что кр( )P t t> = α . Далее вычисляем  по экспериментальным 

данным эксп 2 2

( 2)

( 1) ( 1)x y

x y nm n mT
n mn s m s

− + −
=

+− + −
, и если его мо-

дуль больше крt , то гипотеза 0H  отвергается, в противном случае 
она принимается. 

 
Сравнение двух дисперсий 

нормальных генеральных совокупностей 
 

Пусть генеральные совокупности X и Y распределены нормаль-
но и по независимым выборкам из этих совокупностей, соответст-
венно, объемом n и m получены исправленные выборочные дис-
персии xs  и Ys . Понятно, что в силу ограниченности выборок зна-
чения этих величин могут не совпадать, даже если дисперсии гене-
ральных совокупностей одинаковы. Возникает вопрос: случайно 
это расхождение, значимо ли оно? Иначе говоря, требуется при за-
данном уровне значимости α проверить нулевую гипотезу о том, 
что дисперсии генеральных совокупностей совпадают. 

Так как 2 2

1

1 ( )
1

n

x i
i

S X X
n =

= −
−
∑  и 2 2

1

1 ( )
1

m

y i
i

S Y Y
m =

= −
−
∑  являются, 

соответственно, несмещенными оценками дисперсий генеральных 
совокупностей X и Y, то выполняются соотношения: 

2[ ]X XM S D=    и   2[ ]Y YM S D= . 
Тогда нулевую гипотезу о равенстве дисперсий генеральных со-

вокупностей X и Y можно записать следующим образом: 

0 :H   2 2[ ] [ ]X YM S M S= , 
или 

0 :H   X YD D= . 

В качестве критерия в данном случае выбирают отношение 

большей дисперсии к меньшей 
2
б
2
мS

S
F = . Показано, что при спра-
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ведливости нулевой гипотезы величина F подчиняется распределе-
нию Фишера – Снедекора со степенями свободы 1 1 1k n= −  и 

2 2 1k n= − . При этом 1n  – объем выборки, по которой вычислена 
большая исправленная дисперсия, а 2n  – меньшая. Оказывается, 
что распределение Фишера – Снедекора зависит только от числа 
степеней свободы 1k и 2k  и не зависит от других параметров. 

Распределение Фишера – Снедекора. Если U и V – независи-
мые случайные величины, распределенные по закону 2χ  со степе-
нями свободы 1k и 2k , то величина 

 

1

2

/
/

U kF
V k

=  (1.3.1) 

имеет распределение, называемое F-распределением, или распре-
делением Фишера – Снедекора (рис. 1.25). Плотность распределе-
ния Фишера – Снедекора определяется выражением: 

 

1

1 2

( 2)/2

0 ( )/2
2 1

0 при 0;
( )

при 0,
( )

k

k k

x
f x xC x

k k x

−

+

≤⎧
⎪= ⎨ >⎪ +⎩

 (1.3.2) 

где 

1 2/2 /21 2
1 2

0
1 2

Г
2

Г( /2)Г( /2)

k kk k k k
C

k k

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= ; Γ – гамма функция. 

 

 
 

Рис. 1.25. Плотность распределения Фишера – Снедекора 

 

)(xf

x
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Критическая область строится, исходя из вида конкурирующей 
гипотезы. 

Рассмотрим пример. Пусть 
1H :  [ ] [ ]D X D Y> . 

Необходимо вычислить отношение большей исправленной дис-
персии к меньшей, т.е. 

2
б

эксп 2
м

s
F

s
= . 

Затем по таблице критических точек распределения Фишера – 
Снедекора по заданному уровню значимости α и числам степеней 
свободы 1k  и 2k  ( 1k  – число степеней свободы большей исправ-
ленной дисперсии) найти критическую точку крF , исходя из усло-
вия: 

кр( )P F F> = α . 

Если эксп крF F> , то гипотезу 0H  отвергаем. 
При данной конкурирующей гипотезе критическая область – 

односторонняя. 
 

Проверка гипотезы о законе распределения. 
Критерий Пирсона 

 
Ранее рассматривались способы проверки гипотез о различных 

параметрах закона распределения, причем сам закон распределения 
считался известным. Однако во многих задачах именно сам закон 
распределения неизвестен, и предположение о его виде является 
гипотезой, требующей проверки. Пусть высказывается предполо-
жение, что ряд наблюдений 1, ..., nX X  образует случайную выбор-
ку, извлеченную из генеральной совокупности, имеющей плот-
ность распределения вида 1( ; , ..., )sf x θ θ , где параметры 1, ..., sθ θ  
неизвестны. В этом случае для проверки гипотезы о том, что плот-
ность распределения случайной величины X есть 1( ; , ..., )sf x θ θ , 
применяется критерий Пирсона. 

Критерий Пирсона. Суть состоит в том, что сравниваются эм-
пирические и теоретические (в предположении справедливости ги-
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потезы 0 :H  1( ; , ..., )sf f x= θ θ ) частоты. Например, получены сле-
дующие данные: 
 
Эмпирические 
частоты 6 13 38 74 106 85 30 10 4 

Теоретические 
частоты 3 14 42 82 99 76 37 11 2 

 
Возникает вопрос: случайно ли расхождение частот? С одной 

стороны, расхождение частот может быть случайным и объясняет-
ся малым числом измерений и ошибками при измерении. С другой 
стороны, возможно, что закон распределения, который мы выбрали 
для описания случайной величины и на основании которого рас-
считаны теоретические частоты, не соответствует действительно-
сти. На эти вопросы и отвечает критерий распределения Пирсона. 
Для применения критерия Пирсона сделаем следующие шаги. 

1. Разобьем область изменения  случайной величины X на l ин-
тервалов 1, ..., lΔ Δ  и подсчитаем по экспериментальным данным 
количество попаданий случайной величины в каждый из этих ин-
тервалов im . При этом обычно разбиение на интервалы подчиняет 
следующим условиям: 

общее количество интервалов l должно быть не менее восьми 
(предполагается, что число неизвестных параметров распределения 
s не превосходит семи (на практике 3s ≤ )); 

в каждый интервал группировки должно попасть не менее 7 – 10 
выборочных значений ix . 

2. На основании выборочных данных 1, ..., nx x  строятся оценки 

неизвестных параметров * *
1 , ..., sθ θ . 

3. Вычислим вероятности событий, что значение случайной ве-
личины X попадет в iΔ  интервал: 

* * * *
1 1 1( ; , ..., ) ( ; , ..., )i M i s M i sP F x F x −= θ θ − θ θ , 

где ix  и 1ix −  – правый и левый концы интервала iΔ . 
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Строим таблицу, при этом 1 ... lm m n+ + = ; 1 ... 1lp p+ + = : 
 

Интервалы Δ1 Δ2 … Δl 

Эмпирическая 
 частота m1 m2 … ml 

Теоретическая 
 частота n ⋅ p1 n ⋅ p2 … n ⋅ pl 

 

Критерием является выражение 
2

2

1

( )l
i i

i i

m np
np=

−
χ = ∑ . Из этого 

выражения видно, что чем меньше отличие эмпирической и теоре-
тической частоты, тем меньше значения критерия. 

Можно доказать, что при n → ∞  этот критерий распределен по 
закону 2χ  с числом степеней свободы 1k l s= − − . Если предпола-
гаемое распределение нормальное, то оно полностью характеризу-
ется двумя параметрами – математическим ожиданием и средним 
квадратическим отклонением, следовательно, 2s =  и число степе-
ней свободы 3k l= − . 

4. Зададимся уровнем значимости α. 
По таблицам находим такие критические точки 2

1крχ  и 2
2крχ , 

чтобы выполнялись соотношения: 

2 2
2кр( )

2
P α

χ > χ =  и 2 2
1кр( ) 1

2
P α

χ > χ = − . 

По экспериментальным данным и по теоретическим частотам 

вычислим конкретное значение величины 
2

2
набл

1

( )l
i i

i i

m np
np=

−
χ = ∑ . 

Если полученное значение 2
наблχ  таково, что выполняется усло-

вие 2 2 2
1кр набл 2крχ < χ < χ , то нет оснований для отвержения гипотезы 

0H . В противном случае гипотеза отвергается. Интересно отметить 
тот факт, что нулевая гипотеза отвергается как при слишком боль-
шом различии между экспериментальными и теоретическими час-
тотами, так и при слишком малом отличии. Последнее обстоятель-
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ство может возникнуть, если неудачно выбран закон распределения 
или нарушена корректность и объективность эксперимента. 

 
1.4. Примеры законов распределения в физике 

ядерных реакторов 
 

1.4.1. Закон радиоактивного распада 
 

Закон радиоактивного распада является одним из основных за-
конов ядерной физики [5, 6]. Суть его заключается в том, ядра мо-
гут самопроизвольно распадаться и при этом вероятность распада 
ядра в какой-то момент времени не зависит от того, сколько време-
ни ядро существовало до этого момента. Математическая модель 
закона радиоактивного распада может быть получена следующим 
образом. 

Пусть λ – вероятность того, что ядро распадется за единицу 
времени. Определим вероятность того, что ядро распадется в ин-
тервале времени от t до t dt+ . Обозначим этот факт как событие C. 
Следуя алгебре событий, можем сказать, что событие C является 
произведением двух событий C A B= ⋅ , где событие A заключается 
в том, что ядро не распалось до момента времени t, а событие B 
заключается в том, что ядро распалось за время dt  после момента 
времени t. Таким образом, если ( )P t  есть вероятность ядру не рас-
пасться до момента времени t, то по теореме умножения вероятно-
стей получим: вероятность того, что оно распадется в интервале от 
t до t dt+  есть ( )P t dt⋅ λ ⋅ . Понятно, что вероятность ядру не рас-
пасться к моменту времени t dt+ , т.е. ( )P t dt+  будет равна: 

 ( ) ( ) ( )P t dt P t P t dt+ = − λ . (1.4.1) 
Из уравнения (1.4.1) получим: 

 

( ) ; (0) 1dP P t P
dt

= − λ = . (1.4.2) 

Решение этого уравнения есть ( ) exp( )P t t= −λ ⋅ . 
Выражение (1.4.2), представленное в виде dP P dt= − λ ⋅ , пока-

зывает вероятность того, что случайная величина t лежит в интер-
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вале от t до t dt+ . Следовательно, ( )P t  есть функция распределе-
ния случайной величины t, т.е. ( ) ( )P t F t= , а Pλ  есть плотность 
распределения случайной величины t, т.е. 

( ) ( ) exp( )f t P t t= λ = λ ⋅ −λ ⋅ . 
Математическое ожидание в соответствии с (1.1.16) есть: 

 0

1exp( )tm t t dt T
+∞

= λ ⋅ −λ ⋅ = =
λ∫ . (1.4.3) 

Физики называют T средним временем жизни ядра. Таким обра-
зом, закон радиоактивного распада характеризуется следующей 
плотностью распределения: 

1( ) exp tf t
T T

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   0t ≥ . 

 
1.4.2. Вероятность взаимодействия. 

Макроскопические сечения взаимодействия 
 

Используя рассуждения, аналогичные предыдущему, можно по-
лучить выражение для плотности вероятности взаимодействия ней-
трона с веществом. Действительно, пусть Σ – вероятность нейтрону 
испытать взаимодействие с ядрами среды на единице длины пути. 
Тогда событие, заключающееся в том, что нейтрон испытает 
столкновение с ядром на отрезке пути от x до x dx+  есть событие 
C A B= ⋅ , где событие A заключается в том, что нейтрон не испы-
тал взаимодействия, пройдя путь x, а событие B заключается в том, 
что нейтрон столкнулся с ядром на пути dx . Таким образом, если 

( )P x  есть вероятность нейтрону не испытать взаимодействия, 
пройдя путь x, то по теореме умножения вероятностей получим: 
вероятность того, что он испытает взаимодействие на пути от x до 
x dx+  есть ( )P x dx⋅ Σ ⋅ . Изменение вероятности избежать взаимо-
действия есть 

( ) ( ) ( )P x dx P x P x dx+ − = − Σ . 
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Таким образом, снова приходим к уравнению, аналогичному 
(1.4.2), решение которого есть ( ) exp( )P x x= −Σ ⋅ , и плотность веро-
ятности взаимодействия на пути от x до x dx+  есть 

 ( ) exp( )f x x= Σ −Σ ⋅ . (1.4.4) 
Понятно, что математическое ожидание пути (средний путь), 

который проходит нейтрон до взаимодействия, есть 

 0

1exp( )xm x dx l
+∞

= Σ ⋅ −Σ ⋅ = =
Σ∫ , (1.4.5) 

l – средняя длина свободного пробега. 
 

1.4.3. Закон Пуассона. Регистрация частиц 
 

Закон Пуассона иногда называют законом редких явлений. Как 
было сказано выше, математически этот закон можно получить из 

биномиального закона !( )
!( )!

m n m m n m
n n

nP m C p q p q
m n m

−= =
−

, если 

предположить, что вероятность события p очень мала, а количество 
независимых опытов n очень велико. В этом случае вероятность 
того, что будет наблюдено m событий, есть 

( ) exp( )
!

maP m a
m

= − , 

где a pn= , 0,1, ...m =  
Из рис. 1.8 видно, что при увеличении параметра a распределе-

ние Пуассона становится внешне близким к нормальному распре-
делению, хотя и не совсем нормальным, хотя бы потому, что аргу-
мент меняется, начиная от 0, а не от −∞ . Пояснить этот факт мож-
но следующим образом. 

Представим себе, что на очень тонкую пластину с поверхност-
ной плотностью ядер вещества 2[1 / м ]N  перпендикулярно падает 
поток нейтронов (рис. 1.26). 
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Рис. 1.26. Иллюстрация к закону Пуассона 
 

При плотности нейтронов в пучке 3[1 / м ]n  и скорости нейтро-

нов υ [м/с], через 21 м  пластины за 1 с должно пройти количество 
нейтронов, равное n ⋅υ  (эта величина называется плотностью потока 
нейтронов nφ = ⋅υ ). Если в результате этого произошло R реакций 
данного типа, то понятно, что число реакций должно быть пропор-
ционально произведению N ⋅ϕ . Коэффициент пропорциональности 
σ в соотношении R N= σ ⋅ ⋅ ϕ  имеет смысл микроскопического сече-
ния взаимодействия. Величина N∑ = σ ⋅  называется макроскопиче-
ским сечением взаимодействия и имеет смысл вероятности нейтрону 
испытать взаимодействие с ядром на единичной длине пути. Для 
реакций деления, радиационного захвата и рассеяния микроскопиче-
ские сечения обозначаются, соответственно: fσ , cσ , sσ , а макро-
скопические сечения, соответственно: fΣ , cΣ , sΣ . Если концентра-
ция нейтронов равна n, и они движутся со скоростью υ , то суммар-
ный путь, пройденный нейтронами за 1 с, будет равен n ⋅υ . Тогда 
nv
l

= Σϕ  – скорость реакций в единице объема. 

Вероятность того, что нейтрон испытает взаимодействие с 
ядром, очень мала и эта вероятность не зависит от того, произошло 
ли взаимодействие другого нейтрона с другим ядром. При этом 
число нейтронов в пучке достаточно велико. Тогда эта ситуация 
фактически означает повторение опытов, в каждом из которых со-
бытие (взаимодействие) может произойти с некоторой малой веро-
ятностью, но число опытов очень велико. Рассмотрим отрезок вре-
мени tΔ , в течение которого происходит регистрация событий. 
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Обозначим математическое ожидание событий, регистрируемых в 
единицу времени через λ. Тогда математическое ожидание собы-
тий, регистрируемых за время tΔ , есть t aλ ⋅ Δ = . Вероятность за-
регистрировать за это время m событий подчиняется закону Пуас-
сона. Физически понятно, что интервал времени измерения tΔ  це-
лесообразно выбирать таким, чтобы в среднем произошла хотя бы 
одна регистрация, т.е. 1a ≥ . На самом деле, конечно, время изме-
рения должно быть существенно больше. Пусть, например, 
T k t= ⋅ Δ . Тогда, если в интервалах itΔ  зарегистрировано, соответ-
ственно, im  событий, то количество событий за время T будет 

1

k

i
i

m
=
∑ . В каждом интервале времени вероятность регистрации под-

чиняется закону Пуассона, но по предельной теореме закон распре-
деления суммы уже будет приближаться к нормальному закону. 
Практически при 10a ≥  можно считать закон распределения нор-
мальным в том смысле, что вероятность попадания случайной ве-
личины в интервал ( , )a a a a− +  такая же, как и при нормаль-
ном законе распределения. 

 
1.4.4. Энергетические спектры нейтронов деления 

и замедления 
 

Спектр нейтронов деления 
 

В физической литературе, в том числе по физике ядерных реак-
торов, широко используется понятие спектра. Например, если идет 
речь об энергетическом спектре, т.е. о распределении нейтронов по 
энергиям, то под спектром понимается доля нейтронов, приходя-
щаяся на единичный интервал энергии около энергии E. С точки 
зрения теории вероятности это есть не что иное, как плотность рас-
пределения вероятности того, что энергия нейтрона имеет значение 
E. Например, в силу квантово-механических законов энергия ней-
тронов, вылетающих при делении ядра, является случайной вели-
чиной. Экспериментально установлено, что плотность распределе-
ния этой величины подчиняется соотношению: 
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( ) expa Ef E E

T
⎛ ⎞= ⋅ −⎜ ⎟ν ⎝ ⎠

, (1.4.6) 

где T – параметр распределения, выраженный, как и энергия ней-
тронов E; a – константа, нормирующая распределение на число 
нейтронов деления ν . Параметры распределений определяются 
экспериментально. Например, для 235 U  параметры имеют сле-
дующие значения: 3/21,872 МэВa −= , 1,29 МэВT = . 

Это распределение вероятности носит название спектра Уатта – 
спектра нейтронов деления (рис. 1.27). 

 
 

 
 

 
Рис. 1.27. Спектр нейтронов деления 

 
Используя выражение (1.4.6), легко получить математическое 

ожидание (среднее значение) энергии нейтрона, возникающего при 
делении ядра: 

 0 0
( ) expE

a Em E f E dE E dE E
T

+∞ ∞ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ − =⎜ ⎟ν ⎝ ⎠
∫ ∫ . (1.4.7) 

Это значение составляет величину порядка 2 МэВ. 
Вероятность того, что энергия нейтронов деления будет превы-

шать заданное пороговое значение пE , можно определить из вы-
ражения 

 П
п( ) exp

E

a EE E dE
T

∞ ⎛ ⎞η = ⋅ −⎜ ⎟ν ⎝ ⎠
∫ . (1.4.8) 

( )f E

,МэВE

0,2

0,7
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Активация теплоносителя быстрыми нейтронами. Водный 
теплоноситель в активной зоне реактора активируется быстрыми 
нейтронами. При этом протекают реакции 16 16

7O( , ) Nn p , 
17 17

7O( , ) Nn p , первая из которых 
16 1 16 1

8 0 7 1O Nn p+ → +  
вносит наибольший вклад в наведенную активность. Эта реакция 
протекает на нейтронах с энергией более 9,638 МэВ с образовани-
ем радионуклида 16N (Т1/2 = 7,11 с). Сечение активации, усреднен-
ное по спектру деления, при этом есть 

 п

expa
E

a EE dE
T

∞ ⎛ ⎞σ = ⋅ −⎜ ⎟ν ⎝ ⎠
∫  (1.4.9) 

и составляет величину 0,019 ⋅ 10–31 м2. Радионуклид 16N испускает 
гамма-кванты с энергиями 6,13 – 7,11 и 2,75 МэВ: 

16 16
7 8N O→ + β + γ  

Понятно, что наведенная активность зависит от величины плот-
ности потока быстрых нейтронов, а следовательно, от мощности, а 
в точке измерения активности – от времени доставки, т.е. при из-
вестном расстоянии – от расхода теплоносителя. Таким образом, 
величина азотной активности теплоносителя несет в себе информа-
цию и о мощности, и о расходе. Это обстоятельство может быть 
использовано как дополнительный информационный канал для оп-
ределения расхода  теплоносителя в реакторах типа РБМК. 

Спектр нейтронов замедления. Средняя энергия, при которой 
появляются нейтроны в результате деления ядра, составляет вели-
чину 2≈ МэВ. Изменить свою энергию нейтрон может только в 
результате реакции рассеяния. Поскольку реакция неупругого рас-
сеяния имеет пороговый характер ( п 0,1E ≈ МэВ), то в пределах 
широкой энергетической области, от пE  до тепловых энергий, за-
медление нейтронов происходит за счет реакции упругого рассея-
ния (рис. 1.28). 
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Рис. 1.28. Схема упругого рассеяния 
 

При абсолютно упругом ударе выполняются законы сохранения: 
импульса 

01 1 A V⋅ = ⋅ + ⋅υ υ ; 
энергии 

 
2 2 2
01 1

2 2 2
A V⋅ ⋅ ⋅

= +
υ υ , (1.4.10) 

где 0 0 ,= =υ υ υ υ  – модуль скорости нейтрона до и после 

столкновения, соответственно; V V=  – модуль скорости ядра по-
сле столкновения; A – масса ядра (в атомных единицах массы); 1 – 
масса нейтрона. 

Решая систему (1.4.10), нетрудно получить соотношение между 
скоростью нейтрона до и после соударения: 

0
1
1

A
A
−

= ⋅
+

υ υ . 

Отношение кинетической энергии нейтрона после столкновения 
к энергии до столкновения есть: 

2

0

1
1

E A
E A

−⎛ ⎞= = ε⎜ ⎟+⎝ ⎠
. 

В результате акта взаимодействия нейтрон и ядро разлетаются 
под углом ψ (см. рис. 1.28), при этом потеря энергии зависит от 
угла рассеяния. Экспериментально и теоретически показано, что 
рассеяние сферически симметрично в системе центра инерции. При 
этом нейтрон после столкновения с равной вероятностью будет 
иметь энергию в интервале от 0E  до 0Eε ⋅ , т.е. энергия нейтрона 
после рассеяния на ядре будет подчиняться закону равномерной 
плотности: 
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0

0 0
0

0

0, ;
1( ) , ;

(1 )
0, .

E E

f E E E E
E

E E

⎧ ≤ ε
⎪
⎪= ε < ≤⎨ − ε⎪
⎪ >⎩

 (1.4.11) 

Величина 0 (1 )E ⋅ − ε  называется ступенькой замедления. При 
этом средняя потеря энергии нейтрона есть 

0

0
0 0 0

1( ) ( )
2

E

E
E E E E f E dE E

ε

− ε
− = − = ⋅∫ , 

т.е. нейтрон при столкновении в среднем теряет одну и ту же долю 
первоначальной энергии. Обычно рассматривают такую величину 
как среднюю потерю логарифма энергии: 

ln 1 ln
1

E ε
ξ = Δ = + ⋅ ε

− ε
. 

Удобство введения этой величины обусловлено тем, что ξ зави-
сит лишь от массового числа ядра. Используя величину ξ, можно 
легко рассчитать среднее число столкновений нейтрона с ядрами, 
которые приводят к замедлению от энергии 0E  до энергии E. На-
пример, среднее число столкновений, необходимых нейтрону, что-
бы замедлиться от энергии деления 0 2 МэВE =  до тепловой энер-
гии т 0,025 эВE = , есть 

0

т
ln

18,2
E
EN = =
ξ ξ

. 

Из табл. 1.3 видно, какое количество столкновений в среднем 
необходимо нейтрону, чтобы замедлиться из быстрой области 
энергий в тепловую. 

Однако выбирать тип замедлителя, исходя только из величины 
ξ, было бы опрометчиво, важны еще вероятность рассеяния на дан-
ном веществе и величина его сечения поглощения. Вышеперечис-

ленные факторы учитывает комплекс S

a
K

ξ ⋅ ∑
=

∑
 – коэффициент 
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замедления, где Sξ ⋅ ∑  называется замедляющей способностью, а 

S∑  и a∑  – макроскопическими сечениями рассеяния и поглоще-
ния соответственно. Чем больше K, тем лучше замедлитель. С точ-
ки зрения нейтронно-физических процессов наилучшим замедли-
телем является тяжелая вода, затем следует графит и, наконец, 
обычная вода. 
 

Таблица 1.3 
 

Константы, характеризующие замедление нейтронов 
 

Нуклид А ξ N 
Водород 1 1,000 18 
Дейтерий 2 0,725 25 
Углерод 12 0,158 114 
Кислород 16 0,120 150 
Уран 238 0,0084 2170 

 
Рассмотрим теперь, как формируется спектр нейтронов (т.е. 

распределение замедляющихся нейтронов по энергиям) при замед-
лении на водороде (это самый простой случай). 

Пусть в единице объема в единицу времени рождается 0Q  ней-
тронов с энергией 0E . Рассмотрим баланс нейтронов в интервале 
d E  около энергии E ( 0E E< ) (рис. 1.29). 
Число нейтронов, прибывающих в единицу времени в этот ин-

тервал, складывается из двух составляющих: 
прибыль за счет однократного рассеяния нейтронов источника 

при энергии 0E ; 
прибыль за счет рассеяния нейтронов в интервалах типа d E′ , 

лежащих выше энергии E, но ниже 0E  (т.е. 0E E E′< < ). 
Если 0Q  – число нейтронов, испускаемых источником при энер-

гии 0E , то ясно, что раньше или позже они испытают соударения с 
ядрами среды (так как по условию среда бесконечна, следователь-
но, утечки нейтронов за ее пределы нет). Однако не каждое соуда-
рение приводит к реакции рассеяния. При наличии поглощения ве-
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роятность нейтрону испытать именно рассеяние равна отношению 
S

S a

∑
∑ + ∑

. 

 

 
 

Рис. 1.29. Энергетический баланс нейтронов 
 

Следовательно, число нейтронов источника, испытавших рас-
сеяние в результате первого столкновения, есть величина 

0 0

0 0

( )
( ) ( )

S

S a

Q E
E E

⋅ ∑
∑ + ∑

. 

Обозначим ( ) ( ) ( )S aE E E∑ = ∑ + ∑ . 
Вероятность того, что в результате первого рассеяния нейтроны 

попадут в интервал энергий d E  около E, есть 
0

d E
E

, так как при 

рассеянии на водороде (A = 1) нейтроны с равной вероятностью 
приобретают энергию в пределах ступеньки замедления 0 0E ÷ . 
Таким образом, за счет однократного рассеяния нейтронов источ-
ника в интервал d E  около E каждую секунду будет попадать чис-
ло нейтронов, равное 

0 0

0 0

( )
( )

SQ d E E
E E
⋅ ∑

⋅
∑

. 
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Из интервала d E′  около E′  за счет рассеяния ежесекундно ухо-
дит ( ) ( )S E E d E′ ′ ′∑ ⋅ ϕ  нейтронов. Поскольку в результате рассея-
ния нейтроны будут иметь энергию в интервале 0E′ ÷  с равной 

вероятностью, то вероятность попасть в интервал d E  будет d E
E′

. 

Значит, в результате многократного рассеяния нейтронов выше 
энергии E ′  в интервал попадет d E  число нейтронов, равное 

0 ( ) ( )E
S

E

E E d E d E
E
′ ′∑ ⋅ ϕ ′

′∫ . 

Если ввести обозначение [ ]( ) ( ) ( ) ( )S aF E E E E= ∑ + ∑ ⋅ϕ , то это 
выражение можно привести к виду: 

0 ( ) ( )
( )

E
S

E

E F E d E d E
E E

′ ′ ′∑ ⋅
⋅

′ ′∑∫ . 

Таким образом, общая прибыль нейтронов в интервал d E  око-
ло E составляет величину 

0
0 0

0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

E
S S

E

E F E Q Ed E d E
E E E E

′ ′ ′∑ ⋅ ∑
⋅ + ⋅

′ ′∑ ∑∫ . 

Убыль нейтронов из интервала d E  около E осуществляется за 
счет поглощения ( ) ( )a E E d E∑ ⋅ ϕ  и рассеяния ( ) ( )S E E d E∑ ⋅ϕ . По-
скольку рассматривается равновесный процесс замедления, то ско-
рость убыли должна равняться скорости прибыли: 

 

0
0 0

0 0

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

E
S S

E

E F E Q Ed EF E
E E E E

′ ′ ′∑ ⋅ ∑
= ⋅ + ⋅

′ ′∑ ∑∫ . (1.4.12) 

Уравнение (1.4.12) носит название уравнения замедления. Его 
решение легко получить аналитически, если продифференцировать 
по E левую и правую части: 

( ) ( ) ( );
( ) ( )

S SE F E E d Ed F d F
d E E E F E E

∑ ⋅ ∑
= − = −

∑ ⋅ ∑ ⋅
; 
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0

0
( )( ) ( ) exp

( )

E
S

E

E d EF E F E
E E

⎡ ⎤′ ′∑
= ⋅ ⋅⎢ ⎥

′ ′∑⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . 

Из выражения (1.4.12) получим 

0 0
0

0 0

( )( )
( )

SQ EF E
E E

∑
= ⋅

∑
. 

Если учесть, что 1S a∑ ∑
= −

∑ ∑
 в показателе экспоненты, то 

0 0 0

0
0

( )
exp exp exp

( )

exp .

E E E
S a

E E E

E
a

E

E d E d E d E
E E E E

Ed E
E E

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′∑ ∑
⋅ = − ⋅ ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

′ ′ ′ ′∑ ∑⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤′∑

= − ⋅ ⋅⎢ ⎥
′∑⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫

 

Окончательно получим: 

 

0
0 0

0

( )( ) exp
( )

E
S a

E

Q E d EF E
E E E

⎡ ⎤′∑ ∑
= ⋅ ⋅ − ⋅⎢ ⎥

′∑ ∑⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . (1.4.13) 

Если поглощение мало ( a S∑ << ∑ ), то выражение (1.4.13) при-
нимает вид 

0( ) QF E
E

= . 

Таким образом, энергетическое распределение нейтронов при 
замедлении на водороде имеет вид: 

без поглощения – 

0( )
S

QE
E

ϕ =
∑ ⋅

 (спектр Ферми); 

с поглощением – 
0

0 ( )( ) exp
( )

E
a

S E

Q E d EE
E E E

⎡ ⎤′ ′∑
ϕ = ⋅ − ⋅⎢ ⎥

′ ′∑ ⋅ ∑⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . 
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Из сравнения этих двух формул понятно, что сомножитель 
0 ( )exp

( )

E
a

E

E d E
E E

⎡ ⎤′ ′∑
− ⋅⎢ ⎥

′ ′∑⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  имеет смысл вероятности избежать погло-

щения при замедлении. 
Если замедление происходит на произвольных ядрах среды, то 

можно показать, что спектр нейтронов описывается выражением 
0

0( ) exp
E

a

S S aE

Q d EE
E E

⎡ ⎤∑
ϕ = ⋅ − ⋅⎢ ⎥

ξ ⋅ ∑ ⋅ ∑ + ∑ ξ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . 

Поскольку в области замедления сечения захвата малы, за ис-
ключением резонансного поглощения на ядрах топлива, то величи-
на 

0
exp

E
a

S aE

d Ep
E

⎡ ⎤∑
= − ⋅⎢ ⎥

∑ +∑ ξ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

носит название вероятности избежать резонансного захвата. 
Приведенные выше энергетические спектры связаны с плот-

ностью распределения вероятности следующим образом: 

0

( )( )
( )

c

E

E

Ef E
E dE

ϕ
=

ϕ∫
, 

где cE  – уровень энергии, разграничивающий область замедления 
и область тепловых энергий. 

Используя функцию ( )f E , находят средние значения взаимо-
действия в области замедления: 

 

0

0

( ) ( )

( )

c

c

E

E
E

E

E E dE

E dE

σ ϕ

σ =

ϕ

∫

∫
. (1.4.14) 

Спектр тепловых нейтронов. В тепловой области энергий 
спектр нейтронов описывается распределением Максвелла вида 
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3/ 2
2( ) exp ,

( ) nn

E EE
kTkT

⎛ ⎞⋅ π
ϕ = −⎜ ⎟

π ⎝ ⎠
 

где k – постоянная Больцмана; nT  – температура нейтронного газа, 
зависящая от температуры замедлителя и его поглощающих и за-
медляющих свойств. Тогда 

1 1,5 a
n

s
T T

⎛ ⎞Σ
= +⎜ ⎟ξΣ⎝ ⎠

, 

где T – температура среды. 
Средние сечения в тепловой области находятся по следующей 

формуле: 

0

0

( ) ( )

( )

E E dE

E dE

∞

∞

σ ϕ
σ =

ϕ

∫

∫
. 

 
Список литературы к главе 1 

 

1. Айвазян С.А. и др. Прикладная статистика: Основы моделирования 
и первичная обработка данных: Справочное издание / С.А. Айвазян, 
И.С. Енюков, Л.Д. Мешалкин. – М.: Финансы и статистика, 1983. – 471 с. 

2. Ветцель Е.С. Теория вероятностей. Учебник для вузов. − М.: Физ-
матгиз, 1969. 

3. Гмурман Е.В. Теория вероятностей и математическая статистика: Учеб-
ное пособие для вузов. – Изд. 7-е, стер. – М.: Высшая школа, 2001. – 479 с. 

4. Гнеденко Б.В. Курс теории вероятностей: Учебник. – Изд. 6-е,  
перераб. и доп. – М.: Наука. Главная редакция физико-математической 
литературы, 1988. – 448 с. 

5. Загребаев А.М., Овсянникова Н.В. Автоматизированная обучающая 
система по физике реакторов: Учебное пособие. М.: МИФИ, 2002. – 160 с. 

6. Климов А.Н. Ядерная физика и ядерные реакторы: Учебник для ву-
зов. – 3-е изд., перераб. и доп. – М.: Энергоатомиздат, 2002. – 464 с. 

7. Королюк В.С., Портенко Н.И., Скороход А.В. и др. Справочник по 
теории вероятностей и математической статистике. – М.: Наука. Главная 
редакция физико-математической литературы, 1985. – 640 с. 

8. Пугачев В.С. Теория вероятностей и математическая статистика: 
Учеб. пособие. – 2-е изд., испр. и доп. – М.: Физматлит, 2002. – 496 с. 



107 

 
 
 
 

ГЛАВА 2. СЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ 
И ИХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 
 

2.1. Общие свойства случайных функций 
 

Функция ( )X t  называется случайной функцией (рис. 2.1), если 
её значение при любом аргументе является случайной величиной 
[11, 12]. Аргумент t будем считать величиной неслучайной. Разли-
чают два случая: 

1) аргумент функции может принимать любые значения в за-
данном интервале; 

2) аргумент функции может принимать только дискретные зна-
чения. 

В первом случае ( )X t  называют случайным процессом, во вто-
ром – случайной последовательностью. 

Пусть проведено n независимых измерений функции. При каж-
дом измерении она примет конкретный вид, который называется 
реализацией случайной функции. Для фиксированного значения 
аргумента t функция ( )X t  превращается в случайную величину. 
Эта случайная величина называется сечением случайной функции. 
Для полной вероятностной характеристики случайной функции 
необходимо задать ее закон распределения, например ( , )F x t . Та-
кой закон называется одномерным. 

 

 
 

Рис. 2.1. Иллюстрация к понятию случайной функции 
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Одномерный закон распределения является достаточной харак-
теристикой случайной функции только тогда, когда значения слу-
чайной функции при различных значениях аргумента рассматри-
ваются изолированно друг от друга. Если этого условия нет, то не-
обходимо рассматривать совместный закон распределения случай-
ной функции при 1t  и 2t . Закон распределения совокупности зна-
чений случайной функции при произвольных 1, ..., nt t  называют n-
мерным законом распределения. Зная его, можно получить закон 
меньшей размерности. 

1 1 1 1 1( , ..., ; , ..., ) ... ( , ..., ; , ..., ) ...m m m n n n m nf x x t t f x x t t dx dx
+∞ +∞

+
−∞ −∞

= ∫ ∫ .(2.1.1) 

Если значения случайной функции ( )X t  при любых значениях 
аргумента 1, ..., nt t  являются независимыми, то 

 1 1 1 1 1 1 2 2 1( , ..., ; , ..., ) ( , ) ( , ) ... ( , )n m m n nf x x t t f x t f x t f x t= ⋅ ⋅ ⋅ . (2.1.2) 
Т.е. исчерпывающей характеристикой случайной функции с не-

зависимыми значениями является ее одномерный закон распреде-
ления. 

Примером случайных величин, исчерпывающей характеристи-
кой которых является двумерный закон распределения, являются 
марковские случайные процессы. Марковским случайным процес-
сом (или процессом без последействия) называется функция ска-
лярной переменной ( )X t  (при 1 2 ... ...h nt t t t< < < < < ), если услов-
ный закон распределения случайной величины ( )hX t  зависит толь-
ко от случайной величины 1( )hX t −  и не зависит от случайных ве-
личин 1 2( ), , ( )hX t X t −… . 

Рассмотренный случай определения случайных функций на 
практике не всегда удобен. В большинстве случаев ограничиваются 
заданием числовых параметров этих законов, подобно тому, как 
случайная величина может быть иногда с достаточной для практи-
ки точностью охарактеризована своими числовыми характеристи-
ками. Отличие заключается лишь в том, что эти числовые характе-
ристики представляют собой не числа, а функции. Из бесконечного 
числа моментов случайной функции наиболее важными являются 
моменты первого и второго порядков. 
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Момент первого порядка определяется выражением 
 ( ) [ ( )]xm t M X t= , (2.1.3) 

где ( )xm t  – математическое ожидание случайной функции – есть 
неслучайная функция, значение которой при каждом значении ар-
гумента равно математическому ожиданию сечения. Через одно-
мерную плотность вероятности математическое ожидание выража-
ется следующим образом: 

 1( ) ( , )xm t xf x t dx
+∞

−∞

= ∫ . (2.1.4) 

Наиболее часто используются центральные моменты: 

 2 2
1[ ( )] [{ ( ) ( )} ] { ( ) ( )} ( , )x xD X t M X t m t x t m t f x t dx

+∞

−∞

= − = −∫ ; (2.1.5) 

1 2 1 1 2 2( , ) [{ ( ) ( )} { ( ) ( )}]x xK t t M X t m t X t m t= − ⋅ − =  

1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2{ ( ) ( )} { ( ) ( )} ( , , , ) ,x xx t m t x t m t f x x t t dx dx
+∞ +∞

−∞ −∞

= − ⋅ −∫ ∫  (2.1.6) 

где [ ( )] ( )xD X t D t=  – дисперсия случайной функции; 1 2( , )K t t =  

1 2( , )xK t t=  – корреляционная функция случайной функции ( )X t . 
Из сравнения выражений (2.1.5) и (2.1.6) видно, что дисперсия 

является лишь «срезом» корреляционной функции при 1 2t t t= = . 
На рис. 2.2 показан качественный смысл введенных характеристик. 

 
                                               а                                                          б    

 

Рис. 2.2. Реализация случайной функции ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2;x x x xD D m m= = : 
а – слабая корреляция; б – сильная корреляция 

( )1
xD

( )2
xD

( )1
xm ( )2

xm
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Из рис. 2.2 видно, что хотя математические ожидания и диспер-
сии двух случайных функций 1( )X t  и 2 ( )X t  совпадают, их харак-
тер совершенно различен. В первом случае зависимость между 
значениями случайной функции при различных аргументах гораздо 
слабее, чем во втором. Степень изменчивости функций характери-
зует корреляционная функция. 

Если рассматриваются две случайные функции ( )X t  и ( )Y s , то 
вводится понятие взаимной корреляционной функции: 
 [ ( ) ( )] [( ( ) ) ( ( ) )]xy x yK M X t Y s M X t m Y s m= ⋅ = − ⋅ −� � . (2.1.7) 

Часто удобно использовать нормированные корреляционные и 
взаимные корреляционные функции: 

 ( , )( , )
( , ) ( , )
K t tr t t

K t t K t t
′

′ =
′ ′

; (2.1.8) 

 
( , )

( , )
( , ) ( , )

xy
xy

x y

K t s
r t s

K t t K s s
= . (2.1.9) 

Отметим, что понятие случайной функции обобщается и на 
комплексные случайные функции. При этом случайная функция 
представляется в виде: ( ) ( ) ( )X t U t iV t= + , где ( )U t  и ( )V t  – веще-
ственные случайные функции, ординаты которых могут быть как 
независимыми, так и зависимыми случайными величинами. В 
дальнейшем комплексную случайную функцию будем обозначать 
следующим образом ( )X t . Отметим, что ниже в основном будут 
рассматриваться вещественные случайные функции. 

 
Классификация случайных функций 

 
Стационарные и нестационарные случайные функции 

 
Различают стационарные и нестационарные случайные функ-

ции. Для стационарной случайной функции ее свойства не зависят 
от выбора начала отсчета, т.е. многомерные законы распределения 
зависят только от взаимного расположения моментов времени, но 
не от самих значений: 
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 1 1 1 1 0 0( , ..., ; , ..., ) ( , ..., ; , ..., )n n n n n nf x x t t f x x t t t t= + + , (2.1.10) 

где 0t  – любое число. 
В частном случае при 1n = , 2n =  и при 0 1t t= −  получим: 

 1 1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( )f x t f x t t f x′ ′= − = ; (2.1.11) 

2 1 2 1 2 2 1 2 2 1( , , , ) ( , , 0, )f x x t t f x x t t′ ′= − =  

 1 1 1 2 1 2 2 1( , ) ( , , ).f x t t f x x t t′ ′= − = −  (2.1.12) 
Из определения математического ожидания и приведенных формул 
(2.1.11) и (2.1.12) следует: 

 1 1( ) ( , ) ( ) constxm t xf x t dx xf x dx
+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫ ; (2.1.13) 

 2 2
1 1( ) { ( ) ( )} ( , ) ( ) ( ) constx x xD t x t m t f x t dx x m f x dx

+∞ +∞

−∞ −∞

= − = − =∫ ∫ ; (2.1.14) 

 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1( , ) ( ) ( ) ( , , , ) ( )x xK t t x m x m f x x t t t dx dx K t t
+∞+∞

−∞−∞

= − ⋅ − − = −∫ ∫ . (2.1.15) 

Таким образом, если случайная функция стационарна, то ее ма-
тематическое ожидание и дисперсия постоянны, а корреляционная 
функция зависит только от разности аргументов. Но это условие 
является необходимым условием, так как для 2n >  условие (2.1.10) 
может нарушаться. Поэтому говорят, что при выполнении условий 
(2.1.14) – (2.1.15) случайная функция стационарна в широком 
смысле. 

 
Нормальные и ненормальные случайные функции 

 
Случайные функции различают также в зависимости от законов 

распределения ординат случайных функций. Если многомерные 
законы распределения являются нормальными, то такие случайные 
функции называются нормальными. Это класс случайных функций 
наиболее часто встречается. Остальные функции называются не-
нормальными. Если нормальная функция стационарна в широком 
смысле, то она стационарна и в узком смысле. 
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Свойства корреляционных функций. 
1. 1 2 2 1( , ) ( , )K t t K t t= . 
2. | 1 2( , )K t t | 1 1 2 2( , ) ( , )K t t K t t≤ ⋅ . 

3. 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( , ) 0
b b

a a
t t K t t dt dtη η ≥∫ ∫ , где ( )tη  – произвольная неслу-

чайная функция; ( , )a b  – произвольный интервал интегрирования. 
Если случайная функция стационарна, то эти свойства записы-

ваются следующим образом. 
1. ( ) ( )K Kτ = −τ . 
2. (0) ( )K D K= ≥ τ . 

3. 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) 0
b b

a a
t t K t t dt dtη η − ≥∫ ∫ , где 2 1t tτ = − . 

На рис. 2.3 показан вид корреляционной функции от двух аргу-
ментов. 

 

 
Рис. 2.3. Пример корреляционной функции двух аргументов 

 
Наиболее часто в качестве стационарных случайных функций 

рассматриваются следующие: 
2( ) exp( | |)K τ = σ −α τ ; 
2 2( ) exp( )K τ = σ −ατ ; 

),( 21 ttK

1t

2t 21 tt =
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2( ) exp( | |)cosK τ = σ −α τ βτ ; 
2 2( ) exp( )cosK τ = σ −ατ βτ . 

 
Непрерывность, дифференцируемость и интегрируемость 

случайных функций 
 

Непрерывность. Случайная функция ( )X t  называется непре-
рывной в точке t, если при любом 0ε >  найдется такое 0δ > , что 
при | |t t′ − < δ  выполняется неравенство 2[| ( ) ( ) | ]M X t X t′ − < ε . 

Можно доказать, что если ( )X t  – непрерывная функция, то ( )xm t  
и ( , )K t t′  – также непрерывные функции. Справедливо и обратное 
утверждение. Отметим, что непрерывная случайная функция может 
иметь разрывные реализации. Непрерывность случайной функции – 
более общий тип непрерывности, чем для неслучайной функции. 

Дифференцируемость. Случайная функция ( )X t  дифференци-
руема, если существует такая случайная функция ( )Y t , что 

2

0

( ) ( )lim ( ) 0
t

X t t X tM Y t
tΔ →

⎡ ⎤+ Δ −
− =⎢ ⎥

Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Случайная функция ( )Y t  называется производной случайной 

функции и обозначается dX Y
dt

=  или ( )X t′ . 

Можно доказать, что если случайная функция дифференцируе-

ма, т.е. dXY
dt

= , то 

 x
y

dmm
dt

= ; (2.1.16) 

 ( , )x
y

K t tK
t t

′∂
=

′∂ ∂
. (2.1.17) 

Верно и обратное утверждение. 
Интегрируемость. Случайную функцию ( )X t  называют интег-

рируемой на области T с весом ( , )g s t , если существует такая слу-
чайная функция ( )Y s , что 
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2

max 0
lim ( , ) ( ) ( ) 0

k
k k kt k

M g s t X t t Y t
Δ →

⎡ ⎤
⎢ ⎥Δ − =
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

независимо от выбора точек kt  соответствующих участков ktΔ , на 
которые разбита область T. 

Случайная функция ( )Y s  называется интегралом. 
Можно доказать, что если ( )X t  – интегрируемая функция, то 

 ( ) ( , ) ( )y x
T

m s g s t m t dt= ∫ ; (2.1.18) 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )y x
T

K s s g s t g s t K t t dtdt′ ′ ′= ∫∫ . (2.1.19) 

Справедливо и обратное утверждение. 
Из приведенных выше определений дифференцируемости и ин-

тегрируемости случайных функций следует, что эти операции 
можно менять местами с операцией нахождения математического 
ожидания. 

 
2.2. Операции над случайными функциями 
и их статистическими характеристиками 

 
Действие линейного оператора на случайную функцию 

 
Пусть ( )X t  случайная функция с математическим ожиданием 
( )xm t  и корреляционной функцией ( , )xK t t′ . Тогда, если на эту 

функцию действует линейный оператор L̂ , то числовые характери-
стики функции ˆY LX=  есть: 

 ˆ ˆ ˆ[ ( )] ( ) [ ( )] ( )t t t xM Y t ML X t L M X t L m t= = = ; (2.2.1) 

 ˆ ˆ( , ) ( , )y t t xK t t L L K t t′′ ′= . (2.2.2) 

Операторы ˆ
tL  и ˆ

tL ′  действуют, соответственно, на переменные t 
и t′ , а оператор математического ожидания M производит усред-
нение ординат случайной функции  при фиксированных значениях 
t и t′  по всему множеству возможных значений случайных вели-
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чин ( )X t  и ( )X t′  соответственно, поэтому порядок этих операций 
можно менять местами. 

Белый шум. Белым шумом называется случайная функция со 
следующими свойствами: 

( ) 0xm t ≡ ;        ( , ) ( ) ( )xK t t G t t t′ ′= δ − , 

где ( )t t′δ −  – дельта-функция Дирака; ( )G t  – интенсивность белого 
шума. 

Если функция ( )X t  представляет собой белый шум, то для функ-
ции ( ) ( , ) ( )

T
Y s g s t X t dt= ∫  ее корреляционная функция имеет вид 

 
0

( , ) ( , ) ( , ) ( )
T

yK s s g s t g s t G t dt′ ′= ∫ . (2.2.3) 

Физический смысл понятия «белый шум» будет показан в раз-
деле, посвященным стационарным случайным функциям. 

 
Каноническое разложение случайной функции 

 
Каноническим разложением случайной функции называется 

функция вида 

 
1

( ) ( ) ( )
m

x i i
i

X t m t V t
=

= + ⋅ϕ∑ , (2.2.4) 

где ( )i tϕ  – неслучайные функции; iV  – случайные некоррелиро-
ванные между собой величины с нулевыми математическими ожи-
даниями, т.е. [ ] 0iM V =  и [ ] 0i jM V V =  при i j≠ . 

Иногда используют так называемое интегральное каноническое 
представление случайной функции: 
 ( ) ( ) ( ) ( , )xX t m t V t d

λ
= + λ ⋅ϕ λ λ∫ , (2.2.5) 

где ( )V λ  – белый шум параметра λ; ( , )tϕ λ  – неслучайная функция. 
Идея метода состоит в том, что применение линейного операто-

ра к случайной функции сводится к его действию на известную не-
случайную функцию. Это обстоятельство существенно упрощает 
нахождение статистических характеристик линейных систем. Дей-
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ствительно, пусть требуется найти математическое ожидание и 
корреляционную функцию результата действия оператора L̂  на 
функцию ( )X t : 

1

ˆ ˆ( ) { ( ) ( )}
m

x i i
i

Y LX t L m t V t
=

= = + ⋅ϕ =∑  

 
1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( );
m m

x i i y i i
i i

Lm t V L t m t V t
= =

= + ⋅ ϕ = + ⋅ψ∑ ∑  (2.2.6) 

 ˆ( ) ( )y xm t Lm t= ; (2.2.7) 

1 1
( , ) ( ) ( )

m m

y i i j j
i j

K t t M V t V t
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
′ ′= ⋅ψ ⋅ψ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

 
1

( ) ( ).
m

i i i
i

D t t
=

′= ⋅ψ ψ∑  (2.2.8) 

Если в выражении (2.2.7) положить t t′= , получим простое вы-
ражение для дисперсии функции: 

 2

1
( ) ( )

m

y i i
i

D t D t
=

= ⋅ψ∑ . (2.2.9) 

В дальнейшем будем рассматривать центрированную случай-
ную функцию ( ) ( ) ( )xX t X t m t= −� . 

 
Способ получения приближенного канонического 

разложения случайной функции 
 

На практике часто удается приближенно представить случай-
ную функцию в виде линейной комбинации известных функций со 
случайными коэффициентами: 

 
1

( ) ( )
m

i i
i

X t A t
=

= ϕ∑ , (2.2.10) 

где ( )i tϕ  – не случайные функции; iA  –− случайные коэффициен-
ты, причем в общем случае коррелированные. Требуется привести 
случайную функцию ( )X t  к каноническому виду. 
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Математическое ожидание случайной функции ( )X t  есть 

1
( ) ( )

i

m

X A i
i

m t m t
=

= ϕ∑ . 

Перейдем от случайных величин iA  к таким случайным величи-
нам iV , чтобы 

0i jM V V⎡ ⎤ =⎣ ⎦    при   i j≠    и   [ ] 0iM V = . 

Сделать это можно, например, следующим образом. Положим 

 

1

2

3

1 1

2 21 1

3 31 1 32 2 3

1 1 2 2 , 1 1

;

;

;

...;
... .

m

A

A

A

m A m m m m m m

A m V

A m a V V

A m a V a V V

A m a V a V a V V− −

− =⎧
⎪

− = +⎪
⎪ − = + +⎨
⎪
⎪
⎪ − = + + + +⎩

 (2.2.11) 

Определим введенные нами коэффициенты ija  так, чтобы 

0i jM V V⎡ ⎤ =⎣ ⎦  при i j≠ . Очевидно, что [ ] [ ]1 1D A D V= . 
Умножим почленно второе уравнение системы (2.2.11) на пер-

вое и возьмем математическое ожидание: 

( )( ) ( )2 12 1 21 1 2 1A AМ A m A m М a V V V⎡ ⎤− − = ⎡ + ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ; 

[ ] [ ]21 21 1 2 1K a D V M V V= + . 

Полагая [ ]1 2 0M V V = , получим 

[ ] [ ]
21 21

21
1 1

K Ka
D V D A

= = . 

Определим теперь дисперсию (второе уравнение) 

[ ]22 21 1 2AD A M D a V V⎡ ⎤− = +⎣ ⎦ ; 

[ ] [ ]2
22 21 1 2K a D V D V= + , 

и отсюда определим [ ]2D V . 
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Далее умножаем почленно третье уравнение системы (2.2.11) на 
первое и второе, выполняем операцию математического ожидания 
и определяем 31a  и 32a , исходя из условия, чтобы [ ]1 3 0M V V =  и 

[ ]2 3 0M V V = , и т.д. 
В результате получаем выражения для 1, ..., mA A  в виде линей-

ных комбинаций некоррелированных случайных величин 1, ..., mV V : 

 
1

1

1 1
1

; ...;
m

m

A m A mi i m
i

A m V A m a V V
−

=
= + = + +∑ . (2.2.12) 

Подставим эти значения в исходное выражение (2.2.10), и после 
перегруппировки получим: 

 
1

( ) ( )
m

Х i i
i

Х m t V t
=

≅ + ψ∑ , (2.2.13) 

где 
1

( ) ( ) ( ) , 1, ..., 1
m

i i ki k
k i

t t a t i k
= +

ψ = ϕ + ϕ = −∑ . 

Таким образом, получено приближенное представление исход-
ной функции как функции канонического разложения. При этом 
использовалась информация о статистических свойствах функции в 
форме ковариационных моментов амплитуд исходного представле-
ния. Новые неслучайные функции разложения ( )i tψ , которые но-
сят название координатных функций, являются линейными комби-
нациями исходного набора { }( )i tϕ . 

 
2.3. Спектральное разложение 

стационарных случайных функций 
 

Характеристики стационарной случайной функции 
 

Рассмотрим случайную функцию X(t) – стационарную в широ-
ком смысле. По определению стационарности в широком смысле 
X(t) имеет постоянное математическое ожидание и корреляцион-
ную функцию, зависящую только от разности аргументов t и t′, т.е. 

( , ') ( )K t t K= τ , где t t′τ = − . 
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В этом случае дисперсия стационарной случайной функции 

[ ]( ) ( , ) (0)D X t K t t K= = . 

Нормированная корреляционная функция стационарной случай-
ной функции есть 

 ( )( )
(0)

Kr
K

τ
τ = . (2.3.1) 

На основании свойства симметрии корреляционной функции 
можно записать: 

( ) ( )K t t K t t′ ′− = −  
или  

( ) ( )K K−τ = τ . 

Для действительной случайной функции ( ) ( )K K−τ = τ . 
Второе свойство корреляционной функции: 

( , ) ( , ) ( , )K t t K t t K t t′ ′ ′≤  

записывается в виде 
( ) (0)K Kτ ≤ . 

Наконец, корреляционная функция для производной от стацио-
нарной случайной функции Y dX dt=  

2 2 2 2

2 2
( , ) ( ) ( ) ( )( , )Y

K t t K K KK t t
t t t t t t

′∂ ∂ τ ∂ τ ∂τ ∂τ ∂ τ′ = = = =
′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂τ ∂τ

. 

const, 0 constX Ym m= = = . 

Таким образом, производная случайной функции Y dX dt=  яв-
ляется также стационарной случайной функцией. 

Пример 2.1. Случайная функция ( )X t  задана каноническим 
разложением: 

1 2( ) cos sinX t t V t V t= + ω + ω , 

где [ ]1 2 0M V V = , [ ] [ ]1 2 0M V M V= = , 1 2 2D D= = . 
Определить, является ли стационарной случайная функция 

( )X t . 
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Решение: 
( )xm t t= ; 

( ) ( )( , ) 2 cos cos sin sin 2cosK t t t t t t t t′ ′ ′ ′= ω ω + ω ω = ω − . 

Так как ( ) constxm t ≠ , то функция ( )X t  является нестационар-
ной, однако ее легко можно привести к стационарной путем цен-

трирования ( )X X t t= −
D

. Эта функция уже будет стационарной. 
 

Спектральное разложение случайной функции 
 

Спектральным разложением случайной функции интервале от 0 
до T называется ее представление в виде 

 ( )
0

( ) cos sink k k k
k

X t W t V t
∞

=
= ω + ω∑ , (2.3.2) 

где k
k
T
π

ω = , kW  и kV  – некоррелированные случайные величины с 

одинаковыми дисперсиями [ ] [ ]k k kD W D V D= = . 
Легко показать, что корреляционная функция при этом имеет 

вид: 

( )
0 0

( , ) cos cos sin sin cosk k k k k k k k
k k

K t t D t t D t t D
∞ ∞

= =
′ ′ ′= ω ω + ω ω = ω τ∑ ∑ , 

где коэффициенты kD  задаются формулами: 

0
1 ( )

2

T

T
D K d

T −
= τ τ∫ ; 

1 ( )cos
T

k k
T

D K d
T −

= τ ω τ τ∫    при   0k ≠ . 

Дисперсия случайной функции имеет вид: 

[ ] ( )2 2

0 0
( ) cos sink k k k

k k
D X t t t D D

∞ ∞

= =
= ω + ω =∑ ∑ . 
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Этот же результат можно получить проще, положив в спек-
тральном разложении корреляционной функции 0τ = . 

Таким образом, дисперсия случайной функции равна сумме 
дисперсий всех гармоник ее канонического разложения. 

На бесконечном участке времени спектральное разложение слу-
чайной функции проводится через интеграл Фурье. При этом чет-
ную корреляционную функцию с помощью интеграла Фурье запи-
сывают следующим образом: 

 
0

( ) ( )cosK S d
∞

τ = ω ωτ ω∫ , (2.3.3) 

где ( )S ω  называется спектральной плотностью стационарной слу-
чайной функции. При 0τ =  получим: 

 
0

(0) ( )K D S d
∞

= = ω ω∫ . (2.3.4) 

Таким образом, спектральная плотность есть не что иное, как 
разложение дисперсии на сумму элементарных слагаемых ( )S dω ω , 
т.е. спектральная плотность есть разложение дисперсии по часто-
там. При известной корреляционной функции спектральная плот-
ность получается из соотношения 

 
0

2( ) ( )cosS K d
∞

ω = τ ωτ τ
π ∫

. (2.3.5) 

На практике вместо спектральной плотности часто пользуются 
нормированной спектральной плотностью 

 ( )( ) Ss
D
ω

ω = . (2.3.6) 

Нетрудно видеть, что нормированная корреляционная функция 
и нормированная случайная плотность связаны соотношениями: 

 
0

( ) ( )coss d
∞

ρ τ = ω ωτ ω∫ ; (2.3.7) 

 
0

2( ) ( )coss d
∞

τ = ρ τ ωτ τ
π ∫

. (2.3.8) 
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Комплексная форма спектрального разложения на конечном ин-
тервале имеет вид: 

 ( ) exp( )k k
k

X t U i t
+∞

=−∞
= ω∑

D
; (2.3.9) 

 ( ) exp( )k k
k

K D i
+∞

∗

=−∞
τ = ω τ∑ ; (2.3.10) 

 1 ( )exp( )
2

T

k k
T

D K i d
T

∗

−
= τ − ω τ τ∫ . (2.3.11) 

На бесконечном интервале спектральное разложение в ком-
плексной форме имеет вид: 

 ( ) ( )exp( )X t V i t d
+∞

−∞
= ω ω ω∫

D
, (2.3.12) 

где ( )V ω  – белый шум переменной ω , интенсивность которого 

равна спектральной плотности ( )S∗ ω : 

 1( ) ( )exp( )
2 kS K i d

+∞
∗

−∞

ω = τ − ω τ τ
π ∫ . (2.3.13) 

При этом корреляционная функция выражается через спек-
тральную плотность следующим образом: 

 ( ) ( )exp( )kK S i d
∞

∗

−∞

τ = ω ω τ ω∫ . (2.3.14) 

Свойства спектральной плотности. 
1. ( ) 0S ω ≥  при любом ω . 

2. ( )S d
+∞

−∞

ω ω< ∞∫ . При росте ω  ( ) 0S ω → . 

3. Для вещественных случайных процессов ( ) ( )S Sω = −ω , т.е 
спектральная функция – четная функция. 

Использование спектрального разложения является эффектив-
ным подходом при исследовании стационарных случайных процес-
сов. 
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Примеры вычисления спектральной плотности 
стационарного случайного процесса. 

 

Пример 2.2. Найти спектральную плотность стационарного 
процесса, имеющего нормированную корреляционную функцию 
(рис. 2.4) вида 

( )( ) expr τ = −α τ . 

Решение: 

( )
21( ) ( )exp( ) exp

2 2XS K i d i d
+∞ +∞

−∞ −∞

σ
ω = τ − ωτ τ = − ωτ−α τ τ =

π π∫ ∫  

( ) ( )
2 0

0
exp exp

2
i d i d

+∞

−∞

⎧ ⎫σ ⎪ ⎪= ατ− ωτ τ+ − ωτ−ατ τ =⎨ ⎬
π⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

( )( ) ( )( )
2 0

0
exp exp

2
i d i d

+∞

−∞

⎧ ⎫σ ⎪ ⎪= α− ω τ τ+ − ω+α τ τ =⎨ ⎬
π⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

( )( ) ( )( )
2 0

0

1 1exp exp
2

i i
i i

+∞

−∞

⎧ ⎫σ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= α− ω τ + − − α+ ω τ =⎨ ⎬⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦π α− ω α+ ω⎝ ⎠⎩ ⎭
 

 
2 2 2

2 2 2 2
1 1 2

2 2 ( )i i
σ σ α ασ⎧ ⎫= + = =⎨ ⎬
π α− ω α+ ω π α +ω π α +ω⎩ ⎭

. (2.3.15) 

При увеличении α корреляционная функция спадает быстрее, 
характер колебаний случайной функции становится резким и более 
беспорядочным. 

При увеличении α функция спектральной плотности ( )S ω  ста-
новится более пологой, т.е. все больший вклад дают большие час-
тоты (рис. 2.5). 

При α→∞  – белый шум. 
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Рис. 2.4.  Нормированная корреляционная функция 
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Рис. 2.5. Нормированная спектральная плотность 
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Пример 2.3. Найти нормированную спектральную плотность 
случайной функции ( )X t , если ее нормированная корреляционная 
функция имеет вид 

( )( ) exp cosr τ = −α τ βτ . 

Решение. Представим ( )r τ  в комплексной форме: 

( ) exp( ) exp( )( ) exp
2

i t i tr β + − β
τ = −α τ ; 

1( ) ( )exp( )
2

S r i d
+∞

−∞

ω = τ − ωτ τ =
π ∫  

( )1 exp( ) exp( )exp( )exp
2 2

i t i ti d
+∞

−∞

β + − β
= − ωτ −α τ τ =

π ∫  

( )( )
01 exp( )exp exp( ) exp( )

4
i i t i t d

−∞

⎧⎪= − ωτ ατ β + − β τ +⎨
π ⎪⎩

∫  

( )( )
0

exp( )exp exp( ) exp( )i i t i t d
+∞

−

⎫⎪+ − ωτ −ατ β + − β τ =⎬
⎪⎭

∫  

 
( ) ( )2 22 2

1...
2

⎧ ⎫α α⎪ ⎪= = +⎨ ⎬π α + β + ω α + ω−β⎪ ⎪⎩ ⎭
. (2.3.16) 

Вид графика спектральной плотности зависит от соотношения 
параметров α и β, т.е. от того, что преобладает в корреляционной 
функции – убывание по закону ( )exp −α τ  или колебания по зако-
ну cosβτ  (рис. 2.6). 

Очевидно, что при малых α преобладает колебание, при сравни-
тельно больших α – убывание (рис. 2.7). В первом случае случай-
ная функция близка к периодическим колебаниям частоты β со 
случайной амплитудой и фазой. Соответственно в спектре случай-
ной функции преобладают частоты, близкие к β. Во втором случае 
спектральный состав случайной функции более равномерен, пре-
обладания тех или иных частот не наблюдается. В пределе при 
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α→∞  спектр случайной функции приближается к «белому» спек-
тру. 
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Рис. 2.6. Нормированная корреляционная функция 
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Рис. 2.7. Нормированная спектральная плотность 
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Пример 2.4. Найти корреляционную функцию стационарной 
случайной функции, спектральная плотность которой постоянна: 

0( )s sω = . 
Решение: 

0 0( ) ( )exp( ) exp( ) 2 ( )Xs i d s i d s
∞ ∞

−∞ −∞

ρ τ = ω ωτ ω= ωτ ω= π δ τ∫ ∫ . 

Таким образом, стационарная случайная функция с постоянной 
спектральной функцией представляет собой белый шум. Физиче-
ски это означает, что дисперсия белого шума равномерно распре-
делена по частотам. 

Пример 2.5. Спектральная плотность (рис. 2.8) стационарной 
случайной функции ( )X t  на участке от 1−ω  до 1+ω  постоянна, а 
вне его равна нулю: 

 1

1

при ;
( )

0 при .
a

S
⎧ ω < ω⎪ω = ⎨ ω > ω⎪⎩

 (2.3.17) 

Найти корреляционную функцию. 
 

 

 
 

Рис. 2.8 Спектральная плотность 
 

 
Решение: 

 
1

1

0

2 sin( )( ) ( )exp( ) 2 cos( ) aK S i d a d
ω∞

−∞

ω τ
τ = ω ωτ ω = ωτ ω =

τ∫ ∫ ; (2.3.18) 

1(0) 2D K a= = ω . 

1−ω 1ω
ω

( )S ω

a
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2.4. Стационарные случайные процессы 
в динамических системах 

 
Задача ставится следующим образом: требуется исследовать 

точность работы системы, описываемой дифференциальным урав-
нением 

1

1 01 ...
n n

n nn n
d Y d Ya a a Y
dt dt

−

− −+ + + =  

 
1

1 01 ... ( )
m m

m mmn m
d X d Xb b b X t
dt dt

−

− −= + + + , (2.4.1) 

где на вход системы подается стационарная случайная функция 
( )X t  (рис. 2.9) с известными свойствами (спектральным составом). 

 
 
 
 

, ( )x xm K τ   
 

Рис. 2.9. Преобразование случайной функции линейной системой 
 

Напомним некоторые понятия из теории автоматического регу-
лирования. 

Решение или общий интеграл уравнения 
1 1

1 0 1 01 1... ... ( )
n n m m

n n m mn n mn m
d d d da a a Y b b b X t
dt dt dt dt

− −

− −− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

если X – неслучайная величина, состоит из двух частей – из общего 
интеграла однородного уравнения 

1

1 01 ... 0
n n

n nn n
d Y d Ya a a Y
dt dt

−

− −
+ + + = , 

удовлетворяющего соответствующим начальным условиям, и част-
ного решения неоднородного уравнения (т.е. такой функции, кото-
рая при подстановке в левую часть дает тождество). 

Решение однородного уравнения ищем в виде: 
( ) exp( )Y t t= λ . 

( )X t ( )Y t
L̂

, ( )Y Ym K τ
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При подстановке этого выражения в однородное уравнение по-
лучим: 

( )1
1 0... exp( ) 0n n

n na a a t−
−λ + λ + + λ ⋅ = , 

т.е. выражение ( ) exp( )Y t t= λ  есть решение уравнения, если λ явля-
ется корнем уравнения 

1
1 0... 0n n

n na a a−
−λ + λ + + = . 

Это уравнение имеет n корней: 1 2, , ..., nλ λ λ . Если 1 2, , ..., nλ λ λ  
различны, то 

1 1( ) exp( ) ... exp( )n nY t C t C t= λ + + λ , 

где 1 2, , ..., nC C C  определяются из начальных условий, при Re 0iλ <  

lim ( ) 0
t

Y t
→∞

= , 

т.е. свободные колебания системы затухают с течением времени. 
Найдем теперь частное решение уравнения для случая, когда 

воздействие на входе системы представляет собой гармоническую 
функцию времени, например, следующего вида: 

0( ) cosX t f t= ω . 

( )X t  можно представить в комплексной форме: 

0 0( ) exp( ) exp( )
2 2
f fX t i t i t= ω + − ω . 

Найдем эффект, создаваемый каждым из слагаемых. Начнем со 

слагаемого 0
1 exp( )

2
fX i t= ω . Будем искать решение уравнения в 

виде 
0

1 ( )exp( )
2
fY Y i i t= ω ω . 

Подставляя это выражение в левую и правую часть исходного 
уравнения, получим: 

( )10
1 0( ) ( ) ... ( )exp( )

2
n n

n n
f a i a i a Y i i t−

−ω + ω + + ω ω =  
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( )10
1 0( ) ( ) ... exp( ),

2
m m

m m
f

b i b i b i t−
−= ω + ω + + ω  

откуда 
1

1 0
1

1 0

( ) ( ) ...
( )

( ) ( ) ...

m m
m m

n n
n n

b i b i b
Y i

a i a i a

−
−

−
−

ω + ω +
ω =

ω + ω + +
. 

Функция ( )Y iω  называется передаточной функцией динамиче-
ской системы. Отделяя в числителе и знаменателе действительную 
и мнимую части: 

( ) ( )( )
( ) ( )

a ibY i
c id
ω + ω

ω =
ω + ω

, 

где 
2 4

0 2 4( ) ...a b b bω = − ω + ω − ; 
3 5

1 3 5( ) ...b b b bω = ω− ω + ω − ; 
2 4

0 2 4( ) ...c a a aω = − ω + ω − ; 
3 5

1 3 5( ) ...d a a aω = ω− ω + ω −  
или 

( ) ( ) ( ) ( )exp( ( ))Y i P iQ A iω = ω + ω = ω ϕ ω , 
где 

2 2
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
a c b dP

c d
ω ω + ω ω

ω =
ω + ω

; 

2 2
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
b c a dQ

c d
ω ω − ω ω

ω =
ω + ω

; 

2 2

2 2
( ) ( )
( ) ( )

a bA
c d

ω + ω
= +

ω + ω
; 

( ) ( ) ( ) ( )arctg
( ) ( ) ( ) ( )

b c a d
a c b d
ω ω − ω ω

ϕ =
ω ω + ω ω

. 
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Подставляя явный вид ( )Y iω , получим 

[ ]( )0
1 ( )exp ( )

2
f

Y A i t= ω ω + ϕ ω . 

Аналогичным образом для входного воздействия 2X =  

0 exp( )
2
f

i t= − ω  найдем 

[ ]( )0
2 ( )exp ( )

2
fY A i t= ω − ω + ϕ ω . 

Складывая 1Y  и 2Y , получим следующий результат: 

[ ]0
1 2 ( ) exp( )exp( ( )) exp( )exp( ( ))

2
fY Y Y A i t i i t i= + = ω ω ϕ ω + − ω − ϕ ω =  

[ ]0 ( )cos ( )
2
f A t= ω ω + ϕ ω . 

Это выражение показывает, что вынужденные колебания, вызы-
ваемые в линейной динамической системе гармоническим воздей-
ствием, являются также гармонической функцией времени, отли-
чающейся от входного воздействия лишь амплитудой и фазой (но с 
той же частотой). 

Функция ( )A ω  называется амплитудной частотной характери-
стикой, ( )ϕ ω  – фазовой частотной характеристикой. ( )P ω  – веще-
ственная частотная характеристика, ( )Q ω  – мнимая частотная ха-
рактеристика. 

Перейдем теперь к случаю, когда ( )X t
D

 – случайная функция на 
интервале ( )0 T÷ , т.е. 

( ) exp( )k k
k

X t W i t
∞

=−∞
= ω∑

D
. 

Рассмотрим отдельное слагаемое этой суммы 
( ) exp( )k k kX t W i t= ω . 

Реакция системы на это воздействие будет 
( ) ( )exp( )k k k kY t W Y i i t= ω ω . 



132 

Так как рассматриваем линейную систему, то согласно принци-
пу суперпозиции реакция системы на сумму воздействий равна 
сумме реакций на каждое воздействие, т.е. 

( ) ( )exp( )k k k
k

Y t W Y i i t
∞

=−∞
= ω ω∑ . 

Или, обозначая ( )k k kW Y i Uω = , получим: 

( ) exp( )k k
k

Y t U i t
∞

=−∞
= ω∑ , 

где kU  – некоррелированные случайные величины с математиче-
скими ожиданиями, равными нулю. 

Определим спектр этого разложения. Для этого найдем [ ]kD U : 

[ ] 2 2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) .

k k k k k k k

k k k k

D U M U U M W Y i M W Y i

Y i M W Y i D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= = ω = ω =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ω = ω
⎣ ⎦

 

Таким образом, при преобразовании стационарной случайной 
функции ( )X t , заданной на интервале от 0 до T линейной систе-
мой, каждая из ординат ее спектра умножается на квадрат модуля 
передаточной функции системы при данной частоте. Таким обра-
зом, при прохождении стационарной случайной функции через ли-
нейную стационарную систему ее частотный состав изменяется: 
некоторые частоты могут усиливаться, а некоторые – ослабляться 
(фильтроваться). 

 
2.5. Примеры применения теории случайных функций 

в физике реакторов 
 

2.5.1. Результаты статистической обработки 
реальных данных энергоблока с реактором РБМК 
(закон распределения, корреляционная функция 

плотности потока нейтронов) 
 

С целью обеспечения данными системы мониторинга парамет-
ров безопасности энергоблоков с реакторами РБМК-1000 в Кри-
зисном центре концерна «Росэнергоатом» и в Локальном кризис-
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ном центре Курской АЭС внедрено математическое обеспечение 
системы подготовки и передачи данных о состоянии реакторных 
установок. 

Созданное программное обеспечение позволяет, помимо решения 
своих «штатных» задач, решать и задачи научного, перспективного 
характера, поскольку предоставляет исследователю детальную ин-
формацию о поведении в пространстве и времени важнейших пара-
метров ядерного реактора. Поскольку решение задач идентификации 
часто требует знание законов распределения и моментных функций 
исследуемых параметров, то представляет интерес получения этих 
данных в реальном режиме эксплуатации реактора. 

Приведенные ниже результаты получены при статистической 
обработке суточного файла состояния первого энергоблока Кур-
ской АЭС. Информация о параметрах снималась с периодичностью 
2 – 3 мин. Целью статистической обработки было получение зако-
нов распределения, временных и пространственно-временных кор-
реляционных функций [7]. 

 
Законы распределения поканальной мощности 

и расхода теплоносителя 
 

На рис. 2.10 и 2.11 в качестве примера показаны гистограммы 
распределения мощности для каналов в центре активной зоны и на 
краю соответственно. 

Как видно из рис. 2.10 и 2.11, закон распределения мощностей 
различен. Анализ результатов обработки данных для всех каналов 
активной зоны выявил следующие закономерности. 

Закон распределения поканальной мощности наиболее близок к 
нормальному в средней части активной зоны. 

На нормальность закона распределения мощности в канале 
влияют расположенные рядом поглотители: закон распределения 
мощности близок к нормальному только в каналах, рядом с кото-
рыми расположены дополнительные поглотители (датчики, регу-
лирующие стержни). 

На краях активной зоны практически нет каналов с нормальным 
законом распределения мощности. 

Анализ гистограмм распределения поканальных расходов пока-
зал, что в целом распределение поканального расхода теплоноси-
теля во времени нельзя считать нормальным (гипотеза о нормаль-
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ности закона распределения проверялась во всех случаях по крите-
рию Пирсона при уровне значимости 0.05). Это характерно как для 
каналов, расположенных в центре активной зоны, так и для кана-
лов, расположенных по краям. Однако так же, как и для поканаль-
ной мощности, существуют каналы, в которых закон распределе-
ния расхода теплоносителя близок к нормальному. Установлены 
следующие факты. 
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Рис. 2.10. Гистограмма распределения 
мощности в канале в центре 

активной зоны 

0,815 0,820 0,825 0,830 0,835 0,840 0,845 0,850 0,855
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

О
тн
ос
ит
ел
ьн
ая

 ч
ас
то
та

Мощность канала, МВт  
 

Рис. 2.11. Гистограмма распределения 
мощности в канале на периферии 

активной зоны 
 

На нормальность закона распределения расхода теплоносителя в 
канале влияют расположенные рядом поглотители: закон распре-
деления расхода теплоносителя близок к нормальному только в 
каналах, рядом с которыми расположены поглотители (датчики, 
регулирующие стержни). 

Закон распределения расхода теплоносителя в канале сущест-
венно не зависит от закона распределения мощности. 

Распределение поканального расхода теплоносителя с большей 
степенью вероятности можно считать нормальным, нежели закон 
распределения поканальной мощности. 

На погрешность определения закона распределения поканаль-
ной мощности и поканального расхода теплоносителя наибольшее 
влияние оказывают погрешности определения статистической 
оценки математического ожидания и дисперсии при выравнивании 
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статистических рядов. Были рассчитаны погрешности определения 
статистической оценки математического ожидания и дисперсии, 
которые как для поканальной мощности, так и для поканального 
расхода составили 4 %. 

 
Определение временных автокорреляционных функций 

поканальной мощности и расхода 
 

На рис. 2.12 и 2.13 показаны нормированные автокорреляцион-
ные функции поканальной мощности реактора и расхода через ка-
нал соответственно. 

 
 

 
 

Рис. 2.12. Нормированная 
автокорреляционная функция 

мощности канала 

 
Рис. 2.13. Нормированная 

корреляционная функция расхода 
теплоносителя через канал 

 
На рис. 2.12 присутствует ярко выраженный пик, соответст-

вующий времени порядка 10 ч и, по-видимому, отражает факт об-
ратной связи по ксенону. 

Представленная на рис. 2.13 временная автокорреляционная 
функция расхода теплоносителя не имеет каких-либо ярко выра-
женных пиков при данной скважности измерений (примерно 
2 мин). 
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Погрешность при определении автокорреляционной функции 
поканальной мощности и поканального расхода составила 8 %. 

 
Определение пространственных корреляционных функций 

и областей сильной и слабой коррелированности 
в активной зоне 

 
Пространственная автокорреляционная функция поканальной 

мощности реактора для каналов с законом распределения мощно-
сти близким к нормальному закону показана на рис. 2.14 и 2.15. 

 

 
Рис. 2.14. Автокорреляционная 
функция мощности для канала 

в центре активной зоны 

 
Рис. 2.15. Автокорреляционная 
функция мощности для канала 
на периферии активной зоны 

 
Из анализа полученных в результате эксперимента графиков ав-

токорреляционных функций, а также графика распределения дис-
персии мощности по активной зоне, можно сделать вывод, что об-
ласти коррелированности в активной зоне реактора качественно 
совпадают с областями перекоса поля нейтронов. 

На рис. 2.16 показана пространственная автокорреляционная 
функция поканального расхода теплоносителя для каналов с зако-
ном распределения мощности, близким к нормальному закону. 

На основе полученных в результате эксперимента данных мож-
но сделать вывод, что области коррелированности для поканально-
го расхода теплоносителя качественно совпадают с областями кор-
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релированности для поканальной мощности, но степень коррели-
рованности на порядок меньше. 

Погрешности при определении автокорреляционной функции 
поканальной мощности и поканального расхода составили 9 %. 

 
Автокорреляционная функция расхода для канала 36;31

0,0538839
 0 

 
 

Рис. 2.16. Автокорреляционная функция расхода для канала 
в центре активной зоны 

 
2.5.2. Экспериментальное определение естественных 

функций реактора и их связь с собственными функциями 
 

Опишем методику построения приближенного канонического 
разложения случайной функции плотности потока нейтронов в ре-
акторе [3, 4, 5, 10]. Пусть в моменты времени 1, ..., , ...,j Mt t t  в N 
точках по объему активной зоны с координатами 1, ..., Nr rG G  известны 
показания внутриреакторных датчиков ( ) ( )1 , ..., NC t C t . Тогда в 
каждый момент времени по показаниям датчиков можно восстано-
вить очередную реализацию плотности потока нейтронов, пользу-
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ясь, например, методом наименьших квадратов. При этом, задав-
шись некоторым набором координатных функций ( )i rΨ

G  (напри-
мер, для высотного распределения принято использовать гармони-

ческие функции ( ) sini
iz z
H
π

Ψ = ), будем искать оценку функции 

( ),r tϕ
G  в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ ,
n

Т
i i

i
r t A t r A t r

=
ϕ = ⋅Ψ = Ψ∑

G GG G G . (2.5.1) 

Сведем полученные коэффициенты аппроксимации в следую-
щую таблицу: 

 
Момент времени 

t 
Значения амплитуд 

A1, ..., An 
t1 A1(t1)  ... An(t1)  
... ... ... ... 
tj A1(tj)  ... An(tj)  
... ... ... ... 
tM A1(tM)  ... An(tM)  

Среднее 
по времени  

( )1
1

1

M
j

j
A t

A
M

==
∑

 
… ( )

1

M
n j

j
n

A t
A

M
==
∑

 

 
Если теперь обработать данные таблицы на предмет определе-

ния корреляционных моментов между амплитудами, т.е. расчета 
величин  

( )( ) ( )( )
1ˆ

M

i p i j p j
p

ij

A t A A t A
K

M
=

− −

=
∑

, 

то оказывается, что корреляционная матрица амплитуд 

K =
11 1

1

n

n nn

K K

K K

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
" " "

"
 

может существенно отличаться от диагональной. Иными словами, 
коэффициенты при выбранных координатных функциях оказыва-
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ются коррелированными. Интуитивно понятно, что этот факт озна-
чает неудачный выбор системы координатных функций. Если про-
водить аналогию с разложением функции в обычном математиче-
ском анализе, то это говорило бы о том, что выбранная система 
функций не является линейно независимой. Рассуждая с информа-
ционных позиций, можно представить себе, что информация о ве-
личине, например, первой гармоники, содержится не только в ам-
плитуде первой гармоники, но и в остальных амплитудах. В теории 
случайных функций известна процедура перехода от вектора A  с 
коррелированными составляющими к вектору A  с некоррелиро-
ванными составляющими [11]. Названная процедура аналогична 
процедуре ортогонализации Грама − Шмидта, в ней исходный век-
тор A  представляется в виде: 

 AA m A= + Λ ⋅ , (2.5.2) 

а элементы треугольной матрицы перехода Λ  как раз и находятся 
из условия некоррелированности его координат. Если составить 
систему уравнений следующего вида: 

 ( ), 0, , 1, ,i jK A A i j n i j= = < , (2.5.3) 

то, решив ее, можно получить рекуррентные выражения для вы-
числения элементов матрицы Λ : 

 

21

31 32

1 2 1

1 0 0
1 0 0

1 0 0

0
1n n nn

a
a a

a a a −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

Λ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (2.5.4) 
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где 

( )

( )

1

1
1

1
2

1
1

1

,
, 2, ;

, 1, ;

1 , , 3, , 2, 1.

j kj

k
j

i
i

A

j

A jk AA
k

j

ij i j ik jk A
kA

K A A
a i n

D

D D a D j n

a K A A a a D i n j i
D

−

=

−

=

⎧
⎪ = =
⎪
⎪
⎪ = − ⋅ =⎨
⎪
⎪ ⎡ ⎤⎪ = ⋅ − ⋅ ⋅ = = −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∑

∑

�

�
�

(2.5.5) 

Из приведенных соотношений видно, что матрица перехода Λ  
определяется статистическими характеристиками вектора A

G
 (а  

именно, его математическим ожиданием и корреляционной матри-
цей), оценки которых могут быть найдены по результатам описан-
ного выше статистического эксперимента (то есть по набору реали-
заций вектора амплитуд A

G
). 

Подставив (2.5.4) в (2.5.2), получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ˆ
T

T T T T
A Ar A r m A r m r A rϕ = ⋅Ψ = + Λ ⋅ ⋅Ψ = ⋅Ψ + ⋅ Λ ⋅Ψ =

G GG G G G GG G G G G G G� �

( ) ( )T T
Am r A r= ⋅Ψ + ⋅Ψ =

G GGG G K� �  

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 2 ... n nr A r A r A r= Ψ + ⋅Ψ + ⋅Ψ + + ⋅Ψ
G G G G� � �� � � � , (2.5.6) 

где 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1 1 21 2 1

2 2 32 3 2

1 1 1

;
... ;
... ;

;
.

T
A

n n

n n

n n nn n

n n

r m r
r r a r a r
r r a r a r

r r a r
r r

− − −

⎧Ψ = ⋅Ψ
⎪
Ψ = Ψ + ⋅Ψ + + ⋅Ψ⎪
⎪Ψ = Ψ + ⋅Ψ + + ⋅Ψ⎪
⎨
⎪
⎪Ψ = Ψ + ⋅Ψ
⎪
Ψ = Ψ⎪⎩

GG G G�
G G G G�
G G G G�

#
G G G�
G G�

 (2.5.7) 

Из выражения (2.5.6) видно, что коэффициентами аппроксима-
ции реализации случайной функции ( )rϕ

G  набором функций 

{ ( )k rΨ
G� } являются координаты вектора A

G
�  с некоррелированными 

составляющими. Это означает, что функции { ( )k rΨ
G� }, определяе-
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мые по формулам (2.5.7), представляют собой каноническое разло-
жение случайной функции ( )rϕ

G . 
Заметим, что каждая из построенных функций представляет со-

бой линейную комбинацию выбранных «базисных» функций 
{ ( )k rΨ

G }, коэффициенты которой (элементы матрицы Λ ) опреде-

ляются вероятностными характеристиками вектора A
G

. Поскольку 
последние на практике заменяются их статистическими оценками, 
можно вести речь лишь о построении приближенного канониче-
ского разложения по описанной методике. 

Таким образом, задача построения приближенного канониче-
ского разложения случайной функции ( )rϕ

G  по результатам стати-
стического эксперимента разбивается на следующие этапы: 

1) выбирается набор координатных функций { ( )k rΨ
G }; 

2) для M реализаций случайной функции ( )rϕ
G  методом наи-

меньших квадратов производится аппроксимация показаний датчи-
ков выбранным набором функций: 

( ) ( ) ( )ˆ , , 1,Т
j jr t A t r j Mϕ = Ψ =

G GG G ; 

3) по набранному таким образом архиву реализаций случайного 
вектора A

G
 находятся оценки его вероятностных характеристик – 

математического ожидания и корреляционной матрицы; 
4) по рекуррентным соотношениям (2.5.5) рассчитываются эле-

менты треугольной матрицы Λ ; 
5) в соответствии с выражениями (2.5.7) строятся функции при-

ближенного канонического разложения { ( )k rΨ
G� }. 

 
Теоретическое обоснование связи собственных функций 

невозмущенного реактора с оптимальными координатными 
функциями канонического разложения 

 
Рассмотрим реактор в одногрупповом диффузионном прибли-

жении с нулевыми граничными условиями, в котором случайным 
образом флюктуируют свойства среды: 

 ( )( )2
0( ) æ ( ) Θ ( ) 0r r r rΔϕ + + ε + ϕ =

G G G G , (2.5.8) 
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где ( )rϕ
G  – плотность потока нейтронов, нейтр./(м2 ⋅ c); ( )rε

G  – слу-
чайное возмущение в свойствах среды, 1/м2; Θ – параметр, обеспе-
чивающий критичность реактора, 1/м2. 

В дальнейшем для краткости функцию координат 2
0æ ( )rG  будем 

называть материальным параметром. 
Представим плотность потока нейтронов и материальный пара-

метр в виде суммы детерминированной и случайной составляю-
щих: 

( ) ( ) ( )0r r rϕ = ϕ + δϕ
G G G ; 

 ( ) ( ) ( )2 2
0æ ær r r= + ε

G G G , (2.5.9) 

где ( )rδϕ
G , ( )rε

G  – случайные составляющие; 0 ( )rϕ
G , 2

0æ ( )rG  – детер-
минированные функции координат. 

Подставляя выражения (2.5.9) в уравнение (2.5.8) и пренебрегая 
членами второго порядка малости, т.е. произведениями ( )( )r rδϕ ⋅ ε

G G  
и ( )Θ r⋅ δϕ

G , получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0æ ær r r r r rΔϕ + ϕ + Δδϕ + δϕ +
G G G G G G  

 ( )( ) ( )0 0r r+ ε + Θ ϕ =
G G . (2.5.10) 

Применяя к этому уравнению линейную операцию нахождения 
математического ожидания, будем иметь: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0ær r r M rΔϕ + ϕ + Δ ⎡δϕ ⎤ +⎣ ⎦
G G G G  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0æ 0r M r M r r+ ⎡δϕ ⎤ + ⎡ε + Θ⎤ϕ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G G G . (2.5.11) 

Предполагая, что математические ожидания возмущений имеют 
нулевые значения, т.е. 

 ( ) [ ] ( ) 0M r M M r⎡ε ⎤ = Θ = ⎡δϕ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
G G , (2.5.12) 

получим, что [ ] 0( ) ( )M r rϕ = ϕK K , и математическое ожидание плот-
ности потока нейтронов подчиняется уравнению 
 ( ) ( ) ( )2

0 0 0æ 0r r rΔϕ + ϕ =
G G G , (2.5.13) 
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а конкретная реализация случайного отклонения плотности потока 
нейтронов от математического ожидания – уравнению 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
0 0æ 0r r r r rΔδϕ + δϕ + ε + Θ ϕ =

G G G G G . (2.5.14) 

Умножая уравнение (3.6) на ( )rδϕ
G , а уравнение (2.5.14) – на 

0 ( )rϕ K , интегрируя их по объему реактора с учетом граничных ус-
ловий, получим выражение для конкретной реализации параметра 
Θ: 

 
( ) ( )

( )

2
0

2
0

V

V

r r dr

r dr

ε ϕ
Θ = −

ϕ

∫

∫

G G G

G G . (2.5.15) 

Пусть 0( , )G r rG G  – функция Грина невозмущенного реактора с 
нулевыми условиями на экстраполированной границе: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0, æ , ,G r r r G r r r rΔ + = δ

G G G G G G G . (2.5.16) 

Выразим решение уравнения (2.5.14) через функцию Грина: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0,
V

r G r r r r drδϕ = − ⎡ε + Θ⎤ϕ⎣ ⎦∫
G G G G G G . (2.5.17) 

Тогда корреляционная функция плотности потока нейтронов 
будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ),K r r M r rϕ ′ ′= ⎡δϕ ⋅δϕ ⎤ =⎣ ⎦
G G G G  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 0 1 0 1, ,
V V

G r r G r r M r r r r dr dr⎡ ⎤′= ⋅ ⋅ ε +Θ ε +Θ ϕ ϕ⎣ ⎦∫ ∫
G G G G G G G G G G . 

(2.5.18) 
Явный вид выражения [ ]0 0( ( ) )( ( ) )M r rε + Θ ε + Θ

G G  получим, под-
ставив вместо Θ выражение (2.5.15): 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

2 2
0 0

0 12 2
0 0

V V

V V

s s ds p p dp
M r r

s ds p dp

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε ϕ ε ϕ
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
ε − ⋅ ε − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ϕ ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

G G G G G G
G G

G G G G  
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )2
0 1 0 12

0

1

V
V

M r r s M s r ds
r dr

⎧⎪⎡ ⎤= ε ε − ϕ ⋅ ⎡ε ⋅ ε ⎤ +⎨ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ϕ ⎪⎩
∫

∫
G G G G G G

G G  

( ) ( ) ( )2
0 0

V
p M p r dp

⎫⎪⎡ ⎤+ ϕ ⋅ ε ⋅ ε +⎬⎣ ⎦
⎪⎭

∫
G G G G  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
0 0

2
2
0

V V

V

p s M p s dpds

r dr

ϕ ϕ ⎡ε ε ⎤⎣ ⎦
+

⎡ ⎤
ϕ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

G G G G G G

G G
. (2.5.19) 

Таким образом, корреляционная функция плотности потока ней-
тронов есть 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){0 1 0 0 0 1 0 1, , , ,
V V

K r r G r r G r r r r K r rϕ ε′ ′= ϕ ϕ ⋅ −∫ ∫
G G G G G G G G G G  

( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 1 0 02
0

1 , ,
V V

V

s K s r ds p K p r dp
r dr ε ε

⎛ ⎞
− ϕ + ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ ⎝ ⎠

∫ ∫
∫

G G G G G G G G
G G  

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2
0 0

0 12
2
0

,
V V

V

p s K p s dpds
dr dr

r dr

ε

⎫
⎪ϕ ϕ
⎪⎪+ ⎬

⎡ ⎤ ⎪
ϕ⎢ ⎥ ⎪

⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

∫ ∫

∫

G G G G G
G G

G G
. (2.5.20) 

Выражение (2.5.20) существенно упрощается, если учесть, что 
оператор 2

0æ ( )L r= Δ +
� G  является самосопряженным. Тогда выпол-

няется условие ортогональности: 
 ( ) ( )1 0 1 1, 0

V
G r r r dr⋅ϕ =∫
G G G G  (2.5.21) 

и выражение для корреляционной функции принимает вид: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0 0 1 0 1 0 1, , , ,

V V
K r r G r r G r r r r K r r dr drϕ ε′ ′= ⋅ ⋅ϕ ⋅ϕ ⋅∫ ∫

G G G G G G G G G G G G . (2.5.22) 
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Известно, что функция Грина для самосопряженного оператора 
имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )
( )2

1

1, k k

k k k
V

r
G r

r dr

∞

=

ϕ ⋅ϕ ξ
ξ = ⋅

′λ ϕ
∑

∫

GGGG
G G , (2.5.23) 

где ( )k rϕ G  – собственные функции краевой задачи: 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2
0æ ;

0.
k k k k

k S

r r r
r

⎧ ′Δϕ + ϕ = λ ϕ⎪
⎨ϕ =⎪⎩

G G G
G  (2.5.24) 

где S – экстраполированная граница реактора. 
Таким образом, корреляционная функция реактора выражается 

через его собственные функции. 
С другой стороны, координатные функции оптимального кано-

нического разложения являются собственными функциями инте-
грального уравнения Фредгольма второго рода, где ядром является 
корреляционная функция: 

 ( ) ( ) ( ),k
V

r K r dλ ⋅Ψ = ξ ⋅Ψ ξ ξ∫
G G GG G . (2.5.25) 

Подставляя выражение (2.5.23) в формулу (2.5.22), а затем в 
(2.5.25), получим связь между собственными функциями реактора 
и координатными функциями оптимального канонического разло-
жения: 

( )
1 1

1
k

k m k mV V V
r

∞ ∞

= =
λ ⋅ Ψ = ×

′ ′λ λ
∑ ∑∫ ∫ ∫

G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 0 0 1 0 1
12 2

,
.k k m m

k m
V V

r r r r r K r r
dr d dr

p dp p dp
εϕ ϕ ϕ ϕ ξ ϕ ϕ ⋅Ψ ξ

× ξ
ϕ ⋅ ϕ∫ ∫

G KG G G G G G G GG G
G G G G  

(2.5.26) 
Как видно из этого выражения, зависимость между собственны-

ми функциями невозмущенной задачи и координатными функция-
ми оптимального канонического разложения определяется корре-
ляционной функцией флюктуаций в свойствах среды 0 1( , )K r rε

G G . 
Если флуктуации в свойствах среды представляют собой белый 
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шум, т.е. 0 1 0 1( , ) ( , )K r r D r rε ε= δ
G G G G , то корреляционная функция будет 

иметь вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 00, , , ,

V
K r r D G r r G r r r dr D G r rϕ ε ε α′ ′ ′= ⋅ ϕ = ⋅∫

G G G G G G G G G G . (2.5.27) 

Поставим следующую задачу на собственные функции и собст-
венные значения для интегрального уравнения: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0,

V
r G r dλΨ = Ψ ξ ξ ϕ ξ ξ∫

G G G GG G . (2.5.28) 

Умножив левую и правую части этого уравнения на функцию 
2
0( , ) ( )G r r r′ ⋅ ϕG G G  и проинтегрировав по переменной rG , получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0, , ,

V V V
r r G r r dr G r r r G r drd′ ′λ Ψ ϕ = ϕ ξ Ψ ξ ϕ ξ ξ =∫ ∫ ∫

G G G GG G G G G G G G G G

 ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )2 2
0 0

,

, ,
V V

G r

G r r G r r dr d

α ξ

′= ξ ϕ ⋅ϕ ξ Ψ ξ ξ∫ ∫
G G

G G G GG G G G G

������	�����

, (2.5.29) 

откуда следует, что собственные функции задачи (2.5.28) являются 
собственными функциями следующей задачи: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0,

V
r G r dα′ ′λ Ψ = ξ ϕ ξ Ψ ξ ξ∫

G G G GG G , (2.5.30) 

т.е. оптимальными координатными функциями канонического раз-
ложения, так как ( ),G rα ′ξ

G G  в соответствии с (2.5.27) является кор-
реляционной функцией. 

С другой стороны, интегральное уравнение (2.5.28) эквивалент-
но следующей краевой задаче: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
0 0æ ;

0.
S

r r r r r
r

⎧ΔΨ + Ψ = λϕ Ψ⎪
⎨Ψ =⎪⎩

G G G G G
G  (2.5.31) 

Таким образом, если возмущение представляет собой белый 
шум, то корреляционная функция плотности потока нейтронов яв-
ляется повторной функцией Грина невозмущенной задачи, а опти-
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мальные координатные функции канонического разложения – соб-

ственными функциями оператора 1 2
0

1
( )

L L
r

=
ϕ

� �
G . 

Нетрудно показать также, что в этом случае взаимная корреля-
ционная функция плотности потока нейтронов и возмущений сре-
ды имеет вид 

, 0 0 0( ) ( , )K D r G r rε δϕ ε= ϕ ⋅
G G G . 

 
Каноническое представление плотности потока нейтронов 

в реакторе в форме бесконечной плоской пластины 
 

Рассмотрение реактора в форме бесконечной плоской пластины 
может позволить не только более наглядно представить получен-
ные выше результаты, но имеет и практическое приложение, на-
пример, для анализа высотных полей. В этом случае уравнение 
(2.5.8) примет вид 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2
02 æ 0;

0 0,

d z
z z r z z

dz
H

⎧ ϕ
+ ϕ + ε ϕ + Θ ⋅ϕ =⎪

⎨
⎪ϕ = ϕ =⎩

G
 (2.5.32) 

где H – экстраполированный размер реактора. 

Для удобства введем замену переменных zx
H

= , тогда [ ]0,1x∈ . 

Уравнение для собственных функций невозмущенного реактора 
будет иметь вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
02 æ

d x
x H x H x

dx
ϕ

+ ϕ = μ ϕ , (2.5.33) 

а уравнение для оптимальных координатных функций канониче-
ского разложения в соответствии с выражением (2.5.31) – следую-
щий вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2
0 02 æ

d x
H x x x H

dx
Ψ

+ Ψ = λϕ Ψ . (2.5.34) 

При этом предполагается, что возмущения представляют собой 
белый шум. 
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Для сравнения оптимальных координатных и собственных 
функций невозмущенного реактора рассмотрим реактор с зоной 
«плато». Распределение материального параметра и плотности по-
тока нейтронов в этом случае показаны на рис. 2.17. 
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Рис. 2.17. Распределение материального параметра (а) 
и плотности потока нейтронов (б) в трехзонном реакторе 

 
Активная зона реактора представляет собой компоновку из трех 

зон. В периферийных зонах значения материального параметра 

одинаковы и равны величине 
2

2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟δ⎝ ⎠
, где δ – ширина периферийной 

зоны. Степень уплощения поля нейтронов будем характеризовать 

величиной параметра 1 2 1 2
1

p − δ
= = − δ . При 0p =  реактор пред-

ставляет собой пластину с однородными свойствами, при 1p =  – 
бесконечный реактор. Математическое ожидание распределения 
материального параметра и плотности потока нейтронов в таком 
реакторе имеют следующие зависимости: 

 ( )

2

2 2
0

2

1, 0 ;
1 2
1 1æ 0, ;

2 2

1, 1;
1 2

px
p
p px H x

p x
p

⎧⎛ ⎞π −⎪ ≤ ≤⎜ ⎟−⎪⎝ ⎠
⎪ − +⎪⋅ = < <⎨
⎪
⎪⎛ ⎞π +⎪ ≤ ≤⎜ ⎟−⎪⎝ ⎠⎩

 (2.5.35) 
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 ( )

( )
( )

0

1sin , 0 ;
1 2
1 11, ;

2 2
2 1 1cos , 1.
2 1 2

x px
p
p px x

x p p x
p

⎧ ⎛ ⎞π −
≤ ≤⎪ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎪

⎪ − +⎪ϕ = < <⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞π − − +

≤ ≤⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎪ ⎝ ⎠⎩

 (2.5.36) 

Введем обозначения: 2 2 2
0æ æH⋅ = , 2Hλ ⋅ = λ

�
, 2Hμ ⋅ = μ� . Тогда 

уравнения для собственных функций и функций оптимального ка-
нонического разложения, соответственно, примут вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

ˆæ
d x

x x x
dx
ϕ

+ ⋅ϕ = μ ⋅ϕ , (2.5.37) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 2
0

1 ˆæ ;

0 1 0.

d x
x x x

x dx

⎧ ⎡ ⎤Ψ
⎪ + Ψ = λ ⋅Ψ⎢ ⎥⎪
ϕ⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎪
Ψ =Ψ =⎪⎩

 (2.5.38) 

Решение задач (2.5.37) и (2.5.38) будем искать методом Галер-
кина. Для этого представим функции ( )xϕ  и ( )xΨ  в виде суперпо-
зиций по собственным функциям однородного плоского реактора: 

 ( ) ( )
1

sin
K

i
i

x A i x
=

Ψ = ⋅ π∑ ; (2.5.39) 

 ( ) ( )
1

sin
K

i
i

x B i x
=

ϕ = ⋅ π∑ . (2.5.40) 

Подставляя эти выражения, соответственно, в уравнения (2.5.37) 
и (2.5.38), умножая обе части уравнения на sin( )jxπ  и интегрируя 
по объему, получим задачи линейной алгебры на собственные зна-
чения и собственные векторы: 
 M B B⋅ = μ ⋅

G G� � ; (2.5.41) 
 R A A⋅ = λ ⋅

G G��
, (2.5.42) 

где R
�

 и M
�

 – квадратные матрицы размера ( )k k× . 
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Оптимальные координатные функции канонического разложе-

ния находятся при этом из соотношения 
10

1
( ) sin( )i ki

k
x A i x

=
ψ = π ⋅ ⋅∑ , а 

собственные функции – из соотношения 
10

1
( ) sin( )i ki

k
x B i x

=
ϕ = π ⋅ ⋅∑ . 

На рис. 2.18 показаны первые пять собственных функций одно-
родного реактора и первые пять функций оптимального канониче-
ского разложения. 
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Рис. 2.18. Собственные функции ψk (сплошные линии) однородного реактора 
и функции оптимального канонического разложения ξk (пунктир), см. также с. 151 
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Рис. 2.18. Окончание 
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Из рис. 2.18 видно, что качественный вид функций совпадает, а 
различие растет с возрастанием собственных чисел задачи. В 
табл. 2.1 показана относительная норма разности собственных 
функций невозмущенного реактора и оптимальных координатных 
функций канонического разложения в зависимости от степени уп-
лощения (р) и номера функции. При этом относительная норма 
разности определялась по соотношению: 

( )2
0

2

0

100 %

h

k k

h

k

dx

dx

ϕ −ψ
δ =

ϕ

∫

∫
. 

 
Таблица 2.1 

 
Относительная норма разности собственных функций ϕn 

и функций оптимального канонического разложения ψn в зависимости 
от степени уплощения p, % 

 

p 
n 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 

1 1,35 0,0004 0,0003 0,0002 0,00001 

2 6,86 0,94 0,64 0,28 0,14 

3 37,53 8,91 4,68 1,56 0,09 

4 59,50 23,16 14,42 4,34 1,43 
5 83,03 40,59 29,63 10,05 1,98 

6 105,36 57,56 46,08 19,92 5,08 

7 100,11 72,86 61,22 32,93 7,44 

8 108,54 81,44 76,35 49,13 15,11 
9 61,61 92,62 96,06 65,24 23,98 

10 64,83 78,61 78,37 76,16 36,55 
 

Из табл. 2.1 видно, что с увеличением зоны «плато» различие 
между собственными функциями и функциями оптимального ка-
нонического разложения уменьшаются. В бесконечном реакторе с 
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некоррелированным шумом собственные функции будут совпадать 
с оптимальными координатными функциями канонического раз-
ложения. Этот вывод следует также из анализа уравнений (2.5.37) и 
(2.5.38), которые совпадают при 0 constϕ =  (бесконечный реактор). 

Проводились исследования функций оптимального канониче-
ского разложения, если возмущения носят коррелированный харак-
тер. Рассматривался гомогенный одномерный реактор, в котором 
корреляционная функция шума имела структуру вида 

exp( )K D x xε ε ′= −β − . В этом случае в соответствии с выражением 
(2.5.22) корреляционная функция имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0 0 1, , ,
V V

K x x G x x G x x x xϕ ′ ′= ⋅ ⋅ϕ ⋅ϕ ×∫ ∫  

0 1 0 1exp( )D x x dx dxε× −β − , 

где функция Грина есть: 

0
0

2 2
1

0

sin sin
( , )

( ) sin
H

k
k

kx kx
G x x

kxdx=

π ⋅ π
=

μ −μ π
∑

∫
. 

Функции оптимального канонического разложения находились 
при решении методом Галеркина интегрального уравнения 

0
0

( ) ( , ) ( ) ( )
H

x K x x x x dxϕ ′ ′ ′ ′λψ = ϕ ψ∫ . 

Результаты расчетов показали, что чем сильнее коррелированы 
возмущения, тем ближе функции оптимального канонического раз-
ложения к собственным функциям реактора. 

В табл. 2.2 представлены результаты расчетов относительной 
нормы разности δ  собственных функций и функций оптимально-
го канонического разложения в зависимости от степени коррелиро-
ванности шумов. 

Из табл. 2.2 видно, что при 50β >  коррелированный шум по 
своему воздействию практически равноценен белому шуму. Физи-
чески это означает, что если корреляция между возмущающими 
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воздействиями уменьшается на расстоянии 1
50

 характерного раз-

мера реактора в e раз (например, для реактора типа РБМК отноше-

ние шага решетки к диаметру активной зоны как раз порядка 1
50

), 

то для расчетов можно использовать приближение белого шума. 
 

Таблица 2.2 
 

Относительная норма ⎜⎜δ ⎜⎜ разности собственных функций ϕn 
и функций оптимального канонического разложения ψn 
в зависимости от степени корреляции возмущений β, % 

 
β n 

0,05 0,5 5,0 50,0 500,0 5000,0 

1 0,05 0,08 0,42 1,30 1.35 1,35 

2 0,67 0,68 1,33 4,31 4.60 4,61 

3 23,10 23,49 27,06 36,46 37,51 37,52 
4 28,91 28,99 32,29 46,98 49,08 49,11 

5 53,15 53,78 59,52 80,56 84,12 84,16 

6 61,87 61,87 61,87 61,87 61,87 67,87 

7 80,87 81,49 87,40 110,84 115,11 115,17 
8 91,24 91,35 95,36 117,72 122,18 122,24 

9 77,14 77,14 79,07 84,77 87,75 85,76 

10 79,81 79,81 80,91 86,18 87,24 87,26 
 

2.5.3. Вероятность образования локальных надкритических 
областей в активной зоне ядерного реактора 

 
Как отмечалось ранее, в процессе эксплуатации ядерных энерге-

тических реакторов в активной зоне возникают случайные возмуще-
ния размножающих свойств среды. Принципиально это может при-
вести к тому, что в некоторой области активной зоны реактора воз-
никнет флюктуация коэффициента размножения такой величины, 
что данная область становится надкритической (рис. 2.19) [1, 2, 6]. 
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Рис. 2.19. Случайный выброс избытка коэффициента размножения 
 

При наличии положительных обратных связей такая ситуация 
может стать опасной. В связи с этим возникает задача оценки веро-
ятности образования локальных надкритических зон при флюктуа-
ции размножающих свойств среды. 

Известно решение задачи по определению вероятного отклоне-
ния среднего избытка коэффициента размножения 1k k∞ ∞δ = −  в об-
ласти заданного размера S, содержащей N ячеек периодичности. 
При этом полагается, что k∞δ  в отдельных ячейках реактора меня-
ется независимо в пространстве и времени. Понятно, что  в реакто-
ре, охваченном пространственно распределенными обратными свя-
зями, такое приближение не отражает реальной ситуации, и флюк-
туация коэффициента размножения представляет собой случайную 
функцию пространства и времени. В теории случайных функций 
известно решение «задачи о выбросах», позволяющее определить 
среднее число выбросов нормально распределенной стационарной 
случайной функции за данный уровень и параметры выброса [12]. 

Используя методику решения указанной задачи, определим вна-
чале вероятность и среднюю длительность выброса избытка коэф-
фициента размножения за некоторый уровень с без учета простран-
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ственной составляющей (рассматривается реактор в «точечном» 
приближении или одна ячейка периодичности). 

Предположим, что избыток коэффициента размножения k∞δ  
флюктуирует около своего математического ожидания 0k∞ . При-
чем для ( )k t∞δ  как случайной функции времени известен закон ее 
распределения. 

Определим вероятность того, что на бесконечно малом времен-
ном интервале dt  за моментом времени t произойдет выброс коэф-
фициента размножения за уровень c. Для этого необходимо, чтобы 
имели место два события: 

1) ( )k t c∞δ <  в момент времени t; 
2) ( )k t dt c∞δ + >  в момент времени t dt+  т.е. вероятность вы-

броса за уровень c есть ( ( ) , ( )P k t c k t dt c∞ ∞δ < δ + > ) . 
Предполагая, что функция ( )k t∞δ  непрерывна, с точностью до 

бесконечно малых второго порядка, можно считать, что 
( ) ( ) ( )k k dk k t V t dt∞ ∞δ + = δ + , 

где ( ) d kV t
dt

∞δ
= . Таким образом, условие ( )k t dt c∞δ + >  равно-

сильно условию ( ) ( )k t c V t dt∞δ > − . Тогда вместо двух условий вы-
броса коэффициента размножения за уровень c можно использо-
вать одно условие: 

( ) ( )c V t dt k t c∞− < δ <    при   ( ) 0V t > . 
Для определения вероятности выполнения этого неравенства 

введем в рассмотрение двумерный закон распределения ординаты 
случайной функции k∞δ  и ее производной в один и тот же момент 
времени ( , | )f k V t∞δ . Тогда для искомой вероятности выброса ко-
эффициента размножения за уровень c получим: 

0
( ) ( , | )

c

c Vdt
P c Vdt k c f k V t d k dV

∞

∞ ∞ ∞
−

− <δ < = δ δ∫ ∫ . 

Так как пределы внутреннего интеграла отличаются на беско-
нечно малую величину Vdt , то по теореме о среднем будем иметь: 
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( , | ) ( , | )
c

c Vdt
f k V t d k dt V f c V t∞ ∞

−

δ δ ≈ ⋅ ⋅∫ . 

Тогда 

0
( ) ( , | )P c Vdt k c dt f c V t VdV

∞

∞− < δ < = ∫ . 

Обозначим 
0

( | ) ( , | )P c t f c V t VdV
∞

= ∫  – вероятность выброса в по-

ложительную область в единицу времени. Аналогичным образом 
можно получить и вероятность пересечения уровня k c∞δ =  сверху 
вниз: 

0
( | ) ( , | )P c t f c V t VdV

−∞

′ = − ∫ . 

Пользуясь полученными выражениями, можно найти для любо-
го промежутка времени T среднее время нахождения коэффициента 
размножения выше уровня c. Действительно, разобьем временной 
интервал T на n равных частей jdt , каждый их интервалов jdt  рас-
положен вблизи координаты jt  ( 1, ...,j n= ). Вероятность того, что 
ордината случайной функции k c∞δ >  равна 

( ( ) ) ( | )j j
c

P k x c f c t d k
∞

∞ ∞δ > = δ∫ . 

Будем считать интервалы jdt  настолько малыми, чтобы можно 
было пренебречь случаями, когда внутри jdt  функция ( )k t∞δ  ме-
няет знак. Введем в рассмотрение систему случайных величин jΔ , 
каждая из которых равна соответствующему интервалу jdt  или 0 в 

зависимости от того, будет ли в этом интервале k c∞δ >  или 
k c∞δ < . Очевидно, что общее время пребывания избытка коэффи-

циента размножения выше заданного уровня k c∞δ > , равно сумме 

1

n

j
T j

=
= Δ∑ . Для определения среднего суммарного времени T , в 
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пределах которого k c∞δ > , найдем математическое ожидание от 
обеих частей равенства 

 
1

[ ]
n

j
T M j

=
= Δ∑ . (2.5.43) 

Поскольку случайная величина jΔ  может принимать только 
лишь два значения – jdt  или 0, то 

 
0

[ ] ( | )j j jM dt f k t d k
∞

∞ ∞Δ = δ δ∫ . (2.5.44) 

Подставляя выражение (2.4.44) в (2.4.43) и переходя к пределу 
при n→∞ , получаем 

 
0 0

( | )
T

T f k t d k dt
∞

∞ ∞= δ δ∫ ∫ . (2.5.45) 

Для определения среднего времени превышения уровня с в те-
чение одного выброса необходимо разделить T  на среднее число 
выбросов N . Найдем среднее число выбросов N . Для этого, как и 
прежде, разобьем размер T на n равных интервалов jdt  и введем 
вспомогательные случайные величины jN . Величина 0jN = , если 
в пределах jdt  не было выброса, и 1jN = , если выброс был. Пол-
ное число выбросов в течение времени T равно: 

1
.

n

j
j

N N
=

= ∑  

Применяя операцию математического ожидания к обеим частям 
равенства, получаем: 

1
( , ) .

n

j j
j

N P c t dt
=

= ∑  

Переходя к пределу при n→∞ , находим: 

0 0
( , | )

T
N V f c V t dV dt

∞
= ∫ ∫ . 
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Окончательно средний размер области с положительным выбро-
сом материального параметра 

 0 0

0 0

( | )

( , | )

T

T

f k t d k dt
T
N

V f c V t dV dt

∞

∞ ∞

∞

δ δ
τ = =

∫ ∫

∫ ∫
. (2.5.46) 

Для нормального процесса двумерная плотность распределения 
( , )f k V∞δ  распадается на произведение нормальных плотностей 

распределения для k∞δ  и V : 
2 2

2 22 21 1( , )
2 2

k V

k V

k V
f k V e e

∞

δ

δ− −
σ σ

∞
δ

δ =
σ π σ π

, 

где 2 (0)k K
δ

σ = ; 
2

2
2

0

( )d K zV dz
σ =− ; ( )K τ  – корреляционная функция 

случайной функции k∞δ ; t t′τ= −  – расстояние между моментами 
времени t и t′ . 

На практике на небольших интервалах τ корреляционная функ-
ция ( )K τ  может быть аппроксимирована экспоненциальной струк-
турой вида 

2 2( ) expK D ⎡ ⎤τ = −α τ⎣ ⎦ , 

где параметр α характеризует степень корреляции; D – разброс па-
раметра. При этом выражения для средней длительности выброса и 
среднего числа выбросов в единицу времени будут иметь вид 

 [ ]
2

21 1 ( )
2

a

l aπ
τ = ⋅ −Φ

α
, (2.5.47) 

 
2

2
2

a

N l
−α

=
π

, (2.5.48) 

где математическое ожидание числа выбросов в течение рассмат-
риваемого промежутка T будет равно n N T= ⋅ . Если последова-
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тельное появление выбросов считать независимыми редкими собы-
тиями, то, используя закон Пуассона, можно оценить вероятность 
появления m выбросов в рассматриваемый промежуток времени: 

!

m
n

m
nP l
m

−= . 

На рис. 2.20 и 2.21 приведены номограммы для определения 
приведенных средних значений числа выбросов и длительности 
выброса от уровня выброса, позволяющие при известном α опре-
делить данные величины. 
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Рис. 2.20. Зависимость приведенного 
к α среднего числа выбросов 

от относительного уровня выброса 

Рис. 2.21. Зависимость приведенной 
средней длительности выброса 

от относительного уровня выброса 
 

Оценим вероятность выброса избытка коэффициента размноже-
ния за уровень 0,0065β =  при случайных 5 % независимых возму-
щениях в температуре топлива, плотности теплоносителя и темпе-
ратуре воды для ячейки реактора РБМК на свежем топливе. 

Расчеты показывают, что max min 0,635 %k k
k

∞ ∞

∞

−
= . Считая закон 

распределения k∞δ  близким к нормальному, относительное сред-
нее квадратическое отклонение можно оценить как 

max min1 0,00212
3

k k
k

∞ ∞

∞

−
= . Тогда 3,0

k
a

δ

β
= ≈
σ

, и при 1α =  для 
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этого относительного значения выброса получим: 3 15,75 10N
c

−= ⋅ ; 

0,29cτ = . Если рассмотреть интервал времени 100T c= , то 
0,58n = . Вероятности появления выбросов приведены в табл. 2.3. 

 
Таблица 2.3 

 
Вероятности выброса избытка коэффициента размножения 

за уровень β при различном числе выбросов 
 

Число выбросов 
за время 100 с m = 0 m = 1 m > 1 

Вероятность выброса 0,56 0,32 0,12 
 

Нетрудно показать, что среднее значение избытка коэффициен-

та размножения в области выброса есть 0,00024
2 2

kk δ
∞

σ
Δδ = =

π
, 

т.е. 0,00674k∞ρ = β + Δδ = , тогда, с учетом того, что размножение 
идет уже на мгновенных нейтронах, получим, что за время сущест-

вования выброса первоначальная мощность увеличится в 2ll l
ρτ

= , 
где 310 cl −≈  – время жизни мгновенных нейтронов. 

Полученная таким образом оценка является оценкой сверху, так 
как полагается, что во всех ячейках активной зоны избыток коэф-
фициента размножения одновременно оказался выше заданного 
уровня. Для получения оценки вероятности образования надкрити-
ческого состояния снизу рассмотрим предельный случай независи-
мых ячеек. Из теории выбросов известно, что среднее число случа-
ев одновременного выброса траекторий m независимых стационар-
ных процессов за уровень a есть 

1( ) ( ) ( )m mN m a N+ −= ⋅ τ ⋅ . 

Например, для рассмотренного выше уровня 3,0
k

a
δ

β
= ≈
σ

 среднее 

число совпадений выбросов в единицу времени для различного 
числа ячеек приведено в табл. 2.4. 

 



162 

Таблица 2.4 
 

Среднее число совпадений выбросов в единицу времени в m  ячейках 

( 3 15,75 10N
c

−= ⋅ , 0,29cτ = ) 

 

Количество ячеек, m 1 4 9 

Среднее число выбросов в 
единицу времени, N+  

35,75 10−⋅  101,11 10−⋅  243,45 10−⋅  

 
Таким образом, если бы активная зона состояла из независимых 

ячеек, то выброс реактивности за уровень β в макроячейке из четы-
рех каналов был бы раз в 10 лет, а в макроячейке из девяти кана-
лов – раз в миллиард лет. 

Однако между ячейками активной зоны есть пространственно-
временная корреляция, поэтому приведенная выше оценка является 
оценкой снизу. Более реальная оценка вероятности образования 
надкритических зон может быть получена, если рассматривать вы-
брос в фазовом пространстве. 

Предположим, что ( , )k x t∞δ  является нормальной стационарной 
функцией своих параметров. В теории случайных выбросов пока-
зано, что среднее число выбросов на единицу фазового объема и 
средняя площадь выброса определяется, соответственно, выраже-
ниями: 

 

2

11
2

22 33 23 2

11 11
( )

2

a
kK K KaN a e

K K

−−
= ⋅

π π
, (2.5.49) 

 
1 ( )( )

( )
kF aS a

N a
δ−

= ; (2.5.50) 

kFδ  – значение функции распределения при заданном уровне вы-
броса; 

2

11 23 32
0

(0, 0);    ;KK K K K
x t

∂
= = = −

∂ ∂
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2 2

22 332 2
0 0

;    ;K KK K
x t

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

( , )K x t  – двумерная корреляционная функция коэффициента раз-
множения. 

Пусть корреляционная функция аппроксимируется структурой: 

 
2 2

2 2( , ) exp expx tK x t D
Mχ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ −γ −α⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (2.5.51) 

где константы M и τ имеют смысл длины миграции и среднего 
времени жизни поколения нейтронов, величины γ и α характери-
зуют степень корреляционной зависимости, соответственно по про-
странству и времени. Если, например, 1α = γ = , то корреляция ко-
эффициента размножения ослабляется в e раз на расстоянии длины 
миграции и за время одного поколения нейтронов. Назовем вели-
чину d Mω = ⋅ τ  характерным фазовым объемом. (Для реактора 
типа РБМК эта величина порядка 0,02 м ⋅ с). Тогда с учетом явного 
вида корреляционной функции выражения (2.5.49), (2.5.50) примут 
вид 

 
2( ) exp

22p
N a d a aN

⎡ ⎤⋅ ω
= = −⎢ ⎥

γ ⋅α π π ⎢ ⎥⎣ ⎦
; (2.5.52) 

 
3 2 2

0

( ) 21 exp exp
2 22 2

a

p
S a t aS dt

d a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ γ ⋅α π
= = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ω π ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ . (2.5.53) 

Назовем величины pN  и pS  соответственно приведенным 
средним числом выбросов и приведенной средней площадью вы-
броса. Смысл этих величин заключается в том, что они зависят 
только от относительного уровня выброса. Поэтому по их номо-
граммам для конкретного значения характерного фазового объема 
dω  и степеней корреляции можно определить величины N  и S . 
На рис. 2.22 и 2.23 показаны соответствующие номограммы. 
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Рис. 2.22. Зависимость приведенного среднего числа выбросов 
от относительной величины выброса 
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Рис. 2.23. Зависимость приведенной средней площади выброса 
от относительной величины выброса 

 
Среднее число выбросов и средняя площадь выброса теперь мо-

гут быть оценены по выражениям: 

 pN
N

d
⋅ γ ⋅α

=
ω

; (2.5.54) 



165 

 pS d
S

ω
=

γ ⋅α
. (2.5.55) 

Из выражения (2.5.54) следует, что число выбросов будет тем 
больше, чем менее коррелированны размножающие свойства. 
Площадь выброса при этом уменьшается. Из физических сообра-
жений понятно, что спад корреляционной функции на длине ми-
грации ( 1γ = ) и за время жизни поколения нейтронов ( 1α = ) прак-
тически означает отсутствие корреляции в размножающих свойст-
вах. Более реальным представляется ситуация, когда за счет обрат-
ных связей и системы регулирования эти параметры будут иметь, 
соответственно, такой порядок: 0,1γ ≈ , 0,01α ≈ . Тогда, например, 
для относительного уровня выброса 3a =  (что означает выброс 
коэффициента размножения за уровень β) получим 

4 12,15 10
мс

N −= ⋅  и см 6,34 ⋅=S . Последний результат следует 

понимать таким образом: при длительности выброса, положим, две 
секунды средний размер выброса – около трех метров. Оценим ве-
роятность выброса в фазовой плоскости размером 1000 м сω= ⋅ . 
Тогда 0, 215n = , и вероятности различного числа выбросов пред-
ставлены в табл. 2.5. 

Таблица 2.5 
 

Вероятности выброса избытка коэффициента размножения 
в фазовом пространстве за уровень β при различном числе 

выбросов 
 

Число выбросов в 
фазовой плоскости 

ω= 1000 м ⋅ с 
m = 0 m = 1 m > 1 

Вероятность выброса 0,806 0173 0,021 
 
По поводу приведенных оценок сделаем следующие замечания. 

Во-первых, уровень выброса, соответствующий 3a = , означает 
выброс за уровень β только для 0,00212kδσ = , для других значе-
ний среднеквадратических отклонений выброс за уровень β будет 
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определяться соотношением 
k

a
δ

β
=
σ

. Во-вторых, если вместо вре-

менной координаты рассматривать вторую пространственную, то-
гда можно оценить вероятность одномоментного выброса в плане 
реактора. И наконец, в-третьих, надкритическая зона образуется не 
обязательно, при выбросе за уровень β, при соответствующих гра-
ничных условиях она образуется и при малых уровнях выброса. 

Таким образом, проведенное исследование позволяет сделать 
следующие выводы. 

Для приближенного определения вероятности выброса коэффи-
циента размножения за заданный уровень достаточно знать корре-
ляционную функцию избытка размножения. 

Наличие пространственно-временной корреляции размножаю-
щих свойств на порядки увеличивает вероятность самопроизволь-
ного образования локальных надкритических областей. 

Более корректные результаты можно получить, если статисти-
ческие характеристики рассчитать по трехмерной программе с уче-
том системы регулирования, однако и приведенные оценки пока-
зывают принципиальную возможность самопроизвольного образо-
вания областей с критичностью на мгновенных нейтронах. 
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ГЛАВА 3. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
ОБРАБОТКИ ДАННЫХ 

 

 
В гл. 1 были приведены элементарные сведения по теории оце-

нивания на примере оценивания параметров распределения. На са-
мом деле проблематика теории оценивания много шире и заключа-
ется в оценке (идентификации) состояния и параметров объекта 
управления по наблюдениям за входом и выходом. 

В целом задачи, решаемые с помощью теории оценивания, мож-
но свести к следующим: 

1) построение моделей объекта по экспериментальным данным; 
2) интерпретация прошлого поведения объекта и обобщение 

имеющихся знаний об объекте (задача сглаживания); 
3) предсказание будущего поведения, включая прогнозирование, 

определение тенденций; 
4) накопление старых и новых знаний, когда модель, основанная 

на априорной информации, обновляется и улучшается с использо-
ванием новых измерений; 

5) оценивание величин, которые не поддаются измерениям, по 
данным текущих и прошлых измерений; 

6) получение таких знаний о процессе или системе, которые не-
обходимы для автоматического управления ими. 

В зависимости от объема априорной информации о системе раз-
личают задачи идентификации в широком и узком смысле. 

При решении задач идентификации в широком смысле априор-
ная информация о системе либо незначительна, либо вообще от-
сутствует. Система представляется в виде «черного ящика», и для 
ее идентификации необходимо решение ряда дополнительных за-
дач, связанных с выбором класса моделей, оценкой стационарно-
сти, линейности и др. Следует отметить, что в настоящее время 
теория идентификации в широком смысле не получила еще доста-
точного развития и находится в стадии становления. 
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При решении задач идентификации в узком смысле считается, 
что известны структура системы и класс моделей, к которому она 
относится, априорная информация о системе достаточно обширна. 
Такая постановка задачи идентификации наиболее соответствует 
реальным условиям проектирования и поэтому широко использу-
ется в инженерной практике. 

В настоящее время можно выделить два принципа организации 
процесса идентификации параметров объекта: 

идентификация на основе накопленной информации (дополни-
тельная информация в систему  не поступает); 

идентификация на основе новой поступающей информации, 
(идентификация в режиме нормальной работы). 

В первом случае функциональная схема процесса идентифика-
ции может быть представлена в виде, изображенном на рис. 3.1. 

 

 
 

Рис. 3.1. Функциональная схема процесса идентификации 
по полной информации о входах и выходах объекта 

 
В момент времени it  (в дальнейшем просто в момент времени i) 

на вход объекта поступает известное воздействие – вектор управ-
лений ( )u i , 1,  2,  ...,  i N=  и вектор случайных воздействий (по-
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мех) – ( )iη . На выходе объекта - отклик ( )y i , 1,  2,  ...,  i N= , кото-
рый поступает в блок накопления данных. Алгоритм идентифика-
ции обрабатывает одновременно все накопленные к моменту N 
данные с целью построения математической модели объекта – оп-
ределение вектора параметров модели c . 

Функциональная структурная схема, соответствующая второму 
принципу организации процесса идентификации, изображена на 
рис. 3.2. 

 

 
 

Рис. 3.2. Функциональная схема рекуррентного процесса 
идентификации 

 
В этом случае информация, снимаемая в каждый момент време-

ни с входов ( )u i  и выходов ( )y i  объекта, а также невязка 
( ) ( ) ( )i y i y iε = −  между выходом объекта )(iy  и выходом модели 

)(~ iy , используется для настройки параметров модели. Алгоритмы 
идентификации, построенные по принципу коррекции параметров 
модели на основе поступившей информации, получили название 
рекуррентных алгоритмов идентификации. 



171 

3.1. Виды и формы моделей информационных процессов 
 

3.1.1. Основные математические модели объектов 
 

При решении задач идентификации создается математическая 
модель реального объекта. Отметим, что структура модели, как 
правило, определяется физической природой объекта и строится на 
основе априорных теоретических исследований. Однако, в зависи-
мости от вида решаемой задачи одна и та же реальная система мо-
жет представляться различными априорными математическими 
моделями. При этом процесс идентификации может заключается 
как в определении параметров априорной математической модели, 
так и корректировки ее структуры. Наиболее распространенные 
априорные математические модели имеют вид, показанный ниже. 

1. Статическая модель «вход-выход» [14]: 
 ))(,,),(()( tcttuty ηψ= . (3.1.1) 

Данная модель является вероятностной, причем вектор c  и слу-
чайная вектор-функция )(tη  входят в эту модель (в общем случае) 
в виде мультипликативных составляющих. Часто используется бо-
лее простая нелинейная форма 

( ) ( ( ), ) ( )y t u t c t= ψ + η , 

где )(ty  – вектор выходов объекта, c  – параметры объекта. Для 
объектов с одним выходом 
 ( ) ( ( ), ) ( )y t u t c t= ψ + η . (3.1.2) 

Частными случаями такой модели являются детерминированные 
линейные модели «вход-выход» 
 0 1( ) ( ) ( ) ( )y t b t B t u t= + , (3.1.3) 

и вероятностные 
 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t b t B t u t t= + + η . (3.1.4) 

Здесь 0 ( )b t  – столбец свободных членов; 1( )B t  – матрица коэффи-
циентов модели. 
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Если перейти от непрерывного времени к дискретным его мо-
ментам 1, ..., Nt t , то уравнение (3.1.4) для этих моментов времени 
будет иметь вид: 

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iy t b t B t u t t= + + η . 

В дальнейшем для простоты вместо аргумента it  будем писать 
просто i . Тогда, например, статическая линейная модель с посто-
янными коэффициентами и одним выходом имеет вид: 
 0 1 1( ) ( ) ... ( ) ( )m my i b b u i b u i i= + + + + η  (3.1.5) 
или то же самое в векторной форме 

 т( ) ( ) ( )y i u i b i= + η , (3.1.5а) 

где т ( )u i  – вектор входа в i-й момент времени ( 1, ...,i N= ); b  – 
вектор параметров. 

т
0 1( , , ..., )mb b b b= ,   т

1( ) (1, ( ), ..., ( ))mu i u i u i= . 
В дальнейшем изложении будет широко использоваться также 

векторно-матричная форма записи уравнения (3.1.5): 
 y Ub= + η , (3.1.6) 

где 
т

0 1( , , ..., )mb b b b= ;   т ( (1), ..., ( ))y y y N= ; 

1

1

1 (1) ... (1)
.
.
.
.
1 ( ) ... ( )

m

m

u u

U

u N u N

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

;   т ( (1), ..., ( ))Nη = η η . 

2. Динамическая модель «вход-выход». 
В непрерывной форме динамическая модель может быть запи-

сана в виде: 
1

* * *
1 01

( ) ( ) ( )... ( ) ...
n n m

n mn n m
d y t d y t d u ta a y t b

dt dt dt

−

− −
+ + + = + +  
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 * * *
0 0

( )( ) ... ( )
m

m m
d tb u t d d t

dt
η

+ + + + η ,   nm < , (3.1.7) 

или в дискретно-разностной форме 

 
1 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n m m

j r l
j r l

y i a y i j b u i r d i l
= = =

+ − = − + η −∑ ∑ ∑ , (3.1.8) 

где 
*

*
0

j
j

a
a

a
= ; 

*

*
0

r
r

bb
a

= ; 
*

*
0

l
l

dd
a

= . 

Очевидно, форма (3.1.5) является частным случаем (3.1.8) при 

0=ja ,   nj ,1= ;   0=ld ,   ml ,1= . 

Объекты, для которых справедливо последнее условие, называ-
ются регрессионными (Р-объекты): 

0
( ) ( ) ( )

m

r
r

y i b u i r i
=

= − + η∑ . 

Объекты называются авторегрессионными (АР-объекты), если 
выполняется условие: 0=rb ,   mr ,1= . 

1 0
( ) ( ) ( )

n m

j l
j l

y i a y i j d i l
= =

+ − = η −∑ ∑ . 

В общем случае, когда справедливо описание (3.1.8), объекты 
называются регрессионными-авторегрессионными (РАР-объекты). 

В случае нелинейного динамического объекта описывающее его 
уравнение «вход-выход» в общем случае может быть записано в 
виде: 
 )()),(()( iciziy η+ψ= , (3.1.9) 
где вектор )(iz  включает в себя предысторию входов и выходов. 

3. Линейная модель, представленная в пространстве состояний, 
имеет вид: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t u t G t t= + + ξ ; (3.1.10) 
 )()()()( twtxtHty += . (3.1.11) 
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Здесь )(tx  – n-мерный вектор состояния, )(tu  – m-мерный вектор 
управления, )(tξ  – p-мерный вектор возмущений, )(ty  – r-мерный 
вектор измерений, )(tw  –— r-мерный сектор шумов измерений, 

)(tA , )(tB , )(tG , )(tH  – матрицы соответствующих размерностей. 
Уравнение (3.1.10) называется уравнением состояния, а уравне-

ние (3.1.11) – уравнением измерений. 
Типы математических моделей, приведенные выше, являются 

вероятностными. Они, как правило, используются для имитации-
онного моделирования работы объекта. В дальнейшем эти уравне-
ния будем называть уравнениями объекта. 

 
3.1.2. Оптимальная настраиваемая модель 

 
При решении задачи идентификации в первую очередь возника-

ет вопрос о выборе модели объекта. Очевидно, модель должна 
формироваться на основе той априорной информации, которая нам 
известна об объекте. К этой информации относятся порядок урав-
нений объекта, точка приложения помехи и т.д. 

Для целей идентификации используются детерминированные 
модели, которые не включают в себя случайных факторов. Будем 
использовать следующие обозначения [12]: 

ja , jb , rd – истинные значения параметров объекта;  
)(kx – истинные значения параметров состояния;  
)(ky – истинные значения параметров измерений; 

ja~ , jb~ , rd~ , )(~ kx , )(~ ky  – оценки соответствующих параметров; 

jâ , jb̂ , rd̂ , )(ˆ kx , )(ˆ ky  – оптимальные в некотором смысле 
оценки параметров. 

Предположим, что имеется объект под воздействием случайных 
факторов ( )iη  – шумов и входов – управлений )(iu , описываемый 
в конечно-разностной форме линейным уравнением (3.1.8), но в 
несколько измененной форме: 

 
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n m m

j j j
j j j

y i a y i j b u i j d i j
= = =

+ − = − + η −∑ ∑ ∑ ; (3.1.12) 
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0)}({ =η iM ,   2
кcov{ ( ) ( )} ( )i j i jηη η = σ δ − , 

кδ  – символ Кронекера. 
Данному объекту (3.1.12), выходом которого является истинное 

измеренное значение )(iy , можно сопоставить несколько детерми-
нированных моделей, отражающих структуру данного объекта. 
Отметим, что модели при этом будут давать некоторую оценку 

)(~ iy  истинного значения. Казалось бы разумно использовать, на-
пример, следующую модель: 

∑ ∑
= =

−=−+
n

j

m

j
jj jiubjiyaiy

1 1
)(~)(~~)(~ . 

Данная модель отличается от уравнения объекта только отсут-
ствием шумов. 

Можно показать, что использование данной модели для иден-
тификации коэффициентов ja  и jb  приведет к систематической 
погрешности оценки этих параметров [4]. Дело заключается в том, 
что решение уравнения (3.1.12), по сути, интегрирует шумы, бла-
годаря чему оно систематически будет отличаться от решения 
уравнения 

∑ ∑
= =

−=−+
n

j

m

j
jj jiubjiyaiy

1 1
)(~)(~~)(~ . 

Иначе говоря, математическая модель, построенная на исполь-
зовании результатов измерений выходов реального объекта (3.1.12) 
должна отличаться от исходной модели объекта без шумов. 

Близость настраиваемой модели к объекту будем характеризо-
вать математическим ожиданием квадрата невязки: 
 })](~)({[)}({ 22 iyiyMiM −=ε . (3.1.13)) 
Под оптимальной настраиваемой моделью будем понимать такую, 
для которой }{ 2εM  − минимально возможное.  

Пусть корреляционная функция помехи 
2 , 0;

{ ( ) ( )}
0, 0.

j
M i i j

j
η⎧σ =⎪η η − = ⎨

≠⎪⎩
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Тогда оптимальная настраиваемая модель будет иметь вид: 

∑ ∑
= =

+−+−−=
n

j

m

r
rj riubjiyaiy

1 0
)(ˆ)(ˆ)(ˆ  

 ∑
=

−−−+
m

l
l liyliydd

1
0 )](ˆ)([ˆ/ˆ . (3.1.14) 

Отсюда следует, что дисперсия невязки при наилучших оценках 
равна произведению дисперсии помехи 2

ησ  на 2
0d . 

Для удобства дальнейшего изложения запишем полученную оп-
тимальную настраиваемую модель в общепринятом виде. Для этого 
введем вектор наблюдений 

т ( ) ( ( 1), ..., ( ), ( ), ..., ( ),z i y i y i n u i u i m= − − − − −  

 ˆ ˆ( 1) ( 1), ..., ( ) ( ))y i y i y i m y i m− − − − − −  (3.1.15) 
и вектор параметров 

 т 1
1 0

0 0
, ..., , , ..., , , ..., m

n m
ddc a a b b

d d
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3.1.16) 

Тогда уравнение (3.1.14)) можно переписать в векторном виде: 

 т( ) ( ( ), ) ( )y i z i c z i c= ψ = . (3.1.17) 

Очевидно, для регрессионных объектов модель (3.1.17) примет 
вид 

 biuiy
~

)()(~ т= . (3.1.18) 
При cc =~  невязка между выходом настраиваемой модели и вы-

ходом объекта равна произведению помехи )(iη  на 0d  [13]: 

 0ˆ( ) ( ) ( ) ( )i y i y i d iε = − = η . (3.1.19) 
Отсюда следует, что дисперсия невязки между выходом на-

страиваемой модели и выходом объекта, вызванная только струк-
турой настраиваемой модели равна произведению дисперсии поме-
хи 2

ησ  и 2
0d . 

2 2 2
0dε ησ = σ . 
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Очевидно, что при 10 =d  и cc =~  невязка между настраиваемой 
моделью и объектом в каждый i-й момент времени равна помехе 

)(iη . 
 

3.2. Свойства оценок и критерии качества в задачах 
статистической обработки информации 

 
3.2.1. Свойства оценок 

 
Выше неоднократно использовались такие термины, как оценка, 

алгоритм вычисления оценки. 
Под оценкой будем понимать некоторое правило, согласно ко-

торому вычисляются частные значения c~ , соответствующие част-
ным выборкам вектора наблюдений α=z . Другими словами, 
оценка есть некоторая случайная величина, которая характеризует-
ся плотностью распределения вероятностей *),~( tcp  или ),~( kcp , 
где t и k характеризуют момент наблюдения. (Чтобы упростить за-
пись (здесь и далее) не делаем различия в обозначениях случайных 
величин или процессов и принимаемых ими конкретных значений. 
Условимся также не вводить специальных обозначений для раз-
личных плотностей распределения; плотности распределения при 
различных аргументах различны, если не оговорено обратное. Та-
кое соглашение в последнее время становится общеупотребитель-
ным.) 

Плотность распределения ),~( kcp  или ),~( tcp  является наиболее 
полной характеристикой оценки. Однако, учитывая большие труд-
ности нахождения ),~( kcp  или ),~( tcp , используют математическое 
ожидание оценки }~{cM  и ковариационную матрицу оценки. 

Из желаемых свойств оценок можно выделить следующие пять 
[14]: 

1) линейность оценки; 
2) несмещенность оценки; 
3) минимум дисперсии в классе несмещенных оценок; 
4) состоятельность или сходимость оценки (состоятельность и 

сходимость в среднем квадратичном); 
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5) эффективность, асимптотическая эффективность, оптималь-
ность в классе асимптотически нормальных оценок. 

Рассмотрим подробно эти желаемые свойства оценок. 
1. Определение. Оценка называется линейной, если она является 

линейной формой выхода: 
 γ+= YQсL

~    или   γ+= )(~ iyAcL , (3.2.1) 
где Q – некоторая матрица, y  – вектор выходных параметров по N 
измерениям. 
 ))(),...,1((т Nyyy = . (3.2.2) 

2. Определение. Оценка называется несмещенной, если выпол-
няется условие 

 }{}~{ cMcM = . (3.2.3) 
3. Определение. Оценка называется условно несмещенной, если 

 cccM =}/~{ . (3.2.4) 
Покажем, что необходимым условием несмещенности (услов-

ной несмещенности) линейной оценки для объекта вида (3.1.6) яв-
ляется условие 
 IQU = , (3.2.5) 
где U – матрица выходов. 

Подставим в формулу для линейной оценки (3.2.1) значение вы-
хода объекта, определяемое формулой (3.1.6) 
 )(~ η+= cUQcL , (3.2.6) 
и применим операцию нахождения математического ожидания к 
обеим частям полученного выражения 
 )}({}~{ η+= cUQMcM L . (3.2.7) 

Так как U и Q детерминированные матрицы входных воздейст-
вий и коэффициентов усиления, то можно записать: 

 }{}{}~{ η+= QMcQUMcM L . (3.2.8) 
Очевидно, будем иметь несмещенную оценку только в том слу-

чае, если: 
 1) QU = I;          2) 0}{ =ηM , (3.2.9) 
что и требовалось показать, т.е. условие (3.2.4) является необходи-
мым условием несмещенности линейной оценки. 
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4. Определение. Оценка MVc  называется несмещенной оценкой 
минимальной дисперсии, если она не смещена, и, кроме того, для 
нее справедливо соотношение: 
 }~var{}ˆvar{ ccccMV −≤− , (3.2.10) 

где c~  – любая другая несмещенная оценка. 
5. Определение. Говорят, что оценка сходится к оцениваемой 

величине, если ее точность возрастает с увеличением объема вы-
борки. Введем обозначение )(~ Nc  для оценки параметра по выбор-
ке объема N. Оценка называется состоятельной, если для любого 
δ > 0 
 1))(~(lim =δ<−

∞→
cNcP

N
. (3.2.11) 

В этом случае говорят, что оценка сходится по вероятности. 
6. Определение. Оценка называется состоятельной в среднем 

квадратичном (сходится в среднем квадратичном), если 
 0))(~var(lim =−

∞→
cNc

N
. (3.2.12) 

Согласно (3.2.9), для того чтобы оценка была состоятельной, 
необходимо и достаточно выполнения двух условий: оценка долж-
на быть несмещенной и 

0))(~var(lim =−
∞→

cNc
N

. 

7. Определение. Оценка )(~
э Nc , состоятельная в среднем квад-

ратичном, называется эффективной, если справедливо соотноше-
ние: 
 }))(~)()(~{(}))(~)()(~{( тт

ээ cNccNcMcNccNcM −−≤−− ,  (3.2.13) 
где )(~ Nc  — любая другая состоятельная оценка, причем равенство 
достигается при )(~)(~

э NcNc = . 
 

3.2.2. Критерии качества, функции потерь и штрафа 
в задачах оценки 

 
Как уже отмечалось, критерий качества оценки наряду с мате-

матической моделью является основой при построении оценок па-
раметров. До недавнего времени не существовало каких-либо тео-
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ретически обоснованных методов выбора функций качества. Пред-
почтение того или иного критерия другим определялось простотой 
решения задачи, доступной априорной информацией и практиче-
ской целесообразностью. 

Критерий качества оценки )~(cJ  в общем случае представляет 
собой математическое ожидание некоторой функции потерь )(εF  
или штрафа ( )c cϕ − , которые являются положительными четными 
функциями своих аргументов, т.е. 

 ( ) { ( ( , ))}J c M F i c= ε  (3.2.13) 
или 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −ϕ=

α=y
ccMcJ )~()~( , (3.2.14) 

где )~,( ciε  – невязка между выходами объекта и модели; 
( , ) ( ) ( , )i c y i i cε = − ψ  

i  – момент времени, α  – конкретная реализация выхода y . Опти-
мальным значением оценки параметра c  является решение урав-
нения: 

 ˆ
ˆ

( ) { ( ( , ))} 0
c c

c c

J c M F i c
c =

=

∂
= ∇ ε =

∂
 (3.2.15а) 

или 

 0)~(~
)~(

ˆ~ˆ~
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −ϕ∇=

∂
∂

=α=
= ccy

cc
ccM

c
cJ . (3.2.15б) 

Во многих литературных источниках функция )~( cc −ϕ  также 
называется функцией потерь, но во избежание недоразумений бу-
дем называть ее функцией штрафа. 

Оценки, которые обеспечивают минимум функции (3.2.14), на-
зываются байесовскими оценками, а функция (3.2.14) – байесов-
ской функцией риска. 

На практике, как правило, не представляется возможным опре-
делить критерий (3.2.13). Однако для эргодических процессов 
оценка ))}~,(({ ciFM ε  может быть заменена эмпирическими усред-
ненными по времени потерями, вычисленными по одной реализа-
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ции, т.е. как среднее арифметическое функций потерь по N измере-
ниям: 

 ∑
=

=ε≅ε=
N

i
N cJciF

N
ciFMcJ

1
)~())~,((1))}~,(({)~( . (3.2.16) 

Оптимальной выборочной оценкой )(ˆ Nc  является решение 
уравнения: 

 0~
)~(

)(ˆ~
=

∂

∂

= Ncc

N
c

cJ
. (3.2.17) 

В дальнейшем, если этого не требует решение задачи, будем 
опускать индекс N при написании выборочной оценки. 

 
3.2.3. Инвариантность оптимального решения относительно 

четных функций потерь (для линейного объекта) 
 

Естественно принять допущение, что оптимальным решением 
уравнения (3.2.15а) является истинное значение параметра c . То-
гда условие минимума (3.2.15а) средних потерь (3.2.13), опреде-
ляющее оптимальное решение cc =ˆ , можно записать в виде равен-
ства нулю градиента средних потерь: 

=ε∇=∇
== cccc

ciFMcJ ~~ )]}~,([{)~(  

 { [ ( , )] ( , )} 0
c c

M F i c i c
=

′= ε ∇ε = . (3.2.18) 

и положительной определенности матрицы Гессе – матрицы вто-
рых производных: 
 2 2( ) { [ ( , )]} 0

c c
J c M F i c

=
∇ = ∇ ε > . (3.2.19) 

Учитывая, что при cc =~  невязка ),( ciε  между выходом объек-
та )(iy  и выходом оптимальной настраиваемой модели )(~ iy  в i-й 
момент времени равна возмущению )(iη , можно записать 

 { }( ) [ ( )] ( , ) 0
c c c c

J c M F i i c
= =

′∇ = η ∇ε = . (3.2.20) 

Обратим внимание, что )(iη  и 
cc

ci
=

ε∇ ~)~,(  статистически неза-

висимы. 
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Тогда 
( ) {  [ ( )]   ( , )}

c c
J c M F i i c

=
′∇ = η ∇ ε =  

 {  [ ( )]} {  ( , )} 0M F i M i c′= η ∇ ε = . (3.2.21) 
Тривиальное решение уравнения (3.2.21) будет при условии 

{  [ ( )]} 0M F i′ η = , 
или 

 [ ] ( ) 0F p d
∞

−∞

′ η η η =∫ . (3.2.22) 

Так как )(ηp , как правило, четная функция η , то для выполне-
ния тождества (3.2.22) необходимо и достаточно, чтобы )(η′F  бы-
ла нечетной функцией η  или )(ηF  – четной функцией η . 

Таким образом, условие оптимальности (3.2.21) при cc =~  вы-
полняется для любой четной функции потерь. Иначе говоря, опти-
мальное решение инвариантно относительно четных функций по-
терь, причем оптимальное решение совпадает с истинным значени-
ем оцениваемого параметра. 

Однако на практике, как уже отмечалось, вместо математических 
ожиданий используются эмпирические средние, вычисляемые по 
наблюдаемым данным. В результате можно находить лишь те или 
иные оценки )(ˆ Nc  истинного параметра c . Причем даже если по-
лученные оценки состоятельны, то их асимптотические свойства 
(скорость стремления оценки к истинному значению) существенно 
зависят от вида используемой функции потерь. В результате выше-
изложенного возникает задача нахождения такой функции потерь 

))~((* cF ε , при которой оценка )(ˆ Nc  обладает максимально воз-
можной скоростью сходимости к истинному значению параметра c . 

Особенно большое значение приобретает этот вопрос при раз-
работке робастных (стабильных, гарантирующих) методов оцени-
вания параметров. Вопросы, связанные с определением оптималь-
ных функций потерь, рассматриваются  в последующих разделах 
настоящего пособия. 

Рассмотрим наиболее часто используемые в настоящее время в 
теории оценивания функции потерь и штрафа: 

1) квадратичные: 
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 т( ) ( ) ( )c c c c R c cϕ − = − − ; (3.2.23) 

 2( ( , )) ( )( ( ) ( , ))F i c r i y i y i cε = − ; (3.2.24) 
где R – положительно-определенная симметричная матрица весо-
вых коэффициентов; 

2) модульные: 
 ( )c c c cϕ − = − ; (3.2.25) 

 ( ( , )) ( ) ( ) ( , )F i c r i y i y i cε = − ; (3.2.26) 
i = 0, 1, 2, … ; 

3) простые: 

 
0, / 2;

( )
1 / , / 2;

c c
с с

c c

⎧ − < δ⎪ϕ − = ⎨
δ − ≥ δ⎪⎩

 (3.2.27) 

 
0, ( ) ( ) / 2;

( ( , ))
1 / , ( ) ( ) / 2.

y i y i
F i c

y i y i
⎧ − < δ⎪ε = ⎨ δ − ≥ δ⎪⎩

 (3.2.28) 

Можно предложить и другие функции потерь и штрафа. 
 

3.3. Статистические методы обработки данных 
при использовании полного объема информации 

 
3.3.1. Метод наименьших квадратов 

 
Метод наименьших квадратов нашел наиболее широкое распро-

странение в практике оценивания, так как для реализации этого 
метода требуется только знание структуры модели. 

 
Функция потерь, критерий качества оценки 

 
Как уже отмечалось, методу наименьших квадратов соответст-

вует квадратичная функция потерь. Для объекта с одним выходом 
эта функция имеет вид: 
 2( ( , )) ( )( ( ) ( , ))F i c r i y i i cε = −ψ . (3.3.1) 

Критерий качества имеет вид: 
2( ) { ( )( ( ) ( , )) }J c M r i y i i c= −ψ . 



184 

Для эргодических процессов в качестве критерия качества ис-
пользуются средние потери: 

2

1

1( ) ( )( ( ) ( , ))
N

i
J c r i y i i c

N =
= − ψ∑ . 

Так как N представляет собой некоторое число, показывающее 
количество используемых для оценки значений выходов объекта и 
модели и независящее от оценки c~ , то функцию )~(cJ  можно пе-
реписать в виде: 

 
2

1
( ) ( )( ( ) ( , ))

N

i
J c r i y i i c

=
= −ψ∑ , (3.3.2) 

или в векторной форме: 
 т( ) ( ( )) ( ( ))J c y c R y c= −ψ −ψ . (3.3.2а) 

Оценка isĉ  обеспечивает минимальное значение критерия 
(3.3.2), т.е. 

 2

1

ˆ arg min ( ( ) ( , )) ( )
N

ls
c i

c y i i c r i
=

⎧ ⎫
= −ψ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  (3.3.3) 

и является решением уравнения: 

 
ˆ

( ) 0
lsc c

J c
c =

∂
=

∂
. (3.3.4) 

В общем случае, когда правая часть модели представляет собой 
нелинейную функцию )~),(( ciuψ , задача минимизации критерия 
(3.3.2) как правило, не может быть решена в явном виде и требует 
использования методов нелинейного программирования. В случае 
линейной модели вида (3.1.18) получены явные формулы оценки. 

 
3.3.2. Метод наименьших квадратов 
для линейных регрессионных объектов 

 
Как уже отмечалось в разд. 3.1.1, регрессионный объект и соот-

ветствующая ему модель имеют вид: 
 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )m my i b u i b u i b u i i= + + + + η ; (3.3.5) 
 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m my i b u i b u i b u i= + + + . (3.3.6) 
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Запишем уравнения объекта и модели в векторно-матричной 
форме: 
 η+= bUy ; (3.3.7) 

 bUy
~~ = , (3.3.8) 

где y , y~  – N-мерные вектора выходов объекта и модели, соответ-
ственно, U – матрица входов размерности mN × , η  – N-мерный 
вектор шума измерений. 

Представим критерий качества (3.3.2) также в векторной форме: 
 ))

~
(~())

~
(~()

~
( т byyRbyybJ −−= , (3.3.9) 

R – диагональная матрица весовых коэффициентов. 
Подставляя уравнение модели (3.3.8) в выражение (3.3.9), полу-

чим явную зависимость критерия качества от оценки b
~

: 
 )

~
()

~
()

~
( т bUyRbUybJ −−= . (3.3.10) 

Как уже отмечалось, isb̂  является корнем уравнения: 

ˆ

( ) 0
lsb b

J b

b =

∂
=

∂
. 

Преобразуем выражение (3.3.10) к виду, удобному для диффе-
ренцирования. Для этого произведем указанные действия 
 bRUUbyRUbyRybJ

~~~
2)

~
( ттттт ++= . (3.3.11) 

Дифференцируя (3.3.11) и приравнивая полученное выражение 
нулю, запишем: 

т т ˆ 0LSU Ry U RUb− + =  
или 

 т тˆ
lsU RUb U Ry= . (3.3.12) 

Разрешая (3.3.12) относительно lsb̂ , получаем искомую оценку 
наименьших квадратов 

 yRURUUbls
т1т )(ˆ −= . (3.3.13) 

В том случае, когда N велико, а параметры входов имеют боль-
шие значения, удобно перейти к центрированной форме. Центри-
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рованная форма удобна и в том случае, если в уравнениях (3.3.5) и 
(3.3.6) присутствует свободный член, т.е. 
 )()(...)()( 110 iiubiubbiy mm η++++= ,   Ni ,1= ; (3.3.14) 

 )(~...)(~)(~
110 iubiubbiy mm+++= . (3.3.15) 

Получим центрированную форму на примере использования 
объекта (3.3.5). Для объектов типа (3.3.14) решение задачи приве-
дено в конце  данного раздела. Просуммируем поэлементно урав-
нения (3.3.14) по всем Ni ,1= : 

∑ ∑ ∑ ∑
= = = =

η+++=
N

i

N

i

N

i

N

i
mm iiubiubiy

1 1 1 1
11 )()(...)()( . 

Разделив последнее выражение на N, получим уравнение объек-
та, записанное относительно средних значений входов и выхода: 
 срсрср

11
ср ... η+++= mmububy . (3.3.16) 

Вычитая из (3.3.5) (3.3.16), получим уравнение объекта относи-
тельно центрированных входов и выходов: 
 )()(...)()( ооо

11
о iiubiubiy mm η+++= ; 

)()()( сро iyiyiy −= , сро )()( jjj uiuiu −= , mj ,1= , Ni ,1= . (3.3.17) 
Модель, соответствующая (3.3.17), будет иметь вид: 

 )(~...)(~)(~ оо
11

о iubiubiy mm++= . (3.3.18) 

Тогда оценку lsb̂  можно записать как 

 yRURUUbls
от1оот )(ˆ −= , (3.3.19) 

где 
сро UUU −= ;   сро yyy −= . 

Очевидно, уравнения (3.3.13) и (3.3.19) совершенно эквивалент-
ны. Условием единственности решения этих уравнений является 
условие невырожденности матрицы )( тRUU , или, что эквивалент-

но, )( оотRUU , т.е.: 

mRUURUU == )rank()rank( оотт , 
где m – число оцениваемых параметров. 
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Как известно, ранг матрицы, являющейся результатом произве-
дения двух матриц, меньше или равен минимальному рангу мат-
риц, входящих в произведение. Таким образом, если количество 
измерений N меньше m, то матрица )( тRUU  оказывается вырож-
денной. В том случае, если mN =  – оценивание по достаточному 
числу измерений. В этом случае уравнение (3.3.13) (или (3.3.19)) 
может быть преобразовано к тривиальной форме: 

 yUbls
1ˆ −=  (3.3.20а) 

или 

 
1оˆ

lsb U y
−

= . (3.3.20б) 
Задача. Найти оценку наименьших квадратов для линейного 

объекта 
)()(...)()( 110 iiubiubbiy mm η++++= . 

После операции центрирования уравнение модели объекта име-
ет вид: 

)(~...)(~)( оо
11

о iubiubiy mm++= . 
Как видно, в последнем уравнении отсутствует свободный член 

0
~b . Оценку параметров 1

~b , 2
~b , … , mb~  найдем по формуле 

(3.3.19): 
оот1оот )(ˆ yRURUUbls

−=′ , 

где lsb ′ˆ  – вектор оценок без 0̂b . 

Для нахождения оценки 0̂b  и ошибки оценки 00 b̂b −  воспользу-
емся записью объекта и модели объекта относительно средних зна-
чений входов и выхода 

срсрср
110

ср ... η++++= mmububby ; 
срср

110
ср ~...~~~

mmububby +++= . 
Тогда оценка и ошибка оценки  параметра 0b  могут быть опре-

делены по формулам: 
срср

11
ср

0
ˆ...ˆˆ

mmububyb −−−= , 
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срсрср
11100 )ˆ(...)ˆ(ˆ η+−++−=− mmm ubbubbbb . 

Как видно из последней формулы, ошибка оценки 0b  включает 
в себя ошибки оценок других параметров, а также среднестатисти-
ческое значение шума измерений. Как правило, оценка параметра 

0b  оказывается наиболее неточной. 
Необходимо отметить, что использование обычной процедуры 

оценивания, без операции центрирования, приводит к совершенно 
аналогичным результатам. 

 
Ковариационная матрица ошибки оценки 

 
Найдем ковариационную матрицу ошибок оценки, при этом бу-

дем считать, что оценка LSb̂  – несмещенная, т.е. }{}ˆ{ bMbM LS = . 

{ }т)ˆ)(ˆ( }ˆvar{ bbbbMbb LSLSLS −−=− . 
Воспользуемся формулой для оценки (3.3.13), тогда 

 }))({(}ˆvar{ тbQbQUbQbQUMbbLS −η+−η+=− , (3.3.21) 

где RURUUQ т1т )( −= . 
Для конкретных N реализаций матрица входа U является детер-

минированной величиной, кроме того, учитывая, что IQU = , по-
лучим 

 тт}{)ˆvar( QQMbbLS ηη=− . (3.3.22) 

Но }{ тηηM  – ковариационная матрица помехи η . 
Таким образом, имеем 

 1ттт1т )()()ˆvar( −
η

−=− RUURURDURUUbbLS . (3.3.23) 
Выражение (3.3.23) определяет ковариационную матрицу оши-

бок несмещенных оценок наименьших квадратов при линейном 
уравнении объекта. 

Если измерения некоррелированы и равноточны )( 2 ID ηη σ= , то 
в качестве матрицы весов R можно принять единичную матрицу, 
т.е. IR = . 
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В этом случае выражение (3.3.23) существенно упрощается: 

 21т )()ˆvar( η
− σ=− UUbbLS . (3.3.24) 

Нетрудно заметить, что если в формулу для ковариационной 
матрицы (3.3.21) вместо выражения (3.3.13) подставить эквива-
лентное ему выражение (3.3.20), то получим выражение для кова-
риационной матрицы ошибки оценки, записанное относительно 
центрированных входов и выходов: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− η

−
отоото

1
ото}ˆvar{ RUURURDURUUbbLS . (3.3.25) 

Или для некоррелированных равноточных измерений и IR = : 

 2
1

ото}ˆvar{ η

−
σ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− UUbbLS . (3.3.26) 

Очевидно, выражения (3.3.23) и (3.3.25), а также (3.3.24) и 
(3.3.26) совершенно эквивалентны. В дальнейшем, в зависимости 
от решаемой задачи, мы будем использовать то или иное выраже-
ние для ковариационной матрицы ошибки оценки. 

 
Свойства оценки наименьших квадратов 

в случае линейных регрессионных объектов 
 

1. Линейность. Очевидно, оценка (3.3.13) (или эквивалентная 
ей оценка 1.3.19) линейны. 

2. Несмещенность. Найдем математическое ожидание оценки. 
Для этого воспользуемся формулой (3.3.13): 

}){(}ˆ{ т1т yRURUUMbM LS
−= . 

Подставим вместо y  его выражение (3.3.7): 

=η+= − )}(){(}ˆ{ т1т bURURUUMbM LS  

 }{)(}{ т1т η+= − RMURUUbM . (3.3.27) 

Очевидно, что оценка LSb̂  – несмещенная, если 0}{ =ηM . В 
противном случае оценка будет смещена на величину 
 }{)( т1т η=δ − RMURUU . (3.3.28) 
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3. Состоятельность. Покажем, что оценка наименьших квадра-
тов состоятельна, Воспользуемся формулой (3.3.26) для ковариа-
ционной матрицы ошибки оценки при некоррелированных равно-
точных измерениях. Констатируем факт, что оценка получена по N 
измерениям: 

2
1

ото})(ˆvar{ η

−
σ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− UUbNbLS . 

Возьмем предел при ∞→N  от правой и левой частей последне-
го выражения: 

2
1

отоlim})(ˆvar{lim η

−

∞→∞→
σ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− UUbNb

N
LS

N
. 

Представим матрицу ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ото UU  в поэлементной форме: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ото UU  

1 1 2

1

2
1 1 2

1 1

2
1

1 1

( ( ) ) ( ( ) )( ( ) ) ...

... ... ...

( ( ) )( ( ) ) ... ( ( ) )
m m

N N

u u u
i i

N N

m u u m u
i i

u i u i u i

u i u i u i

= =

= =

⎡ ⎤
−μ −μ −μ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−μ −μ −μ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

. 

Нетрудно заметить, что эта матрица представляет собой оценку 
ковариационной матрицы входов, умноженную на число измере-
ний N, т.е.: 
 ( )от о

uU U D N≅ . (3.3.29) 

Учитывая, что элементы матрицы uD  ограничены, получим: 

( ) 1от о 2 21lim lim 0uN N
U U D

N
−

η η
→∞ →∞

σ = σ = . 

Последнее соотношение эквивалентно условию состоятельности 
оценки. Используя приближенное равенство (3.3.29), можно запи-
сать оценочную формулу для ковариационной матрицы ошибки 
оценки: 
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 2 11ˆvar{ ( ) }LS ub N b D
N

−
η− = σ . (3.3.30) 

Последнее выражение показывает, что чем больше «разброс» 
входных параметров, тем точнее оценку мы можем получить. С 
другой стороны, чем больше дисперсия шума измерений, тем менее 
точную оценку мы получаем. 

Пример. Рассмотрим идентификацию параметров линейного 
регрессионного объекта с тремя входами и одним выходом: 

)()()()()( 3322110 iiubiubiubbiy η++++= . 
Для моделирования данного объекта были приняты следующие 

истинные значения параметров: 
0b  = 3.0;   1b  = –4.0;   2b  = –5.0;   3b  = –6.0. 

Входные воздействия )(1 iu , )(2 iu , )(3 iu , а также шум )(iη  мо-
делировались с помощью генератора нормально распределенных 
псевдослучайных чисел. 

Для идентификации параметров 0b , 1b , 2b , 3b  и исследования 
влияния дисперсии входных потоков и дисперсии шума на точ-
ность оценки было проведено 10 групп измерений по 50 измерений 
в каждой группе. В качестве характеристики точности оценивания 
использовалось вычисляемое средне квадратичное отклонение 
оценки от истинного значения параметра: 

( ) ( ) ( ) ( ) 10/ˆˆˆˆ
10

1

2
33

2
22

2
11

2
00

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−+−= ∑

=j
jjjj bbbbbbbbS , 

которое представляет собой приближение следа ковариационной 
матрицы ошибки оценки, т.е. 

SbbbbMtr LSLS ≅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−  )ˆ)(ˆ( т . 

На рис. 3.3 приведены зависимости параметра точности S от 
дисперсий входных потоков при различных значениях дисперсии 
шума измерений. Полученные графические зависимости полно-
стью согласуются с теоретическими выводами (3.3.30), а именно: 

увеличение дисперсии входных потоков приводит к увеличению 
точности оценивания; 

увеличение дисперсии шума измерений приводит к уменьше-
нию точности оценивания. 
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Рис. 3.3. Зависимость точности оценки от дисперсии входных потоков 
и дисперсии шума измерений:  а) δu = 50; б) δu = 1 

 
Проверка адекватности модели и объекта по критерию Фишера 

[5] показала, что во всех расчетных случаях, кроме 2 1uσ = , 2 50ησ = , 
наблюдается адекватность модели объекту. 

 
3.3.3. Рекуррентная форма метода наименьших квадратов 

для линейных регрессионных объектов 
 

При решении практических инженерных задач оценивания на 
управляющих цифровых вычислительных машинах необходимо 
решение задач оценивания в реальном масштабе времени, что тре-
бует сокращения времени вычислений и объема обрабатываемой 
информации. Это может быть достигнуто как за счет совершенст-
вования вычислительной техники, так и за счет модернизации ал-
горитмов оценивания в смысле уменьшения объема вычислений. 
Особенно трудоемкими операциями при использовании явных ме-
тодов идентификации являются операции перемножения и обра-
щения матриц большой размерности. 

Учитывая это, можно заключить, что разработка методов оцени-
вания, позволяющих снизить объем запоминаемой информации и 
уменьшить время вычислений, является актуальной задачей. 

Во многих случаях, когда составляющие вектора измерений по-
ступают последовательно с течением времени, возможно находить 



193 

оценку )1(ˆ +iс  на )1( +i -м шаге измерительного процесса в виде 

коррекции оценки )(ˆ iс  на i -м шаге. Эта коррекция представляет 
собой взвешенную невязку между векторами выходов объекта 

)1( +′ iy  и модели ˆ( ( 1) ( ))U i c i′ ′ψ + , полученными на интервале вре-
мени ];[ 1+ii tt . Такие алгоритмы последовательной обработки дан-
ных называются рекуррентными (последовательными) алгоритма-
ми и имеют вид: 

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( 1)( ( 1) ( ( 1), ( )))с i c i K i y i U i c i′ ′ ′+ = + + + −ψ + , 
)1( +′ iy  – вектор поступивших на интервале );[ 1+ii tt  измерений 

выхода размерности p ; )1( +′ iU  – матрица входов, размерности 
mp× . Такой процесс получения последовательно уточняемых 

оценок называется рекуррентным оцениванием. 
В том случае, когда вся измерительная информация распадается 

на взаимно некоррелированные группы ( p измерений в группе), 
для линейного регрессионного объекта вида 
 )1()1()1( +η′++′=+′ ibiUiy , (3.3.31) 
можно сформировать рекуррентный алгоритм оценивания [4], при 
этом основные рекуррентные формулы для оценки параметров 
имеют вид: 

 ))(ˆ)1()1()(1()(ˆ)1(ˆ ibiUiyiKibib LSLSLS +′−+′++=+ . (3.3.32) 
 )()1()1()()1( iPiUiKiPiP +′+−=+ . (3.3.33) 
Коэффициент усиления ( 1)K i +  может быть рассчитан по формуле 

( ) 1т1т )1()()1()1()1()()1( −− +′+′++′+′=+ iUiPiUiRiUiPiK . (3.3.34) 
Часто в приложениях используется другая формула расчета ко-

эффициента усиления )1( +iK : 
 )1()1()1()1( +′+′+=+ iRiUiPiK , (3.3.35а) 
где )1( +′ iR  – диагональная матрица весов размерности pp× . 

Для инициализации рекуррентного процесса необходимо задать 

начальные приближения )0(ˆ
LSb  и )0(P . Можно предложить два 

способа задания начальных приближений: 
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первый способ заключается в использовании выборок )0(U , 
)0(y  достаточного объема и последующем расчете начальных при-

ближений по формулам [4]: 

 )0())0(()0(ˆ 1 yUbLS
−= ,   1т ))0()0()0(()0( −= URUP ; (3.3.35б) 

второй способ используется, если никаких предварительных 
выборок не производится. В этом случае можно предложить сле-

дующее правило: чем хуже начальные приближения )0(ˆ
LSb , тем 

больше должна быть матрица )0(P . Можно показать, что матрица 
)0(P  отражает матрицу ошибки оценки. Поэтому, чем хуже на-

чальное приближение )0(ˆ
LSb , тем больше дисперсия ошибки 

оценки, и тем больше должна быть матрица )0(P . Вообще, матри-
цу )0(P  можно задать в виде: 
 IP λ=)0( , (3.3.36) 

где λ – большое число, при этом )0(ˆ
LSb  – любой вектор, размерно-

сти m. 
Запишем полученные рекуррентные соотношения при одном 

измерении в группе для РАР-объекта, модель которого может быть 
представлена в виде: 

ciziy ~)()(~ т= , 
где )(iz , c~  определяются формулами (3.1.15), (3.1.16). В этом слу-
чае оценка )1(ˆ +icLS , матрица усиления )1( +iK  и матрица 

)1( +iP  рассчитываются по формулам: 

 ))(ˆ)()()(1()(ˆ)1(ˆ т iciziyiKicic LSLSLS −++=+ , (3.3.37) 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=+
)()()(

)(
1

1)()()1(
т iziPiz

ir

iziPiK , (3.3.38а) 

или 
 ))()1()(()1( iziPiriK +=+ , (3.3.38б) 
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 )()()()(
)()()(

)(
1

1)()1( т

т
iPiziziP

iziPiz
ir

iPiP

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=+ . (3.3.39) 

При равноточных измерениях не имеет смысла использовать 
различные )(ir , 1,  2,  ...i =  . Тогда, введя обозначение 

)()( iPriH ⋅= , можно переписать формулы (3.3.38а), (3.3.38б), 
(3.3.39) в виде: 

 
))()()(1(

1)()()1(
т iziHiz

iziHiK
+

=+  (3.3.40а) 

или 
 )()1()1( iziHiK +=+ , (3.3.40б) 

 )()()()(
))()()(1(

1)()1( т
т

iHiziziH
iziHiz

iHiH ⋅
+

−=+ . (3.3.41) 

Начальные приближения )0(ĉ , )0(H  определяются так же, как 
было рассмотрено выше. 

Пример. Как показывает опыт использования рекуррентных со-
отношений (3.3.37) – (3.3.39), большое влияние на точность оценки 
и на скорость сходимости алгоритма оказывают начальные при-
ближения оценки )0(ĉ  и матрицы )0(P . 

Для исследования влияния этих факторов проводилась иденти-
фикация параметров линейного регрессионного объекта вида: 

)()()()()( 3322110 iiUbiUbiUbbiy η++++= . 

При моделировании использовались следующие параметры объ-
екта 

0b  = 1.0;   1b  = 2.0;   2b  = 3.0;   3b  = 4.0. 
Входные потоки )(iU j ; 50,1=i ; 3,1=j , а также шум измерений 
)(iη  моделировались с помощью генератора нормально распреде-

ленных случайных чисел с параметрами распределений: 

1{ } 1,0M U = ;   
1

2 10,0Uσ = ; 

2{ } 2,0M U = ;   
2

2 10,0Uσ = ; 
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3{ } 3,0M U = ;   
3

2 10,0Uσ = ; 

{ } 0,0M η = ;   2 10,0ησ = . 
В качестве оценки точности определения параметров исследуе-

мого объекта использовалась сглаженная по 10 реализациям ошиб-
ка 

1/2
10 3

2

0 0

1 ˆ( ) ( ( ) )
10 j j

i j
i b i l b

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪Δ = − −⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑ . 

На рис.3.2а и 3.2б приведены зависимости )(iΔ  от номера изме-
рений для различных начальных приближений )0(H  при началь-
ных значениях оценки )0(ĉ  близких к истинным значениям пара-
метров (см. рис.3.4а) и плохих начальных приближениях )0(ĉ  (см. 
рис.3.4б). Приведенные графические зависимости полностью со-
гласуются с теоретическими выводами. 

 

 
 

Рис. 3.4а. График зависимости сглаженной ошибки оценки от номера измерений 
при )0(b  = [1,2; 2,0; 3,1; 3,9] и начальных приближениях матрицы Н(0): 

а) Н[0] = 1хI; б) Н[0] = 10хI; в) Н[0] =100хI 
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Рис.3.4б. График зависимости сглаженной ошибки оценки от номера измерений 
при )0(b  = [0; 0; 0; 0] и начальных приближениях матрицы Н[0]: 

а) Н[0] = 10хI; б) Н[0] = 1000хI; в) Н[0] = 10000хI 
 

3.3.4. Метод наименьших квадратов  
для нелинейных объектов 

 
Рассмотрим нелинейный статический объект 

)()),(()( iciuiy η+Ψ= ,   Ni ,1= . 
Соответствующая ему модель представлена в виде 

 )~),(()(~ ciuiy Ψ= ,   Ni ,1= . (3.3.42) 
Оптимизируемый критерий соответствует методу наименьших 

квадратов: 

∑
=

Ψ−=
N

i
irciuiycJ

1

2 :)()]~),(()([)~(  

 )~(minargˆ
~

cJc
c

LS = . (3.3.43) 

Задача минимизации критерия (3.3.43) при нелинейной функции 
(3.3.42) может быть решена каким-либо методом нелинейного про-
граммирования. Эти методы достаточно хорошо разработаны и 
описаны в соответствующей литературе. 
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В настоящем пособии приведен метод оптимизации, предназна-
ченный для нахождения экстремума функции вида (3.3.43). Полу-
чаемая в результате итерационная последовательность соответст-
вует методу Ньютона – Гаусса [14]. 

Пусть на j -м шаге итерационного процесса имеется некоторая 
оценка параметра )(ˆ jc , достаточно близкая к истинному значению 
параметра. Для каждого i -го момента времени ( ],[ Nii∈ ) разло-

жим функцию ))(ˆ),(( jciuΨ  в ряд Тейлора относительно оценки 
)(ˆ jc  до второго члена малости: 

 ))(ˆ~(~
)~),(())(ˆ),(()~),((

)(ˆ~т jcc
c

ciujciuciu
jcc

−
∂

Ψ∂
+Ψ≅Ψ

=

.(3.3.44) 

Подставим последнее выражение в формулу критерия (3.3.43): 
=)~(cJ  

2
т

1 ˆ ( )

ˆ( ( ), )ˆ ˆ( ) ( ( ), ( )) ( ( )) ( )
N

i
c c j

u i cy i u i c j c c j r i
c=

=

⎡ ⎤
⎛ ⎞∂Ψ⎢ ⎥= −Ψ − −⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ . (3.3.45) 

Введем обозначения: 

)(ˆ~)(
~

jссj −=β ,      
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

Ψ−

Ψ−
=

))(ˆ ),(()(
...

))(ˆ ),1(()1(
)(

jcNuNy

jcuy
je , 

 

)(~~1

1

~
)~),((...~

)~),((
.........
~

)~),1((...~
)~),1((

)(

jccm

m

c
cNu

c
cNu

c
cu

c
cu

j

=
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

∂
Ψ∂

=Φ . (3.3.46) 

С учетом введенных обозначений, функция (3.3.45) принимает 
вид: 

 ))(
~

)()(())(
~

)()(()~( т jjjeRjjjecJ βΦ−βΦ−= . (3.3.47) 
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Последнее выражение, с точностью до обозначений, имеет тот 
же вид, что и критерий (3.3.10). Минимизация критерия (3.3.47) по 

)(
~

jβ  приводит к итерационной последовательности: 

 )))(ˆ(()())()(()(ˆ)1(ˆ т1т jcyRjjRjjcjc Ψ−ΦΦΦ+=+ − . (3.3.48) 
Необходимо отметить, что данный метод очень чувствителен к 

выбору начального приближения )0(ĉ . 
Это объясняется тем, что в основе метода лежит линеаризация 

функции )~),(( ciuΨ  относительно оценки )(ˆ jc  на j-м шаге итера-
ционного процесса. 

Признаком окончания итерационного процесса (3.3.48) может 
служить выполнение условия: 

 δ≤
+

−+

))1(ˆ(

))(ˆ())1(ˆ(

jcJ

jcJjcJ
, (3.3.49) 

где δ – заданное малое число. 
В заключение данного раздела сравним рекуррентную формулу 

(3.3.37) и итерационную (3.3.48). Несмотря на то, что эти формулы 
имеют схожий вид, они отражают два совершенно различных под-
хода к идентификации. 

Рекуррентная формула (3.3.37) построена по принципу коррек-
ции оценки на основе новых наблюдений. 

Итерационная формула (3.3.48) обеспечивает движение к мини-
муму функции (3.3.43) по направлению антиградиента в точке 

)(ˆ jc , при этом никаких новых наблюдений не поступает. 
 

3.3.5. Линейные несмещенные оценки 
с минимальной дисперсией ошибки оценки 

(марковские оценки) 
 

В случае, когда известна ковариационная матрица ошибки из-
мерений var( )Dη = η , то рационально в качестве матрицы весов R в 
методе наименьших квадратов использовать обратную ковариаци-
онную матрицу ошибок измерений, т.е. 

1R D−
η= . 
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Тогда критерий, соответствующий методу наименьших квадра-
тов, для нахождения оценок линейного регрессионного объекта 
будет иметь вид: 
 т 1( ) ( ( )) ( ( ))J b y y b D y y b−

η= − − . (3.3.50) 

Подставляя 1R D−
η=  в формулу оценки (3.3.13) и ошибки оцен-

ки (3.3.23) для линейного регрессионного объекта, получим 

 ( ) 1т 1 т 1ˆ
MVb U D U U D y

−− −
η η= ; (3.3.51) 

 ( ) 1т 1ˆvar( )MVb b U D U
−−

η− = . (3.3.52) 

Покажем, что оценка MVb̂  является оценкой минимальной дис-
персии в классе линейных оценок (теорема Маркова – Гаусса), т.е. 
покажем, что 

)ˆvar()ˆvar( bbbb MVL −≥− , 

где Lb̂  – любая линейная несмещенная оценка. 

Запишем дисперсию оценки Lb̂ : 
тˆvar( ) {( )( ) }Lb b M Qy b Qy b− = − − =  

т{( )( ) }M QUb Q b QUb Q b= + η− + η− . 
Учитывая, что для несмещенных оценок IQU = , получаем 

 тˆvar( )Lb b QD Qη− = , (3.3.53) 
где Dη  — ковариационная матрица помехи. 

Рассмотрим два матричных выражения: 
1/2A D U−

η=    и   т 1/2B QDη= , 
где 

 ( )т1/2 1/2D D Dη η η= . (3.3.54) 

Воспользуемся неравенством Шварца [14] для матриц. Согласно 
этому неравенству: 

( )т1/2 1/2 т тQD D Q QD Qη η η= ≥  
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( ) ( )
1т1/2 1/2 т 1/2 1/2т[ ]QD D U U D D U
−

− − −
η η η η

⎡ ⎤≥ × ×⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( ) ( ) ( )
1т т тт 1/2 1/2 т т 1 т тU D D Q QU U D U U Q
−

− −
η η η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤× =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Так как IQU = , то можем записать 
1т т 1QD Q U D U
−−

η η⎡ ⎤≥ ⎣ ⎦ . 

Учитывая (3.3.43) и (3.3.53), можем записать 

)ˆvar()ˆvar( bbbb MVL −≥− , 
что и требовалось показать. Очевидно, линейная оценка минималь-
ной дисперсии (3.3.51) обладает, кроме доказанного свойства ми-
нимальности дисперсии, теми же свойствами, что и оценка наи-
меньших квадратов. 

 
3.3.6. Метод максимума правдоподобия 

 
В том случае, если известна )~/( ccyp = , т.е. плотность распре-

деления вероятности выхода y  ( y  – конкретная реализация выхо-
да) при условии, что оцениваемый параметр cc ~= , естественно 
попытаться найти такую оценку MPĉ , которая максимизирует эту 
плотность вероятности. Такие оценки получили название – оценки 
максимального правдоподобия, а метод – максимума правдоподо-
бия. 

Таким образом, 
 )~/()~( cypcJ = , (3.3.55) 
или, что эквивалентно 
 ))~/(ln()~( cypcJ −= . (3.3.56) 

Функция ))~/(ln( cyp  называется функцией правдоподобия. Та-
ким образом, MPĉ  является корнем уравнения: 

 
ˆ

( / ) 0
MPc c

p y c
c =

∂
=

∂
, (3.3.57) 
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или 

  
ˆ

ln ( / ) 0
MPc c

p y c
c =

∂
=

∂
 (3.3.58) 

Если выход объекта в каждый i-й момент времени является ад-
дитивной функцией возмущений )(iη , т.е. 
 ( ) ( ( ), ) ( )y i z i c i= Ψ +η , (3.3.59) 
где )(iz  – вектор наблюдений, и известна функция распределения 
шума ( ( ))f iη − η , то нетрудно заметить, что 

( ) ( ) ( ( ), ) ( )( ( ) / ) ( ( )) i y i z i c ip y i c c f i η = −Ψ =ε= = η . 

Если измерения некоррелированны, то для  N  взаимно некорре-
лированных измерений можно записать 

 ( ) ( )
1 1

( / ) ( ( ) / ) ( ( ))
N N

i i
i i

p y c c p y i c c f i η =ε
= =

= = = = η∏ ∏ . (3.3.60) 

В том случае, когда измерения коррелированны, плотность рас-
пределения )~/( ccyp =  не может быть представлена в виде про-
изведения (3.3.60), и необходимо использовать формулу 
 ( / ) ( ( ))p y c f c= η = ε , (3.3.61) 
где ε  – вектор невязок, сформированный по N измерениям. 

Рассмотрим частный случай решения задачи максимального 
правдоподобия при нормальном законе распределения вероятности 
ошибок измерений 

 т 1
/ 1/2

1 1( ) exp
2(2 ) (det )N Lf D

D
−
η

η

⎛ ⎞η = − η η⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

. (3.3.62) 

Согласно (3.3.56), (3.3.61) и (3.3.62), критерий качества будет 
иметь вид: 

/2 1/2 т 11( ) ln[(2 ) (det ) ] ( ) ( )
2

NJ c D c D c−
η η⎡ ⎤= π + ε ε⎣ ⎦ . 

Так как первое слагаемое последнего выражения от c~  не зави-
сит то можно записать: 

т 1( ) ( ) ( )J c c D c−
η= ε ε , 

или, подставляя вместо )~(cε  его выражение, получим: 
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 т 1( ) ( ( )) ( ( ))J c y c D y c−
η= −Ψ −Ψ . (3.3.63) 

Как видно, последнее выражение соответствует критерию каче-
ства метода наименьших квадратов при 1R D−

η= . 
 

3.3.7. Метод максимума апостериорной вероятности 
 

Пусть наряду с плотностью распределения )~/( cyp  известна 
априорная плотность распределения вероятности )~( ccp = . 

Тогда, используя формулу Байеса, можно записать апостериор-
ную плотность распределения )/~( yccp = : 

 
)(

)~()~/()/~(
yp

ccPcypyccp =
== . (3.3.64) 

Оценка MAPĉ , обеспечивающая максимальное значение апосте-
риорной плотности распределения )/~( yccp = , называется оцен-
кой максимального правдоподобия. 

Таким образом, в качестве критерия в методе максимума апо-
стериорной вероятности может быть использована функция: 
 )/~(ln)~( ycpcJ −= . (3.3.65) 

Подставляя в (3.3.65) формулу Байеса, и принимая во внимание, 
что )(yp  не зависит от c~ , можно критерий записать в виде: 
 ))~(ln)~/(ln()~( cPcyPcJ −−= . (3.3.66) 

Таким образом, MAPĉ  является корнем уравнения 

 
ˆ

( ln ( / ) ln ( )) 0
MAPc c

p y c p c
c =

∂
− − =

∂
. (3.3.67) 

В общем случае, решение задачи (3.3.67) не может быть получе-
но в явном виде. 

Рассмотрим решение этой задачи для линейной системы (3.1.6) 
при нормальном законе распределения ошибок измерений η  и 
нормальном законе априорной плотности распределения )(bp : 
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 т 1
/2 1/2

1 1( ) exp
2(2 ) (det )Nf D

D
−
η

η

⎛ ⎞η = − η η⎜ ⎟
π ⎝ ⎠

, (3.3.68) 

 т 1
/2 1/2

1 1( ) exp ( ) ( )
2(2 ) (det ) b b bm

b
p b b D b

D
−⎛ ⎞= − −μ −μ⎜ ⎟

π ⎝ ⎠
. (3.3.69) 

Принимая во внимание, что при линейном объекте и аддитивной 
помехе ( / ) ( ) y Ubp y b f η= −= η , можно записать 

( )1/21/22ln ( / ) ln ( ) ln (2 ) det det
N m

bp y b p b D D
+

η

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − = π +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 т 1 т 11 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 b b by Ub D y Ub b D b− −

η
⎡ ⎤+ − − + −μ −μ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (3.3.70) 

Подставляя (3.3.70) в (3.3.67) и учитывая, что ηD  и bD  не зави-
сят от оценки, получаем 

 т 1 т 1

ˆ

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0
2 2

MAP

b b b
b b

y Ub D y Ub b D b
b

− −
η

−

∂ ⎡ ⎤− − + −μ −μ =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
. (3.3.71) 

Введем следующие обозначения: 

 *
m

U
U

I
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

;   *
b

y
y

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥μ⎣ ⎦

;   
1

*
1

0

0 b

D
R

D

−
η

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (3.3.72) 

где mI  – единичная матрица размера mm× . 
Используя обозначение (3.3.72), выражение (3.3.71) можно пе-

реписать в виде: 
т

ˆ
( * * ) *( * * ) 0

MAPb b
y U b R y U b

b =

∂ ⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦∂
. 

Производя дифференцирование и разрешая полученное матрич-

ное уравнение относительно MAPb̂ , найдем 

 ( ) 1т * тˆ * * * *MAPb U R U U Ry
−

= . (3.3.73) 

Нетрудно заметить, что форма уравнения (3.3.73) совпадает с 
формой уравнения (3.3.13), однако в данном случае используется 
расширенная матрица входа *U  и расширенный вектор измерений 
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*y , причем вектор математического ожидания bμ  рассматривают-
ся как дополнительные измерения. Подставляя (3.3.72) в (3.3.73), 
запишем формулу для оценки в ином виде: 

 ( )( )1 т 1 т 1 1ˆ
MAP b b bb D U D U U D y D− − − −

η η= + + μ . (3.3.74) 

Нетрудно заметить, что ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

−
η

1

1
*

0
0

bD
D

R , можно трактовать 

как матрицу дисперсий объединенного вектора ошибок измерений 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
μ−

η
=η

bb
* . Тогда оценка (3.3.73 ) является оценкой минималь-

ной дисперсии по отношению к линейному объекту вида: 
*** η+= bUy . 

Ковариационная матрица ошибок оценки, согласно формуле 
(3.3.55), может быть записана следующим образом 

1
**т*)ˆ( var

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=− URUbbMAP , 

или, подставив обозначения (3.3.75 ) и произведя несложные пре-
образования, получим 

( ) 11 т 1ˆvar  ( )MAP bb b D U D U
−− −

η− = + . 

Отметим, что в случае отсутствия априорной информации о па-
раметре, дисперсия оцениваемого параметра ∞=bD . Тогда 

( ) ( )11 т 1 т 1 1ˆ lim
b

MAP b b bD
b D U D U U D y D

−− − − −
η η

→∞
= + + μ =  

( ) 1т 1 т 1 ˆ
LSU D U U D y b

−− −
η η= = . 

Наоборот, при достоверном знании значения параметра b , 
0Dη = . 

   ( ) ( )11 т 1 т 1 1
0

ˆ lim
b

MAP b b b bD
b D U D U U D y D

−− − − −
η η

→
= + + μ = μ . (3.3.75) 
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3.3.8. Байесовские оценки 
 

Можно заметить, что методы оценивания, описанные ранее, 
представлены в порядке возрастания априорной информации, не-
обходимой для их реализации. Так, для использования метода наи-
меньших квадратов не требуется никаких дополнительных сведе-
ний ни о статистических характеристиках шумов измерений или 
помех, ни о плотности распределения самого оцениваемого пара-
метра. Конечно, статистические свойства полученной оценки зави-
сят от этих характеристик. Для реализации метода максимума 
правдоподобия требуется знание плотности распределения 

)~/( cyp , а для метода максимума апостериорной вероятности на-
ряду с )~/( cyp  должна быть известна и априорная плотность рас-
пределения )~(cp . 

Для получения байесовских оценок, кроме функций распреде-
ления )~/( cyp , )~(cp , )(yp , необходимо знание и некоторой 
функции штрафа )~( cc −ϕ ; при этом байесовская оценка миними-
зирует условное математическое ожидание функции штрафа 

}/)~({ yccM −ϕ  при конкретной реализации выхода y . Так как 

 cdycpccyccM ∫
∞

∞−

−ϕ=−ϕ )/()~(}/)~({ , (3.3.76) 

то байесовская оценка 

 ∫
∞

∞−

−ϕ= cdycpccс
cB )/()~(minargˆ
~ . (3.3.77) 

При квадратичной функции штрафа (3.2.23) функционал (байе-
совский риск) принимает вид: 

 ∫
∞

∞−

−−= cdycpccRcccJ )/()~()~()~( т . (3.3.78) 

Оценка Bĉ , обеспечивающая минимум критерия (3.3.78), по су-
ти, является оценкой с минимальной среднеквадратической ошиб-
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кой при данной выборке y . Ее можно найти, приравняв к нулю 
градиент )~(cJ  по переменной c~  и решив уравнение 

 
ˆ

( ) ˆ2 ( ) ( / ) 0
B

MV
c c

J c R c c P c y dc
c

∞

−∞=

∂
= − =

∂ ∫  (3.3.79) 

относительно Bĉ . Равенство (3.3.79) можно переписать в виде: 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

= cdycPccdycPсB )/()/(ˆ . 

Учитывая теперь, что функция )/( ycP  является плотностью 

распределения и, следовательно, ∫
∞

∞−

=1)/( cdycP , получаем форму-

лу для оценки 

 ∫
∞

∞−

== }/{)/(ˆ ycMcdycPccB . (3.3.80) 

Нетрудно показать [14], что рассмотренная процедура миними-
зации действительно приводит к минимально возможному значе-
нию байесовского риска (3.2.23). Очевидно, выражение (3.3.80) 
представляет собой условное математическое ожидание }/{ ycM  

параметра c  при конкретной реализации выхода y , т.е. оценка Bĉ  
совпадает с апостериорным средним значением параметра c . 

Рассмотрим более подробно задачу нахождения байесовской 
оценки параметров линейного регрессионного объекта (3.1.6) при 
нормальных законах распределения )(ηf  и )(bp , которые описы-
ваются формулами (3.3.68) и (3.3.69). В качестве функции штрафа 
будем использовать квадратичный критерий (3.3.78). Как было по-

казано, в этом случае Bb̂  представляет собой апостериорное сред-
нее (3.3.80), т.е. 

 ∫
∞

∞−

== }/{)/(ˆ ybMbdybpbbB . (3.3.81) 
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Апостериорная плотность распределения )/( ybp  может быть 
определена по формуле Байеса: 

 
)(

))()/(()/(
yp

bpbypybp = . (3.3.82) 

В этой формуле )(bp  (априорная плотность распределения оце-
ниваемого параметра) имеет, по условию, нормальный закон рас-
пределения, bUyfbyp

−=η
η= )()/(  – также представляет собой 

нормальный закон распределения. Кроме того, учитывая, что объ-
ект линейный относительно параметра b  и шума η , и исходя из 
свойств нормального закона распределения [5], можно заключить, 
что )(yP  – нормальный закон распределения с параметрами: 

bUbUMyM μ=η+= }{}{ ;   тvar{ } by UD U Dη= + . 
Таким образом: 

×
+π

=
η

2/1т2/ )det()2(
1)(

DUUD
yp

b
N  

 т т 11exp ( ) ( ) ( )
2 b b by U UD U D y U−

η
⎡ ⎤× − − μ × + − μ⎢ ⎥⎣ ⎦

. (3.3.83) 

Подставляя в (3.3.82) выражение для )/( byp , )(bp , )(yp , оп-
ределяемые формулами (3.3.68), (3.3.69) и (3.3.83), получим: 

×
⋅π

+
=

η

η
2/12/

2/1т

]det[det)2(
)][det(

)/(
DD

DUUD
ybp

b
m

b  

т 1 т 11exp ( ) ( ) ( ) ( )
2 b b by Ub D y Ub b D b− −

η
⎡× − − − − −μ −μ +⎢⎣

 

т т 1( ) ( ) ( )b b by U UD U D y U−
η

⎤
+ − μ − − μ ⎥

⎦
. 

Раскрывая скобки в показателе экспоненты и приводя подобные 
члены, можно записать: 
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×

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

⋅
π

=

η

η
2
1

т
2/

)det(
detdet

)2(

1)/(

DUUD
DD

ybp

b

bm

 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−× )()(

2
1exp тт ξξ bGb , (3.3.84) 

где введены следующие обозначения: 

 ( ) ( )bbb DyDUUDUD μ++=ξ −−
η

−−
η

− 11т11т1 ; (3.3.85) 

 ( )1 т 1
bG D U D U− −

η= + . (3.3.86) 

Как и следовало ожидать, )/( ybp  имеет нормальный закон 
распределения с параметрами: 

ξ=}/{ ybM ;   1}/var{ −=Gyb . 
Таким образом, учитывая (3.3.81), можно заключить: 

== }/{ˆ ybMbB  

 ( ) ( )11 т 1 т 1 1
b b bD U D U U D y D

−− − − −
η η= + + μ ; (3.3.87) 

 1 т 1ˆvar  { }MV bb b D U D U− −
η− = + . (3.3.88) 

Сравнивая последние выражения с оценкой максимума апосте-
риорной вероятности для линейного объекта при нормальных зако-
нах распределения b  и η , можно заметить, что эти оценки полно-
стью совпадают. 

 
3.4. Рекуррентные сходящиеся алгоритмы 

при полной априорной информации о помехе 
 

3.4.1. Метод стохастической аппроксимации для решения  
скалярных стохастических уравнений 

 
Метод стохастической аппроксимации был предложен в 1951 г. 

Робинсоном и Монро [14] для решения скалярных стохастических 
уравнений вида 
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 ( , ( )) ( ) 0c i y iψ η − = ,   ,...,2,1=i  (3.4.1) 
где с – искомый параметр; )(iη  – случайная последовательность с 
характеристиками 

{ ( )} 0M iη = ,   2cov{ ( ), ( )} ( )ki j i jηη η = σ δ − . 
Для нахождения корня стохастического уравнения (3.4.1) было 

предложено использовать рекуррентную последовательность 
 1 1ˆ ˆ ˆ( ( ) ( 1))i i i ic c c y i+ += − γ ψ − + . (3.4.2) 

Задача состоит в подборе такого коэффициента 1+γ i , который 
обеспечивал бы  состоятельность оценки  в среднеквадратичном, а 
именно: 
 2ˆlim {( ) } 0ii

M c c
→∞

− = . (3.4.3) 

Запишем математическое ожидание квадрата ошибки оценки на 
(i + 1)-м шаге через математическое ожидание квадрата ошибки 
оценки на i-м шаге: 

2 2
1 1ˆ ˆ ˆ{( ) } {[ ( ( ) ( 1)) ] }i i i iM c c M c c y i c+ +− = − γ ψ − + − =  

2 2 2
1ˆ ˆ{( ) } { ( ( ) ( 1)) }i i iM c c M c y i+= − + γ ψ − + −  

 1 ˆ ˆ2 { ( )( ( ) ( 1))}i i iM c c c y i+− γ − ψ − + . (3.4.4) 
Введем обозначения: 

 2
1 1ˆ{( ) }i iM c c+ +ξ = − ; (3.4.5а) 

})ˆ{( 2ccM ii −=ξ ; 

 2ˆ{[ ( ) ( 1)] }i ie M c y i= ψ − + ; (3.4.5б) 
 ˆ ˆ{( )( ( ) ( 1))}i i id M c c c y i= − ψ − + . (3.4.5в) 

Используя эти обозначения, запишем (3.4.4) в виде: 
 2

1 1 12i i i i i ie d+ + +ξ = ξ + γ − γ . (3.4.6) 
Так как iξ , 1+ξi , ie  больше нуля, то для того, чтобы ошибка 

оценки на каждом шаге в принципе могла уменьшаться, необходи-
мо выполнение условия: 
 1 0i id+γ > . (3.4.7) 
В противном случае, математическое ожидание квадрата ошибки 
оценки будет монотонно увеличиваться. 
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Условие (3.4.7) будет выполняться, если id  и 1+γ i  имеют оди-
наковые знаки, т.е.: 

⎩
⎨
⎧

<<γ
>>γ

+

+

.0   при   0
;0   при   0

1

1

ii

ii
d
d

 

Анализируя выражение (3.4.5в), можно заключить, что 0>id  
при монотонно возрастающих функциях )~(cψ  и 0<id  при моно-
тонно убывающих )~(cψ . 

Таким образом, учитывая вышесказанное, функция )~(cψ  долж-
на быть монотонной, по крайней мере на отрезке ],ˆ[ cci , в против-
ном случае может наблюдаться расходимость метода. 

Выражение (3.4.6) можно представить в виде сумм: 
1 1

2
1 0 1 1

1 1
2

i i

i k k k k
k k

e d
+ +

+ − −
= =

ξ = ξ + γ − γ∑ ∑ . 

Перепишем последнее выражение в ином виде: 
1 1

2
1 0 1 1

1 1

1
2

i i

k k i k k
k k

d e
+ +

− + −
= =

⎛ ⎞
γ = ξ − ξ + γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Так как 01 >ξ +i , то справедливо неравенство: 
1 1

2
1 0 1

1 1

1
2

i i

k k k k
k k

d e
+ +

− −
= =

⎛ ⎞
γ < ξ + γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Возьмем предел по i от правой и левой частей неравенства: 

 
1 1

2
1 0 1

1 1

1lim lim
2

i i

k k k ki ik k
d e

+ +

− −
→∞ →∞= =

⎛ ⎞
γ < ξ + γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . (3.4.8) 

Наложим на последовательность kγ  условие 

 2

1
k

k

∞

=
γ < ∞∑ . (3.4.9) 

Тогда, при допущении, что 1−ke  − конечна, по признаку Абеля 

[11] сумма ряда 1
2

−γ kk e  − ограничена, т.е. 
1

2
1

1
lim

i

k ki k
e

+

−
→∞ =

γ < ∞∑ . 
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Следовательно, справедливо неравенство 

 
1

1
1

lim
i

k ki k
d

+

−
→∞ =

γ < ∞∑ , (3.4.10) 

Если теперь на kγ  наложим еще одно условие, а именно: 

 
1

k
k

∞

=
γ = ∞∑ , (3.4.11) 

то, на основании признака Дирихле [11], необходимым и достаточ-
ным условием сходимости ряда (3.4.10) будет условие 

0lim =
∞→ kk

d . 

Таким образом, если kγ  будет удовлетворять трем условиям: 

2

1

1

1) 0 при монотонно возрастающей (с),
0 при монотонно убывающей ( );

(3.4.12)2) ;

3) ,

k

k

k
k

k
k

c
∞

=
∞

=

γ > ψ ⎫
⎪γ < ψ ⎪
⎪⎪γ < ∞ ⎬
⎪
⎪
⎪γ = ∞
⎪⎭

∑

∑

то 
 0lim =

∞→
k

k
d . (3.4.13) 

Покажем, что выражение (3.4.13) эквивалентно условию состоя-
тельности в среднем квадратичном. Для этого подставим вместо kd  
выражение (3.4.5в). Тогда 
 0)}ˆ))(1()ˆ({(lim =−+−ψ

∞→
cckycM kk

k
. (3.4.14) 

Разложим )ˆ( kcψ  в ряд Тейлора относительно истинного значе-
ния параметра, пренебрегая членами высшего порядка малости: 

)ˆ(~
)~()()ˆ(

~
cc

c
ccc k

cc
k −

∂
ψ∂

+ψ=ψ
=

. 

Подставив последнее выражение в (3.4.14), получим: 

0]ˆ[ )1()ˆ(~
)~()(lim

~
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−−

ψ
+ψ

=∞→
cckycc

cd
cdcM kk

cck
. 
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С точностью до случайного возмущения )(iη  можно считать, 
что )1()( +≅ψ kyc , тогда 

 2( ) ˆlim ( ) 0kk c c

d cM c c
dc→∞ =

⎧ ⎫ψ
− =⎨ ⎬

⎩ ⎭
. (3.4.15) 

Для монотонных функций 0~
)~(
≠

∂
ψ∂

c
c , и, следовательно, соотно-

шение (3.4.15) эквивалентно выражению 
 2ˆlim {( ) } 0kk

M c c
→∞

− = . (3.4.16) 

Последнее соотношение совпадает с условием состоятельности 
оценки в среднем квадратичном. Таким образом условие (3.4.13) 
эквивалентно состоятельности в среднеквадратичном с точностью 
до введенных упрощений (отбросили члены высшего порядка ма-
лости при разложении в ряд Тейлора и ввели допущение о моно-
тонности )~(cψ ). 

Подводя итог вышесказанному, можно заключить, что оценка, 
вычисляемая с помощью рекуррентной последовательности 
 ))1()ˆ((ˆˆ 11 +−ψγ−= ++ iyccc iiii  (3.4.17) 
будет состоятельной, коэффициент iγ  удовлетворяет трем услови-
ям: 

2

1

1

1) 0 при монотонно возрастающей (с),
0 при монотонно убывающей ( );

(3.4.18)2) ;

3) .

k

k

k
k

k
k

c
∞

=
∞

=

γ > ψ ⎫
⎪γ < ψ ⎪
⎪⎪γ < ∞ ⎬
⎪
⎪
⎪γ = ∞
⎪⎭

∑

∑

Очевидно, можно подобрать бесконечное количество последова-
тельностей iγ , удовлетворяющих условиям (3.4.1 8). Возможным 
видом такой последовательности является ряд 

 
i
b

i =γ , (3.4.19) 

где b – любое положительное число. 
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Рассмотренная рекуррентная процедура (3.4.17) позволяет найти 
состоятельную оценку скалярного параметра с. Для состоятельной 
оценки векторного параметра c  была впоследствии предложена 
модификация метода стохастической аппроксимации, которая лег-
ла в основу рекуррентных методов идентификации параметров 
объектов. 

 
3.4.2. Обобщение метода стохастической аппроксимации 

для решения задач идентификации 
 

Рассмотрим, в общем случае, нелинейный объект, описание ко-
торого представлено в форме «вход-выход»: 
 )()),(()( iciuiy η+ψ= , (3.4.20) 

0)}({ =η iM ,   2cov{ ( ), ( )} ( )ki j i jηη η = σ δ − , 
соответствующее уравнение модели имеет вид 
 )~),(()(~ ciuiy ψ= . (3.4.21) 

Рассмотрим четную функцию +ψ )~),((( ciuF ))()( iyi −η  – ана-
лог функции потерь, которая достигает минимума при cc =~ . 

Тогда c  является корнем стохастического векторного уравне-
ния: 

 0~
))()()~),(((

~
=

∂
−η+ψ∂

=ccc
iyiciuF . (3.4.22) 

Принципиально векторное уравнение (3.4.22) ничем не отлича-
ется от стохастического скалярного уравнения (3.4.1). Причем, по 
крайней мере для линейных систем, уравнение (3.4.22) – монотон-
но возрастающее. 

По аналогии с решением скалярных уравнений, составим рекур-
рентную последовательность для решения стохастического вектор-
ного уравнения (3.4.22): 

 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
+−+ψ∂

Γ−=
=

++
icc

iii c
iyciuFcс

ˆ~11 ~
))1()~),1(((ˆˆ . (3.4.23) 
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Так как выражение ))1()~),1(( +−+ψ iyciu  представляет собой 
невязку )~,1( ci +ε  между выходом модели и объекта, то можно за-
писать: 

 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂
+ε∂

Γ−=
=

++
icc

iii c
ciFcc

ˆ~11 ~
)~,1((ˆˆ , (3.4.24) 

где 1+Γi  – матрица коэффициентов усиления, диагональные эле-
менты которой удовлетворяют условиям: 

, 1

2
, 1

1

, 1
1

1) 0, 1, ;

2) , 1, ;

3) , 1, .

j i

j i
i

j i
i

j m

j m

j m

+

∞

+
=
∞

+
=

⎫
⎪γ > =
⎪
⎪⎪γ < ∞ = ⎬
⎪
⎪
⎪γ = ∞ =
⎪⎭

∑

∑

 (3.4.25) 

Одним из возможных видов матричной последовательности 
1+Γi , удовлетворяющей условию (3.4.2 4), является матричный ряд 

 
11 +

Β
=Γ + ii , (3.4.26) 

где В – некоторая положительно определенная матрица. 
 

3.4.3. Асимптотическая скорость сходимости 
рекуррентных алгоритмов 

 
Рассмотрим след ковариационной матрицы ошибки оценки на  

i-м шаге рекуррентного процесса оценивания: 

{ }т)ˆ)(ˆ(  tr}ˆ{ var  tr ccccMcc iii −−=− . 
В предыдущем разделе было показано, что при правильно вы-

бранной матрице iΓ  оценка будет состоятельной: 
0}ˆ{ var trlim =−

∞→
cci

i
. 

При этом могут быть различные способы задания матрицы 1+Γi . 
Кроме того, не накладывалось никаких дополнительных условий 
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(кроме условия четности) на функцию потерь ))~,(( ciF ε . Однако 
различные способы задания матрицы 1+Γi  и различные функции 
потерь ))~,(( ciF ε  будут давать различные скорости сходимости 
оценок к истинным значениям параметра. 

В качестве меры скорости сходимости алгоритмов в теории оце-
нивания принято использовать асимптотическую матрицу ковариа-
ций ошибок оценки (АМКО) [13]: 

=−=
∞→

}ˆ{ var limV cci ii
 

 { }т)ˆ)(ˆ( lim cccciM iii
−−=

∞→
. (3.4.27) 

Очевидно, чем меньше АМКО, тем выше скорость сходимости 
алгоритма. Так как iĉ  функционально зависит от вида функции 
потерь )(εF  и от вида матрицы iΓ , то и АМКО является функцио-
налом )(εF  и iΓ . 

В дальнейшем несколько упростим задачу и будем задавать iΓ  в 
виде 

 B
i i

Γ = , (3.4.28) 

где B , как указывалось ранее, некоторая положительно опреде-
ленная матрица. Тогда рекуррентный процесс нахождения вектор-
ного параметра c  может быть представлен формулой: 

 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
+ε∂

+
−=

=
+

icc
ii c

ciF
i

cc
ˆ~

1 ~
)~,1((

1
Bˆˆ , (3.4.29) 

где ))1()~),1(()1( +−+ψ=+ε iyciui  
Поставим себе целью найти такую матрицу *B  и такую функ-

цию потерь )(* εF , которые обеспечивают минимум АМКО. При 
этом будем считать, что известна плотность распределения помехи 

)(ηf . Вначале найдем оптимальную матрицу *B , такие алгорит-
мы будем называть «оптимальными» [13]. Затем найдем оптималь-
ную функцию потерь )(* εF  – «абсолютно оптимальные» алго-
ритмы. 



217 

Можно показать [4], что асимптотическая ковариационная мат-
рица ошибки оценки V , матрица B  и функция потерь )(εF  связа-
ны следующим матричным уравнением: 

{ } ( ) { } ( )2 2 т1 1B ( ) A , I V V ( ) A ,  B I
2 2

M F c M F cη η
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′′η σ − + η σ − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 { } ( )2 2 тB  ( )  A ,  BM F c η′= η σ . (3.4.30) 

Полученное матричное уравнение представляет собой сложную 
функциональную зависимость АМКО от матрицы В и функции по-
терь )(εF . В общем случае невозможно в явном виде разрешить 
это уравнение относительно АМКО. 

 
3.4.4. Оптимальные рекуррентные алгоритмы идентификации 

 
Как уже отмечалось в предыдущем разделе, «оптимальными» 

рекуррентными алгоритмами будем называть алгоритмы, которые 
используют матрицу *B  – оптимальную в смысле минимума АМ-
КО при заданной функции потерь )(εF . 

Представим матрицу В в виде: 
 B B* B= +λδ , (3.4.31) 
где *B  – искомая оптимальная матрица, Bδ  – вариация матрицы 
В, λ – параметр. 

Обозначим: 
 )B*B(V)( λδ+=λΦ , (3.4.32) 

 { } ( )2,A)(G ηση′′= cFM . (3.4.33) 
Тогда уравнение (3.4.30) для АМКО запишется в виде 

( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −λδ+λΦ+λΦ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −λδ+ I

2
1B*BG)()(I

2
1G)B*B( ттт  

 { } ( ) ( )2 2 т т(B* B)  ( )  A ,  B* BM F c η′= +λδ η σ +λδ . (3.4.34) 

Условие минимума АМКО можно представить в виде 

0)(

0
=

λ
λΦ

=λd
d ,   Bδ∀ . 

Дифференцируя обе части уравнения (3.4.34) по λ и затем пола-
гая λ = 0, получим: 
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{ } ( )2 2 тB G (0)  ( )  A ,  B*M F c η
⎡ ⎤′δ Φ − η σ +⎣ ⎦  

{ } ( )т 2 2 т(0)G B*  ( )  A , B 0M F c η
⎡ ⎤′+ Φ − η σ δ =⎣ ⎦ . 

Нетрудно видеть, что последнее условие будет выполняться для 
любых δВ только при обращении в нуль выражений, стоящих в 
квадратных скобках, т.е. 

{ } ( )2 2 тG (0)  ( )  A ,  B* 0M F c η′Φ − η σ = . 

Подставляя выражение (3.4.33) для G и учитывая, что 
*V)0( =Φ , получим: 

{ } ( ) { } ( )2 2 2 т( ) A , V* ( )  A ,  B* 0M F c M F cη η′′ ′η σ − η σ = . 

Разрешим полученное уравнение относительно *V , тогда бу-
дем иметь: 

 
{ }2

т
( )

V* B*
{ ( )}

M F

M F

′ η
=

′′ η
. (3.4.35) 

Для нахождения оптимальной матрицы В* подставим получен-
ное выражение для V* в уравнение АМКО (3.4.30); тогда после не-
сложных преобразований получим: 

 ( )1 21B* A ,
{ ( )}

c
M F

−
η= σ

′′ η
, (3.4.36) 

или, раскрывая операцию математического ожидания, будем иметь: 

( )1 21B* A ,
( ) ( )

c
F f d

−
η∞

−∞

= σ
′′ η η η∫

. 

Используя формулу интегрирования по частям, можно записать 

 ( ) ( ) ( ) ( )F f d F f d
∞ ∞

−∞ −∞

′′ ′ ′η η η = − η η η∫ ∫ . (3.4.37) 

Тогда последнее выражение перепишем в виде 

 ( )1 21B* A ,
( ) ( )

c
F f d

−
η∞

−∞

= σ
′ ′− η η η∫

. (3.4.38) 
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Для нахождения «оптимальной» АМКО подставим (3.4.36) в 
(3.4.35) и получим: 

 
{ } ( )

2
1 2

2

 ( )
V(B*) A ,

[ { ( )}]

M F
c

M F
−

η

′ η
= σ

′′ η
 (3.4.39) 

или 

( )
2

1 2
2

( ) ( )
V(B*) A ,

( ) ( )

F f d
c

F f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′ η η η
= σ
⎡ ⎤

′′ η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

. 

Используя замену (3.4.37), запишем эквивалентную формулу 
для АМКО: 

( )
2

1 2
2

( ) ( )
V(B*) A ,

( ) ( )

F f d
c

F f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′ η η η
= σ
⎡ ⎤

′ ′η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

. 

Как видно, полученная АМКО является функционалом от функ-
ции потерь )(εF  и плотности распределения )(ηf . В дальнейшем 
АМКО, оптимальную только относительно матрицы В, будем обо-
значать ),(V fF , т.е. 

 ( )
2

1 2
2

( ) ( )
V( , ) A ,  

( ) ( )

F f d
F f c d

F f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′ η η η
= σ η
⎡ ⎤

′ ′η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

. (3.4.40) 

Подставляя матрицу В* в рекуррентный алгоритм (3.4.29), по-
лучим: 

( )
1

1 2
1

ˆ

1 1 ( ( , ))ˆ ˆ A ,  
( ) ( ) i

i i
c c

F i cc c c
i c

F f d −

−
− η∞

=

−∞

∂ ε
= − σ

∂
′ ′− η η η∫

. 

Очевидно, полученный алгоритм невозможно реализовать, так 
как в формулу для нормированной информационной матрицы вхо-
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дит оцениваемый параметр c . Эту трудность можно обойти, ис-
пользовав вместо c  оценку параметра на (i – 1)-м шаге. Таким об-
разом, реализуемый рекуррентный алгоритм будет иметь вид: 

( )
1

1 2
1 1

ˆ( ) ( , )

1 1 ( )ˆ ˆ ˆA ,  
( ) ( ) i

i i i
y i i c

dFc c c
i d

F f d −

−
− − η∞

ε= −ψ

−∞

ε
= + σ ×

ε
′ ′− η η η∫

 

 
1ˆ

( , )

ic c

i c
c

−=

∂ψ
×

∂
. (3.4.41) 

Полученная рекуррентная формула является наиболее общей и 
может быть использована для идентификации параметров нели-
нейного объекта при произвольной функции потерь )(εF . 

Существенным недостатком данного алгоритма является необ-
ходимость рассчитывать, а затем обращать матрицу ( )2A ,c ησ . 

Предлагаемая ниже процедура [13] позволяет обойти эти трудно-
сти. 

Заменим матрицу ( )2A ,c ησ  ее выборочной или эмпирической 

оценкой: 

( ) ( )
1

т
2 2

ˆ 1 ˆ

1 ( , ) ( , )A , A ,  
i

j

i

c c j c c

j c j cc c
i c c−

η η
= = =

⎛ ⎞∂ψ ∂ ψ
σ ≅ σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ . 

Тогда матрица коэффициентов усиления )(iΓ  примет вид: 
1

т

1 ˆ

1 1 ( , ) ( , )( )
( ) ( ) j

i

j c c

j c j ci
i c c

i F f d

−

∞
= =

−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ψ ∂ ψ⎢ ⎥Γ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥′ ′− η η η ⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∫

 

1
т

1

( , ) ( , )( ) ( )
j

i

j c c

j c j cF f d
c c

−
∞

=−∞ =

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ψ ∂ ψ⎢ ⎥⎜ ⎟′ ′= − η η η⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∫ . 

Воспользуемся леммой об обращении квадратных матриц, кото-
рая формулируется следующим образом: 
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Пусть квадратная матрица )(T i  имеет вид 
1

т

1
T( ) ( ) ( ) U

i

j
i t j t j

−

=

⎡ ⎤
= κ +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , 

где κ – скаляр; ( )t j  – вектор; U – постоянная симметричная мат-
рица той же размерности, то справедливо следующее рекуррентное 
соотношение: 

)()1(T)(
)1(T)()()1(T)1(T)(T т1

т

itiit
iititiii

−+κ
−−

−−= − , 

1U)0(T −= . 
Полагая  

)()(T ii Γ= ; )1()1(T −Γ=− ii ; 

∫
∞

∞−

ηη′η′−=κ dfF )()( ; 

1ˆ

( , )( ) ; U 0
ic c

j ct i
c

−=

∂ψ
= =

∂
, 

получим для коэффициента усиления )(iΓ  следующее рекуррентное 
выражение : 

−−Γ=Γ )1()( ii  

1 1

11

т

ˆ ˆ
1 т

ˆˆ

( , ) ( , )( 1) ( 1)

( , ) ( , )( ) ( ) ( 1)

i i

ii

c c c c

c cc c

i c i ci i
c c

i c i cF f d i
c c

− −

−−

= =
−∞

−∞ ==

∂ψ ∂ ψ
Γ − Γ −

∂ ∂
−
⎛ ⎞ ∂ ψ ∂ψ′ ′− η η η + Γ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
∫

.  (3.4.42) 

В качестве начального приближения принимают матрицу 
 I)0( ν=Γ , (3.4.43) 
где ν – большое число. 

Таким образом, оптимальный рекуррентный алгоритм будет со-
стоять из двух вычисляемых формул 

 
1

1 1
ˆ

( , )ˆ ˆ ˆ( ) ( ( , )))
i

i i i
c c

i cc c i F i c
c

−

− −
=

∂ψ′= + Γ ε
∂

, (3.4.44) 
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где )(iΓ  вычисляется на каждом шаге рекуррентного процесса по 
формуле (3.4.42) при начальных условиях (3.4.43). Начальное при-
ближение 0ĉ  может быть задано любым вектором соответствую-
щей размерности. 

В заключение данного раздела запишем рекуррентный опти-
мальный алгоритм для линейного динамического объекта 

1 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

n n n

j k l
j k l

y i a y i j b u i k d i l
= = =

= − − + − + η −∑ ∑ ∑ . 

Как известно, оптимальная настраиваемая модель, соответст-
вующая данному объекту, имеет вид: 

1 0
( ) ( ) ( )

n n

j k
j k

y i a y i j b u i k
= =

= − − + − +∑ ∑  

1 0
( ( ) ( ))

n
l

l

d
y i l y i l

d=
+ − − −∑ , 

или, используя введенные в разд. 3.1.1 обозначения, 
ciziy ~)()(~ т= . 

Тогда 

 )(~
)~,( iz

c
ci

=
∂

ψ∂ . (3.4.45) 

Подставляя (3.4.45) в рекуррентные соотношения (3.4.42), 
(3.4.44), получим: 

 )()))1(ˆ,(()()1(ˆ)(ˆ iziciFiicic −ε′Γ+−= ; (3.4.46а) 
т

1
т

( 1) ( ) ( ) ( 1)( ) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

i z i z i ii i

F f d z i i z i
−∞

−∞

Γ − Γ −
Γ = Γ − −

⎛ ⎞
′ ′− η η η + Γ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

, 

 )1(ˆ)()())1(~,( т −−=−ε iciziyici , (3.4.46б) 

где )0(ĉ  – любой вектор; I)0( λ=Γ ; λ – большое число. 
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3.4.5. Оптимальная функция потерь 
 

В предыдущем разделе была получена формула, которая отра-
жает зависимость АМКО от функции потерь )(ηF  и плотности 
распределения шумов )(ηf при оптимальном (в смысле минимума 
АМКО) выборе матрицы B  

( )
2

1 2
2

( ) ( )
V( , ) A ,

( ) ( )

F f d
F f c

F f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′ η η η
= σ
⎡ ⎤

′ ′η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

. 

Будем считать, что плотность распределения ошибок измерений 
известна. Тогда поставим задачу подобрать такую функцию потерь 

)(* εF , которая обеспечит минимальное значение АМКО. 
Для решения этой задачи отметим, что любую функцию потерь 

можно представить в виде суммы )()(* ελδ+ε FF , где )(εδF  – 
малая вариация функции потерь, λ  – скалярный множитель. Тогда  
АМКО будет функцией скалярного параметра λ  и плотности рас-
пределения )(ηf . Учитывая, что )(ηf определена природой шума, 
АМКО будет функцией только одного параметра λ : 

)),()(*(V)( fFF ελδ+ε=λϕ . 
В этом случае условие экстремума АМКО имеет вид: 

0)( 0 =λϕ′ =λ . 

Рассмотрим, что представляет собой матрица ϕ(λ): 
=λδ+=λϕ ),*(V)( fFF  

2 2 2( ) * ( ) 2 ( ) * ( ) ( ) ( ) ( )f F d f F F d f F d
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

⎧ ⎫⎪ ⎪′ ′ ′ ′η η η+ λ η η δ η η+ λ η δ η η ×⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫  

2

( ) * ( ) 2 ( ) * ( ) ( ) ( )f F d f F d f F d
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

⎧⎡ ⎤⎪ ′ ′ ′ ′ ′ ′× η η η + λ η η η η δ η η+⎨⎢ ⎥
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩
∫ ∫ ∫  

( )
12

2 1 2( ) ( ) A ,f F d c

−
∞

−
η

−∞

⎫⎡ ⎤ ⎪′ ′+λ η δ η η × σ⎢ ⎥ ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭
∫ . 
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Тогда 
2

0( ) 2 ( ) * ( ) ( ) ( ) * ( )f F F d f F d
∞ ∞

λ=
−∞ −∞

⎧ ⎡ ⎤⎪′ ′ ′ ′ ′ϕ λ = η η δ η η η η η −⎨ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∫ ∫  

22 ( ) * ( ) ( ) ( ) ( ) * ( )f F d f F f F d
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

⎫⎪′ ′ ′ ′ ′− η η η η δ η η η η ×⎬
⎪⎭

∫ ∫ ∫  

( )
14

1 2( ) * ( ) A , 0f F d c

−
∞

−
η

−∞

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪′ ′× η η η × σ =⎨⎢ ⎥ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ . 

Принимая во внимание, что ( )1 2A ,c−
ησ  не нулевая матрица, и 

допуская, что ( ) * ( ) 0f F d
∞

−∞

′ ′η η η ≠∫ , получим 

( ) * ( ) ( ) ( ) * ( )f F F d f F d
∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ ′ ′η η δ η η η η η =∫ ∫  

2( ) ( ) ( ) * ( )f F d f F d
∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ ′= η δ η η η η η∫ ∫ . 

Преобразуя последнее выражение, можно записать: 

2 * 
0

( ) * ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) * ( ) ( ) ( )

f F F d f F d

f F d f F d

∞ ∞

−∞ −∞
∞ ∞

′

−∞ −∞

′ ′ ′ ′η η δ η η η δ η η
− =

′ ′η η η η η η

∫ ∫

∫ ∫
. 

Внесем интегралы, стоящие в знаменателях, под интегралы чис-
лителей, тогда получим 

2

( ) * ( ) ( ) ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) * ( )

f F F f Fd d
f F d f F d

∞ ∞

∞ ∞
−∞ −∞

−∞ −∞

′ ′ ′ ′η η δ η η δ η
η = η

′ ′ ′η η η η η η
∫ ∫
∫ ∫

. 
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Так как )(η′δF  может быть любой функцией, то 

 
2

( ) * ( ) ( )

( ) * ( ) ( ) * ( )

f F f

f F d f F d
∞ ∞

−∞ −∞

′ ′η η η
=

′ ′ ′η η η η η η∫ ∫
, (3.4.47) 

или, после умножения обеих частей (3.4.47) на * ( )F ′ η , получим 

 
2

2

( ) * ( ) ( ) * ( )

( ) * ( ) ( ) * ( )

f F f F

f F d f F d
∞ ∞

−∞ −∞

′ ′ ′η η η η
=

′ ′ ′η η η η η η∫ ∫
. (3.4.48) 

Нетрудно заметить, что последнее выражение представляет со-
бой равенство нормированных функций. Это равенство справедли-
во только в том случае, если сами функции пропорциональны. Та-
ким образом, получаем 

2
1( ) * ( ) ( ) * ( )f F k f F′ ′ ′η η = η η , 

где 1k  – коэффициент пропорциональности. Отсюда следует, что 

1
( )* ( )
( )

fF k
f
′ η′ η =
η

, 

т.е. 

1 1
( )* ( ) {ln ( )}
( )

fF k k f
f
′ η′ ′η = = η
η

. 

И, следовательно, оптимальная функция потерь определяется 
соотношением: 

1 2* ( ) ln ( )F k f kη=εε = η + . 

В последнем выражении неопределенными оказываются коэф-
фициенты 1k  и 2k . Для их определения рассмотрим графики типо-
вых плотности распределения шума η и логарифма от плотности 
распределения (рис. 3.5). 

Как правило, плотность распределения )(ηf  является четной 
функцией, а логарифм плотности распределения – четная убываю-
щая функция, имеющая максимальное значение при η = 0. Таким 
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образом, для того, чтобы 
)(
)()(* 1 η

η′
=ε′

f
fkF  имела смысл функции 

потерь, т.е. имела минимум при ε = 0 (что эквивалентно η = 0), не-
обходимо условие 01 <k  (рис. 3.6). 

 
 

  

  
 
а 

 
б 

 
Рис. 3.5. Типичный вид плотности распределения (а) 
и логарифма плотности распределения шума η (б) 

 

 
Рис.3.6. График зависимости функции потерь от невязок ε при 01 <k  и 02 >k  

 
Что же касается параметра 2k , то он определяет минимальное 

значение )0(*F . При )0(ln12 fkk >  всегда выполняется неравен-
ство 0)(* >εF . 

Таким образом, оптимальная функция потерь не единственна, а 
зависит от параметров 1k  и 2k . Этот факт является следствием то-
го, что АМКО зависит не от )(εF , а от )(ε′F . 



227 

Для задач идентификации конкретные значения этих парамет-
ров несущественны. Удобно принять 11 −=k , а 02 =k . Таким об-
разом, оптимальная функция потерь равна логарифму плотности 
распределения помех с обратным знаком: 
 * ( ) ln ( )F f η=εε = − η . (3.4.49) 

Сравнивая полученный результат с оптимизируемым критерием 
в методе максимума правдоподобия при аддитивной помехе можно 
сделать вывод об их полной идентичности. 

Приведем примеры оптимальных функций потерь и их произ-
водных. 

1. Нормальная плотность распределения помех (плотность рас-
пределения Гаусса) при условии взаимной некоррелированности 
измерений 

2 21( ) exp / 2 ( ) (0, ( ))
2  ( )

f i N i
i η η

η

⎡ ⎤η = −η σ = σ⎣ ⎦π σ
. 

Функция потерь, согласно (3.4.49), будет иметь вид: 
 2 2* ( ) / 2 ( ) ln 2 ( )F i iη ηε = ε σ + πσ , 

 2* ( ) / ( )F iη′ ε = ε σ . (3.4.50) 
Поскольку положение экстремума не зависит от постоянного 

слагаемого ln 2 ( )iηπσ , то можно записать следующий оптимизи-
руемый критерий: 

2

1
( ) ( ( ) ( )) (1 ( ))

N

i
J c y i y i iη

=
= − σ∑  

или в векторной форме: т( ) ( ) ( )J c y y D y yη= − − . 
Таким образом, при нормальном законе распределения исполь-

зование оптимальной функции потерь эквивалентно применению 
метода наименьших квадратов. 

2. Экспоненциальная плотность распределения помех (плот-
ность распределения Лапласа) при условии взаимной некоррелиро-
ванности измерений 

1( ) exp[ / ( )] (0, ( ))
2 ( )

f i L i
i

η = − η α = α
α

. 
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Таблица 3.1 
 

Оптимальные функции потерь и их производные 
 

Плотность 
распределения f(η) 

Функция потерь F(ε) Производная функции 
потерь F′(ε) 

 

22 2/

2
2

2

1),0( ηση−

η
η

πσ
=σ eN 222 2ln2/ ηη πσ+σε  

 
2/ ησε  

se
s

sL
η

−
=

2
1),0(  ss 2ln/ +ε  

 
 

εsign  /1 s  

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ η+

⋅
π

=
2

1

11),0(

s

s
sc   

s
s π

+ε+ ln)ln( 22  

 
 

)/(2 22 ε+ε s  

 
Для функции потерь получаем: 

 * ( ) / ( ) ln 2 ( )F i Iε = ε α + α ,   * ( ) sign / ( )F i′ ε = ε α . (3.4.51) 



229 

В данном случае получили модульную функцию потерь. Ис-
пользование метода наименьших квадратов дает худшие асимпто-
тические свойства оценок. 

3. Дробная плотность распределения помех (плотность распре-
деления Коши) при условии взаимной некоррелированности изме-
рений 

2
1 1( ) (0, ( ))
( ) 1 ( / ( ))

f C i
i i

⎛ ⎞
η = = α⎜ ⎟⎜ ⎟πα + η α⎝ ⎠

. 

В этом случае имеем: 
2 2* ( ) ln( ( ) ) ln / ( )F i iε = α + ε + π α , 

 2 2* ( ) 2 / ( ( ) )F i′ ε = ε α + ε . (3.4.52) 
Эти и некоторые другие виды функций потерь и их производ-

ные приведены в табл.3.1 [13]. 
 

3.4.6. Асимптотическая матрица ковариаций ошибок оценки 
при оптимальной функции потерь 

 
Найдем, чему равна асимптотическая матрица ковариаций при 

оптимально выбранной функции потерь, т.е. 
 * ( ) ln ( )F f η=εε = − η . (3.4.53) 

Подставив выражение (3.4.53) для оптимальной функции потерь 
в формулу для АМКО (3.4.40), получим: 

( )
2

1 2
2

( ) * ( )
V( *, ) A ,

( ) * ( )

f F d
F f c

f F d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′η η η
= σ =
⎡ ⎤

′ ′η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

 

( )
2

1 2
2

( )[( ln ( )) ]
A ,

( )( ln ( ))

f f d
c

f f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′η − η η
= σ =
⎡ ⎤

′ ′η − η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
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( )
2

1 2
( )[ ( ) / ( )]

A ,
( )[ ( ) / ( )]

f f f d
c

f f f d

∞

−−∞
η∞

−∞

′η η η η
= σ

′ ′η − η η η

∫

∫
. 

Приводя подобные члены, окончательно получаем: 

 
( )1 2

2

A ,
V( *, ) V( )

[ ( )] / ( )

c
F f f

f f d

−
η

∞

−∞

σ
= =

′ η η η∫
. (3.4.54) 

Выражение, стоящее в знаменателе (3.4.54), называется инфор-
мацией Фишера и обозначается ( ( ))FI f η , т.е.: 

 2( ( )) [ ( )] / ( )FI f f f d
∞

−∞

′η = η η η∫ . (3.4.55) 

Очевидно, справедливо следующее неравенство: 
 V( , ) V( *, )F f F f≥ , (3.4.56а) 
где )(ηF  – любая функция потерь, )(ln)(* η−=η fF . Или, рас-
крывая ),(V fF  и )*,(V fF , получим: 

( ) ( )
2

1 2 1 2
2

2

( ) ( )
1A , A ,

( ) / ( )( ) ( )

F f d
c c

f f dF f d

∞

− −−∞
η η∞∞

−∞−∞

′− η η η
σ ≥ σ

⎡ ⎤ ′ η η η′ ′η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫∫

.(3.4.56б) 

Важно отметить, что, если нормированная асимптотическая мат-
рица не зависит от параметра c  и дисперсии шума 2

ησ  (линейный 
регрессионный объект), то неравенство (3.4.56б) можно упростить: 

 

2

2

( ) ( )
1
( )

( ) ( )
( )

F f d

f dF f d
f

∞

−∞
∞∞

−∞−∞

′ η η η
≥

⎡ ⎤ ′ η η′ ′η η η⎢ ⎥ η⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫∫
. (3.4.57) 

Таким образом, знание плотности распределения помехи )(ηf  
позволяет определить оптимальную функцию потерь. При этом 
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оценка )(ˆ ic  обладает максимальной асимптотической скоростью 
сходимости. 

 
3.4.7. Абсолютно оптимальные рекуррентные алгоритмы 

 
Запишем абсолютно оптимальный рекуррентный алгоритм для 

нелинейного объекта 
)()~,()( iciiy η+ψ= . 

Для этого подставим в рекуррентные соотношения (3.4.42), 
(3.4.44) оптимальную функцию потерь (3.4.49), а именно: 
 ε=ηη−=ε )(ln)(* fF . (3.4.58) 

Тогда получим: 

)1(~~))1(~,(
~

)~,()(
)(

1)()1(ˆ)(ˆ
−=−ε=η ∂

ψ∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η′

η
−

Γ+−=
iccici c

cif
f

iiciс , 

  (3.4.59а) 

)1(ˆ~
)1(ˆ~

т
1

)1(ˆ~

т

)1(ˆ~

~
)~,( )1(~)(

)1(~
)~,(

~
)~,()1(

)1()(

−=−=

−

−=−=

∂
ψ∂

−Γ
∂
ψ∂

+

−Γ
∂
ψ∂

∂
ψ∂

−Γ

−−Γ=Γ

iccicc
F

iccicс

c
cii

c
I

i
c

ci
c

cii

ii , 

  (3.4.59б) 

0ˆ)0(ˆ сс = , Iλ=Γ )0( , 1>>λ , 0ĉ  – любой вектор соответствующей 
размерности, FI  – фишеровская информация, рассчитываемая по 
формуле: 

 ∫
∞

∞−

η
η
η′

= d
f

fI F  
)(
))(( 2

. (3.4.60) 

В табл. 3.2 приведены значения фишеровской информации для 
наиболее распространенных распределений [13]. 
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Таблица 3.2 
 

Фишеровская информация 
 

№ Распределение Фишеровская 
информация 

1 Нормальное ( ) 12 −
ησ  

2 Лапласа ( ) 12 −
ηs  

3 Коши ( ) 122
−

ηs  

 

В случае линейного РАР объекта ( , )i c
c

∂ψ
∂

 определяется форму-

лой (3.4.45), а именно: ( , ) ( )i c z i
c

∂ψ
=

∂
. 

Тогда, подставляя последнее выражение в рекуррентные соот-
ношения (3.4.59а) и (3.4.59б), получим: 

 
( , ( 1))

1ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
( ) i c i

с i c i i f z i
f

η=ε −

⎛ ⎞− ′= − + Γ η⎜ ⎟η⎝ ⎠
, (3.4.61а) 

 
)()1()()(

)1()()()1()1()( т1

т

iziizI
iiziziii

F −Γ+
−Γ−Γ

−−Γ=Γ − , (3.4.61б) 

0
ˆ (0)с с= ,   (0) IΓ = λ ,   1λ >> . 

В заключение настоящего раздела запишем оптимальные рекур-
рентные алгоритмы для различных плотностей распределения, при-
веденных в табл. 3.2. 

1. Нормальная плотность распределения помехи: 

( )
2

1/2 22

1 1( ) exp
2 ( )2 ( )

f
ii ηη

⎛ ⎞
⎜ ⎟η = − η
⎜ ⎟σπσ ⎝ ⎠

. 

Введем обозначения: 2( ) ( ) / ( )H i i iη= Γ σ . 
Тогда в новых обозначениях рекуррентный алгоритм для нор-

мального распределения запишем в виде 
 ( ))1(ˆ)()()()()1(ˆ)(ˆ т −−+−= iciziyiziHicic , (3.4.62а) 
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0
ˆ (0)c c= ; 

 
т

т
( 1) ( ) ( ) ( 1)( ) ( 1)
1 ( ) ( 1) ( )

H i z i z i H iH i H i
z i H i z i
− −

= − −
+ −

, (3.4.62б) 

( )H i I= λ ,   1λ >> . 
Сравнивая (3.4.62а) и (3.4.62б) с рекуррентной формой метода 

наименьших квадратов (разд. 3.3.3) можно сделать вывод, что ре-
куррентная форма метода наименьших квадратов полностью сов-
падает с абсолютно оптимальным алгоритмом для нормального 
распределения помехи. 

Алгоритм (3.4.62а) называется линейным алгоритмом. Как видим, 
линейный оптимальный алгоритм не зависит от дисперсии помехи. 

2. Лапласова плотность распределения помехи. Принимая во 
внимание значение плотности распределения Лапласа и соответст-
вующую фишеровскую информацию (см. табл.3.2), оптимальный 
рекуррентный алгоритм (3.4.61а, б) запишем в виде: 

 [ ])1(ˆ)()(sign)()()1(ˆ)(ˆ т −−+−= iciziyiziHicic ,(3.4.63а) 

0)0(ˆ cc = ; 

 
)()1()()(
)1()()()1()1()( т2

т

iziHizis
iHiziziHiHiH

−+
−−

−−=
η

, (3.4.63б) 

IH λ=)0( ,   1>>λ ,   
)(
)1()1(

is
iiH
η

−Γ
=− . 

Данный алгоритм называется релейным. 
3. Плотность распределения помехи Коши. В этом случае, под-

ставляя в формулы (3.4.61а) и (3.4.61б) плотность распределения и 
фишеровскую информацию (см. табл.3.2), соответствующие распре-
делению Коши, получим нелинейный оптимальный алгоритм: 

 
т

22 т

ˆ( ) ( ) ( 1)( ) ( 1) 4 ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ( ) ( 1)

y i z i c iс i c i H i z i
s i y i z i c iη

− −
= − +

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

, (3.4.64а) 

0)0(ˆ cc = ; 

 
т

2 т
H( 1) ( ) ( )H( 1)H( ) H( 1)

( ) ( )H( 1) ( )
i z i z i ii i

s i z i i z iη

− −
= − −

+ −
, (3.4.64б) 
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G( )H(0) ,    1,    H( )
2
iI i= λ λ >> = . 

Приведенные абсолютно оптимальные алгоритмы идентифика-
ции РАР-объектов с простой помехой, как было показано в преды-
дущем разделе, обладают предельно возможной скоростью сходи-
мости. Их АМКО равна: 

 ( )1 21V( , ) A ,
( )F

F f c
I f

−
η= σ , (3.4.65) 

где 
2 ( )( )
( )F

fI f d
f

∞

−∞

′ η
= η

η∫  – фишеровская информация, ( )2A ,c ησ =  

{ }т ,M z z= – нормированная информационная матрица системы. 

 
3.4.8. Пример использования абсолютно оптимальных 

рекуррентных алгоритмов для идентификации параметров 
линейного регрессионного объекта 

 
Для оценки эффективности использования абсолютно опти-

мальных алгоритмов рассмотрим задачу идентификации парамет-
ров линейного регрессионного объекта вида 
 )()(2,4)(1,2)(1,16,0)( iiuiuiuiy η++++= . (3.4.66) 

Шум измерений η(i) имеет распределение Коши: 

2
1 1( )

(1 (2 / ) )
f

s s
η = ⋅

π +
. 

Для оценки эффективности абсолютно оптимальных рекуррент-
ных алгоритмов проводилось сравнение нелинейного (абсолютно 
оптимального алгоритма) и линейного алгоритмов для идентифи-
кации линейного регрессионного объекта вида (3.4.66) при различ-
ных значениях параметра распределения Коши – s. 

На рис .3.7, 3.8 приведены графики интегральной скользящей 
ошибки оценки, вычисляемой по формуле: 

( )
10

0 0
ск

  ( )
( )

10

n

k k
j k

a i j a
i = =

− −

Δ =
∑ ∑

;   ,...11 ,10=i . 

в зависимости от номера измерений i. 
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Рис. 3.7. График зависимости сглаженной ошибки оценки от номера измерений 
при использовании линейного (а) и абсолютно оптимального (б) алгоритмов 

при s = 2 
 

 
 

Рис. 3.8. График зависимости сглаженной ошибки оценки от номера измерений 
при использовании линейного (а) и абсолютно оптимального (б) алгоритмов 

при s = 7 
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Из рисунков видно, что использование абсолютно оптимального 
алгоритма обеспечивает существенно меньшую ошибку оценки 
даже при больших значениях параметра распределения – s. 

 
3.5. Использование принципов 

игрового подхода в задачах идентификации 
 

3.5.1. Априорная информация о помехах 
и классах распределений 

 
Опыт практического применения оптимальных методов оцени-

вания показывает, что они весьма чувствительны к обычно имею-
щимся на практике нарушениям условий их оптимальности и 
вследствие этого оказываются малоэффективными. Задачей теории 
робастности является разработка таких статистических процедур, 
которые лишь незначительно уступают в эффективности классиче-
ским оптимальным процедурам при точном выполнении условий 
их оптимальности и сохраняют высокую эффективность при нару-
шении этих условий. 

Термин «робастный» (rоbust – сильный, крепкий) в указанном 
выше смысле был введен в употребление Боксом в 1953 г. Методы, 
разработанные теорией робастности, имеют важное практическое 
значение для повышения эффективности статистических процедур 
при решении задач идентификации, фильтрации, обнаружения, рас-
познавания образов и других. 

Особые трудности при реализации классических оптимальных 
методов связаны с предположением о том, какому закону распре-
деления подчиняются случайные помехи. Как правило, плотность 
распределения помех )(ηf  полностью неизвестна. Однако могут 
быть известны какие-либо сведения о )(ηf , которые определяют 
тот или иной уровень априорной информации. Каждому уровню 
априорной информации о помехах соответствует определенный 
класс распределений Φ , к которому принадлежит не известная нам 
истинная плотность распределения )(ηf . Чем ниже уровень апри-
орной информации о помехах, тем шире соответствующий класс 
распределений. 
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Далее будем рассматривать только симметричные непрерывные 
унимодальные плотности распределения )()( η−=η ff , имеющие 
конечную фишеровскую информацию (см. (3.4.56)): 

 
2 ( )( )  
( )F

fI f d
f

∞

−∞

′ η
= η

η∫ . (3.5.1) 

Естественно, все плотности распределения удовлетворяют усло-
виям: 

 0)( ≥ηf ;   ∫
∞

∞−

=ηη 1)( df . (3.5.2) 

Приведем примеры типовых классов распределений, которые 
представляются наиболее естественными и удобными для описания 
априорной информации о помехах. 

1Φ  – класс невырожденных распределений: 

 1
1

1( ) :   (0) 0
2

f f
s

⎧ ⎫
Φ = η ≥ >⎨ ⎬

⎩ ⎭
. (3.5.3) 

Этот класс распределений наиболее широкий. В него входят все 
плотности распределения, для которых значение в нуле отлично от 
нуля. Условие принадлежности плотности распределения этому 
классу: 1)( Φ∈ηf  – по существу, близко к полному отсутствию 
априорной информации о помехах. 

2Φ  – класс распределений с ограниченной дисперсией: 

 2 2 2
2 1( ) :   ( )f f d

∞

η
−∞

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = η η η η = σ ≤ σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . (3.5.4) 

3Φ  – класс приближенно нормальных распределений: 
 { }3 ( ) :   ( ) (1 ) ( ) ( )Nf f f gΦ = η η = −α η + α η . (3.5.5) 

Плотности распределения, входящие в этот класс, представляют 
собой смесь нормальной или гауссовой плотности распределения 

( )2,0)( NN Nf σ=η  с нулевым средним и дисперсией 2
Nσ  и произ-

вольной плотностью распределения. Параметр α, 10 ≤α≤  характе-
ризует степень «засорения» нормальной плотности распределения. 

4Φ  – класс приближенно экспоненциальных распределений: 

4 { ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )}Nf f f gΦ = η η = −α η + α η . 
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Плотности распределения этого класса представляют собой 
смесь двойной экспоненциальной, или плотности распределения 
Лапласа ),0()( LL sLf =η  с нулевым средним и параметром мас-
штаба Ls  и произвольной неизвестной плотности распределения 

)(ηg . Параметр α, 10 ≤α≤  характеризует степень близости )(ηf  
к экспоненциальной плотности распределения )(ηLf . 

5Φ  – класс приближенно равномерных распределений: 

5 { ( ) :   ( ) (1 ) ( ) ( )}Rf f f gΦ = η η = −α η + α η . 
Входящие в этот класс распределения представляют собой 

смесь равномерной плотности распределения ),0()( RR lRf =η  (см. 
табл. 3.1) с нулевым средним и параметром финитности Rl  и про-
извольной неизвестной плотности распределения )(ηg . Параметр 
α удовлетворяет условию 10 ≤α≤ . 

6Φ  – класс финитных распределений: 

6 ( ) :   ( ) 1
l

l
f f d

−

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = η η η =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . 

Этот класс соответствует ограниченности по абсолютной вели-
чине помехи η. При этом какие-либо дополнительные сведения о 
плотности распределения помехи отсутствуют. 

7Φ  – класс приближенно финитных распределений: 

7 ( ) :   ( ) 1
l

l
f f d

−

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = η η η = −β⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ . 

Параметр β, 10 ≤β≤  характеризует степень приближения )(ηf  
к финитной плотности распределения. Условие, определяющее 
этот класс, означает, что с вероятностью β−1  имеет место нера-
венство l≤η . Очевидно, что класс финитных плотностей распре-
деления 6Φ  является частным случаем класса 7Φ . 

Наряду с этими основными классами распределений введены 
более узкие классы, которые получаются из основных введением 
дополнительных ограничений снизу или сверху на дисперсии. Эти 
классы достаточно подробно описаны в работе [13]. 
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Приведенные классы распределений хотя и не исчерпывают все 
возможности, но они достаточно типичны и соответствуют широ-
кому диапазону уровней априорной информации о помехах. 

Каждому классу Φ распределения помехи соответствует класс Q 
функций потерь. Причем, учитывая результаты предыдущей главы, 
класс Q будем формировать следующим образом: 

 { }Φ∈ηη−=εε=
ε=η

)(  ,)(ln)(  :)( ffFFQ . (3.5.6) 

Тогда множество АМКО (3.4.40), сформированных на основе 
класса Φ , можно представить в виде 

=ηη−=η ))(),(~ln)(~(V ffF  

 ( )

2

2
2

( ) ( )
( )

V( , ) A ,
( ) ( )
( )

f f d
f

f f c
f f d
f

∞

−∞
η

∞

−∞

⎛ ⎞′ η η η⎜ ⎟η⎝ ⎠= = σ
⎡ ⎤′ η ′ η η⎢ ⎥

η⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

 (3.5.7) 

для ∀ ( )(ηf  и )(~
ηf ) Φ∈ . 

В том случае, когда )(~
ηf  совпадает с )(ηf , АМКО принимает 

вид 

 ( )2
2
1V( ( ) ln ( ), ( )) V( ( )) A ,
( )

( )

F f f f c
f d
f

η∞

−∞

η = η η = η = σ
′ η η
η∫

. (3.5.8) 

Причем, как было ранее, обязательно выполняется неравенство 
 )(V),~(V fff ≥  (3.5.9а) 
или, раскрывая ),~(V ff  и )(V f , можно записать: 

 ( ) ( )

2

1 2 1 2
2 2

( ) ( )
( ) 1A , A ,

( )( ) ( ) ( )( )

f f d
f

c c
ff df d ff

∞

− −−∞
η η∞∞

−∞−∞

⎛ ⎞′ η η η⎜ ⎟η⎝ ⎠ σ ≥ σ
′ η⎡ ⎤′ η η′ η η⎢ ⎥ ηη⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫∫

 (3.5.9б) 

для любых )(ηf  и )(~
ηf , принадлежащих классу Φ. 
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3.5.2. Использование игрового подхода в задаче определения 
функции потерь 

 
В предыдущей главе мы рассмотрели задачу определения опти-

мальной функции потерь. Эта задача легко решается при известной 
плотности распределения помехи, при этом ε=ηη−=ε )(ln)( fF . 

В случае, когда плотность распределения неизвестна, а известен 
только класс распределения Φ, которому принадлежит эта плот-
ность распределения ( Φ∈η)(f ), функция потерь уже не может 
быть найдена по формуле ε=ηη−=ε )(ln)( fF . В этом случае для 

нахождения функции потерь предлагается использовать игровой 
подход [13]. 

Прежде чем переходить непосредственно к решению задачи на-
хождения функции потерь, рассмотрим простую матричную игру 
двух соперников, заключающуюся в том, что игрок А теряет очки и 
его задача — как можно меньше потерять; игрок В приобретает 
очки, его задача — как можно больше приобрести. Сколько очков 
теряет игрок А, столько очков приобретает игрок В. При этом дей-
ствия А сводятся к выбору какой-либо стратегии из допустимых 

Am  стратегий ( 1a , ,...,2a  
Ama ), а действия В сводятся к выбору 

стратегии из допустимых Bm  стратегий ( 1b , ,...,2b  
Bmb ). Для на-

шей задачи будем считать BA mm = , хотя в общем случае это не-
обязательно. 

Положим для определенности 4=== mmm AB , тогда можно 
составить некоторую платежную матрицу ),(V ji ba , например, 
такую (табл. 3.3). Матрица составлена совершенно произвольно 
только для иллюстрации игрового подхода к решению задач иден-
тификации. 

В клетках матрицы записаны проигрыши игрока А (выигрыши 
игрока В). Так, если А выбирает стратегию 1a , а В – стратегию 4b , 
то А проиграет 4,5 очка, а В, соответственно, 4,5 выиграет. 

Возникает вопрос, как должен вести себя игрок А, чтобы проиг-
рать не слишком много и как должен вести себя игрок В, чтобы 
выиграть не слишком мало? 
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Таблица 3.3 
 

Пример платежной матрицы 
 

В 
А b1 b2 b3 b4 

max V(ai, bj) 
bj                        

a1 3 5 2,6 4,5 5 
a2 8,1 5,6 2 7,1 8,1 
a3 8 2,2 1,5 9,3 9,3 
a4 4,2 6,8 7,4 4 7,4 

min V(ai, bj) 
ai                         

3 2,2 1,5 4 – 

 
Рассмотрим вначале действия игрока А. Если он выберет страте-

гию 1a , то его возможный максимальный проигрыш составит 5 оч-
ков; запишем этот максимальный проигрыш в последнем столбце 
табл. 3.3. Для стратегии 2a  максимальный проигрыш – 8,1; и т.д. 
Максимальные проигрыши по всем стратегиям игрока А записаны 
в последнем столбце табл. 3.3. Очевидно, если А выбирает страте-
гию 1a  (именно этой стратегии соответствует минимальный эле-
мент последнего столбца), то вне зависимости от того, какую стра-
тегию выбирает В, он (игрок А) больше 5 очков не проиграет; 
меньше он проиграть может, но больше – никогда. Математически 
действия игрока А можно записать следующим образом: 
 ),(Vmaxminarg* ji

ba
baa

ji
= ; (3.5.10) 

 ),(VmaxminV*
ji

ba
A ba

ji
= , (3.5.11) 

где *VA  – максимальный гарантированный проигрыш игрока А. 
Очевидно, 

 *V)*,(V Ajba ≤ ,   ],...,[ 41 bbb j ∈ . (3.5.12) 
Для игрока В рассуждения обратные. Если он выбирает страте-

гию 1b , то его возможный минимальный выигрыш — 3 очка; запи-
сываем это значение в последней строке табл.3.5.1. Для 2b  – 
2,2 очка и т.д. Минимальные выигрыши записаны в последней 
строке. Максимальный элемент этой строки — 4 соответствует 
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стратегии 4b . Таким образом, если В будет выбирать стратегию 

4b , то вне зависимости от действий игрока А, он выиграет не 
меньше четырех очков; больше он выиграть может, но меньше – 
никогда. 

Запишем алгоритм действий игрока В в математической форме: 
 ),(Vminmaxarg* ji

ab
bab

ij
= ; (3.5.13) 

 ),(VminmaxV*
ji

ab
B ba

ij
= , (3.5.14) 

*VB  – минимальный выигрыш игрока В: 

 *V*),(V Bi ba ≥ ,   ],...,[ 41 aaa j = . (3.5.15) 

В общем случае ** VV BA ≠ . Причем, если игроки А и В будут ис-
пользовать свои оптимальные стратегии, то можно на основании 
(3.5.12), (3.5.5) записать неравенство: 
 ** V*)*,(VV AB ba ≤≤ . (3.5.16) 

Рассмотрим теперь другую платежную матрицу (табл. 3.4). 
 

Таблица 3.4 
 

Пример платежной матрицы 
 

В 
А b1 b2 b3 b4 

max V(ai, bj) 
bj 

a1 5 2,6 4,5 3,8 5 
a2 8,1 5,6 2 7,0 8,1 
a3 8 2,2 1,5 9,3 9,3 
a4 6,2 6,8 7,4 4 7,4 

min V(ai, bj) 
ai 

5 2,2 2 3,8 – 

 
В этом случае, рассуждая аналогичным образом и определяя 

*VA  и *VB  по формулам (3.5.11) и (3.5.14), а также *a  и *b  по 
формулам (3.5.10), (3.5.13), получим: 

*V min max V( , )
i j

A i ja b
a b= =  
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*V max min V( , )

V( *, *) V*.
ij

B i jab
a b

a b

= == =

= =
 

Объединяя неравенства (3.5.12) и (3.5.15), получим: 
 *),(V*))*,(V*V()*,(V bababa ij ≤=≤ . (3.5.17) 

Неравенство (3.5.17) является условием седловой точки, а точка 
( **,ba ) называется – седловой. 

Рассмотрим теперь задачу определения функции потерь, если 
известно, что плотность распределения помехи принадлежит неко-
торому классу Φ, содержащему 4=m  возможных плотностей рас-
пределения )(1 ηf , )(2 ηf , )(3 ηf  и )(4 ηf , т.е. 
 { })]()()()([)(  :)( 4321 η∪η∪η∪η=ηη=Φ ffffff . (3.5.18) 

Соответствующий класс функций потерь будет содержать 4=m  
возможных функции потерь: 

1 2 4 ( ) :   ( ) ln ( ) ln ( ) ... ln ( )Q F F f f fη=ε η=ε η=ε
⎧ ⎫⎡ ⎤= ε ε = − η ∪− η ∪− η⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

.

(3.5.19) 
В зависимости от выбранной функции потерь QF ∈ε)(  и реали-

зовавшейся плотности распределения Φ∈η)(f  могут возникнуть 
2m  различных АМКО, которые рассчитываются по формулам 

(3.4.49) или (3.5.8), а именно: 
V V( ( ) ln ( ), ( ))ij i jF f f= η = − η η =  

( )
2

1 2
2

( ln ( ) ) ( )
A ,

( ln ( )) ( )

i j

i j

f f d
c

f f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′− η η η
= σ
⎡ ⎤

′ ′− η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

,   mji ,...,1, = ;   ji ≠ . (3.5.20) 

V V( ( ) ln ( ), ( ))jj j jF f f= η = − η η =  

 ( )
2

1 2

( )

1 A ,

( )
jf

j

c

d
f

−
η

∞ ′ η

−∞

= σ

η
η∫

,   mj ,...,1= . (3.5.21) 
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Причем, как было показано в разд. 2.1.6, справедливо неравен-
ство: 
 jjij VV ≥ ;   mji ,...,2,1, = . (3.5.22) 

Учитывая вышесказанное, можно составить платежную матрицу 
рассматриваемой задачи. Элементами этой матрицы являются 
АМКО, рассчитанные по формулам (3.5.20), (3.5.21). Возможный 
вариант такой матрицы приведен в табл. 3.5, для наглядности в 
ячейках матрицы стоят следы АМКО. 

 
Таблица 3.5 

 

Пример платежной матрицы 
 

)(ηjf  
)(ηiF  

)(1 ηf  )(2 ηf  )(3 ηf  )(4 ηf  ),(Vmax
)(0

ji
f

fF
η

 

)(ln)( 11 η−=η fF  0,6 0,9 2,7 1,8 2,7 
)(ln)( 22 η−=η fF 2,2 0,1 1,2 3,0 3,0 
)(ln)( 33 η−=η fF  0,9 2,8 0,8 2,3 2,8 
)(ln)( 44 η−=η fF 1,6 2,3 1,4 1,2 1,6 

),(Vmin
)(

ji
F

fF
i η

 0,6 0,1 0,8 1,2 – 
 

1,6 ),(Vmaxmin
)()(1

ji
fF

fF
j ηη

= ;      1,2 ),(Vminmax
)()(

ji
Ff

fF
ij ηη

= . 

 
Как видим, согласно неравенству (3.5.22), диагональные эле-

менты этой табл. 3.5 являются минимальными по столбцу. 
Используем методику выбора гарантирующей стратегии, опи-

санную в начале данного раздела, найдем функцию потерь гар ( )F η , 
которая обеспечит минимальную гарантирующую АМКО: 
 гар ( ) ( )

( ) arg min max V( , )
i j

i jF f
F F f

η η
η = ; (3.5.23) 

 гар ( ) ( )
V min max V( , )

i j
i jF f

F f
η η

= . (3.5.24) 

QFi ∈ε)( ; ( )jf η ∈Φ . 
Очевидно, справедливо неравенство: 

 гар гарV( ( ), ( )) VjF fη η ≤ . (3.5.25) 
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Таким образом, если в качестве функции потерь принимается 
гар ( )F η : гар( ) ( )F Fη = η , то при любых Φ∈η)(f  АМКО не будет 

больше гарV . 
Отметим важный факт – 

( )( )
max min V( , )

ij
i jFf

F f
ηη

 обязательно является 

максимальным диагональным элементом таблицы, т.е. 
 max V( , ) max min V( , )

ij
j j i jFj f

F f F f= , (3.5.26) 

где jj fF ln−= , mj ,...,1= . 
Попытаемся теперь перестроить платежную матрицу таким об-

разом, чтобы появилась седловая точка, т.е. в этом случае должно 
выполняться условие max min V( , ) min max V( , )

i ij j
i j i jF Ff f

F f F f= ,  

или, учитывая (4.26), эквивалентное условие 
max  ( , ) min max V( , )

i j
j j i jFj f

F f F f= . 

Последнее условие означает, что найдется строка *i , для кото-
рой справедливо соотношение: 

)*,(V),(V ** jii fFfF ≥  для Φ∈η∀ )(jf . 
Пример такой матрицы приведен в табл. 3.6. 
 

Таблица 3.6 
 

Пример платежной матрицы с седловой точкой 
 

)(ηjf  
)(ηiF  

)(1 ηf  )(2 ηf  )(3 ηf  )(4 ηf  ),(Vmax
)(

ji
f

fF
j η

)(ln)( 11 η−=η fF  0,6 0,9 2,7 1,8 2,7 
)(ln)( 22 η−=η fF  2,2 0,1 1,2 3,0 3,0 
)(ln)( 33 η−=η fF  0,9 2,8 0,8 2,3 2,8 

)(ln)( 44 η−=η fF  0,8 1,1 1,0 1,2 1,2 
),(Vmin

)(
ji

F
fF

i η
 0,6 0,1 0,8 1,2 – 

 
V1,2  – ),(Vmaxmin jifF

fF
ji

;  V1,2  – ),(Vminmax jiFf
fF

ij

. 
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Для последней таблицы справедливо равенство: 
max min V( , ) min max V( , )

i ij j
i j i jF Ff f

F f F f= =  

 max V( , ) V*j j
j

F f= = . (3.5.27) 

Перейдем теперь непосредственно к решению задачи идентифи-
кации при неполной информации о помехе. При изучении после-
дующего раздела рекомендуется иллюстрировать свойства опти-
мальной функции потерь на табл. 3.5 и 3.6. 

 
3.5.3. Свойства оптимальной функции потерь 

при неполной информации о помехе 
 

Как правило, при неполной информации о помехе можно выде-
лить тот или иной класс распределений (см. разд. 3.5.1), которому 
принадлежит плотность распределения помехи ( )f η ∈Φ . При этом 
можно сформировать соответствующий класс функций потерь Q: 

( )F Qη ∈ , 
где ( ) ln ( )F fη = − η . 

Как уже отмечалось в предыдущем разделе, при нахождении 
требуемой функции потерь используется игровой подход. Причем в 
качестве «платы» рассматривается АМКО. 

В общем случае (см. табл. 3.5), искомая функция потерь, гаран-
тирующая некоторую максимальную АМКО, является решением 
задачи: 

 { }гар ( ) ( )
( ) arg min   max V( ( ), ( ))

F Q f
F F f

η ∈ η ∈Φ

⎧ ⎫η = η η⎨ ⎬
⎩ ⎭

, (3.5.28) 

где 

 ( )
2

2
2

( ) ( )
V( ( ), ( )) A ,

( ) ( )

F f d
F f c

F f d

∞

−∞
η

∞

−∞

′ η η η
η η = σ

⎡ ⎤
′η η η⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

, (3.5.29) 

 ( )F Qη ∈ ,   ( )f η ∈Φ . (3.5.30) 
Данная задача является сложной вариационной задачей с огра-

ничениями (3.5.30). В настоящее время не существует каких-либо 
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разработанных методов решения поставленной задачи в явном ви-
де. Можно представить только численное решение, которое из-за 
наличия двойного процесса оптимизации очень громоздко. 

Существенное упрощение задачи достигается, если существует 
так называемая оптимальная функция потерь: 

* ( ) ln *( )F fη = − η ,   * ( )f η ∈Φ . 
Определение. Функция потерь * ( ) ln *( )F fη = − η , где 

* ( )f η ∈Φ , существует и называется оптимальной на классе Φ, 
если для нее выполняется условие: 
 V( *( ), ( )) V( * ( ), *( ))F f F fη η ≤ η η , (3.5.31) 
для ∀ ( )f η ∈Φ , и * ( )f η ∈Φ . 

Если условие (3.5.31) не выполняется ни для одной Φ∈η)(f , то 
говорят, что оптимальной функции потерь не существует. 

Рассмотрим свойства оптимальной на классе функции потерь. 
Свойство 1. Оптимальная на классе плотность распределения 

* ( )f η  и соответствующая ей функция потерь )(* ηF  определяют 
седловую точку. 

Покажем это. Запишем АМКО в общем случае и при соответст-
вии функции потерь плотности распределения (см. формулы 
(3.5.7), (3.5.8)): 

V( ( ) ln ( ), ( )) V( , )F f f f fη = − η η = =  

 ( )
2

1 2
2

( ln ( )) ( )
A ,

( ln ( )) ( )

f f d
c

f f d

∞

−−∞
η

∞

−∞

′− η η η
= σ
⎡ ⎤

′ ′− η η η⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

; (3.5.32) 

V( ( ) ln ( ), ( )) V( )F f f fη = − η η = =  

 ( )1 2

2

1 A ,
( ) / ( )

c
f f d

−
η∞

−∞

= σ
′ η η η∫

. (3.5.33) 

Как уже неоднократно упоминалось,  
 V( , ) V( )f f f≥ . (3.5.34) 
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Так как (3.5.34) справедливо для любых ( ( )f η  и ( ))f η ∈Φ , то 
оно справедливо и для ( ) *( )f fη = η ,т.е. 
 V( *) V( , *)f f f≤ . (3.5.35) 

Объединяя неравенства (3.5.35) и (3.5.31), получим: 
 *),~(V*)(V)*,(V fFffF ≤≤  (3.5.36) 
для ∀ ( Φ∈η)(f ; Φ∈η)(~f ); Φ∈η)(*f . 

Последнее неравенство, как известно, является условием седло-
вой точки, которое можно записать в ином виде: 

( ) ( )
min max V( ( ), ( ))
F f

F f
η η

η η =  

 
( )( )

max   min V( ( ), ( )) V( *)
Ff

F f f
ηη

= η η = , (3.5.36а) 

где 
( ) ln ( )F fη = − η ,   ( ( ), ( ))f fη η ∈Φ ,   * ( )f η ∈Φ . 

Свойство 2. Оптимальная на классе плотность распределения 
является наименее благоприятной плотностью распределения. 

Рассмотрим опять неравенство (3.5.34): 
V( , ) V( )f f f≥ . 

Как уже отмечалось, оно справедливо при любых f~  и f, при-
надлежащих классу Φ, в том числе и при )(*)(~

η=η ff . Таким об-
разом, можно записать: 
 V( *, ) V( )f f f≥ . (3.5.37) 

Объединяя неравенства (3.5.31) и (3.5.37), можно записать 
 V( ) V( *, ) V( *)f f f f≤ ≤ . (3.5.38) 

Очевидно, из последнего неравенства следует: 
 V( ) V( *)f f≤  (3.5.39) 
для ∀ Φ∈f . 

В развернутой форме неравенство (3.5.39) имеет вид: 

( ) ( )2 1 2
2 2
1 1A , A ,
( ) * ( )

( ) *( )

c c
f fd d
f f

−
η η∞ ∞

−∞ −∞

σ ≤ σ
′ ′η ηη η
η η∫ ∫

   для ( )f∀ η ∈Φ . 

 (3.5.39а) 
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Таким образом, оптимальной на классе плотности распределения 
соответствует максимальная из абсолютно оптимальных АМКО. 

Не трудно убедиться, что свойство 1 является необходимым и 
достаточным условием существования оптимальной на классе 
плотности распределений Φ функции потерь, тогда как свойство 
2 – только необходимое условие. 

Свойство 2 позволяет существенно упростить задачу (3.5.28) – 
определения гарантирующей функции потерь. Действительно, если 
заранее известно, что оптимальная функция потерь существует, то 
на основании свойства 1 

( ) ( ) F
min    max V( , ) V( *)

F Q f
F f f

η ∈ η ∈
= , 

где, на основании свойства 2, 

F
V( *) max V( )

f
f f

∈
= . 

Таким образом, задача (3.5.28) эквивалентна задаче: 
* ( ) ln *( )F fη = − η ; 

 
( ) F

*( ) arg max V( ( ))
f

f f
η ∈

η = η , (3.5.40) 

где 

 ( )1 2
2
1V( ( )) A ,
( )

( )

f c
f d
f

−
η∞

−∞

η = σ
′ η η
η∫

. (3.5.41) 

Последнюю задачу можно упростить, если принять во внима-
ние, что для целей идентификации важна не сама АМКО, а ее диа-
гональные элементы. Учитывая это, рационально перейти к рас-
смотрению следа АМКО. Тогда задача (3.5.41) примет вид 

))}((V{tr))(( η=η ffJ , 
или, подставляя выражение ))((V ηf , определяемое формулой 
(3.5.41), получим следующее выражение критерия оптимизации 

 ( )1 2
2
1( ( ))  tr A ,
( )

( )

J f c
f d
f

−
η∞

−∞

η = σ
′ η η
η∫

. (3.5.42) 

Переходя от задачи максимизации к более привычной задаче 
минимизации, окончательно получим: 
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( )

2

1 2

( ) 1( ( ))
( ) tr A ,

fJ f d
f c

∞

−−∞ η

′ η
η = η

η σ
∫ ,   ( )f η ∈Φ . (3.5.43) 

Несмотря на существенное упрощение, задача (3.5.43) является 
сложной вариационной задачей с нелинейными ограничениями, 
которая имеет явное решение только в частных случаях, которые 
будут рассмотрены ниже. В общем виде эта задача может быть ре-
шена только численно путем сведения ее к многомерной задаче 
нелинейного математического программирования, чему посвящен 
следующий параграф. 

 
3.5.4. Преобразование вариационной задачи 

определения функции потерь к задаче 
нелинейного математического программирования 

 
Преобразование задачи (3.5.43) к задаче многомерного нелиней-

ного математического программирования осуществляется за счет 
аппроксимации непрерывной Φ∈η)(f  кусочно-постоянной фи-

нитной функцией )(д ηf . Причем, так как )(ηf  – четная функция, 
то можно проводить аппроксимацию только для положительных η: 

0

д

,    0 ;

,    2 ;
( )

...

,    ( 1) .

j

k

f

f
f

f k k

⎧ ≤ η < Δ
⎪

Δ ≤ η < Δ⎪
η = ⎨

⎪
⎪

− Δ ≤ η < Δ⎩

 

Примерный вид такой функции приведен на рис. 3.9. 
При такой аппроксимации интегралы в выражении (3.5.43) за-

меняются суммами, а производные – разностями. 
Минимизация функционал (3.5.43) по функции )(ηf  преобразу-

ется к минимизации функции многих переменных вида: 
0( , ..., )kJ f f =  

 
( )( )

21 1

1 20
0

( ) 1

ˆtr A ( ,..., ),

k j j

j j
k

f f
f c f f

− +

−=
η

−
= ⋅

Δ σ
∑ ; (3.5.44) 
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 2 2

0
2 ( )

k

j
j

f jη
=

σ = Δ ⋅ Δ∑ , (3.5.45) 

где Δ – интервал разбиения. 
 

 
 

Рис. 3.9. Преобразование непрерывной плотности распределения 
к кусочно-постоянной плотности распределения 

 
Ограничения, накладываемые на 0 , ..., kf f , определяются клас-

сом Φ, причем одним из ограничений обязательно является усло-
вие: 

 
0

2 1
k

j
j

f
=

Δ =∑ , (3.5.46) 

которое представляет собой дискретный аналог условия (3.5.2). 
В настоящее время разработано большое число методов поиска 

экстремума функций многих переменных при наличии ограничений. 
Характерной особенностью задачи минимизации функции 

(3.5.44) является необходимость определения 0
ˆ ( , ..., )kc f f  на каж-

дом шаге итерационного процесса минимизации. 
Для нахождения 0

ˆ ( , ..., )kc f f  могут быть использованы абсо-
лютно оптимальные рекуррентные алгоритмы (2.1.72), рассмотрен-
ные в предыдущей главе; с учетом кусочно-постоянного характера 
функции д ( )f η  эти алгоритмы можно записать в виде: 
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 1

ˆ ( 1)

( , )ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) l l

l c c i

f f i cc i c i i
f c
−

= −

⎡ ⎤− ∂ψ
= − + Γ − ⋅⎢ ⎥Δ ⋅ ∂⎣ ⎦

, (3.5.47а) 

( ) ( 1)i iΓ = Γ − −  

 

т

( 1)
т

1
0

ˆˆ ( 1)( 1)

( , ) ( , )( 1) ( 1)

( , ) ( , )( ,..., ) ( 1)

c c i

F k
c c ic c i

i c i ci i
c c

i c i cI f f i
c c

= −

−

= −= −

⎡ ⎤∂ψ ∂ ψ
Γ − ⋅ Γ −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

−
∂ ψ ∂ψ+ Γ −

∂ ∂

, (3.5.47б) 

 
21 1

0
0

( )
( ,..., ) 2

k j j
F k

j j

f f
I f f

f

− +

=

−
≅

⋅Δ
∑ , (3.5.47в) 

0
ˆ ˆ(0)c c= ,   (0) IΓ = λ ,   1λ >> . 

Число l в формуле (3.5.47а) определяется номером интервала, в 
который попадает невязка ))1(ˆ,( −ε ici  на i-м шаге рекуррентного 
процесса идентификации: 

 
ˆ( , ( 1))int 1i c il

⎡ ⎤ε −
= +⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

. (3.5.47г) 

Параметр i изменяется от 1 до N, где N – число измерений вхо-
дов и выхода объекта, используемых при определении оптималь-
ной плотности распределения. 

Общая схема процесса нахождения оптимальной функции плот-
ности распределения (функции потерь) может быть представлена 
последовательностью действий. 

1. Задаем начальные приближения: 

0
ˆ ˆ(0)c c= ;   (0) IΓ = λ ,   1λ >> ; 

0

0
0
0

д

0

,    0 ;

,    2 ;( )
...

,    ( 1) ,

L

k

f

ff

f k k

⎧ ≤ η < Δ
⎪

Δ ≤ η < Δ⎪
η = ⎨

⎪
⎪ − Δ ≤ η < Δ⎩

 

где 
0д ( )f η  удовлетворяет условию (3.5.46), 

0д ( )f η ∈Φ ; 0=l , l – 
номер итерации в процессе минимизация функции (3.5.44). 



253 

2. Используя рекуррентные формулы (3.5.47), находим оценку 

параметра ˆ lc  при допущении, что д( ) ( )
l

f fη = η . 
3. Вычисляем значение минимизируемой функции по формуле 

(3.5.44): 

( )( )
21 1

1 20

( ) 1  
ˆtr A ,  

l lk j jl
l

l lj j

f f
J

f c

− +

−=
η

−
=

Δ ⎡ ⎤σ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ; 

( )2 2

0
2 ( )

k
l l

j
j

f jη
=

σ = Δ Δ∑ . 

4. Рассчитываем новое значение плотности распределения 
д 1( )lf + : 

0 0
д 1

;    0 ;
( ) ( ) ...

;    ( 1) ,

l

l

l
k k

f
f

f k k

+

⎧ + Δ ≤ η ≤ Δ
⎪

η = ⎨
⎪

+ Δ − Δ ≤ η ≤ Δ⎩

 

Тогда 0 , ..., kΔ Δ  определяются выбранным методом поиска экстре-
мума функции многих переменных (3.5.44) при ограничениях: 

д 1( ) ( )lf + η ∈Φ ,   1

0
2 1

k
l
j

j
f +

=
Δ =∑ . 

5. Рассчитываем новое значение критерия: 

( )

1 11 11
1 11 20

1  
ˆtr A ,

l lk j jl
l llj j

f f
J

f c

+ +− ++
+ +−=

η

−
=

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ σ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ , 

( ) 12 1 2

0
2 ( )

kl l
j

j
f j

+ +
η

=
σ = Δ ⋅ Δ∑ . 

6. Проверяем условие окончания итерационного процесса: 
1

1

l l

l

J J

J

+

+

−
≤ δ ,   1δ << . 

Если условие выполняется, то процесс поиска оптимальной 
плотности распределения заканчивается; в противном случае пере-
ходим к п. 2 итерационного процесса, присвоив 1+= ll . 
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Необходимо отметить, что минимизируемая функция (3.5.44) 
является чаще всего многоэкстремальной, что приводит к опасно-
сти нахождения локального минимума. Это необходимо иметь в 
виду при решении задач подобного типа. 

 
3.5.5. Определение функции потерь для регрессионных объектов. 

Алгоритм Хубера 
 

Как уже отмечалось выше, задача определения функции потерь 
в общем случае не может быть решена в явном виде. Однако для 
некоторых классов при идентификации линейного регрессионного 
объекта вида 
 1 1( ) ( ) ... ( ) ( )n ny i b u i b u i i= + + + η  (3.5.48) 
эта задача может быть получена в явном виде. Это связано с тем, 
что нормированная информационная матрица для линейных рег-
рессионных объектов не зависит ни от оцениваемых параметров, 
ни от дисперсии помехи. 

Учитывая это, минимизируемый функционал (3.5.43), а именно: 

( )( )
2

1 2

( ) 1( ( )) V( ( ))
( ) tr A ,

fJ f f d
f c

∞

−−∞
η

′ η
η = η = η

η σ
∫ , 

Φ∈η)(f  
может быть заменен более простым функционалом 

 
2 ( )( ( ))
( )

fJ f d
f

∞

−∞

′ η
η = η

η∫ ,   ( )f η ∈Φ , (3.5.49) 

который представляет собой информацию Фишера. 
В том случае, когда помеха η имеет распределение, принадле-

жащее классу α-загрязненных распределений (см. классы 3Φ , 4Φ , 

5Φ  в разд. 3.2.1), для нахождения оптимальной плотности распре-
деления может быть использован минимаксный подход Хубера. 

Как уже отмечали, оптимальной на классе плотностью распре-
деления для Р-объектов является плотность распределения, кото-
рой соответствует минимальная фишеровская информация. 

Интересно отметить, что работы Хубера в истории развития ро-
бастных оценок были пионерскими. Ему удалось обосновать прин-
цип минимакса, опираясь только на выводы теории вероятностей и 
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математической статистики (в основном на центральную предель-
ную теорему и ее следствия). 

Итак, рассмотрим задачу идентификации коэффициентов ли-
нейного регрессионного объекта (3.5.48) в предположении, что 
распределение )(ηf  помех принадлежит классу α-загрязненных 
распределений: 
 { ( ) :   ( ) (1 ) ( ) ( )}f f h gΦ = η η = −α η + α μ , (3.5.50) 
где )(αh  – известная плотность распределения; )(ηg  – произволь-
ная неизвестная плотность распределения; α – вероятность появле-
ния «выброса» с распределением )(ηg , α удовлетворяет условию 

10 ≤α≤ . 
Результат, полученный Хубером, получил название «Теорема 

Хубера». 
Теорема Хубера. Пусть ( )h η  – дважды непрерывно дифферен-

цируемая плотность распределения, такая, что ( ln ( ))h− η  – выпук-
лая вниз функция. Тогда АМКО линейных регрессионных объек-
тов – V( , )F f  имеет седловую точку, т.е. существует плотность 
распределения * ( ) (1 ) ( ) *( )f h gη = −α η + α η  и функция * ( )F η =  

ln * ( )f= − η , такие, что 
 V( *, ) V( *, *) V( , *)F f F f F f≤ ≤ . (3.5.51) 

Далее, пусть 0η  и 1η  ( 0 1η < η ) – концы интервала (один или оба 
конца могут быть бесконечными), где 

 ( )
( )

h k
h
′ η

≤
η

,   ],[ 0 ηη∈η , (3.5.52) 

и k , α, 0η  и 1η  связаны соотношением: 

 
1

0

1 0 1( ) ( )(1 ) ( ) h hh d
k

η
−

η

η + η
−α = η η+∫ . (3.5.53) 

Тогда плотность )(* ηf  имеет вид: 

 
0 0 0

0 1

1 1 1

(1 ) ( )exp( ( )),    ;
* ( ) (1 ) ( ),    ;

(1 ) ( )exp( ( )),    .

h k
f h

h k

−α η η−η η≤ η⎧
⎪η = −α η η ≤ η ≤ η⎨
⎪ −α η − η−η η≥ η⎩

 (3.5.54) 
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Вначале покажем, что )(* ηf , определяемая формулой (3.5.54), 
удовлетворяет всем требованиям, предъявляемым к плотности распре-
деления, и принадлежит классу (3.5.50). Затем докажем, что эта плот-
ность )(* ηf  действительно является оптимальной на классе (3.5.50). 

Итак, рассмотрим условия второй части теоремы. Прежде пока-
жем, что * ( )f η  удовлетворяет условию полноты интеграла: 

0 1
0

0

( )
0*( ) (1 ) ( )e (1 ) ( )kf d h h d

η η∞
η−η

−∞ −∞ η
η η = −α η + −α η η+∫ ∫ ∫  

1

1

( )
1(1 ) ( )e kh d

∞
− η−η

η
+ − α η η =∫  

1

0
0 1

1 1(1 ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )h h d h
k k

η

η
= −α η + −α η η+ −α η =∫  

1

0

0 1( ) ( )
(1 ) ( )

h h
h d

k

η

η

⎡ ⎤η + η
⎢ ⎥= −α η η+
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ . 

По условию теоремы (3.5.53) выражение, стоящее в квадратных 
скобках, равно 1(1 )−− α , и, следовательно, получаем 

* ( ) 1f d
∞

−∞

η η =∫ , т.е. )(* ηf  удовлетворяет условию полноты инте-

грала. 
Покажем теперь, что и )(* ηg , соответствующая )(* ηf , также 

удовлетворяет условию полноты интеграла, а именно: 

 * ( ) 1g d
∞

−∞

η η =∫ . (3.5.55) 

Используя формулы (3.5.50) и (3.5.54), найдем выражения для 
)(* ηg : 

 

0

1

( )
0 0

0 1

( )
1 1

(1 ) ( )e ( ) , ;

* ( ) 0, ;
1 ( )e ( ) , .

k

k

h h

g

h h

η−η

− η−η

− α⎧ ⎡ ⎤η − η η ≤ η⎪ ⎣ ⎦α⎪
η = η ≤ η ≤ η⎨

⎪ − α ⎡ ⎤⎪ η − η η ≥ η⎣ ⎦α⎩

 (3.5.56) 
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Интегрируя (3.5.56) на бесконечных пределах, нетрудно убе-
диться в справедливости выражения (3.5.55). Покажем, в заключе-
ние, что )(* ηg  неотрицательная функция. Докажем это для 0η < η  
(при 1η > η  доказательство аналогичное). 

 

 
 

Рис. 3.10. График функции –ln(f(η)) 
 

По условию теоремы ))(ln( ηh−  – выпуклая вниз функция. Сле-
довательно, график этой функции лежит выше касательной, прове-
денной в любой точке, в том числе и в точке 0η  (рис. 3.10). 

Как известно, наклон касательной определяется производной 
функции в данной точке. Таким образом, учитывая условие выпук-
лости вниз функции ln ( )h− η , можно записать: 

00 0ln ( ) ln ( ) ( ln ( )) ( )h h h η=η
′− η ≥ − η + − η η−η =  

 0
0 0

0

( )
ln ( ) ( )

( )
h

h
h
′ η

= − η − η−η
η

, (3.5.57) 

0η≤η . 
По условию теоремы (3.5.52) 

( )
( )

h k
h
′ η

≤
η

,   ],[ 0 ηη∈η . 

Учитывая, что )(ηh  – дважды непрерывно дифференцируемая 

плотность распределения, можно заключить: 0

0

( )
( )

h
k

h
′ η

=
η
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Тогда, подставляя последнее равенство в формулу (3.5.57), по-
лучим: 

0 0ln ( ) ln ( ) ( )h h k− η ≥ − η − η− η , 
или 

0 0ln ( ) ( ) ln ( ) 0h k h′η + η− η − η ≥ . 
Последнее неравенство эквивалентно выражению 

 0)(e)( )(
0 0 >η−η η−η hh k . (3.5.58) 

Согласно формуле (3.5.56) 

( )0( )
0

1 ( )e ( ) *( )hh h gη−η−α
η − η = η

α
. 

Сравнивая это выражение с неравенством (3.5.58), и так как 
10 ≤α≤ , то нетрудно заключить, что * ( ) 0g η ≥  при 0η ≤ η , что и 

требовалось показать. 
Таким образом, * ( )g η  определена «вполне корректно» соот-

ношениями (3.5.56) в смысле требований, которым должна удовле-
творять плотность распределения. 

Покажем теперь, что * ( )f η  и соответствующая ей функция по-
терь * ( ) ln *( )F fη = − η  действительно определяют седловую точ-
ку, т.е. удовлетворяют неравенству 
 V( *( ), ( )) V( * ( )) V( ( ), * ( ))F f f F fη η ≤ η ≤ η η  (3.5.59) 
для ∀ )(ηf , Φ∈η)(~f , )(~ln)(~

η−=η fF . 
Правое неравенство выражения (3.5.59), очевидно, вытекает из 

свойств АМКО. Таким образом, необходимо доказать, что 
 ))(*(V))(),(*(V η≤ηη ffF  (3.5.60) 
для ∀ Φ∈η)(f . 

Учитывая, что нормированная информационная матрица не за-
висит от 2

ησ  и c , последнее неравенство можно переписать сле-
дующим образом: 

 

2

2

2

* ( ) ( )
*( )* ( )

*( ) * ( ) ( )
*( )

f f d
ff d

f f f d
f

∞

∞
−∞

∞
−∞

−∞

⎡ ⎤′ η ′ η η⎢ ⎥η′ η ⎢ ⎥⎣ ⎦η ≤
η ′⎛ ⎞η

η η⎜ ⎟η⎝ ⎠

∫
∫

∫

. (3.5.61) 
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Подробное доказательство этого неравенства приведено в рабо-
те [4]. 

Таким образом, показали, что оптимальная на классе (3.5.50) 
плотность распределения существует и определяется по правилу 
(3.5.54). 

Запишем соответствующую ей оптимальную функцию потерь: 

 
0 0 0

0 0 1

0 1 1

ln[(1 ) ( )] ( ),    ;
* ( ) ln[(1 ) ( )],    ;

ln[(1 ) ( )] ( ),    .

h k
F h

h k

− −α η − ε − η ε ≤ η⎧
⎪ε = − −α η η ≤ ε ≤ η⎨
⎪− −α η + ε − η ε ≥ η⎩

 (3.5.62) 

 
3.5.6. .Идентификация параметров регрессионного объекта 
при α-загрязненном нормальном распределении помехи 

 
Пусть известно, что помеха принадлежит классу 3Φ  – прибли-

женно нормальных распределений: 
 ( ) (1 ) ( ) ( )Nf f gη = −α η + α η , (3.5.63) 
где Nf  – нормальное распределение; 

 2
22

1 1exp
22

Nf
ηη

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − η
⎜ ⎟σπσ ⎝ ⎠

, (3.5.64) 

α – вероятность появления «выброса» с распределением )(ηg . 
Примерный вид α-загрязненных шумов изображен на рис. 3.11. 

 

 
 

Рис. 3.11. Примерный вид α-загрязненных шумов 
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Учитывая результат, полученный в предыдущем разделе, запи-
шем оптимальную на классе плотность распределения: 

( )

( )

( )

2
0 0 01/2 22

2
0 11/2 22

2
1 1 11/2 22

1 1(1 ) exp exp[ ( )],  ;
22

1 1*( ) 1 ) exp ,   ;
22

1 1(1 ) exp exp[ ( )],  .
22

k

f

k

ηη

ηη

ηη

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥−α − η η−η η<η⎪ σ⎢ ⎥πσ ⎣ ⎦⎪
⎪

⎡ ⎤⎪⎪ ⎢ ⎥η = −α − η η ≤η≤η⎨
σ⎢ ⎥⎪ πσ ⎣ ⎦

⎪
⎪ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥−α − η − η−η η>η
⎪ σ⎢ ⎥πσ ⎣ ⎦⎪⎩

 (3.5.65) 

Соответствующая функция потерь будет иметь вид 

2
0 0 022

2 2
0 12

2 2
1 1 12

1 1ln (1 ) ( ),   ;
22

1 1*( ) ln (1 ) ,    ;
22

1 1ln (1 ) ( ),   .
22

k

F

k

ηη

η
η

η
η

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥− − α + η − ε − η ε ≤ η⎪ ⎢ ⎥ σπσ⎪ ⎣ ⎦
⎪

⎡ ⎤⎪⎪ ⎢ ⎥ε = − −α + σ ε η ≤ ε ≤ η⎨ ⎢ ⎥πσ⎪ ⎣ ⎦⎪
⎪ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥− − α + σ η + ε − η ε ≥ η⎪ ⎢ ⎥πσ⎪ ⎣ ⎦⎩

 

Очевидно, записанная функция потерь будет эквивалентна бо-
лее простой функции потерь: 

 

2
0 0 02

2
0 12

2
1 1 12

1 ( ),    ;
2

1*( ) ,    ;
2

1 ( ),    .
2

k

F

k

η

η

η

⎧
⎪ η − ε − η ε ≤ η

σ⎪
⎪
⎪ε = ε η ≤ ε ≤ η⎨

σ⎪
⎪
⎪ η + ε − η ε ≥ η
⎪ σ⎩

 (3.5.66) 

На рис. 3.12 приведен примерный вид функции потерь (3.5.66). 
Видно, что на отрезке 0 1[ , ]η η  функция потерь квадратичная (метод 
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наименьших квадратов), а на участках 0( , )−∞ η , 1( , )η ∞  – модуль-
ная (метод наименьших модулей). 

 
 
 
 
 

Рис. 3.12. График 
оптимальной функции потерь 

 

 
 

Для определения 0η , 1η  и k в формуле (3.5.66) воспользуемся 
условиями теоремы Хубера (3.5.52) и (3.5.53). Запишем их для 
приближенно нормального распределения помехи: 

( )1/22

1 1
1 2 η

= ×
− α πσ

 

 

2 2
0 1
2 2

1 2 2

0

2 2
/2 e ee d

k

η η

−η −η

σ ση
−η σ

η

⎡ ⎤
⎢ ⎥

+⎢ ⎥× η+⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ , (3.5.67) 

22
k

η

η
≤

σ
   или   2k ησ ≥ η    при 

 10 η≤η≤η . (3.5.68) 
Из условия (3.5.68) получаем значения 0η  и 1η : 

 2
0 1 k ηη = −η = −Δ = − σ    или   2/k η= Δ σ . (3.5.69) 

Подставим (3.5.69) в условие (3.5.67): 

( )

2

22
1/22

1 1 e
1 2

dη

η
−Δ

σ

−Δ η

= η+
−α πσ

∫  
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( )

2

22
2

1/22

2
e

2

η

Δ
−

ση

η

σ
+

πσ Δ
. (3.5.70) 

Введем обозначения: 

 2x
η

=
σ

;   / ηξ = Δ σ . (3.5.71) 

Тогда уравнение (3.5.70) можно преобразовать к виду 

 
2

21
2 21 1 2e e

1 2 2

x

dx
ξ − − ξ

−ξ
= +

−α π πξ∫ . (3.5.72) 

Достоинством последней записи является то, что она не зависит 
от параметра 2

ησ . 
Полученное уравнение не может быть решено аналитически и 

решается численно. Результаты решения, соответствующие раз-
личным α, приведены в табл. 3.7. 

 
Таблица 3.7 

 
Результаты решения для различных α 

 
α 0 0,01 0,02 0,03 0,1 0,3 0,5 
ξ ∞ 2,0 1,7 1,1 1,1 0,9 0,4 

 
Преобразуем выражение (3.5.65) и (3.5.66), используя обозначе-

ния (3.5.69): 

 

2

2
2

2

1 
2

 

1(1 ) e ,    ;
22

1*( ) (1 ) e ,    ;
2

1(1 ) e ,    ;
22

f

η

η

η

Δ

σ

η

− η
σ

η

Δ
−
σ

η

⎧
Δ⎛ ⎞⎪ − α η+ η ≤ −Δ⎜ ⎟⎪ πσ ⎝ ⎠⎪

⎪
⎪⎪η = −α η ≤ Δ⎨

πσ⎪
⎪
⎪ Δ⎛ ⎞⎪ − α η− η ≥ Δ⎜ ⎟⎪ πσ ⎝ ⎠
⎪⎩

 (3.5.73) 
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2

2 2

2
2

2

2 2

1 ,    ;
2

1* ( ) ,    ;
2

1 ,    ,
2

F

η η

η

η η

⎧ Δ Δ⎪− ε − ε < −Δ
⎪ σ σ
⎪
⎪ε = ε ε < Δ⎨

σ⎪
⎪
Δ Δ⎪ ε − ε > Δ⎪σ σ⎩

 (3.5.74) 

где ηΔ = ξ ⋅σ . 
Запишем теперь рекуррентный алгоритм, соответствующий этой 

функции потерь для идентификации параметров линейного регрес-
сионного объекта. Для этого воспользуемся абсолютно оптималь-
ным рекуррентным алгоритмом, полученным в предыдущем разде-
ле (см. формулы (3.4.61а) и (3.4.61б)), подставив в качестве )(ηf  
оптимальную на классе плотность распределения )(* ηf , опреде-
ляемую соотношениями (3.5.73). Произведя несложные преобразо-
вания, получим: 

 )()))1(ˆ,(()()1(ˆ)(ˆ iuibidiibib −Γ+−= ε , (3.5.75а) 

 
( ) )()1()(

)1()()()1()1()(
т1*

т

iuiiuI
iiuiuiii

F −Γ+

−Γ−Γ
−−Γ=Γ − , (3.5.75б) 

Iλ=Γ )0( ,   1>>λ ,   0
ˆ)0(ˆ bb = , 

где 

ˆ( , ( 1))

ˆ* ( ( , ( 1)))ˆ( ( , ( 1)))
i b i

dF i b id i b i
d

ε=ε −

ε −
ε − = =

ε
 

 

,    ( ) ;
ˆ( , ( 1)),    ( ) ;

,    ( ) ,

i

i b i i
i

−Δ ε ≤ −Δ⎧
⎪⎪= ε − − Δ ≤ ε ≤ Δ⎨
⎪Δ ε ≥ Δ⎪⎩

 (3.5.76) 
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*
FI  – фишеровская информация, соответствующая оптимальной на 

классе плотности распределения )(* ηf  (3.5.73), которая опреде-
ляется формулой [4]. 

 *
2

12(1 )FI
ηη

⎛ ⎞Δ
= −α Φ⎜ ⎟⎜ ⎟σσ ⎝ ⎠

, (3.5.77) 

где 
η

⎛ ⎞Δ
Φ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠

 – интеграл вероятности Лапласа [5]. 

Подставляя полученное выражение для фишеровской информа-
ции в рекуррентные соотношения (3.5.79), запишем окончательную 
форму рекуррентного алгоритма для оценивания параметров рег-
рессионного объекта при условии, что на систему действует слу-
чайная помеха, имеющая приближенно нормальный закон распре-
деления: 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( ) ( ( , ( 1))) ( )b i b i i d i b i u i= − + Γ ε − ; (3.5.78а) 
−−Γ=Γ )1()( ii  

 
т

1
т

2

( 1) ( ) ( ) ( 1)

12(1 ) ( ) ( 1) ( )

i u i u i i

u i i u i
−

ηη

Γ − Γ −
−
⎡ ⎤⎛ ⎞Δ

− α ⋅Φ + Γ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟σσ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

; (3.5.78б) 

(0) IΓ = λ ,   1λ >> ,   0
ˆ ˆ(0)b b= . 

Параметр )))1(ˆ,(( −ε ibid  определяется по формуле (3.5.76). 
Для инициализации рекуррентного процесса используются на-

чальные приближения оцениваемого параметра )0(b̂  и матрицы 
)0(Γ . Окончание рекуррентного процесса связано с прекращением 

нормального функционирования объекта идентификации, в частно-
сти, с получением достоверной информации от датчиков. 

Для тестового примера был выбран регрессионный объект 
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )y i b u i b u i b u i i= + + + η  

с параметрами 
1 4b = ;   2 6,5b = ;   3 8b = . 
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Входные воздействия 1( )u i , 2 ( )u i , 3( )u i  имели нормальный закон 

распределения: 
1

2uM = , 
1

2 100uσ = ; 
2

4,5uM = , 
2

2 100uσ = ; 
3

6uM = , 

3
2 100uσ = . Шум, действующий в объекте )(iη , имел приближенно 

нормальный закон распределения: ( ) (1 ) ( ) ( )Nf f gη = −α η + α η , где 
)(ηNf  – нормальный закон распределения: 

2
2

1 
2

1/2
1( ) e

(2 )Nf η
− η

σ

η

η =
π σ

, 

а )(ηg  – также нормальный закон распределения 
2

2
 выбр

1 
2

1/2
 выбр

1( ) e
(2 )

g η
− η

σ

η

η =
π σ

. 

Оценка эффективности алгоритма Хубера по сравнению с 
обычным рекуррентным алгоритмом с квадратичной функцией по-
терь проводилась при следующих статистических характеристиках 
распределений: 

1. ησ  = 0,5; α = 0,1; выбр ησ  = 10; 
2. ησ  = 0,5; α = 0,1; выбр ησ  = 50; 
3. ησ  = 0,5; α = 0,1; выбр ησ  = 100; 
4. ησ  = 0,5; α = 0,3; выбр ησ  = 10; 
5. ησ  = 0,5; α = 0,3; выбр ησ  = 50; 
6. ησ  = 0,5; α = 0,3; выбр ησ  = 100. 
На рис.2.2.5 представлены графики сходимости сглаженной 

ошибки оценки по двум алгоритмам: алгоритм с использованием 
теоремы Хубера и рекуррентный алгоритм, соответствующий ме-
тоду наименьших квадратов. 

Из графиков видно, что эффективность использования рекур-
рентного алгоритма с использованием теоремы Хубера возрастает с 
увеличением вероятности выброса α и с увеличением интенсивно-
сти выброса. При больших α и выбр ησ  (рис. 3.13) обычный рекур-
рентный алгоритм практически неработоспособен, тогда как алго-
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ритм Хубера обеспечивает достаточно хорошую сходимость оце-
нок к истинным значениям параметров. 

 

 
 

α = 0,1,  ησ = 0,5, выбр ησ = 10: а – линейный алгоритм; б – алгоритм Хубера 

а) 
 

 
 

α = 0,1,  ησ = 0,5, выбр ησ = 50: а – линейный алгоритм; б – алгоритм Хубера 

б) 
 

Рис. 3.13. Зависимость сглаженной ошибки оценки от номера измерений 
(см. также с. 267 – 268) 
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α = 0,1,  ησ = 0,5, выбр ησ = 100: а – линейный алгоритм; б – алгоритм Хубера 

в) 
 

 
 

α = 0,3,  ησ = 0,5, выбр ησ = 10: а – линейный алгоритм; б – алгоритм Хубера 

г) 
 

Рис. 3.13. Продолжение 
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α = 0,3,  ησ = 0,5, выбр ησ = 50: а – линейный алгоритм; б – алгоритм Хубера 

д) 
 

 
 

α = 0,3,  ησ = 0,5, выбр ησ = 100: а – линейный алгоритм;  б – алгоритм Хубера 

е) 
 

Рис. 3.13. Окончание 
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3.6. Применение методов оценивания параметров 
при обработке реакторной информации 

 
3.6.1. Метод максимума правдоподобия при аппроксимации  

макрополей нейтронов  
 

Многоточечная информация о плотности потока нейтронов, 
снимаемая N внутриреакторными датчиками, расположенными в 
точках с координатами Nrr ...,,1 , обрабатывается с целью представ-
ления поля нейтронов [10] в виде: 

 
1

( ) ( )
k

i i
i

r A r
=

ϕ = ψ∑ , (3.6.1) 

где { }( )i rψ  – набор известных линейно независимых функций; 

{ }iA  – набор коэффициентов, подлежащих определению. 
Отметим, что согласно теоретическим и экспериментальным ис-

следованиям представление (3.6.1) справедливо не для самого поля 
нейтронов, а лишь для его отклонения от какого-либо начального 
или заданного распределения, т.е. достаточно хорошо линейным 
набором функций { }( )i rψ  можно описать лишь функцию 

1
( , ) ( , ) ( , ) ( )

k

i i
i

r t r t r t A r
=

δϕ = ϕ τ + −ϕ = ψ∑ , 

что и необходимо при исследовании динамических свойств объекта 
и системы регулирования. Подразумевая это обстоятельство, в 
дальнейшем будем говорить о восстановлении поля нейтронов. 

Итак, требуется определить неизвестный вектор A , если набор 
функций { }( )i rψ  известен и выбран таким образом, чтобы линей-
ная комбинация функций ( )i rψ  давала возможность описать лю-
бое распределение плотности потока нейтронов, встречающееся 
при эксплуатации реактора. Отметим, что специфика внутриреак-
торной информации состоит в том, что вектор показаний датчиков 
C  носит, вообще говоря, случайный характер. Задача сводится к 
нахождению оценки вектора A  по однократной реализации слу-
чайного вектора C . Плотность вероятности этого случайного век-
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тора в предположении, что он имеет нормальный закон распреде-
ления при данном значении параметра A , есть 

( )
( )

( ) ( )* 11 1 ˆexp
2ˆ2 N

f C A C K C
K

−⎛ ⎞= − −μ −μ⎜ ⎟
⎝ ⎠π

, 

где 

1
1

1

( )

...

( )

k

i i
i

k

i i N
i

A r

A r

=

=

⎡ ⎤
ψ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥μ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

 – вектор математического ожидания, компонен-

тами которого являются математические ожидания плотности потока 

нейтронов в соответствующих точках; 
11 1...

ˆ ... ... ...
... ...

N

NN

K K
K

K

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 – сим-

метричная корреляционная матрица измерений; K̂  – определитель 
корреляционной матрицы. 

Следуя принципу максимума правдоподобия, необходимо по-
добрать вектор μ  так, чтобы плотность вероятности наблюдаемой 
совокупности значений 1, ..., nc c  была максимальной, т.е. 

( )ln 0, 1, ..., .
p

f C A p k
A
∂

= =
∂

 

Отсюда получается система линейных уравнений максимума 
правдоподобия 

( ) ( )* 1ˆln 0, 1, ..., .
p

C K C p k
A

−∂ ⎡ ⎤− μ −μ = =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
 

Для получения системы уравнений относительно вектора A  

представим билинейную форму ( ) ( )* 1ˆC K C−− μ −μ . 
В виде скалярного произведения двух векторов: 

( ) ( )* 1ˆ,C K C−⎛ ⎞− μ −μ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Возможность такого представления опирается на симметрич-
ность матрицы K̂  и 1K̂ − . 

Условие минимальности скалярного произведения 

( ) ( )( )1ˆ ˆˆ, 0
p

C SA K C SA
A

−∂
− − =

∂
 

можно представить в виде: 

( )( ) ( )( )1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , 0p pSl K C SA C SA K Sl− −− − − − = , 

где pl  – вектор, у которого все координаты равны нулю, а p-я – 
единице. Симметричность скалярного произведения относительно 
перемножаемых векторов позволяет получить 

( )( )1ˆ ˆˆ, 0pC SA K Sl−− =  

или 

( )( )* 1 ˆˆ , 0pS K C SA l− − =  

Из этого соотношения следует, что p-я компонента первого век-
тора в скалярном произведении равна нулю, а так как p пробегает 
все значения от 1 до k, то система линейных уравнений для опреде-
ления компонент вектора будет иметь вид: 

( )* 1 ˆˆ 0S K C SA− − =  

или 
ˆ ˆMA LC= , 

где введены обозначения: 
* 1 * 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,M S K S L S K− −= = . 

Решением системы будет вектор  
1ˆ ˆ ˆ .A M LC RC−= =  

Таким образом, процедура определения неизвестного вектора A  
свелась к умножению матрицы R̂  на вектор показаний C . Сущест-
венным здесь является то, что матрица не зависит от показаний 
датчиков, а определяется видом выбранных пробных функций 
{ }( )i rψ  и координатами датчиков , 1, ...,ir i N= . Именно это об-
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стоятельство и позволяет использовать данный метод в оператив-
ном режиме, поскольку матрица R̂  может быть рассчитана заранее. 

 
3.6.2. Определение постоянной времени графитовой кладки 

в пассивном эксперименте  
 

Одной из важнейших характеристик активной зоны реактора яв-
ляется постоянная времени графитовой кладки грτ  [1, 6, 7]. Знание 
этой величины необходимо при решении задач, связанных с анали-
зом устойчивости работы аппарата и прогнозированием запаса ре-
активности. В данной работе предлагается методика определения 
грτ , основанная на идентификации неизвестных параметров мате-

матической модели. 
В качестве исходной математической модели выступает линей-

ное уравнение, описывающее изменение средней по ячейке АЗ 
температуры графитовой кладки: 

 
2

2
( , ) ( , )( , ) ( , ) ,r rr w r

zυ
∂Θ τ ∂ Θ τ

+ λΘ τ = λ τ + α
∂τ ∂

 (3.6.2) 

где гр1/λ = τ  – неизвестный параметр; υα  – коэффициент тепло-
проводности графита; τ – время; z – вертикальная составляющая 
декартовой системы координат; Θ – температурный напор, норми-
рованный на среднее по объему реактора значение температурного 
напора: 

гр

гр

( , )
( , ) S

S

T r t
r

T t

τ −
Θ τ =

−
; 

грT  – температура графита; St  – температура насыщения воды; 
w  – энерговыделение, нормированное на среднее по объему реак-
тора значение энерговыделения: 

( ) ( , )
( , ) f

f

r r
w r

Σ ϕ τ
τ =

Σ ϕ
; 

где fΣ  – макроскопическое сечение деления; ϕ – плотность потока 
нейтронов. 
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В силу действия многочисленных случайных факторов даже в 
стационарном режиме работы аппарата имеются флуктуации зна-
чений Θ и w  относительно среднего уровня, т.е. Θ и w  фактиче-
ски являются случайными процессами. Отразим этот факт, пред-
ставив их значения в виде суммы математического ожидания и не-
которой случайной составляющей: 

; [ ];
; [ ].

M
w w w w M w
Θ = Θ + δΘ Θ = Θ
= + δ =

 

Здесь M – оператор усреднения по времени или взятия математиче-
ского ожидания. Исходное уравнение (4.2.1), справедливое для 
функций Θ и w , будет также справедливо и для их случайных со-
ставляющих 

 
2

2
( , ) ( , )( , ) ( , ) .r rr w r

zυ
∂δΘ τ ∂ δΘ τ

+ λδΘ τ = λδ τ + α
∂τ ∂

 (3.6.3) 

Будем рассматривать все процессы в таких конкретных точках 
ir , где утечкой тепла по высоте можно пренебречь (геометрически 
эти точки расположены в середине АЗ). Тогда уравнение (3.6.3) 
упростится 

 ( ) ( ) ( , ).r∂δΘ τ
+ λδΘ τ = λδϕ τ

∂τ
 (3.6.4) 

Уравнение (3.6.2.3) легко решается в общем виде 

 0
0

( ) e ( )e .tw t dt
τ

−λτ λ −λτδΘ τ = λδ + δΘ∫  (3.6.5) 

В выражении (3.6.5) при достаточно большом времени наблю-
дения τ→∞  начальными условиями можно пренебречь 

 
0

( ) e ( )e .tw t dt
τ

−λτ λ

τ→∞
δΘ τ = λδ∫  (3.6.6) 

Для получения экспериментальной информации о значениях 
δΘ  и wδ  выберем близко расположенные датчики, считая, что их 
пространственные координаты фактически совпадают. Потребуем, 
чтобы параметр λ удовлетворял условию минимума функционала, 
представляющего собой математическое ожидание квадрата откло-
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нений экспериментальных значений эδΘ  от рассчитанных по фор-
муле (3.6.6) 

2

э э
0

min lim ( ) e ( )e tF M w t dt
τ

−λτ λ

λ
τ→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= δΘ τ − λδ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ . 

Раскрыв оператор математического ожидания, получим для 
функционала F следующее выражение: 

2
эlim ( )F M

τ→∞
⎡ ⎤= δ Θ τ +⎣ ⎦  

[ ]2 2 ( )

0 0
lim e ( ) ( ) e t sM w t s dtds

τ τ
− λτ λ +

τ→∞

⎛
+ λ δ δϕ −⎜⎜

⎝
∫ ∫  

[ ]
0

2 e ( ) ( ) e tM w t dt
τ

−λτ λ ⎞
− λ δ δΘ τ ⎟⎟

⎠
∫ . 

Выражение 2
эlim ( )M

τ→∞
⎡ ⎤δ Θ τ⎣ ⎦  представляет собой дисперсию ве-

личины Θ. Заметим также, что под знаком интеграла стоят величи-
ны [ ] [ ]( ) ( ) ( , ); ( ) ( ) ( , )w wwM w t K t M t s K t sΘδ δΘ τ = τ δϕ δϕ =  – корре-
ляционные функции соответствующих процессов. Если теперь рас-
считать эти корреляционные функции на основе эксперименталь-
ной информации, аппроксимировать их простейшими экспоненци-
альными зависимостями: 

| |

| |

( , ) (| |) e ;

( , ) (| |) e

t s
ww ww

t
w w

K t s K t s a

K t K t b

−α −

−β −τ
Θ Θ

= − =

τ = − τ =
 

и подставить в выражение для функционала 

2 2 ( )

0 0
lim e ( , )e t s

wwF D K t s dtds
τ τ

− λτ λ +
Θ

τ→∞

⎧⎪= + λ −⎨
⎪⎩

∫ ∫  

0
2 e ( , )e t

wK t dt
τ

−λτ λ
Θ

⎫⎪− λ τ ⎬
⎪⎭

∫ , 

то после вычисления интегралов и предельных выражений можно 
получить следующую формулу для функционала: 
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 2 .a bF DΘ
λ λ

= + +
λ + α λ +β

 (3.6.7) 

Из необходимого условия минимума функционала 0F∂
=

∂λ
 по-

лучим алгебраическое уравнение второй степени для определения 
λ, а тем самым и грτ : 

 2 2
2 0.

( ) ( )
a bα β

− =
λ + α λ +β

 (3.6.8) 

Отметим преимущества изложенной методики. Существующие 
на практике методы определения грτ  предполагают, как правило, 
наличие изменения мощности реактора и определение грτ  как про-
межутка времени, в течение которого температура графита умень-
шается в e раз. Предлагаемая же методика предполагает определе-
ние грτ  в «пассивном» эксперименте путем сбора и последующей 
обработки информации с аппарата, работающего в номинальном 
режиме. 

Так как грτ  зависит от коэффициентов теплопередачи от графи-
та к окружающим каналам (соответственно, от состава и распреде-
ления газовой смеси), то ее значение может быть разным по актив-
ной зоне. Если этот факт имеет место, то при анализе динамиче-
ских процессов это обстоятельство следует учитывать. Ниже при-
ведены результаты определения постоянной времени графитовой 
кладки в пассивном эксперименте. 

 
Практическая реализация методики на реальных данных 

первого энергоблока Курской АЭС 
 

Для определения постоянной времени графитовой кладки по 
вышеизложенной методике были приняты следующие допущения. 

1. Нормированное значение энерговыделения w в канале было 
принято как показание третьей с верху секции датчика ДКЭВ, нор-
мированное на среднее по каналу показание датчика: 
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 3
4

1

k

i
i

Iw
I

=

=

∑
, (3.6.9) 

где kw  – относительное значение энерговыделения в канале k. 
2. Значение температурного напора Θ в канале было принято 

равным показанию средней секции датчика температуры графита 
(ТЭТ), нормированной на среднее по каналу показание датчика: 

 2
3

1

k

i
i=

Θ
Θ =

Θ∑
, (3.6.10) 

где kΘ   − значение температурного напора в канале k. 
Далее по технической документации были найдены координаты 

каналов, ближайших к датчикам ТЭТ. Координаты датчиков при-
ведены в табл. 3.8. 

 
Таблица 3.8 

 
Координаты датчиков, используемых в расчетах 

 
№ п/п Координаты ТЭТ Координаты ДКЭ(в) 

0 (31; 37) (31; 40) 
1 (45; 37) (43; 36) 
2 (37; 15) (43; 16) 
3 (37; 21) (35; 20) 
4 (37; 31) (41; 30) 
5 (37; 45) (37; 46) 
6 (37; 55) (33; 56) 
7 (37; 61) (41; 60) 

 
Потом для выбранных датчиков были рассчитаны соответст-

вующие корреляционные функции (рис. 3.14 и 3.15). Погрешность 
расчета составила 16 %. 
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Рис. 3.14. Автокорреляционная функция мощности для третьей секции датчика 
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Рис. 3.15. Взаимная корреляционная функция мощности и температурного напора 
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Затем методом наименьших квадратов они были аппроксимиро-
ваны экспоненциальными зависимостями. Исходя из анализа гра-
фиков, очевидно, что экспоненциальная аппроксимация получен-
ной кривой практически полностью укладывается в границы по-
грешности расчета корреляционных функций. Результаты аппрок-
симации приведены в табл. 3.9. 

 
Таблица 3.9 

 
Параметры корреляционных функций 

 

№ п/п Координаты 
ТЭТ a, отн. ед. α, с–1 b, отн. ед β, с–1 

0 (31; 37) 1.7559 -0.0151 1.8661 -0.0293 
1 (45; 37) 1.6022 -0.0194 1.6639 -0.0150 
2 (37; 15) 1.5492 -0.0183 1.7194 -0.0159 
3 (37; 21) 1.1334 -0.0095 1.3137 -0.0065 
4 (37; 31) 1.7821 -0.0090 1.2094 -0.0080 
5 (37; 45) 1.7978 -0.0167 1.6349 -0.0198 
6 (37; 55) 1.6158 -0.0175 1.4354 -0.0100 
7 (37; 61) 1.7913 -0.0150 1.4014 -0.0100 

 
На основе полученных данных при помощи уравнения (3.6.8) 

было рассчитано грτ . Результаты расчетов приведены в табл. 3.10. 
Для упрощения анализа результатов в таблице приведена краткая 
информация о каналах, используемых при расчетах. 
 

Таблица 3.10 
 

Значение постоянной времени графитовой кладки 
 

№ п/п Координа-
ты 

Средняя 
мощность, 

МВт 

Средняя энерго-
выработка, 
МВт ⋅ сут 

Средний 
расход теп-
лоносителя, 

м3/ч 

Значение 
τгр, мин 

0 (31;37) 1.68 2090.19 29.25 51 
1 (45; 37) 2.57 432.29 37.98 57 
2 (37; 15) 1.70 2462.59 26.59 41 
3 (37; 21) 1.99 2570.01 28.90 47 
4 (37; 31) 2.06 2440.97 26.59 52 
5 (37; 45) 2.07 931.72 31.52 56 
6 (37; 55) 2.11 1304.33 29.24 73 
7 (37; 61) 2.70 1065.34 37.1 79 
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Как видно из табл. 3.10, значения постоянной времени графито-
вой кладки изменяются практически в два раза, поэтому возникает 
вопрос о погрешности полученных результатов. Оценка погрешно-
сти проводилась следующим образом. 

Выразим λ из формулы (3.6.8) в явном виде. 

 ( )
1;2

αβ α βαβ 2
λ

α 2 β α 2 β
aba b

a b a b
−−

= ±
− −

. (3.6.11) 

Представим λ как функцию четырех аргументов: 
 ( )α, β, ,f a bλ =  (3.6.12) 

Абсолютную погрешность λ можно оценить по формуле: 

 Δ Δα Δβ Δ Δ
α β
f f f fa b

a b
∂ ∂ ∂ ∂

λ = + + +
∂ ∂ ∂ ∂

, (3.6.13) 

где Δα, Δβ, Δ ,Δa b  − абсолютные погрешности аргументов, кото-
рые можно найти по методу наименьших квадратов. 

Можно показать, что итоговая относительная погрешность оп-
ределения λ будет составлять 40 %. Тогда, исходя из полученных 
данных видно, что постоянная времени графитовой кладки зависит 
от координаты, что в свою очередь может служить признаком ка-
чества охлаждения кладки газовой смесью. В целом, полученные 
результаты свидетельствуют о принципиальной возможности кон-
троля параметров кладки в пассивном эксперименте. 

 
3.6.3. Прогноз изменения оперативного запаса реактивности 

при работе реактора в переходных режимах 
 

В приведенных выше разделах рассматривались задачи по опре-
делению оптимального уровня снижения мощности реактора при 
работе в переменном графике нагрузки. Понятно, что это требует 
резервирования оперативного запаса реактивности. Так как опера-
тивный запас реактивности меняется в процессе эксплуатации ре-
актора, возникает задача прогноза изменения оперативного запаса 
реактивности при изменении мощности реактора [3, 9]. Поскольку 
только зная прогноз по изменению оперативного запаса реактивно-
сти, можно ответить на вопрос можно ли практически реализовать 
данный режим снижения. Отметим, что поставленная задача имеет 
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и самостоятельный интерес вообще для любого переходного режи-
ма, например для режима кратковременной остановки реактора. 

Основными причинами, влияющими на изменение значения и 
распределения запаса реактивности по объему активной зоны реак-
тора, являются эффекты реактивности по пару, температуре топли-
ва, температуре замедлителя, ксенону и самарию. В общем виде 
формулу прогноза запаса реактивности можно представить сле-

дующим образом: 1
1

( , ) ( , ) ( , )
n

i i j
j

r t r t r t+
=

ρ = ρ + Δρ Δ∑ , где ( , )ir tρ  – 

исходное распределение запаса реактивности в момент времени ti; 
1( , )ir t +ρ  – прогнозируемое на момент времени ti+1 распределение 

запаса реактивности; ( , )j r tΔρ Δ  – изменение реактивности за вре-
мя 1I it t t+Δ = − , обусловленное действием j-го эффекта реактивно-
сти. 

Вклад в изменение реактивности быстрых эффектов по пару и 
температуре топлива можно учитывать через мощностной коэффи-
циент реактивности Nα  как интегральный для реактора 

( ) ( ).N Nt W tΔρ = α ⋅Δ  
Мощностной коэффициент реактивности Nα  определяется экс-

периментально и является функцией многих физических парамет-
ров. Будем считать, что эта зависимость известна, а изменение ин-
тегральной мощности реактора с достаточной степенью точности 
отслеживает суммарный ток ДКЭ(р) (датчик контроля энерговыде-
ления по радиусу). 

При описании изменения реактивности за счет медленных эф-
фектов необходимо учитывать пространственные зависимости. 
Наибольший вклад в изменение запаса реактивности при осущест-
влении переходных режимов вносит нестационарное ксеноновое 
отравление. Уравнения, описывающие процесс отравления реакто-
ра ксеноном, имеют вид: 

 
Xe I

I Xe Xe

I( , ) ( , ) I( , );

Xe( , ) I( , ) ( ( , ) )Xe( , ),

r t r t r t
t

r t r t r t r t
t

∂⎧ = σ ϕ − λ⎪⎪ ∂
⎨∂⎪ = λ − σ ϕ + λ
⎪ ∂⎩

 (3.6.14) 
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где I Xe,λ λ  – константы распада йода и ксенона, с–1; Xeσ  – микро-
скопическое сечение поглощения ксенона, см2; I( , ), Xe( , )r t r t  – 
концентрации йода и ксенона, нормированные на равновесную 
концентрацию ксенона при бесконечно большой плотности потока 
нейтронов. 

Очевидно, что для того, чтобы воспользоваться этой системой 
уравнений для определения концентраций йода и ксенона, необхо-
димо иметь информацию о плотности потока нейтронов ( , )r tϕ . 

Плотность потока нейтронов ( , )r tϕ  рассчитывается периодиче-
ски после окончания очередного опроса датчиков энерговыделения 
с заданным периодом T и представляется в виде разложения по из-
вестным функциям ( )i rψ  следующим образом: 

 
1

( , ) ( ) ( )
n

i i
i

r t k A t r
=

ϕ = ψ∑ , (3.6.15) 

где k – константа размерности; iA  – неизвестные коэффициенты 
разложения, которые определяются методом наименьших квадра-
тов при аппроксимации показаний датчиков энерговыделения из 
следующего соотношения: 

A R c= ⋅ , 
где c  – вектор показаний ДКЭ(р) или ДКЭ(в) (датчик контроля 
энерговыделения по высоте); R  – расчетная матрица. 

Расчетная матрица R  зависит только от выбора функций разло-
жения ( )i rϕ  и координат размещения соответствующих датчиков. 
Поэтому операцию по ее расчету, которая требует больших объе-
мов машинной памяти и времени расчета, можно производить за-
ранее и на внешней ЭВМ. Такой прием (использование предвари-
тельного расчета) оказался очень эффективным. Он значительно 
экономит время расчета, тем самым позволяя сократить период об-
работки показаний датчиков T, что в итоге способствует повыше-
нию точности расчета концентрации йода и ксенона. Отметим, что 
при реализации этого метода на Экспериментально Измерительном 
Комплексе ЛАЭС пришлось решать целый ряд дополнительных 
задач, таких, например, как восстановление показаний неисправ-
ных датчиков энерговыделения по показаниям датчиков, окру-
жающих неисправный; использование при восстановлении макро-
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поля нейтронов информации как от ДКЭ(в), так и ДКЭ(р); исполь-
зование в разрабатываемых программах предварительных расче-
тов, произведенных на внешней ЭВМ, и др. 

Дискретный по времени опрос датчиков ВРК требует примене-
ния временной интерполяции плотности потока нейтронов в интер-
валах между опросами датчиков. Решение системы уравнений 
(3.6.14) в случае применения приближения линейной временной 
интерполяции для плотности потока нейтронов можно представить 
в виде рекуррентных соотношений: 

 I Xe

Xe Xe I

I( , ) exp( )[I( , ) ( , )];
Xe( , ) exp( ( ( , )))[Xe( , ) I( , )] ,

r t T r t T r t
r t T r t r t T r t
= −λ +σ ϕ⎧

⎨ = − λ +σ ϕ +λ⎩
 (3.6.16) 

где T – период обработки показаний датчиков ВРК. 
Таким образом, для расчета концентраций йода и ксенона в 

произвольный момент времени необходимо знать концентрации 
йода и ксенона, рассчитанные в предыдущий момент времени, и 
значение плотности потока нейтронов в момент опроса датчиков. 
Начальные условия для I( , )r t  и Xe( , )r t  можно выбирать произ-
вольно. Вклад начальных условий в значения рассчитываемых 
концентраций экспоненциально убывает со временем и оказывает-
ся несущественным при достаточно продолжительных, порядка 
примерно 50 – 70 ч, временах периодического расчета концентра-
ций. Используя соотношения (3.6.15) и решая систему уравнений 
(3.6.16), можно рассчитать значения концентраций йода и ксенона 
в любых точках активной зоны реактора. Для представления полу-
ченных таким образом концентраций в более удобном и компакт-
ном виде, например, в виде разложения 

 
1

Xe( , ) ( ) ( ) ,
n

i i
i

r t B t r
=

= ψ∑  (3.6.17) 

где ( )i rψ  – известные функции; ( )iB t  – неизвестные коэффициен-
ты разложения, определяемые методом наименьших квадратов, 
необходимо рассчитать значения концентраций ксенона в большом 
числе точек активной зоне реактора, а затем аппроксимировать их 
методом наименьших квадратов 

 ( ) ( )*
min Xe Xej j j jВ

−μ −μ , (3.6.18) 
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где Xe j  – рассчитанное значение концентрации ксенона в j-й точ-
ке; jμ  – аппроксимированное значение концентрации ксенона в j-й 
точке; * – операция транспонирования. 

Для оценки реактивности, вносимой изменением концентрации 
ксенона, можно применить известный математический прием. За-
писывая уравнения диффузии, отвечающие состояниям реактора в 
моменты времени ti и ti+1, в одногрупповом приближении и умно-
жая их соответственно на 1( , )ir t +ϕ  и ( , )ir tϕ , далее вычитая и ин-
тегрируя по объему активной зоны реактора, можно легко вывести 
формулу для оценки изменения реактивности за счет изменения 
концентрации ксенона в произвольном объеме активной зоны Vj: 

 

АЗ

Xe
1

0
Xe

1

( , ) ( , ) ( , )
( )

( , )
( ) ( , ) ( , )

j
i i

V
j

i i
V

r t r t r t dV
r

p V t
K r r t r t dV

+

∞ +

ΔΣ Δ
ϕ ϕ

Σ
Δ Δ =

ϕ ϕ

∫

∫
, (3.6.19) 

где ( )Xe Xe 1Xe( , ) Xe( , )i ir t r t+ΔΣ = σ −  – изменение макроскопиче-
ского сечения поглощения нейтронов ксеноном, см–1; 0 ( )rΣ  – мак-
роскопическое сечение поглощения реактора, см–1; ( )K r∞  – коэф-
фициент размножения реактора; ( , )ir tϕ  – исходное распределения 
плотности потока нейтронов, нейтр./(см2 ⋅ с); 1( , )ir t +ϕ  – плотность 
потока нейтронов в момент времени 1it +  (должна быть задана). 

При прогнозе будем полагать, что распределение по простран-
ству макрополя нейтронов, пока не исчерпан оперативный запас 
реактивности на управление, остается неизменным, меняясь только 
по значению, т.е. 

1 1( , ) ( ) ( , )i i ir t t r t+ +ϕ = α ϕ , 
где α(t) – временной закон изменения мощности реактора. 

Значительно меньший вклад в изменение реактивности вносит 
нестационарное отравление самарием, но тем не менее при боль-
ших временах прогноза необходимо учитывать и этот эффект реак-
тивности. Как и в случае с ксеноном, для концентраций прометия и 
самария можно получить рекуррентные соотношения, описываю-



284 

щие процесс отравления и аналогичные системе уравнений (3.6.16). 
Представляя далее распределение концентрации самария в виде 

 
1

Sm( , ) ( ) ( ) ,
n

i i
i

r t D t r
=

= ψ∑  (3.6.20) 

где ( )i rψ  – известные функции разложения; ( )iD t  – неизвестные 
коэффициенты, и действуя по той же схеме, что и в случае с ксено-
ном, получим изменение реактивности, вносимое нестационарным 
самариевым отравлением, записанное аналогично уравнению 
(3.6.19): 
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2Sm
1

0
Sm 2

1

( , ) ( ) ( , )
( )

( , )
( ) ( ) ( , )

j

i i
V

j
i i

V

r t t r t dV
r

p V t
K r t r t dV

+
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ΔΣ Δ
α ϕ

Σ
Δ Δ =

α ϕ

∫

∫
, (3.6.21) 

где ( )Sm Sm 1Sm( , ) Sm( , )i ir t r t+ΔΣ = σ −  – изменение макроскопиче-
ского сечения поглощения нейтронов самарием, см–1. 

Остановимся теперь на прогнозе изменения запаса реактивности 
за счет изменения температуры замедлителя 
 

гр гр гр( , ) ( , )T r t T r tΔρ = α Δ , (3.6.22) 

где гр ( , )r tα  – коэффициент реактивности по температуре графи-
та – известная функция; гр ( , )T r tΔ  – изменение температуры гра-
фитовой кладки по активной зоне реактора. 

При использовании формулы (3.6.22) задача прогнозирования 
изменения запаса реактивности за счет эффекта по температуре 
замедлителя сводится к задаче прогнозирования изменения темпе-
ратуры графитовой кладки при работе реактора в переходных ре-
жимах. При описании поведения макрополя изменений температу-
ры графитовой кладки в активной зоне реактора РБМК примем 
следующую математическую модель 

 
гр

гр
гр

гр

 ( , ) 1 ( , ) ( , );

( ,0) 0,

V f
T r t

C T r t A r t
t

T r

∂ Δ
= − Δ + Σ Δϕ

∂ τ

Δ =

 (3.6.23) 



285 

где гр ( , )T r tΔ  – макрополе изменений температуры графитовой 
кладки; CV – теплоемкость графита; ( )f rΣ  – макроскопическое 
сечение деления; грτ  – постоянная времени графитовой кладки; А – 
коэффициент пропорциональности между изменением энерговыде-
ления и изменением температуры графитовой кладки; ( , )r tΔϕ =  

( , ) ( ,0)r t r= ϕ −ϕ  – отклонение распределения плотности потока 
нейтронов в момент времени t от начального. 

Решение задачи (3.6.23) не представляет никаких трудностей, 
если известны грτ  и константа А. Параметр грτ  может быть функ-
цией координат и существенно зависит от условий эксплуатации, в 
частности, от состава газовой смеси охлаждения графитовой клад-
ки. Предположим, что постоянная времени грτ  не зависит от коор-
динат. В реальных условиях эксплуатации она определяется экспе-
риментально. Наличие показаний термопар, установленных в гра-
фитовой кладке реактора, наряду с показаниями датчиков энерго-
выделения, позволяет определить переводной коэффициент А. Та-
ким образом, вычисляя по уравнению (3.6.23) величину грTΔ  и 
пользуясь соотношением (3.6.22), можно сделать прогноз измене-
ния запаса реактивности за счет изменения температуры графито-
вой кладки. 

Теперь с учетом соотношений (3.6.19), (3.6.21), (3.6.22) формула 
прогноза реактивности в выделенной области активной зоны Vj 
представляется в виде 

1
АЗ

Xe Sm гр гр
АЗ

( , ) ( , ) ( )

1( , ) ( , ) .
j

j
j i j i N

j j
V

V
V t V t W t

V

V t V t T dV
V

+ρ = ρ + α Δ Δ +

+ ρ Δ + ρ Δ + α Δ∫
 

Первый член суммы в этой формуле ( , )j iV tρ  – запас реактивности 
на момент начала прогноза, определяемый положением органов 
регулирования. Эту величину можно определить благодаря нали-
чию показаний датчиков положения стержней СУЗ и информации о 
макрополе нейтронов. 
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Приведенный выше алгоритм прогноза запаса реактивности в 
РБМК может быть положен в основу разработок математического 
обеспечения для прогноза запаса реактивности. В свое время  были 
успешно апробированы алгоритмы по восстановлению макрополя 
нейтронов и по расчету трехмерного распределения концентраций 
йода и ксенона по активной зоне реактора на ЭИК Ленинградской 
АЭС. 
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ГЛАВА 4. МЕТОД СТАТИСТИЧЕСКОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА В ФИЗИКЕ РЕАКТОРОВ 

 
 

В связи с бурным развитием вычислительной техники большое 
распространение среди методов математического моделирования 
ядерного реактора получил метод статистического эксперимента 
(метод Монте-Карло) [3]. Дело в том, что зачастую только с помо-
щью этого метода можно провести прецизионные расчеты реак-
торных систем сложной формы и состава. В основе методов лежит 
случайный розыгрыш судьбы нейтрона, обусловленный вероятно-
стным характером взаимодействия нейтрона с ядром. 

Однако перечень задач, где используется метод Монте-Карло, 
не исчерпывается только проектированием реактора. Ниже будут 
приведены задачи, связанные с исследованием статистических 
свойств поля нейтронов при случайных возмущениях технологиче-
ских параметров в процессе эксплуатации. 

 
4.1. Методы моделирования случайных величин 

с равномерным законом распределения 
 

В основе многих методов получения случайных величин, под-
чиненных какому-либо закону распределения, лежит генерация 
случайных чисел, равномерно распределенных в интервале (0,1) . 
Математическое ожидание rm  и дисперсия rD  такой последова-
тельности, состоящей из n  случайных чисел ir , должны быть сле-
дующими (если это действительно равномерно распределенные 
случайные числа в интервале от 0 до 1): 

 1 0,5

n

i
i

r

r
m

n
== =
∑

, (4.1.1) 



289 

 

2

1
( )

1
12

n

i r
i

r

r m
D

n
=

−
= =

∑
. (4.1.2) 

Если требуется, чтобы случайное число ix  находилось в интер-
вале ( , )a b , отличном от (0,1) , то нужно воспользоваться форму-
лой ii rabax ⋅−+= )( . За одно обращение такой генератор возвра-
щает одно случайное число. 

Генераторы случайных чисел (ГСЧ) по способу получения чисел 
делятся на физические, табличные и алгоритмические. 

Примером физических ГСЧ могут служить: монета («орел» – 1, 
«решка» – 0), игральные кости, поделенный на секторы с цифрами 
барабан со стрелкой или аппаратурный генератор шума, в качестве 
которого используют шумящее устройство, например, транзистор. 

Табличные ГСЧ в качестве источника случайных чисел исполь-
зуют специальным образом составленные таблицы, содержащие 
проверенные некоррелированные, то есть никак не зависящие друг 
от друга, числа. Достоинство данного метода в том, что он дает дей-
ствительно случайные числа, так как таблица содержит проверенные 
некоррелированные цифры. Недостатки метода: большой требуемый 
объем памяти для хранения большого количества цифр, большие 
трудности порождения и проверки такого рода таблиц, повторы при 
использовании таблицы уже не гарантируют случайности числовой 
последовательности, а значит, и надежности результата. 

Наиболее распространенными являются алгоритмические гене-
раторы случайных чисел. Числа, генерируемые с помощью этих 
генераторов, всегда являются псевдослучайными, то есть каждое 
последующее сгенерированное число зависит от предыдущего: 

1 ( )i ir f r+ = . Кроме того, в последовательности псевдослучайных 
чисел присутствует период повторяемости. Но достоинством дан-
ных ГСЧ является быстродействие и то, что генераторы практиче-
ски не требуют ресурсов памяти. 

Рассмотрим несколько алгоритмических методов получения 
ГСЧ. 

Метод серединных квадратов. Пусть имеется некоторое четы-
рехзначное число 0R . Это число возводится в квадрат и заносится 
в 1R . Далее из 1R  берется середина (четыре средних цифры) – но-
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вое случайное число – и записывается в 0R . Затем процедура по-
вторяется (рис. 4.1). Отметим, что в качестве случайного числа не-
обходимо брать не последовательность ghij, а 0.ghij – с приписан-
ным слева нулем и десятичной точкой. 

 

 
 

Рис. 4.1. Схема метода серединных квадратов 
 

Недостатки метода: 
1) если на некоторой итерации число 0R  станет равным нулю, 

то генератор вырождается, поэтому важен правильный выбор на-
чального значения 0R ; 

2) генератор будет повторять последовательность через NM  
шагов (в лучшем случае), где N  – разрядность числа 0R ; M  – 
основание системы счисления. Если, например, случайное число 

0R  будет представлено в двоичной системе счисления, то после-
довательность псевдослучайных чисел повторится через 42 16=  
шагов. Заметим, что повторение последовательности может про-
изойти и раньше, если начальное число будет выбрано неудачно. 

Описанный выше способ был предложен Джоном фон Нейма-
ном и относится к 1946 г. Поскольку этот способ оказался нена-
дежным, от него очень быстро отказались. 

Метод серединных произведений. Метод серединных квадра-
тов заключается в следующем. Число 0R  умножается на 1R , из 
полученного результата 2R  извлекается середина *2R  (это оче-
редное случайное число) и умножается на 1R . По этой схеме вы-
числяются все последующие случайные числа (рис.4.2). 

Линейный конгруэнтный метод. Линейный конгруэнтный ме-
тод является одной из простейших и наиболее употребительных в 
настоящее время процедур, имитирующих случайные числа. В 
этом методе используется операция ),mod( yx , возвращающая ос-
таток от деления первого аргумента на второй. Каждое последую-
щее случайное число рассчитывается на основе предыдущего слу-
чайного числа по следующей формуле: 
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 1 mod( , )i ir k r b M+ = ⋅ + , (4.1.3) 

где M  – модуль ( 0>M ); k  – множитель )0( Mk << ; b  – прира-
щение )0( Mb << ; 0r  – начальное значение 0(0 )r M< < . 

 

 
 

Рис. 4.2. Схема метода серединных произведений 
 

Последовательность случайных чисел, полученных с помощью 
данной формулы, называется линейной конгруэнтной последова-
тельностью. Многие авторы называют линейную конгруэнтную 
последовательность при 0b =  мультипликативным конгруэнтным 
методом, а при 0b ≠  смешанным конгруэнтным методом. 

Для качественного генератора требуется подобрать подходящие 
коэффициенты. Необходимо, чтобы число М было довольно боль-
шим, так как период не может иметь больше, чем М элементов. 

Встроенный генератор случайных чисел. На практике для 
моделирования случайных величин часто пользуются встроенными 
в среду разработки генераторами случайных чисел. Например, 
встроенный в Borland C++ Builder 5.0. датчик случайных чисел ге-
нерирует случайные числа с равномерным законом распределения. 
Ниже приведены результаты работы этого датчика при формирова-
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нии случайной последовательности из 10000 чисел. На рис. 4.3 
приведена гистограмма распределения, а в табл. 4.1 – ряд распре-
деления. 
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Рис. 4.3. Гистограмма распределения случайных чисел, 
полученных с помощью датчика случайных чисел 

 
Таблица 4.1 

 
Сравнительная таблица попаданий случайной величины  

в заданный интервал и значения mi 
 

Интервал Ii 0 – 0,1 0,1 – 0,2 0,2 – 0,3 0,3 – 0,4 0,4 – 0,5 
mi 1018 1018 1023 993 974 
pin 1000 1000 1000 1000 1000 

 
Окончание табл. 4.1 

 
Интервал Ii 0,5 – 0,6 0,6 – 0,7 0,7 – 0,8 0,8 – 0,9 0,9 – 1 

mi 977 1005 1029 1021 942 
pin 1000 1000 1000 1000 1000 

 

В таблице * i
i

mp
n

= , im  – число значений, попавших в i -й ин-

тервал, n  – общее число испытаний, ip  – теоретическая вероят-
ность попадания в i -й интервал. 
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Определим значение меры расхождения: 

 
* 2 2

2

1 1

( ) ( )k k
i i i i

i ii i

p p m npn
p np= =

− −
χ = =∑ ∑ . (4.1.1) 

Исходя из данных табл. 4.1, получим 2 7,102χ = . Число степе-

ней свободы 7, тогда из таблицы значений 2χ  получаем при уровне 
значимости 5 % интервал (1,56 – 16,62). Рассчитанное значение 
критерия попадает в указанный интервал, таким образом, гипотеза 
о виде закона распределения не противоречит опытным данным. 

 
4.2. Моделирование случайных величин с нормальным 

законом распределения 
 

Для моделирования случайных величин с нормальным законом 
распределения используется центральная предельная теорема: 
сумма большого числа как угодно распределенных независимых 
случайных величин распределена асимптотически нормально, если 
только слагаемые вносят равномерно малый вклад в сумму. Это 
значит, что чем больше независимых слагаемых в сумме, тем бли-
же закон ее распределения к нормальному. На практике можно ис-
пользовать центральную придельную теорему при достаточно не-
большом количестве слагаемых. Опыт показывает, что для суммы 
даже десяти и менее слагаемых закон их распределения можно за-
менить нормальным. 

Алгоритм вычисления можно представить следующим образом. 
Берется датчик случайной величины, которая имеет равномерную 
плотность распределения вероятности в интервале от 0 до 1. При 
этом математическое ожидание случайной величины равно 0.5, а ее 
дисперсия равна 1/12. Если просуммировать порядка 8 – 10 незави-
симых реализаций СВ, то результатом суммирования будет слу-
чайная величина с плотностью распределения вероятности, очень 
близкой к нормальному закону. 

 
1

N

i
i

x y
=

= ∑ , (4.2.1) 
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где iy  – случайные величины с равномерной плотностью распре-
деления вероятности в интервале от 0 до 1. Математическое ожи-
дание и дисперсия величины x соответственно равны: 

2
][ NYM = ; 

12
][ NYD = . 

Ниже приведены результаты, полученные при использовании 
формулы (4.2.1) при 10=N . Гистограмма распределения, полу-
чившаяся при моделировании последовательности из 10000 слу-
чайных чисел, показана на рис. 4.4. 
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Рис.4.4. Гистограмма распределения при генерации случайных чисел 
по нормальному закону 

 

Рассчитанное значение критерия 2 14,996χ = . Число интервалов 
равно 16, при уровне значимости 5 % получим интервал (4,76 – 
25,5), т.е. гипотеза не противоречит опытным данным. 
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4.3. Моделирование случайных величин 
с заданным видом корреляционной функции 

(метод формирующего фильтра) 
 

Если корреляционная функция достаточно гладкая, то для моде-
лирования случайных величин можно использовать метод форми-
рующего фильтра. Уравнение для фильтра запишем следующим 
образом: 

 
2

2 1 0 1 02
( ) ( ) ( )( ) ( ),d x t dx t d ta a a x t b b t

dt dtdt
ξ

+ + = + ξ  (4.3.1) 

где )(tx  – случайная величина с заданной корреляционной функ-
цией; ( )tξ  – белый шум. 

Для такого вида уравнений формирующего фильтра аналитиче-
ски известен вид корреляционной функции. Если корни характери-
стического уравнения действительные, то 

2 2 2 20
2 2 0 1 1 0 1 1

2
( ) exp( )aK a b b b a a

a

⎧⎡ ⎤⎛ ⎞⎪τ = λ + + λ τ −⎨⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩

 

2 2 2 20
1 2 0 1 1 0 1 2 2

2 0 1 2 2 1
exp( )

2 ( )
a ta b b b a a
a a a a

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ Δ⎪− λ + + λ τ⎢ ⎥ ⎬⎜ ⎟
λ − λ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦ ⎭

; 

 .m tτ = Δ  (4.3.2) 
Коэффициенты уравнения формирующего фильтра находятся с 

помощью метода наискорейшего спуска из условия минимизации 
критерия 

 
1

( , ) ( ( ) ( )) ,
N

j j
j

J a b K t K t dt
=

= −∑  (4.3.3) 

где )(tK  – корреляционная функция формирующего фильтра, оп-

ределяемая исходя из формулы (4.3.2), )(~ tK  – заданная корреляци-
онная функция. 

Эмпирическая корреляционная функция рассчитывается по 
формуле: 

 
1

0

1( ) ( ) ( ) ( )
N m

i
K K m t x i x i m

N m

− −

=
τ = Δ = +

−
∑ . (4.3.4) 
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Например, для значений коэффициентов: 2 1;a =  1 3;a =  0 2;a =  

1 0;b =  0 1b =  результаты моделирования представлены на рис. 4.5, 
на котором приведены графики теоретической корреляционной 
функции, рассчитанной по формуле (4.3.2), и эмпирической корре-
ляционной функции, рассчитанной по формуле (4.3.4), исходя из 
значений случайной величины, полученных при решении уравне-
ния (4.3.1) методом Эйлера. 

Ошибка, рассчитанная по формуле 

 

2

1
2

1

( ( ) ( ))
100 %

( )

N

j j
j

N

j
j

K t K t

K t

=

=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠δ = ⋅
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

, (4.3.5) 

составляет ≈ 4 %. 
 

 
 

Рис. 4.5. Эмпирическая и теоретическая корреляционные функции 
 

Экспоненциальная корреляционная функция. Если корреля-
ционная функция задана в виде: 
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 ( ) exp( );       K D m tτ = −ατ τ = Δ , (4.3.6) 

то случайную величину можно рассчитывать по следующей фор-
муле: 
 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)nx t x n t x n k e n k x n= Δ = = + − ; (4.3.7) 

 2
1 2 2(1 );   exp( ),k D k k t= − = −αΔ  (4.3.8) 

где )(ne  – дискретный белый гауссов шум с нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией. 

Например, при 1D = , 0,05α = , 1Δ =  графики эмпирической и 
теоретической корреляционных функций представлены на рис. 4.6. 

 

 
 

Рис. 4.6. Корреляционные функции 
 

Погрешность, рассчитанная исходя из формулы (4.3.5) состав-
ляет ≈ 3 %. 

Если корреляционная функция имеет вид: 
 2 2( ) exp( );       K D a m tτ = − τ τ = Δ , (4.3.9) 
то последовательность этапов моделирования следующая. 
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1. Необходимо получить реализацию дискретного белого шума 
длительностью N  (где N  достаточно большое – порядка 1000 и 
более отсчетов) с нулевым математическим ожиданием и единич-
ной дисперсией. Для получения данной реализации необходимо N  
раз обратиться к датчику, выдающему независимые случайные 
числа, распределенные по нормальному закону. Эту реализацию в 
дальнейшем будем обозначать e(n). 

2. Далее выполняются следующие преобразования: 

 2 2
4
2( ) ( ) ( ); ( ) exp( 2 ).

P

k P

Dx n C k e n k C k k
=−

⎛ ⎞α
= − = − α⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

∑  (4.3.10) 

Здесь неопределенным остается предел суммирования P , и для его 
определения может служить рекомендация: P  – целая часть от де-
ления 2 на α ( 1α < , иначе моделирование не имело бы смысла). 
После этого в получившейся реализации необходимо отбросить 
первые и последние P  отсчетов и оставить только PN 2−  отсче-
тов. Дело в том, что стационарным фрагментом моделируемого 
случайного процесса (с постоянной дисперсией) является именно 
центральная часть. Таким образом, длительность реализации равна 

PNN 2−= . 
На рис. 4.7 показан пример расчета при 1D = , 0,05α = , 1Δ = . 

 

 
 

Рис. 4.7. Корреляционная функция 
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Погрешность, рассчитанная по формуле (4.3.5), составляет 
1,603 %. 

 
4.4. Пример математического моделирования ядерного 
реактора при случайных возмущениях в свойствах 

размножающей среды 
 

В процессе эксплуатации ядерного реактора в силу воздействия 
большого количества случайных факторов (например, колебаний 
расхода теплоносителя, перемещения органов регулирования, 
флюктуаций паросодержания и др.), нейтронно-физические свой-
ства имеют случайный характер, что приводит к необходимости в 
ряде задач контроля и управления рассматривать реактор как объ-
ект со случайными параметрами. 

В этой связи важной и актуальной проблемой является матема-
тическое моделирование ядерного реактора при случайных возму-
щениях в технологических параметрах, получение на основе мате-
матической модели статистических характеристик параметров 
ядерного реактора, их исследование и использование при решении 
задач контроля, управления и диагностики. 

В качестве основы для создания математической модели с 
флюктуирующими параметрами был принят подход Шефа и Альб-
рехта, использующий для получения статистических характеристик 
плотности потока нейтронов стохастические уравнения. Ниже при-
водятся стохастические уравнения пространственной динамики, 
включая обратные связи по температуре топлива, теплоносителя, 
замедлителя, паросодержания (для кипящего реактора), ксеноново-
го отравления и системы регулирования [2 – 4]. Источником слу-
чайных возмущений при этом считается флюктуация в размно-
жающих свойствах среды. 

Для исследования статистических свойств источника шума в 
стохастических уравнениях исследуются статистические характе-
ристик макросечений и коэффициента размножения ячейки реакто-
ра. Так как набор представительной статистики требует тысяч и 
десятков тысяч вариантных расчетов, то расчет проводился мето-
дом вероятности первых столкновений, оперативно дающим прин-
ципиально правильные результаты. Входными случайными возму-
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щениями являлись флюктуации температуры топлива и теплоноси-
теля и плотности теплоносителя. 

 
4.4.1. Математическая модель и статистические 

исследования параметров ячейки реактора 
 

Для исследования статистических характеристик ячейки реакто-
ра использовалась классическая модель нейтронно-физического 
расчета ячейки тепловых реакторов, основанная на следующих 
предположениях. В резонансной области энергии – это приближе-
ние плоского потока и эффективных резонансных интегралов. В 
области тепловых нейтронов энергетическая зависимость описыва-
лась распределением Максвелла с рассчитываемой температурой 
нейтронного «газа». Пространственное распределение тепловых 
нейтронов рассчитывалось по методу вероятностей первых столк-
новений. 

Схема проведения статистических исследований выглядит сле-
дующим образом: задаются характерные для данного типа реактора 
геометрические параметры ячейки и изотопный состав, номиналь-
ные значения плотности теплоносителя, температуры топлива и 
температуры теплоносителя. Затем с помощью генератора случай-
ных чисел разыгрываются отклонения от номинальных значений 
по заданному закону распределения, и для этих значений парамет-
ров производится расчет нейтронно-физических параметров ячей-
ки. Результаты расчетов подвергаются статистической обработке 
на предмет получения закона распределения, его числовых харак-
теристик, максимальных и минимальных отклонений параметров. 
На рис. 4.8 схематично представлена логика исследования. 

 

атемператур
плотность

τν ,,,, 2Mk ffa ΣΣ

 
 

Рис. 4.8. Схема статистических исследований ячейки 
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Ниже приведены результаты статистических исследований для 
ячеек реактора типа РБМК. В табл. 4.2 – 4.3 показаны значения ко-
эффициента размножения ( k∞ ), одногрупповых макросечений 

( , ,c f aΣ Σ Σ ), возраста (τ), длины миграции ( 2M ) и длины диффу-

зии ( 2L ) для свежего топлива и для топлива большой глубины вы-

горания (20000 МВт×сут
т

). Значения технологических парамет-

ров – температуры топлива, теплоносителя и плотности теплоноси-
теля разыгрывались по нормальному закону с относительным 
среднеквадратическим отклонением 10 %. 

 
Таблица 4.2 

 
Результаты статистических расчетов ячейки реактора РБМК с урановым 
топливом на начальном изотопном составе (статистика – 1000 реализаций) 

 
Свежее топливо (Pt = 0) 

p ( )p x  р  
( )р p x

р
− , % maxp  minp  max minp p

р
− , % 

K∞  1,35511 1,35397 -0,084 1,36698 1,32827 2,847 

cΣ  0,0015146 0,001514 -0,039 0,001593 0,00143 10,794 

fΣ  0,00248519 0,002478 -0,614 0,002486 0,00241 2,713 

aΣ  0,00399979 0,003993 -0,245 0,004031 0,00388 3,684 

sΣ  0,423943 0,423989 0,010 0,434937 0,41524 4,644 
τ 132,071 132,3393 -0,280 155,138 111,216 33,189 
2L  194,741 195,1006 0,184 204,738 189,276 7,925 
2M  326,812 327,440 0,191 359,876 300,492 18,136 
 
Номинальные значения были приняты следующими: температу-

ра топлива 800 КТТ = , температура теплоносителя 543КВТ = , 

плотность теплоносителя 3
г0,78013 4
см

ρ = . Как видно из приве-

денных данных, расчет на средних константах )(xP  не совпадает 
со средним значением P  (оценкой математического ожидания). 
Хотя это отличие и невелико, но носит систематический характер, 
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причем расчет на средних константах занижает значения k∞  и мак-
росечений. Более существенным является то обстоятельство, что 
диапазон разброса k∞  составляет величину, сравнимую с долей 
запаздывающих нейтронов ( 0,0065β = ). Из таблиц также видно, 
что относительный разброс в параметрах увеличивается с ростом 
глубины выгорания. 

 
Таблица 4.3 

 
Результаты статистических расчетов ячейки реактора РБМК с урановым 

топливом при глубине выгорания МВт×сут20000
т

 

(статистика – 1000 реализаций) 
 

Выгоревшее топливо (Pt = 20000 МВт ⋅ сут/т урана) 

p ( )p x  р  
( )р p x

р
− , % maxp  minp  max minp p

р
− , %

K∞  0,850652 0,85041 -0,028 0,870354 0,811896 6.847 

cΣ  0,00205094 0,002049 -0,534 0,002141 0,001963 8,687 

fΣ  0,00112123 0,001121 -0,107 0,001163 0,001096 5,982 

aΣ  0,00317216 0,00317 -0,068 0,003304 0,003058 7,760 

sΣ  0,425873 0,425722 -0,035 0,437717 0,416829 4,906 
τ 132,049 132,6896 0,005 153,663 110,649 32,4171 
2L  244,918 245,2674 0,142 259,586 228,778 12,561 
2M  376,967 377,957 0,262 413,249 339,427 19,531 

 
В табл. 4.4 приведены данные по разбросу k∞  для свежего топ-

лива, если случайным образом разыгрывались значения как сразу 
всех технологических параметров, так и по отдельности, как по 
нормальному закону, так и по закону равномерной плотности. От-
носительное среднеквадратическое отклонение параметров состав-
ляет 5 %. 

Из табл. 4.4 видно, что даже при равномерном законе распреде-
ления диапазон изменения коэффициента размножения составляет 
около 0,5β. 
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Таблица 4.4 
 

Разброс коэффициента размножения ячейки РБМК 
при различных законах распределения случайных флюктуаций 

технологических параметров 
 

 
На рис. 4.9 показана величина разброса в зависимости от отно-

сительного среднеквадратического отклонения всех параметров, 
распределенных по нормальному закону. 
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Рис. 4.9. Зависимость максимального разброса коэффициента 
размножения от относительного среднеквадратического отклонения 

технологических параметров 

Относительное средне-
квадратическое откло-

нение, % 

Закон равномерной 
плотности Нормальный закон 

ρ ВТ  ТТ  max min , %k k
k

∞ ∞

∞

−  max min , %k k
k

∞ ∞

∞

−  

5 0 0 0,073 0,120 
0 5 0 0,019 0,160 
0 0 5 0,283 0,476 
5 5 5 0,343 0,635 
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Исследования показывают, что увеличение числа реализаций до 
10000 и увеличение диапазона случайных воздействий не меняет 
качественно масштаба эффекта. Что касается законов распределе-
ния параметров ячейки, то оказывается, что проверка по критерию 
Пирсона при уровне значимости 0,005 не дает основания считать 
их нормальными. В качестве примера на рис. 4.10 и 4.11 приведены 
гистограммы распределения коэффициента размножения на свежем 
и выгоревшем топливе соответственно. 
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Рис. 4.10. Гистограмма распределения 
коэффициента размножения 

для ячейки со свежим топливом 

Рис. 4.11. Гистограмма 
распределения коэффициента 

размножения для ячейки с глубиной 

выгорания МВт×сут20000
т

 

 
Таким образом, проведенное исследование позволяет сделать 

следующие выводы: 
1) случайные возмущения технологических параметров в их со-

вокупности могут приводить к значительным (в несколько десятых 
долей β) выбросам коэффициента размножения;  

2) наиболее чувствительным к возмущениям является макросе-
чение захвата; 

3) закон распределения рассчитываемых параметров ячейки от-
личается от нормального. 
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4.4.2. Математическая модель плотности  
потока нейтронов в реакторе с обратными связями 

и системой регулирования 
 

Математическая модель для расчета и исследования статистиче-
ских характеристик параметров реактора включает следующие 
компоненты. 

1. Стохастическое уравнение для плотности потока нейтро-
нов – уравнение реактора в одногрупповом диффузионном при-
ближении с флюктуирующим параметром, обратными связями и 
управлением (локальным и интегральным). 

[ ]1 ( ) ( , )) (1 ) ( , ) 1D r r t K r t
v t ∞
∂ϕ

= ∇ ∇ϕ + −β − ×
∂

 

( ( ) ( , )) ( , ) ( , )a r r t r t C r t× Σ + ξ ϕ + λ −  

Xe SmXe( , ) ( , ) Sm( , ) ( , ) ( , ) ( , );Pr t r t r t r t r t r t−σ ϕ −σ ϕ −Σ ϕ  

 | (0) 0,Sϕ =  (4.4.1) 

где ( , )r tϕ  – плотность потока нейтронов в точке с координатой r  в 
момент времени t; ( )D r  – коэффициент диффузии нейтронов; 

( )a rΣ  – макроскопическое сечение поглощения нейтронов; 
( , )k r t∞  – коэффициент размножения; β – доля запаздывающих ней-

тронов; λ – постоянная распада ядер предшественников запазды-
вающих нейтронов; ( , )C r t  – концентрация ядер предшественников 
запаздывающих нейтронов; ( , )P r tΣ  – макроскопическое сечение 
поглощения органов регулирования; ( , )r tξ  – флюктуирующий па-
раметр, отражающий случайные изменения размножающих свойств 
среды; Xe( , )r t , Sm( , )r t  – концентрации ксенона и самария соот-
ветственно; S – экстраполированная граница реактора. 
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2. Уравнения обратных связей –  
• уравнение для концентрации ядер предшественников запазды-

вающих нейтронов 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a
C r t K r t r t r t C r t

t ∞
∂

= β Σ ϕ − λ
∂

; (4.4.2) 

уравнения отравления ксеноном 

I I
I( , ) ( , ) ( , ) I( , )f

r t r t r t r t
t

∂
= γ Σ ϕ − λ

∂
, 

 I Xe Xe
Xe( , ) I( , ) Xe( , ) Xe( , ) ( , )r t r t r t r t r t

t
∂

= λ − λ −σ ϕ
∂

, (4.4.3) 

где I – концентрация ядер йода; Xe – концентрация ядер ксенона; 
Iλ  – постоянная распада ядер йода; Xeλ  – постоянная распада ядер 

ксенона; Xeσ  – микроскопическое сечение захвата ксенона; Iγ  – 
выход йода; 

• уравнения отравления самарием 

Pm Pm
Pm( , ) ( , ) ( , ) Pm( , )f

r t r t r t r t
t

∂
= γ Σ ϕ − λ

∂
, 

 Pm Sm
Sm( , ) Pm( , ) Sm( , ) ( , )r t r t r t r t

t
∂

= λ − σ ϕ
∂

, (4.4.4) 

где Pm – концентрация ядер прометия; Sm – концентрация ядер 
самария; Pmλ  – постоянная распада ядер прометия; Smσ  – микро-
скопическое сечение поглощения нейтронов ядрами самария; 

Pmγ  – выход прометия; 
• уравнение для температуры топлива: 

 т т тн

т т1 т

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )f fE r t r tT r t T r t T r t
t c

Σ ϕ∂ −
= −

∂ ρ τ
, (4.4.5) 

где тT  – температура топлива; тнT  – температура теплоносителя; 

fE  – энергия на один акт деления; тc  – удельная массовая тепло-
емкость топлива; тρ  – плотность топлива; тτ  – постоянная време-
ни топлива; 
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• уравнение для температуры теплоносителя: 
экономайзерный участок 

 тн т тн тн

т

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
P k

T r t T r t T r t T r tGc H
t z

∂ − ∂
= −

∂ τ ∂
, (4.4.6) 

где G – расход теплоносителя; kH  – высота активной зоны; Pc  – 
теплоемкость воды, 

испарительный участок 
тн нT T= , 

где нT  – температура насыщения; 
• уравнение для температуры замедлителя (для реактора типа 

РБМК) 

 г г тн

г г г

( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )f fE r t r tT r t T r t T r t
t c

γ Σ ϕ∂ −
= −

∂ ρ τ
, (4.4.7) 

где гс  – удельная массовая теплоемкость графита; гρ  – плотность 
графита; гτ  – постоянная время графита; γ – доля тепла, выделен-
ного в графите; 

• уравнение образования пара (для реактора типа РБМК) 

 ( , ) ( , )x r t q r t
z Gr

∂
=

∂
; (4.4.8) 

 
1(1 )1 x

x

−′′⎡ ⎤ρ −
η = +⎢ ⎥′ρ⎣ ⎦

, (4.4.9) 

где x  – массовое паросодержание; η – объемное паросодержание; 
q – линейная нагрузка; r – удельная теплота парообразования; ′′ρ  – 
плотность пара; ′ρ  – плотность воды на линии насыщения. 

3. Связь коэффициента размножения с изменением теплофи-
зических параметров (замыкание системы уравнений через ко-
эффициенты реактивности). Связь коэффициента размножения с 
изменением теплофизических параметров активной зоны описыва-
ется следующим образом: 

0 т т тн тн г г( , ) ( )K r t K r T T T∞ ∞ η= + α δ + α δ + α δ + α δη =  

т т т0 тн тн тн0
( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( )

f f

a

r
T r T r T r T r

r
ν Σ

= + α − + α − +
Σ
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 г г г0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )),T r T r r rη+ α − + α η −η  (4.4.10) 

где 0
f f

a
K∞

ν Σ
=

Σ
 – коэффициент размножения, обусловленный 

данной конфигурацией загрузки; т тн г, , , ηα α α α  – коэффициенты 
реактивности по температуре топлива, температуре теплоносителя, 
температуре графита, паросодержанию соответственно; 

т тн г, , ,T T Tδ δ δ δη  – отклонения температуры топлива, температуры 
теплоносителя, температуры графита и объемного паросодержания 
от стационарного состояния соответственно. 

4. Математическая модель системы регулирования. Система 
регулирования моделируется изменением сечения поглощения. Ре-
гулятор имеет зону нечувствительности. Возможно регулирование 
интегральной мощности (поддержание критичности) и локальное 
изменение мощности. 

В случае регулирования интегральной мощности изменение се-
чения поглощения происходит во всех точках активной зоны на 
одну и ту же величину, рассчитанную исходя из соотношений: 

 доп 0аΣ =    при   0
0

0

( )W t W y
W
−

< ; (4.4.11) 

доп 0
доп

0

( )а
а

d W t W
k

dt W
Σ −

+ Σ =    при   0
0

0

( )W t W y
W
−

≥ , 

где допаΣ  – дополнительное поглощение, вносимое при перемеще-
нии стержней регулирования; 0W  – планируемое значение мощно-
сти реактора; ( )W t  – текущее значение мощности; k – коэффици-
ент усиления; 0y  – пороговое значение, при достижении которого 
включается регулятор. 

Локальная система регулирования отслеживает отклонения 
плотности потока нейтронов за пределы допустимых значений и 
вводит стержни, обеспечивающие дополнительное поглощение не 
во всю зону, а только в область, в которой произошло отклонение. 
Математические соотношения аналогичны (4.4.11): 
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 доп ( ) 0а rΣ =    при   0
0

0

( , ) ( )
( )

t r r c
r

ϕ −ϕ
<

ϕ
; (4.4.12) 

доп 0
доп 1

0

( , ) ( )
( )

а
А

d t r r
k

dt r
Σ ϕ −ϕ

+ Σ =
ϕ

   при   0
0

0

( , ) ( )
( )

t r r c
r

ϕ −ϕ
≥

ϕ
, 

где допаΣ  – дополнительное поглощение, вносимое при перемеще-
нии стержней регулирования в точку с координатой r ; 0 ( )rϕ  – 
планируемое значение плотности потока нейтронов; ( , )r tϕ  – те-
кущее значение плотности потока нейтронов; 1k  – коэффициент 
усиления; 0c  – пороговое значение, при достижении которого 
включается регулятор. 

Для моделирования случайных величин с заданной корреляци-
онной функцией использовался метод формирующего фильтра. 

Таким образом, математическая модель для исследования стати-
стических свойств параметров реактора (в первую очередь плотно-
сти потока нейтронов) содержит все основные уравнения, отра-
жающие физические процессы, проходящие в активной зоне реак-
тора, систему регулирования и генератор реакторного шума. 

Уравнения, описывающие распределение плотности потока ней-
тронов и обратные связи, характерны для реакторов на тепловых 
нейтронах и пригодны для решения задач контроля и управления. 
Отметим, что флюктуирующий параметр в уравнении для плотно-
сти потока нейтронов включен в комбинацию с макроскопическим 
сечением поглощения. Это не является принципиальным момен-
том. Можно было бы переписать уравнение (4.4.1) в приближении 

мгновенного скачка 1 0
v t

∂ϕ⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 в другой форме, например так: 

2
( , ) ( , )( , )) (1 ) ( , ) 1

a

r t C r tr t K r t
M ∞

⎡ϕ λ
Δϕ + −β − + −⎢ Σ⎣

 

Xe SmXe( , ) Sm( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0;P

a

r t r t r t r t r t
⎤σ −σ −Σ

− +ξ ϕ =⎥Σ ⎦
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 | (0) 0,Sϕ =  (4.4.13) 

где 2M  – квадрат длины миграции; 
В этом случае видно, что ( , )r tξ  есть случайные флюктуации 

локального материального параметра, определяемого как 

æ2 = 2
( , ) 1K r t
M

∞ − . Таким образом, в любом случае наличие в урав-

нении члена ( , )r tξ  отражает факт возмущения в размножающих 
свойствах среды. 

Уравнения для описания регуляторов отражают реальный факт 
наличия системы автоматического регулирования мощности и сис-
темы локального регулирования распределения энерговыделения. 
Что касается генератора случайного реакторного шума, то исполь-
зуется известный подход генерации случайной величины с задан-
ной корреляционной функцией – формирующий фильтр. 

 
Редукция математической модели к одномерному случаю. 

Методы численной реализации модели 
 

Для проведения численных исследований система уравнений 
(4.4.1) – (4.4.12) редуцировалась к одномерному случаю. Обуслов-
лено это обстоятельство несколькими причинами. 

1. Одномерное приближение позволяет получить результаты 
принципиального характера, поскольку отражает все существенные 
стороны физических процессов, протекающих в активной зоне 
ядерного реактора (в прикладном плане результаты, полученные на 
одномерной модели, описывают реальные статистические свойства 
высотного распределения поля нейтронов в реакторе). 

2. Поскольку статистические исследования предполагают про-
ведение массовых вариантных расчетов, то целесообразно ограни-
читься математической моделью, при численной реализации кото-
рой время счета минимально. (Практика расчетов показывает, что 
увеличение пространственной размерности реакторной задачи на 
одно измерение увеличивает время счета на порядок.) 

3. Получаемые на одномерной задаче результаты обладают 
большей наглядностью и обозримостью, что немаловажно при их 
физической интерпретации. 
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После редукции система уравнений принимает вид 
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;
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∞
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⎪ ′′⎡ ⎤ρ −⎪η= +⎢ ⎥⎪ ′ρ⎣ ⎦⎩

 (4.4.14) 

Последнее уравнение системы для определения паросодержания 
выводится, исходя из следующих соотношений: 

тн вх н
0

тн н

1( ) ( , ) для ;
( )

( ) 284 C для ;

z

l
P

T z T q x d z z
G x C

T z z z

= + τ τ <

= ° ≥

∫  

 к н вх
н

( ) ( )const; ( ) ;
( )

P
l

H T T G x Cq z x
W x
−

= =  (4.4.15) 

к

0
( ) ( , ) ;

H

lW x q x d= τ τ∫  
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ffa xxD ΣΣ ν),(),(

эфk

τ+= tt

 
Рис. 4.12. Схема проведения расчетов 
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к
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к

( )
( , )

H
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T x t
H

=
∫

 

 

н

к

0

к
1

1( ) ( , ) ;

( )
( , ) ;

(1 )1 .

z

l
z

H

x z q x d
Gr

x z dz
x x t

H

x
x

−

= τ τ

=

′′⎡ ⎤ρ −
η = +⎢ ⎥′ρ⎣ ⎦

∫

∫
 (4.4.16) 

По существу, данная система уравнений описывает плоский од-
номерный реактор. 

Для расчета реактор разбивается на пространственные зоны, в 
каждой из которых флюктуируют макросечения взаимодействия 
около своих математических ожиданий (либо независимо, либо в 
соответствии с задаваемой корреляционной функцией). Общая ло-
гика расчетов приведена на рис. 4.12. 

 
Численная реализация математической модели 
для проведения статистических исследований 

 
Так как статистические исследования подразумевают проведе-

ние многовариантных расчетов (причем при небольших возмуще-
ниях), то целесообразно выбрать или модифицировать такие мето-
ды расчета, которые с приемлемой точностью давали бы результат 
в ограниченное время. В качестве таких методов в данной работе 
рассматривались конечно-разностный метод и метод Галеркина. 

Решение системы уравнений методом конечных разностей. 
При решении системы уравнений методом конечных разностей 
был выбран шаблон, представленный на рис. 4.13. 

Тогда аппроксимация производных по времени и пространству есть: 

 
1

( )
m m
n n

t
u uu O

+ −′ = + τ
τ

; (4.4.17) 
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1 1 1

21 1
2

2 ( )
m m m
n n n

x
u u uu O h

h

+ + +
+ −− +′′ = + , (4.4.18) 

где τ – шаг по оси времени; h – шаг по оси координат. 
 

 

 
 
 
 

Рис. 4.13. Применяемый шаблон 
 
 

 
Таким образом, уравнение для плотности потока нейтронов в 

конечно разностной форме примет вид: 
 1 1 1

1 1 ( )m m m m
n n n n n n n nA B C q+ + +

− +ϕ + ϕ + ϕ = ϕ , 1, ..., 1n N= − , (4.4.19) 
а обыкновенные дифференциальные уравнения для обратных свя-
зей, соответственно, вид: 

 1 ( )m m m
n n n nu u q+ = + τ ⋅ ϕ . (4.4.20) 

На каждом временном шаге уравнение относительно плотности 
потока нейтронов решается методом прогонки. Для инициализации 
процесса расчета  задаются начальные условия и нулевые гранич-
ные условия на экстраполированной границе реактора. 

Начальное (невозмущенное) распределение плотности потока 
нейтронов для заданной загрузки реактора определяется при реше-
нии уравнения: 

0 0 Xe 0 0
эф

Sm 0 0 0 0

0 0

( )( )
( ) ( ) 1 ( ) ( ) Xe ( ) ( )

Sm ( ) ( ) ( ) 0;

(0) ( ) 0,

f f
a

p

xd dD x x x x x x
dx dx K

x x x

H

⎡ ⎤ν Σ⎛ ⎞ϕ + − Σ ϕ −σ ϕ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

−σ ϕ −Σ ϕ =

ϕ =ϕ =

    (4.4.21) 

где 0 0Xe ( ), Sm ( )x x  – равновесные концентрации ксенона и сама-
рия соответственно; эфK  – эффективный коэффициент размноже-
ния. 
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Данная задача на собственные функции и собственные значения 
решается методом итерации источников. Для этого уравнение 
(4.4.21) записывается в виде: 

 0 0
эф

1A F U
K

⎛ ⎞
ϕ = + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
; (4.4.22) 

2

2 ( )a
dA D x
dx

= − + Σ ;   (1 )( )( )f fF x= −β ν Σ ; 

Xe 0 Sm 0Xe ( ) Sm ( )U x x= −σ −σ . 

Обозначим 

 0
эф

1IST F U
K

⎛ ⎞
= + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (4.4.23) 

Итерационный процесс выглядит следующим образом: 

( ) ( 1)
0( 1)

эф

1j j
jIST F U

K
−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ϕ
⎜ ⎟
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; 

( ) ( )
0

j jA ISTϕ = ; 

 ( ) ( 1)j jS F −= ϕ ; (4.4.24) 
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( ) 0
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( 1)

0

( )

( )
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j
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j

S x dx
K

S x dx−
=
∫

∫
. 

Итерационный процесс сходится к решению, окончание итера-
ционного процесса обычно задается условием: 

 
( ) ( 1)
эф эф( )

( )
эф

j j
j

j

K K
K

K

−−
= < ε , (4.4.25) 

где ε – заданная величина (как правило, 510−ε ≈ ). 
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Решение системы уравнений методом Галеркина. При реше-
нии системы уравнений (4.4.14) методом Галеркина плотность по-
тока нейтронов представляется в виде 

 0

0 0 0

( , ) ( , ) ( , );
( , ) ( ) ( ),

x t x t x t
x t A t x

ϕ = ϕ + δϕ

ϕ = ψ
 (4.4.26) 

где 0 ( )xψ  – стационарное распределение плотности потока ней-
тронов в гомогенном реакторе; 0 ( )A t  – поведение во времени инте-
гральной мощности реактора, посчитанное по точечной нелиней-
ной модели с обратными связями; ( , )x tδϕ  – отклонения поля ней-
тронов от стационарного в переходном процессе. 

Предполагается, что ( , )x tδϕ носят плавный характер и могут 
быть представлены в виде суперпозиции по некоторому априорно 
выбранному набору пробных функций, т.е. 

 
1

( , ) ( ) ( )
m

K K
k

x t A t x
=

δϕ = ψ∑ , (4.4.27) 

где ( )K xψ  – известные функции; ( )KA t  – неизвестные коэффици-
енты. 

Функции обратных связей также представляются в виде откло-
нений: 
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 г г0 г

0

( , ) ( ) ( , );
( , ) ( ) ( , ).

T x t T x T x t
x t x x t

= + δ

η = η + δη
 (4.4.28) 

Тогда система уравнений в отклонениях в линейном приближе-
нии имеет вид 
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Уравнение, описывающее динамику на нулевой моде, есть: 
2

0
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x ∞
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 Xe 0 0 Sm 0 0 0 0Xe Sm 0.P− σ ϕ −σ ϕ −Σ ϕ =  (4.4.30) 
Отклонения параметров представляются в виде 
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В качестве известных координатных функций используются 
собственные функции «голого» гомогенного реактора 

sinj
i x

H
⋅ π ⋅⎛ ⎞ψ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

После применения к каждому из уравнений процедуры Галер-
кина получим систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для определения амплитуд отклонений искомых функций. 
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Сравнение метода Галеркина и сеточного метода 
 

Сравнение двух методов проводилось для однородного гомо-
генного реактора. При этом  значение расхождения оценивалось по 
выражению: 

 

2
г с
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c
0

( )
100 %

H

H

dx
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ϕ − ϕ
δ = ⋅

ϕ

∫

∫
, (4.4.32) 

где гϕ  – решение по методу Галеркина; сϕ  – решение сеточным 
методом. 

На рис. 4.14 показано значение расхождения в зависимости от 
уровня шума при различном числе гармоник, использованном при 
расчете методом Галеркина. На рис. 4.15 показана зависимость по-
грешности решения методом Галеркина от числа гармоник. 
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Рис. 4.14. Зависимость погрешности от уровня шума 
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Рис. 4.15. Зависимость погрешности от числа гармоник  
 

Из рисунков следует, что использование метода Галеркина це-
лесообразно при шуме в макросечениях менее 1 %, при этом впол-
не достаточно использовать  разложение по 5 – 9 гармоникам. 

Исследования показали, что решение задачи с помощью метода 
конечных разностей требуют более чем на три порядка больше ма-
шинного времени и дискового пространства, поэтому для статисти-
ческих исследований предпочтительно использовать гармоническую 
модель в случае небольшой дисперсии случайных возмущений. 

 
4.4.3. Статистические исследования 

на математической модели ядерного реактора 
 

Статистические исследования в отсутствии обратных свя-
зей. Статистические исследования в реакторе с однородной загруз-
кой и отсутствием обратных связей имеют целью проявить основ-
ные тенденции, появляющиеся при внесении возмущений различ-
ного уровня, при различных физических размерах активной зоны и 
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разном способе внесения возмущений. При этом исследовались 
закон распределения плотности потока нейтронов и его моментные 
функции: математическое ожидание, дисперсия и корреляционная 
функция. 

На рис. 4.16 и 4.17 показаны нормированные математическое 
ожидание и дисперсия в зависимости от относительной координа-
ты в активной зоне при различных ее размерах. 

Нормировка проведена для того, чтобы выделить пространст-
венное поведение функций. Сравнение по абсолютной величине 
приведено в табл. 4.5. 
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Рис. 4.16. Математическое ожидание  плотности потока нейтронов 
при различном размере активной зоны, выраженном в длинах миграции 

 
Из рисунков и табл. 4.5 следует, что при возрастании размера 

активной зоны и математическое ожидание и дисперсия меняют 
свою форму, причем численное значение дисперсии возрастает на 
порядок. Приведенные данные получены при относительном уров-
не шума в макросечении поглощения в 4 %. 
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Рис. 4.17. Дисперсия плотности потока нейтронов 
при различном размере активной зоны 

 
Таблица 4.5 

 
Относительное значение величины дисперсии плотности потока нейтронов 

в зависимости от размера реактора 
 

H/M 25 50 100 150 

0
25

0

( )

( )

H

M

D x dx

D x dx

∫

∫

 1,00 5,25 15,78 26,74 

 
Зависимости исследуемых характеристик от уровня шума при 

фиксированном размере активной зоны реактора 50H
M

=  пред-

ставлены на рис. 4.18 и 4.19. 
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Рис. 4.18. Математическое ожидание плотности потока нейтронов 

при различном уровне шума. Размер реактора 50H
M

= , число зон 20 
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Рис. 4.19. Дисперсия плотности потока нейтронов при различном уровне шума 
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Таблица 4.6 
 

Относительное значение величины дисперсии плотности 
потока нейтронов в зависимости от уровня шума 

 

100 %a

a

δΣ
⋅

Σ
 0,5 1,0 1,5 2,0 4,0 5,0 

[ ]
[ ]0,5

D
D

 1,0 12,7 35,0 58,7 150,8 189,7 

 
Из приведенных данных видно, что при увеличении уровня шу-

ма происходит отклонение математического ожидания от решения 
для невозмущенного реактора и происходит численное увеличение 
дисперсии поля (табл. 4.6). При этом крайние пики раздвигаются от 
центра к краям, что соответствует теоретическим расчетам. Но при 
дальнейшем увеличении шума форма поля все меньше изменяется 
и лишь численно увеличивается значение дисперсии. 
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Рис. 4.20. Математическое ожидание плотности потока нейтронов 
при различном количестве зон 
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Рис. 4.21. Дисперсия плотности потока нейтронов при различном количестве зон 
 

На рис. 4.20, 4.21 показаны математическое ожидание и диспер-

сия при фиксированном размере 50H
M

=  и уровне шума [%]a

a

δΣ
Σ

. 

Менялось количество зон, в которые независимо вносится шум. 
На рис. 4.20 по оси ординат отложено математическое ожида-

ние, разделенное на площадь под графиком математического ожи-
дания. Площадь одинакова при любом количестве зон, так как в 
каждой реализации амплитуда рассчитывалась исходя из одинако-
вой мощности реактора, и в каждый момент времени реактор был 
критическим. Видно, что количество зон, в которые вносятся воз-
мущения, существенно влияет на вид математического ожидания. 
При увеличении количества зон график сглаживается, исчезают 
пики, являющиеся центрами  зон. Но при этом график далек от си-
нусоиды, что является стандартным приближением для математи-
ческого ожидания. Сглаживание возникает из-за того, что при ма-
лом количестве зон, их размер достаточно большой, и при случай-
ном разбросе параметров получается резкий пик в одной из зон и 
практически нулевая плотность потока нейтронов в остальных, 
пример приведен на рис. 4.22. При увеличении числа зон их размер 
уменьшается, при этом каждая конкретная зона вносит меньший 
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вклад в форму поля, поэтому вид поля становиться более гладким и 
отклонения формы поля от начальной носят незначительный ха-
рактер, пример приведен на рис. 4.23. 

 

 
 

Рис. 4.22. Плотность потока нейтронов при 10 зонах 
 

 
 

Рис. 4.23. Плотность потока нейтронов при 40 зонах 
 

Из рисунков видно, что при небольшом числе зон, когда мате-
матическое ожидание еще имеет пики, дисперсия также имеет эти 
пики, и ее численное значение увеличивается, при этом крайние 
пики по сравнению с центральными более ярко выражены. В даль-
нейшем, так как идет сглаживание математического ожидания и 
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приближение его к синусоиде, то дисперсия также становится глад-
кой и ее численное значение начинает уменьшаться. 

В целом, из приведенных результатов видно, что вид математи-
ческого ожидания и дисперсии определяется совокупностью значе-
ний уровня шума, размера реактора и числа зон. Поэтому при 
дальнейшем исследовании влияния обратных связей на их вид не-
обходимо учитывать влияние этих факторов. 

 
Исследование статистических свойств реактора 

с обратными связями 
 

Опыт эксплуатации больших энергетических реакторов показы-
вает, что распределение энерговыделения по объему активной зоны 
может быть нестабильным. Причиной нестабильности является на-
личие пространственно-распределенных обратных связей. Ниже 
приведены результаты моделирования реактора с обратными свя-
зями и системой регулирования. Рассматривался реактор со сле-
дующими характеристиками. Ширина 10 м, число зон 40, шум 
0,1 %, суммарный мощностной коэффициент реактивности (по то-
пливу и по пару) 1,1 ⋅ 10–5, коэффициент реактивности по замедли-
телю 5,4 ⋅ 10–5, возмущения вносятся раз в 1 с. 

Как показали результаты расчетов, математическое ожидание 
плотности потока нейтронов и избытка коэффициента размноже-
ния практически не зависит от наличия обратных связей, а диспер-
сия растет (рис. 4.24 и 4.25). 

Временной характер влияния обратных связей иллюстрирует 
рис. 4.26, на котором показана автокорреляционная функция плот-
ности потока нейтронов при наличии обратных связей. Из рисунка 
видно, что корреляционная функция отслеживает наличие обрат-
ных связей, в частности по ксенону. 

Далее приведем относительные гистограммы распределения 
плотности потока нейтронов (рис. 4.27 – 4.30) и избытка коэффи-
циента размножения (рис. 4.31 – 4.33) для точки с координатой 

4
Hx =  в зависимости от наличия той или иной обратной связи. 

Расчет проводился по 100 000 реализаций, уставка по ЛАР 10 %. Из 
представленных гистограмм видно, что законы распределения «от-
слеживают» наличие обратных связей. 
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Рис. 4.24. Распределение дисперсии плотности потока нейтронов 
по размеру активной зоны. Уставка по ЛАР в 10 %. 
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Рис. 4.25. Распределение дисперсии по размеру активной зоны 
при действии обратных связей 
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Рис. 4.26. Автокорреляционная функция плотности потока 
нейтронов во времени 
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Рис. 4.27. Гистограмма плотности 
потока нейтронов (обратная связь 
по запаздывающим нейтронам) 
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Рис. 4.28. Гистограмма плотности 
потока нейтронов (обратная связь 
по запаздывающим нейтронам 

и топливу) 
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Рис. 4.29. Гистограмма плотности 
потока нейтронов (обратная связь 
по запаздывающим нейтронам 
и топливу и замедлителю) 
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Рис. 4.30. Гистограмма плотности 
потока нейтронов (обратная связь 
по запаздывающим нейтронам 

и топливу, замедлителю и ксенону) 
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Рис. 4.31. Гистограмма избытка 
коэффициента реактивности 

(обратная связь по запаздывающим 
нейтронам и топливу) 
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Рис. 4.32. Гистограмма избытка 
коэффициента реактивности 

(обратная связь по запаздывающим 
нейтронам, топливу и замедлителю) 

 
 



331 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

О
тн
ос
ит
ел
ьн
ая

 ч
ас
то
та

Δк,10-4

зап.нейтроны + топливо + замедлитель + ксенон

 
 

Рис. 4.33. Гистограмма избытка коэффициента реактивности (обратная связь 
по запаздывающим нейтронам, топливу, замедлителю и ксенону) 
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Рис. 4.34. Зависимость дисперсии плотности потока нейтронов 
от уровня мощности 

 
Интересный результат наблюдается при моделировании ксено-

новых колебаний. Для тех же параметров реактора, что и ранее, 
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при внесении возмущений раз в 15 мин, оказывается, что диспер-
сия плотности потока нейтронов в выбранной пространственной 

точке 
4
H  зависит от величины отрицательного мощностного коэф-

фициента реактивности (рис. 4.34). На представленных дальше ри-
сунках прослеживается момент зарождения ксеноновых колебаний 
и зависимость дисперсии плотности потока нейтронов от величины 
отрицательной обратной связи. 

Видно, что при значении потока 17
0 2,56 10ϕ = ⋅  характер пове-

дения плотности потока резко меняется, и дисперсия начинает рез-
ко возрастать – это значение соответствует точке, начиная с кото-
рой в системе присутствуют ксеноновые колебания. 
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Рис. 4.35. Зависимость дисперсии плотности потока нейтронов 
от мощностного коэффициента реактивности 

 

Зафиксируем уровень мощности 17
0 2,92 10ϕ = ⋅  и введем в сис-

тему обратную связь по температуре топлива с отрицательным ко-
эффициентом реактивности. На рис. 4.35 представлена зависимость 
дисперсии плотности потока нейтронов в точке H/4 от модуля ко-
эффициента реактивности. Из рисунка видно, что характер поведе-
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ния дисперсии резко меняется в точке, где заканчиваются ксеноно-
вые колебания. Зависимость дисперсии плотности потока нейтро-
нов от коэффициента реактивности означает принципиальную воз-
можность определения мощностного коэффициента реактивности в 
пассивном эксперименте. 

Введение локального  автоматического регулятора в описанную 
выше систему уменьшает дисперсию колебаний. На рис. 4.36 при-
веден график зависимости дисперсии от процента уставки ЛАР. 
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Рис. 4.36. Зависимость дисперсии плотности потока нейтронов от уставки ЛАР 
 

Из рис. 4.36 видно, что введение ЛАР помогает устранить ксе-
ноновые колебания, если процент уставки маленький, или умень-
шить их размах, если процент уставки большой. 

На рис. 4.37 представлены зависимости дисперсии плотности 
потока нейтронов в точке H/4 от модуля коэффициента реактивно-
сти при различных уставках ЛАР. 

Как видно из рис. 4.37, при уставке ЛАР менее 20 % определить 
коэффициент реактивности по значению дисперсии плотности по-
тока нейтронов затруднительно. Однако отметим, что на практике 
в силу конструктивных особенностей системы регулирования – 
«высотный» ЛАР отсутствует – ксеноновые колебания по высоте 
активной зоны существуют. Таким образом, существует принципи-
альная возможность определения в пассивном эксперименте мощ-
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ностного коэффициента реактивности по дисперсии плотности по-
тока нейтронов. 
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Рис. 4.37. Зависимость дисперсии плотности потока нейтронов 
от коэффициента реактивности 
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ГЛАВА 5. АЛГОРИТМЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
ФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ В ЯДЕРНОМ РЕАКТОРЕ 

ПО ДИСКРЕТНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 
 
 

5.1. Методика и алгоритм восстановления полей 
энерговыделения в ядерных реакторах типа ВВЭР 

 
Современная система внутриреакторного контроля реакторов 

типа ВВЭР обеспечивает безопасную и эффективную эксплуата-
цию реакторной установки за счет точности, надежности и опера-
тивности контроля наиболее важных параметров активной зоны и 
первого контура [2, 3, 4, 24, 25, 27]. Система контроля имеет двух-
уровневую структуру, и текущая информация от датчиков обраба-
тывается последовательно на нижнем (оперативном) и верхнем 
уровнях. Для контроля распределения поля энерговыделения ис-
пользуются родиевые датчики прямой зарядки (ДПЗ), размещен-
ные в специальных измерительных каналах внутри топливных кас-
сет. Каждый измерительный канал состоит их семи датчиков по 
высоте. Измерительные каналы равномерно распределены в актив-
ной зоне в 64 топливных сборках. 

На нижнем уровне определяется линейная мощность макси-
мально напряженных твэлов каждой из 163 ТВС в семи слоях по 
высоте активной зоны. Это позволяет своевременно, с запаздыва-
нием не более двух секунд, обнаружить превышение допустимых 
пределов локальными параметрами при «самоходе» органов регу-
лирования системы управления и защиты (ОР СУЗ) или при оши-
бочных действиях оперативного персонала в управлении ОР СУЗ и 
выдать сигнал автоматической защиты. 

На верхнем уровне с погрешностью не более 2,5 % проводятся 
расчёты текущего распределения объемного поля энерговыделения 
и его функционалов в пространстве 163×16,  
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При этом процедура восстановления поля энерговыделения ис-
пользует алгоритмы и программы, отличающиеся от алгоритмов и 
программ проектных расчетов топливных загрузок, для исключе-
ния ошибки по общей причине (принцип защиты в глубину). 

Цикл измерения токов ДПЗ составляет не более 0,2 с. Цикл пе-
редачи информации от нижнего уровня к верхнему составляет не 
более 1 с. Отметим, что инерционность ДПЗ устраняется корректи-
рующим фильтром. 

Восстановление поля ЭВ. Восстановление поля ЭВ ( q ) осно-
вано на математической модели, включающей в себя совместное 
решение естественного уравнения связи результатов измерения Q  
(показания датчиков) с искомым полем ЭВ q  и уравнения диффу-
зии нейтронов, записанного в разностном виде: 
 MQ Mq= + δ , (5.1.1) 

 ˆ
LLq = δ , (5.1.2) 

где M  – оператор связи поля ЭВ с результатом измерения; Mδ  – 
погрешность измерения; L̂  – матрица разностной схемы уравнения 
диффузии; Lδ  – невязки уравнения. 

Система уравнений избыточна по отношению q . Для ее реше-
ния используется метод наименьших квадратов. Оптимальная 
оценка q  доставляет минимум функционалу 

 ˆ ˆ
M M M L L LD D∗ ∗ϕ = δ δ + δ δ , (5.1.3) 

где * – символ сопряжения; ˆ
MD  – дисперсионная матрица погреш-

ностей Mδ ; ˆ
LD  – дисперсионная матрица невязок Lδ . 

В качестве уравнения диффузии нейтронного потока использу-
ется уравнение Гельмгольца: 

 
2 0Δϕ+ μ ϕ = , (5.1.4) 

где μ – материальный параметр, 2[ 1] /K M∞μ = − . 
Для получения максимальной точности интерполяции использу-

ется уравнение диффузии замедляющихся нейтронов. Плотность 
замедляющихся нейтронов является наиболее гладкой функцией в 
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пространстве уран-водной решетки активной зоны реакторов 
ВВЭР, что обеспечивает наибольшую точность решения задачи 
интерполяции поля энерговыделения. 

Для уменьшения расхождения между нейтронно-физической 
моделью (5.1.4) и показаниями датчиков (5.1.2) вводятся поправки 
в параметры μ2 и fΣ  в виде 

 2 2
0

1
ˆ ;

N
m

m
m

α

=
μ = μ + α χ∑  (5.1.5) 

 0
1

ˆ ˆ ,
N

ff f n
n

n
E

β

=

⎛ ⎞
Σ = Σ + β γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (5.1.6) 

где 2
0μ  – материальный параметр; 0

fΣ  – сечение деления; ˆ fE  – 
единичная матрица; mα , nβ  – неизвестные коэффициенты адапта-

ции; ˆ mχ , ˆnγ  – диагональные матрицы, содержащие физические 
величины и факторы адаптации; ,N Nα β  – число поправок адапта-
ции mα , nβ . 

Коэффициенты адаптации mα  и nβ  определяются из условия 
минимума функционала (5.1.3). 

При этом оператор L̂  представлен в виде 

0
1 1

ˆ ˆˆ ˆ
NN

m n
m nm n

L LL L
βα

= =

∂ ∂
= + δα + δβ

∂α ∂β
∑ ∑ , 

где mδα , nδβ  – поправки адаптации mα  и nβ ; 0L̂  – значение L̂  до 
пересчета mα  и nβ . 

Кроме того,  учитывается утечка эпитепловых нейтронов на ста-
дии до превращения их в тепловые. 

Величина погрешности восстановления поля энерговыделения 
зависит от множества факторов: 

• от отклонения геометрических размеров и состава приме-
няемых материалов в конструкции ДПЗ от соответствующих номи-
нальных значений; 

• смещения ДПЗ от проектных мест размещения; 
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•  от локальных нейтронно-физических характеристик актив-
ной зоны (отклонение от номинальных значений размеров табле-
ток, обогащений и т.п.). 

Первые два фактора определяют систематическую погрешность, 
которая выявляется и устраняется на  стадии монтажа и пуско-
наладочных работ. Последний фактор носит случайный характер, 
однако, учитывая изотропность нейтронного потока в активной 
зоне ВВЭР-1000, вносит малый вклад в погрешность восстановле-
ния поля. 

Метрологический анализ данной методики показывает, без уче-
та погрешности перехода от тока ДПЗ к энерговыделению, по-
грешность восстановления поля ЭВ имеет величину: 

1. в ТВС в месте размещения достоверных ДПЗ до 0,5 %; 
2. в ТВС без ДПЗ до 1÷ 2% в начале кампании и до 1,5 ÷ 2,5 % 

в конце кампании. 
В целом, современная система внутриреакторного контроля ре-

акторов ВВЭР, включающая в себя датчики, кабельные трассы, из-
мерительную аппаратуру, вычислительную технику и программное 
обеспечение, способна выполнить управляющие, защитные, ин-
формационные, диагностические функции и обеспечить повыше-
ние качества, надежности и безопасности эксплуатации энергобло-
ков АЭС. 

 
5.2. Методика и алгоритм восстановления полей 

энерговыделения в ядерных реакторах типа РБМК 
 

Восстановление поля энерговыделения в реакторах типа РБМК 
обладает рядом существенных особенностей, обусловленных кон-
струкцией реактора, в частности, режимом непрерывных перегру-
зок топлива [26, 28]. Поэтому в активной зоне реактора РБМК в 
процессе его эксплуатации могут находиться ТВС разной глубины 
энерговыработки – от «свежих», только что загруженных ТВС, до 
выгоревших, подлежащих выгрузке.  

Современная система ВРК в реакторе РБМК основана на пока-
заниях датчиков контроля энерговыделения по радиусу (ДКЭР) и 
по высоте (ДКЭВ) активной зоны. 

Современные программы физического расчета реактора РБМК 
отражают все основные физические закономерности протекающих 
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процессов и позволяют рассчитать поле энерговыделения в некото-
рый конкретный момент времени. Однако получение поля энерго-
выделения в реально действующем реакторе только на основе этих 
моделей может привести к существенным ошибкам. Дело в том, 
что поле энерговыделения в реакторе не является детерминирован-
ной функцией, поскольку в процессе работы реактора на поле энер-
говыделения влияет большое количество таких случайных факто-
ров, как вибрация ТВС и органов СУЗ, случайные изменения усло-
вий теплообмена (изменение расхода теплоносителя и температу-
ры) и др. Поэтому поле энерговыделения, вообще говоря, является 
случайной функцией пространства и времени. Принято поле энер-
говыделения в конкретный момент времени представлять в виде 
двух составляющих: 

( ) ( ) ( )W r W r W r= + δ , 
где ( )W r  – математическое ожидание (детерминированная состав-
ляющая); ( )W rδ  – случайная составляющая распределения энерго-
выделения. Предположим, что ( )W r  – известная функция, а слу-
чайная составляющая ( )W rδ  известна лишь в дискретном числе 
точек как результат измерения внутриреакторными датчиками, т.е. 
известна величина 

( ) ( ) ( )I r W r x rδ = δ + , 
где ( )x r  – погрешность измерения. 

Допустим, что известны статистические свойства функций Wδ , 
Iδ  и x, а именно: корреляционные моменты: ( ),W i kK W Wδ δ δ , 

( ),I i kK I Iδ δ δ , ( ),x i kK x x  и взаимные корреляционные моменты 
для Wδ  и Iδ . Полагаем также, что [ ] 0M x =  и ошибка измерения 
не коррелирована с измеряемой величиной. 

Задача восстановления поля энерговыделения по показаниям 
датчиков может быть поставлена следующим образом. Найти такой 
оператор L̂  преобразования сигналов датчиков, чтобы погреш-
ность восстановления поля энерговыделения была минимальна, т.е. 

 [ ]{ }ˆ ( ) ( ) ( ) minD L I r x r W rδ + − δ = , (5.2.1) 

где D – символ оператора дисперсии. 
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Если такой оператор L̂  найден, то искомое восстановленное по-
ле определяется из выражения 

[ ]ˆ( ) ( ) ( ) ( )W r W r L I r x r= + δ + . 
Из теории оптимальных динамических систем следует, что ис-

комый оператор L̂  является линейным преобразованием. Будем 
искать L̂  в классе m-мерных векторов-функций: 

1( )
ˆ ...

( )m

l r
L

l r

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

где m – число детекторов, расположенных вблизи точки r , где 
требуется восстановить поле энерговыделения. С учетом линейно-
сти оператора L̂  выражение (5.2.1) имеет вид: 

[ ]{ } { }
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
1 1 1

2 2

1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 2 ,

, .

m m m

i k I i k i W I i
i k i

m m

W i k x i k
i k

D L I r x r W r D L I r Lx r W r

l r l r K I I l r K I W r

r l r l r K x x

δ δ δ
= = =

δ
= =

δ + − δ = δ + − δ =

= δ δ − δ δ +

+σ + = σ

∑∑ ∑

∑∑

 

Дифференцируя это выражение по компонентам ( )jl r  вектора 

L̂  и приравнивая нулю частные производные, получаем систему из 
m уравнений с m неизвестными. Решая эту систему уравнений, оп-
ределяем m компонент преобразования ( )L̂ r , для которого 

2 minσ = . Таким образом, восстановленное поле энерговыделения 
будет определяться выражением 

( )
1

( ) ( ) ( )
m

j j j
j

W r W r l r I x
=

= + δ +∑ . 

Отметим важный момент: коэффициенты ( )jl r  зависят только 
от вышеперечисленных корреляционных моментов, координат дат-
чиков и координаты точки, где необходимо определить поле энер-
говыделения, но не зависят от показаний детекторов. 
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Применительно к восстановлению поля энерговыделения в ре-
акторе РБМК-1000 этот общий подход конкретизируется следую-
щим образом. Так как в состав системы ВРК реактора РБМК вхо-
дят датчики двух типов – контроля энерговыделения по радиусу 
активной зоны (ДКЭР) и по высоте (ДКЭВ), то алгоритм восста-
новления поля энерговыделения можно разбить на два этапа. 

На первом этапе на внешней ЭВМ проводится физический рас-
чет реактора, учитывающий состав загрузки на данный момент 
времени. Причем при проведении физического расчета с помощью 
задания положения органов регулирования стараются смоделиро-
вать макроход поля энерговыделения такой, какой обычно встреча-
ется при эксплуатации реактора. Затем результаты этого физиче-
ского расчета корректируются на реальное положение органов ре-
гулирования в реакторе на данный момент времени. Таким обра-
зом, определяют так называемое расчетное распределение энерго-
выделения ( )рW r  во всех ТВС. С другой стороны, в данный мо-
мент времени известны токи ДКЭР (всего 254 шт.). Значение этих 
токов с помощью известных коэффициентов, учитывающих выго-
рание датчика, выгорание ТВС и другие факторов, переводят в зна-
чения энерговыделения в местах расположения датчиков, т.е. 

д ( )j j jW r k I= , 
где jI  – ток j-го датчика, МкА; jk  – переводной коэффициент, 
МВт/мкА. 

Для всех ДКЭР рассчитывается отношение 
( )
( )

дд , 1, ..., .j
j

р j

W r
V j N

W r
= =  

Таким образом, в рассмотрение введена новая величина д
jV . 

Очевидно, что введение этой величины обусловлено стремлением 
«регуляризировать» восстанавливаемую величину, т.е. сгладить 
функцию перед интерполяцией. Действительно, поскольку в реак-
торе РБМК идет процесс непрерывных перегрузок топлива, то в 
активной зоне одновременно находятся как «свежие», так и сильно 
выгоревшие ТВС, и мощности их могут отличаться на 200 – 300 %. 
Интерполировать такую резко меняющуюся функцию трудно. В то 
же время распределение, полученное по физическому расчету, от-
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ражает основные закономерности, связанные с различной глубиной 
выгорания топлива, поэтому д

jV  будет гладкой функцией. Отно-

шение д
jV  аппроксимируется на все ТВС с помощью метода наи-

меньших квадратов зависимостью вида 
( ) ( ) ( )3 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7sin cosj j j j j j j jV r a r a r a a r a r a r a r= + + + + ϕ + + ϕ . 

Функция ( )V r  является, по существу, математическим ожида-

нием отношения д
jV . Тогда величина отклонения от математиче-

ского ожидания, нормированная на его величину, является случай-
ной величиной, т.е. 

( )
( )

д

д
j j

j

V V r
V

V r

−
=  – случайная величина. 

Величина дV  известна в местах расположения датчиков, для 
интерполяции ее на ТВС, не содержащих датчики, используется 
алгоритм оптимальной статистической интерполяции: 

4
д

1
j j m

m
V dm V

=
= ∑ , 

где д
mV  берутся для четырех ближайших ТВС и ДКЭР, а коэффи-

циенты jdm  определены заранее, исходя из требований минималь-
ной дисперсии ошибки восстановления поля. Коэффициенты jdm  

зависят только от статистических свойств jV , а не от самой этой 
величины. Мощность j-й ТВС в итоге рассчитывается по формуле: 

( ) ( )
4

д

1
j j m j j р j

m
W r dm V V V W r

=

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ . 

Определенная таким образом мощность тепловыделяющей 
сборки используется в дальнейшем для расчета важных технологи-
ческих параметров, например таких, как энерговыработки ТВС, 
запаса до кризиса теплообмена и др. 
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Помимо знания мощности ТВС, существенный интерес пред-
ставляет собой информация о распределении поля энерговыделе-
ния по высоте реактора, так как это позволяет определить линей-
ную нагрузку, являющуюся одним из лимитирующих параметров. 
С этой целью в активной зоне реактора РБМК устанавливаются 
датчики контроля энерговыделения по высоте (ДКЭВ). ДКЭВ пред-
ставляет собой протяженный датчик, длина которого равна высоте 
активной зоны, состоящий из четырех секций. Каждая из секций 
дает сигнал, пропорциональный интегральному значению плотно-
сти потока нейтронов в месте расположения секции. Современная 
система контроля ректора РБМК состоит из двух комплектов 
ДКЭВ, по 72 датчика в каждом. 

На втором этапе проводится восстановление аксиального рас-
пределения энерговыделения для каждой ТВС, которое принципи-
ально сводится к аппроксимации показаний датчиков функцией 
вида 

 
1

( ) sin
an

k
k

zkz B
H=

π
ϕ = ∑ , (5.2.2) 

где an  – количество гармоник, выбор которого зависит от числа 
работоспособных секций ДКЭВ. Коэффициенты аппроксимации 
определяются по методу наименьших квадратов. 

Погрешность восстановления поля энерговыделения в реакторах 
РБМК составляет величину ∼ 4 %. 

 
5.3. Методика и алгоритм восстановления полей 
энерговыделения в реакторах типа CANDU 

 
Система контроля энерговыделения реактора CANDU-600 со-

держит около 100 ванадиевых и 28 платиновых детекторов. Сигнал 
ванадиевых детекторов образует входной массив данных для про-
граммы восстановления нейтронного поля, которая выполняется 
каждые две минуты на ЭВМ, работающей в режиме on-line. Резуль-
таты программы восстановления поля используют частично для 
калибровки 28 безынерционных платиновых детекторов, сигналы 
от которых в свою очередь поступают в ЭВМ для вычисления 
управляющих сигналов 14 ЛАР, регулирующих мощность и ней-
тронное поле. 
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Теоретической предпосылкой методики восстановления поля 
является предположение о том, что плотность потока нейтронов в 
произвольной точке r активной зоны может быть выражена как ли-
нейная комбинация действительных форм плотности потока, воз-
никающих при эксплуатации реактора (так называемые «гармони-
ки потока»): 

 
1

( ) ( )
s

j j
j

A
=

Φ = Φ∑r r , (5.3.1) 

где ( )jΦ r  – значение плотности потока в точке r для гармоники 

jΦ . 
В местах расположения детекторов 

 Д Д
1

( ) ( )
s

j j
j

A
=

Φ = Φ∑r r . (5.3.2) 

Уравнение (21.2) можно записать в виде 

 
1 11 1 1

1 1

... ;

...;
... ,

S S

R R RS S

D M A M A

D M A M A

= + +⎧
⎪
⎨
⎪ = + +⎩

 (5.3.3) 

где ( )1dD d R≤ ≤  – плотность потока, измеряемая детектором K; 

KjM  – ожидаемое показание детектора K для jΦ  ( , 1j j SΦ ≤ ≤ , – 
гармоника потока); jA  – неизвестные коэффициенты. 

Для технологических каналов, в которых требуется восстанов-
ление поля, можно записать: 

 
1 11 1 1

1 1

... ;

...;
... ,

S S

m m mS S

F N A N A

F N A N A

= + +⎛
⎜
⎜
⎜ = + +⎝

 (5.3.4) 

где (1 )iF i m≤ ≤  – плотность потока в i-м ТК; ijN  – значение плот-
ности потока, ожидаемое в i-м ТК для гармоники jΦ . 

В матричной форме уравнения (5.3.3) и (5.3.4) имеют вид 
 D MA= ; (5.3.5) 
 F NA= . (5.3.6) 
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В системе (5.3.5) уравнений больше, чем неизвестных, так как 
детекторов больше, чем гармоник плотности потока (R > S). 

Найдем неизвестные коэффициенты A по МНК: 

 ( ) 1т т .A M M M D
−

=  (5.3.7) 

Тогда искомый вектор плотности потока нейтронов 

 ( ) 1т т .F N M M M D NHD
−

= =  (5.3.8) 

Элементы матриц М и N, называемые коэффициентами связи, 
так как они выражают степень связи между различными гармони-
ками плотности потока и координатами детекторов и ТК, опреде-
ляются заранее при моделировании ожидаемых действительных 
гармоник плотности потока. 

Восстановленная плотность в технологическом канале опреде-
ляется как 

 ( ) 1т т ,i ij j ij ki k ij kikj j k k
F N A N M M M D Y D

−⎡ ⎤
= = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑  (5.3.9) 

где 

 ( ) 1т т .ik ij kiikj
Y N M M M

−
= ∑  (5.3.10) 

Отсюда погрешность iσ  в вычислении iF  выражается следую-
щей формулой: 

 ( )
1/2

2 2 2 .
iki ik k k Y

k
Y D

⎡ ⎤
σ = σ + σ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (5.3.11) 

Таким образом, погрешность iσ  зависит от погрешности детек-
тора kσ  и от разброса 

ikYσ в элементах матрицы ikY , которая, в 
свою очередь, зависит от точности, с которой моделируются гар-
моники плотности потока. 

На практике основной вклад в погрешность определяется чле-
ном 2 2

ik k
k

Y σ∑ , который может быть уменьшен соответствующим 

выбором матрицы ( ) 1т т
kiik

H M M M
−

= , учитывающей конкретное 

положение регулирующих органов. 
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5.4. Восстановление параметров 
при частично утраченной измерительной информации 

 
5.4.1. Оценка информационной избыточности системы 

контроля ядерного реактора 
 

Современные системы контроля сложных технических систем 
характеризуются наличием большого числа подсистем, решающих 
свои конкретные задачи. Например, в ядерном реакторе типа РБМК 
существуют системы физического контроля за распределением 
энерговыделения (СФКРЭ), температурой графитовой кладки, рас-
ходом теплоносителя через каналы, система контроля за целостно-
стью технологических каналов, система контроля герметичности 
оболочек тепловыделяющих элементов (система КГО) и др. Вместе 
с тем, параметры реактора, контролируемые этими системами, свя-
заны друг с другом, поскольку описывают один и тот же объект. 
Например, распределение энерговыделения по активной зоне и 
расходы теплоносителя через каналы в значительной степени опре-
деляют температуру графитовой кладки. Другой пример – система 
КГО, которая помимо решения своей основной задачи – фиксации 
активности теплоносителя, обусловленной продуктами деления, 
вышедшими при разгерметизации тепловыделяющего элемента, – 
дает возможность определить наведенную активность теплоноси-
теля за счет активации ядер кислорода быстрыми нейтронами. 
Уровень этой активности зависит от мощности топливного канала 
и расхода теплоносителя через него. 

Таким образом, существует некоторая информационная избы-
точность, которую можно количественно оценить и определить 
возможные пути ее использования. 

Рассмотрим один из возможных подходов к решению этой зада-
чи на примере трех систем: системы контроля за мощностью топ-
ливного канала, системы контроля за расходом теплоносителя и 
системы КГО. Поскольку последняя система играет в рассмотре-
нии особую роль, вкратце опишем ее работу [14]. 

Проходя через активную зону, водный теплоноситель активиру-
ется быстрыми нейтронами. При этом протекают реакции 
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16 16O( , ) Nn p 7, 17 17O( , ) Nn p 7, первая из которых вносит наиболь-
ший вклад в наведенную активность. 

Эта реакция протекает на быстрых нейтронах с энергией более 
9,638 МэВ с образованием радионуклида 16 N  ( 1/2 7,11cT = ), испус-
кающего гамма-кванты с энергиями 6,13; 7,11 и 2,75 МэВ: 

16
7

16
8N O +→ β+ γ  

Сечение активации, усредненное по спектру деления, составляет 
0,019⋅10-31 м2. Сечение при энергии E = 14,5 МэВ, соответственно, 
4,0⋅10-30 м2. 

Принципиальная схема детектирования изображена на рис. 5.1. 
 

 
 

Рис. 5.1. Принципиальная схема 
системы поканальной КГО: 

1 – пароводяная коммуникация; 
2 – сдвоенные детекторы 

 
 

Пароводяные коммуникации (ПВК) после выхода из реактора 
группируются в так называемые нитки, каждая из которых содер-
жит по 115 ПВК, всего таких ниток 16. Нитки расположены парал-
лельно друг другу. Восемь сдвоенных коллиматоров с блоками де-
тектирования устанавливаются на тележках и передвигаются в ко-
робах вдоль вертикально расположенных рядов ПВК. При движе-
нии детекторы регистрируют γ-кванты от трубопровода, напротив 
которого находится в данный момент коллимационное отверстие. 
Сигналы по кабелям подаются на сигнально-измерительную аппа-
ратуру. Тележка может передвигаться с быстрой и медленной ско-
ростью. При быстром проезде тележки нитка сканируется за время 
около 5 мин, а при медленном за 30 мин. Можно остановить тележ-
ку на постоянный контроль около ПВК нужного канала. Понятно, 
что наведенная активность зависит от величины плотности потока 
быстрых нейтронов, следовательно, от мощности, а в точке изме-
рения активности – от времени доставки, т.е. при известном рас-
стоянии – от расхода теплоносителя. 
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Располагая информацией о мощности каждого канала (W), рас-
ходе через него (G) и наведенной активности (N), можно опреде-
лить следующие плотности распределения: ( , )f N P  – совместные 
плотности распределения азотной активности и какого-либо из 
двух параметров (расхода при P G=  или мощности канала при 
P W= ); 1( )f N  – плотность распределения азотной активности; 

2 ( )f P  – плотность распределения соответствующего параметра. 
Тогда оценку взаимной информации можно произвести, исполь-

зуя меру Шеннона, по следующей формуле: 

 
2

1 2

2
2

( , )( , ) log
( ) ( )

( )
( , ) log ,

( )

N P
f N PI f N P dNdP

f N f P

f P N
f N P dNdP

f P

+∞ +∞

↔
−∞−∞
+∞ +∞

−∞ −∞

= =

=

∫ ∫

∫ ∫
 (5.4.1) 

где ( )f P N  – условная плотность распределения параметра P. 
В случае нормальных законов распределения можно записать, 

что 

 ( )2
1

2 1 2
2

1( ) exp
1 2

NP
NP

P NNP

N mP m r
r

P NP

f P N
r

⎛ ⎞−−
− −⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠−

=
σ − π

; (5.4.2) 

 2 2
2

1( ) exp
2

P

P

P m

P
f P

⎛ ⎞−
− ⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠=

σ π
. (5.4.3) 

Используя формулы (5.4.1) – (5.4.3), нетрудно получить 

 2 2

1log
1

N P
NP

I
r

↔ =
−

, (5.4.4) 

где NPr  – коэффициент корреляции между азотной активностью и 
соответствующим параметром (мощностью либо расходом). 

Таким образом, в случае нормальных законов распределения ис-
следуемых параметров для оценки взаимной информации доста-
точно знать соответствующие коэффициенты корреляции. 

Для практической проверки данного подхода авторы располага-
ли результатами сканирования азотной активности реактора РБМК-
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1000 на Курской АЭС и РБМК-1500 на Игналинской АЭС, а также 
соответствующими файлами состояния, содержащими значения 
поканальных мощностей и расходов для каждой из ниток. На 
рис. 5.4.2 и 5.4.3 показаны гистограммы распределения, соответст-
вующие плотностям распределения ( ), ( )f G f W . 

 
Число 
каналов 

0 
100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
800 

15 20 25 30 35 40 45  
Расход теплоносителя, м3/ч 

 
Рис. 5.2. Гистограмма распределения расхода 
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каналов 

0

100

200

300

400

500

600

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6  
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Рис. 5.3. Гистограмма распределения мощности 
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Оценки показывают, что при уровне значимости 0,05α =  зако-
ны распределения можно считать нормальными. 

В табл. 5.1 приведены результаты расчета взаимной информа-
ции азотной активности и теплотехнических параметров канала 
(поканальной мощности и расхода) при различных уровнях мощно-
сти работы реактора и при различных  временных срезах. 

 
Таблица 5.1 

 
Количество информации в азотной активности относительно мощности 

канала и расхода теплоносителя через него 
 

ИАЭС КАЭС, 
WP = 3200 МВт WP = 

= 3850 МВт 
WP = 

= 2347 МВт 
WP = 

= 2000 МВт 
WP = 

= 1000 МВт 

INP, 
бит 

03.04.00 14.04.00 28.04.95 16.05.95   
ING 0,124 0,105 0,269 0,472 0,457 0,713 
INW 0,083 0,063 0,083 0,409 0,349 0,602 

 
Анализируя данные табл. 5.1 для Игналинской АЭС, видно, что 

с ростом мощности реактора информативность азотной активности 
о мощности и расходе падает. Зависимость количества информации 
от мощности канала, рассчитанная по данным четвертого блока 
Курской АЭС, приведена на рис. 5.4. 

Приведенные оценки позволяют сделать лишь общие выводы о 
возможности использования избыточности информации для опре-
деления значения того или иного параметра в различных режимах 
работы реактора. Например, при работе на номинальной мощности 
W = 3200 МВт более перспективным является восстановление по 
измеренной азотной активности расхода, а не мощности канала. 

Для решения же конкретной задачи, например, восстановления 
значения расхода теплоносителя в неработающих расходомерах по 
сканированию азотной активности, необходимо разработать соот-
ветствующую математическую модель. 
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5.4.2. Определения расхода теплоносителя через топливный 
канал на основе информации об активности теплоносителя 

 
Математическая модель активации теплоносителя. Матема-

тическая модель должна максимально полно учитывать все суще-
ственные особенности активации теплоносителя при прохождении 
через активную зону и при движении по пароводяной коммуника-
ции [1, 7, 11, 16, 18, 22]. При ее формировании необходимо учиты-
вать следующие факторы. 

1. Возможность активации теплоносителя не только быстрыми 
нейтронами самого исследуемого канала, но  и быстрыми нейтро-
нами ячеек ближайшего окружения. Дело в том, что по результатам 
сканирования оказалось, что активность теплоносителя в каналах с 
дополнительными поглотителями составляет ≈ 7 % от активности 
топливного канала. Результаты численного исследования поли-
ячейки РБМК по программе ГЕТЕРА показали, что доля прямопро-
стрельных быстрых нейтронов окружения также составляет поряд-
ка той же величины, что и обусловило принятие данного решения. 

2. Использование в качестве теплогидравлического блока, необ-
ходимого для расчета распределения плотности теплоносителя по 
высоте канала и длине ПВК, аналога известной апробированной 
программы ГИДРА. 

3. Детальный баланс образования ядер азота в жидкой и паровой 
фазе теплоносителя с учетом проскальзывания фаз. 

Далее приводится математическая модель, полученная исходя 
из рассмотрения баланса ядер азота в элементарном объеме актив-
ной зоны и пароводяной коммуникации: 

0

0 0

0 0

0

 =  +   + ( ) (1 );
(1 )

 =   +  ;
(1 )

(  = ) = ;
(  = ) = ;

    ;

N
N

N N
N

N NZ

N NZ

dq W q A W W S
dz H rS

q qd Wq
dz S Hr
q z z q
q z z q
z z H

⎧ ′ ⎛ ⎞λ ′ ′− + α ρ −ϕ⎪ ⎜ ⎟′ ′ ′ω ρ − ϕ ω⎝ ⎠⎪
⎪ ′′ ′λ′′ −⎪

′′ ′ ′ω − ϕ ω ρ⎪
⎪ ′ ′⎨
⎪ ′ ′⎪
⎪ ≤ ≤
⎪
⎪
⎪⎩
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=  ;

=  ;

( ) = ;
( ) = ;

   ,

N
N

N
N

N NH

N NH

qd q
dz

qd q
dz
q H q
q H q
H z H L

′λ⎧ ′ −⎪ ′ω⎪
′′λ⎪ ′′ −⎪ ′′ω

⎪ ′ ′⎨
⎪ ′′ ′′⎪
⎪ ≤ ≤ +
⎪
⎪
⎩

 

где N ′ , q′  – концентрация и плотность потока ядер азота в жидкой 
фазе теплоносителя соответственно, м–3; N ′′ , q′′  – концентрация и 
плотность потока ядер азота  в паровой фазе теплоносителя соот-
ветственно, м–3; z  – координата по высоте АЗ и ПВК, м; S  –
проходное сечение ТК или ПВК, м2; W – мощность ТК, МВт; 0W  –
средняя мощность окружения ТК, МВт; λ = 0,101 с–1 – постоянная 
распада ядер азота; ′ρ  – плотность воды на линии насыщения, 
кг/м3; ′′ρ  – плотность пара на линии насыщения, кг/м3; G – массо-
вый расход, кг/с; ω′  – скорость жидкой фазы, м/c; ′′ω  – скорость 

паровой фазы, м/c; 
′′

=
′•

ωK
ω

 – коэффициент проскальзывания пара; 

ϕ – истинное объемное паросодержание; r – удельная теплота па-
рообразования, Дж/кг; lq  – линейная нагрузка, Вт/м; ρ  – плотность 
недогретой воды, кг/м3; H – высота АЗ, м; L  – длина ПВК, м; 0z  – 
координата точки начала кипения теплоносителя, м; α = 0,07 – доля 
быстрых нейтронов из соседних каналов (окружения). 

Скорости фаз можно определить, зная расход теплоносителя 
(1 ) (1 )

[ (1 ) ].
пт

пт

G =  S  + S  =  S  + K S
 S  +  K

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ρ ω −ϕ ρ ω ϕ ρ ω −ϕ ρ ω ϕ =
′ ′ ′′= ω ρ −ϕ ρ ϕ

, 

Отсюда находим скорости фаз: 

 
[ (1 ) ]пт

G  
S  +  K

′ω =
′ ′′ρ −ϕ ρ ϕ

; 
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[ (1 ) ]

•
•

•

GK  K  = 
S  +  K

′′ ′ω = ω
′ ′′ρ − ϕ ρ ϕ

, 

где , , , , ,• K  r′ ′′ρ ρ ρ ϕ  определяются из теплогидравлических расче-
тов. 

Система уравнений решается относительно Nq′  и Nq′′  потоков 
азота в жидкой и паровой фазах соответственно. Концентрации 

азота находятся непосредственно из соотношений Nq  N  = 
S
′

′
′ω

 и 

Nq  N  = 
S
′′

′′
′′ω

, и «модельная» концентрация азота определяется соот-

ношением мN N N′ ′′= +  (азотная активность есть мNλ ). 
Сравнивая по какому-либо алгоритму экспериментальные зна-

чения концентрации азота эN  и ( )м ,N G W , можно при известном 
расходе восстановить мощность и наоборот. 

Исследование чувствительности математической модели к 
изменению расхода и мощности. Результаты исследования чувст-
вительности математической модели показаны на рис. 5.5 и 5.6, где 
отражена зависимость концентрации азота в точке измерения от 
расхода через канал при различных мощностях и от мощности при 
различных расходах. Из рисунков видно, что в режиме, близком к 
номинальному, математическая модель обладает большей чувстви-
тельностью по отношению к изменению расхода теплоносителя, 
что согласуется с информационными оценками. 

Вместе с тем, простое решение уравнения э м ( , )N N W G=  отно-
сительно G вряд ли привело бы к успеху. Дело в том, что предла-
гаемая математическая модель, как и любая другая, не может 
учесть все факторы. Например, конструктивные особенности каж-
дого канала и ПВК: проходные сечения могут отличаться как в 
пределах допусков при изготовлении, так и за счет возможных от-
ложений при эксплуатации, длины участков и характер их разме-
щения могут не соответствовать «среднему» и т.д. Иными словами, 
созданная математическая модель требует адаптации. 
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Рис. 5.5. Зависимость концентрации азота в точке измерения 
от расхода через канал 
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Рис. 5.6. Зависимость концентрации азота в точке измерения 
от мощности топливного канала 
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Алгоритм адаптации. Один из возможных алгоритмов адапта-
ции заключается в следующем. Пусть в момент времени t  известна 
достоверная информация о расходах э

t
iG  и мощностях э

t
iW  каждого 

из каналов и системой КГО произведено сканирование активной 
зоны на предмет получения азотной активности э

t
iN . По математи-

ческой модели рассчитывается значение м э э( , )t t
i i iN f G W=  и нахо-

дится отношение э

м

i
i

i

Nk
N

= . Пусть восстановление расходов произ-

водится в момент времени t tτ = + Δ , при этом известны мощности 
каналов эiW τ  и значение азотной активности эiN τ , тогда расход теп-

лоносителя вiGτ  в каждом канале находится из соотношения 

э э в( , )i i i iN k f W Gτ τ τ= ⋅  (здесь приводится только идея подхода, дета-
ли, связанные с нормировкой, учетом фона, численным решением и 
т.д., опущены). 

Сравнение восстановленных расходов со значениями расходов, 
даваемыми штатными программами контроля («Призма»), приве-
дены в табл. 5.2 и 5.3. 

 
Таблица 5.2 

 
Средняя относительная погрешность восстановления расхода σср 

(четвертый блок Курской АЭС) 
 

№ нитки σср без адаптации σср с адаптацией 
1 11,657 6,632 
2 14,607 7,319 
3 12,563 5,423 
4 14,786 5,742 
5 14,724 6,286 
6 18,059 5,659 
7 16,102 5,820 
8 13,858 8,157 
9 16,255 10,351 

10 16,505 6,824 
11 14,159 5,325 
12 20,000 6,220 
13 13,764 5,223 



358 

Окончание табл. 5.2 
 

№ нитки σср без адаптации σср с адаптацией 
14 15,735 6,177 
15 14,588 6,015 
16 16,447 7,521 

Среднее значение σср без адаптации = 15,228 σср с адаптацией = 6,592 
 

Таблица 5.3 
 

Средняя относительная погрешность восстановления расхода 
(второй блок Игналинской АЭС) 

 
№ нитки σср без адаптации σср с адаптацией 

1 13,0 6,539 
2 10,778 6,361 
3 9,946 4,715 
4 10,909 4,843 
5 11,877 6,627 
6 10,098 7,116 
7 10,323 4,326 
8 15,367 7,082 
9 18,347 10,520 

10 13,698 7,114 
11 12,972 6,100 
12 12,420 8,216 
13 10,919 6,598 
14 11,288 9,052 
15 11,891 6,089 
16 13,637 7,694 

Среднее значение σср без адаптации =12,347 σср с адаптацией = 6,824 
 
Если считать, что модель адаптировалась по достоверным зна-

чениям расхода и система контроля реактора на втором временном 
срезе дает верные значения, то погрешность восстановления в 
среднем по активной зоне до адаптации и  после адаптации состав-
ляет величину 15,3 и 6,6 % для четвертого блока Курской АЭС и 
12,3 и 6,8 % для второго блока Игналинской АЭС. 

На рис. 5.7 − 5.8 показаны гистограммы относительного откло-
нения восстановленных расходов от измеренных как для одной 
нитки, так и для всех ниток активной зоны ИАЭС и КАЭС. Из при-
веденных гистограмм видно, что адаптация модели существенно 
сужает разброс. 



359 

0

20

40

60

80

100

120

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

относительная ошибка, %

чи
сл
о 
ка
на
ло
в

без адаптации
с адаптацией

 
 

Рис. 5.7. Распределение относительной ошибки восстановления расхода 
(второй блок ИАЭС, нитка 1) 
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Рис. 5.8. Распределение относительной ошибки восстановления расхода 
(второй блок ИАЭС, нитки 1 − 16) 

 
Оценка информационной емкости модели. Представляет ин-

терес оценка количества информации, содержащейся в математи-
ческой модели относительно экспериментально измеренной азот-
ной активности как до, так и после адаптации. В табл. 5.4 пред-
ставлены соответствующие результаты. 
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Таблица 5.4 
 

Количество информации об азотной активности, 
содержащейся в математической модели 

 
Курская АЭС Игналинская АЭС Взаимная 

информация, 
бит 

W = 3200 МВт
03.04.2000 

W = 3200 МВт 
14.04.2002 

W = 2347 МВт 
16.05.1995 

W = 3850 МВт 
28.04.1995 

э мN N↔  0,303 0,294 0,937 0,519 

э адаптN N↔  − 1,174 − 0,867 
 

В первой строке табл. 5.4 приведены данные о количестве ин-
формации, содержащиеся в математической модели относительно 
экспериментально измеренной азотной активности до адаптации 
математической модели, а во второй строке – после адаптации. Из 
таблицы видно, что адаптация модели увеличивает ее информаци-
онную емкость, что подтверждается приведенными выше оценками 
по погрешностям восстановления расходов. 

Таким образом, использование оценок взаимной информации о 
параметрах объекта позволяет определить группы параметров, вза-
имная информация, содержащаяся в которых, может быть исполь-
зована при разработке новых, отличных от штатных, средств кон-
троля, что, в свою очередь, означает повышение уровня безопасно-
сти эксплуатации объекта.  

 
5.4.3. Анализ информативности сигналов точечных 

и протяженных датчиков контроля физических полей 
 

При вычислении переменных состояния объектов управления с 
распределенными параметрами находят применение различные алго-
ритмы обработки измерительной информации, обеспечивающие раз-
ный уровень точности при обработке одних и тех же входных данных 
[23]. С точки зрения теории информации это означает, что содержа-
щееся в сигналах датчиков первоначальное количество информации в 
каждом алгоритме определяется по определенному закону. 

В связи с этим целесообразно выяснить, какой алгоритм позво-
ляет извлечь из исходных данных максимум полезной информации 
о рассматриваемом физической процессе, как соотносятся инфор-
мационный и точностной критерии, возможно ли на основе их со-
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вместного использования создание еще более совершенных алго-
ритмов и т.д., т.е. решить ряд проблем, связанных с применением 
положений и выводов теории информации а задачах восстановле-
ния физических полей. 

Проведем сравнительный анализ количества информации от то-
чечных и протяженных датчиков, поскольку их сигналы вследствие 
разных принципов замера − точечного и интегрального − обладают 
неодинаковой ценностью для алгоритмов обработки. 

Не ограничивая общности, рассмотрим одномерный случай, на-
пример, процесс измерения высотного распределения некоторой 
физической величины ( )X z . Пусть 
 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ), ..., ( ) ( )n nX z Y z X z Y z X z Y z+ + +  (5.4.5) 
есть последовательность отсчетов точечных датчиков, а 
 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ), ..., ( ) ( )n nX z Y z X z Y z X z Y z+ + +  − (5.4.6) 
последовательность отсчетов протяженных датчиков (расположе-
ние датчиков изображено на рисунке). 

Предположим, что ( )X z  и погрешность ее измерения ( )Y z  
представляют собой нормальные случайные процессы, причем 

)(zY  одинакова для точечных и протяженных датчиков. Требуется 
определить количество информации в последовательностях (5.4.5) 
и (5.4.6) относительно последовательности  
 * * *

1 2( ), ( ), ..., ( )mX z X z X z , (5.4.7) 

причем *
iz  может совпадать или не совпадать с любым из iz . Это 

означает, что определяется информативность сигналов точечных и 
протяженных датчиков об исходном анализируемом процессе 

)(zX . 
Количество информации в последовательности (5.4.5) относи-

тельно последовательности (5.4.7) определяется формулой: 

 
( )

det det0,5log ,
det

x X Y
X Y X

X X Y

A AI
A

+
+ ↔

+
=  (5.4.8) 

где корреляционная матрица последовательности { }*( )jX z  

* *( , ) ; 1, 2, ..., ;X X j kA R z z j m= =  
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( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ;

1, 2, ..., ; 1, 2, ..., .
X Y X i l YX i l XY i l Y i lA R z z R z z R z z R z z

i n l n
+ = + + +

= =
 

В частных случаях могут быть получены сравнительно простые 
аналитические формулы, удобные для анализа количества инфор-
мации от точечных и протяженных датчиков. Так, если требуется 
найти количество информации о X(z) в точке z z+ Δ  в отсчете 
X(z) + Y(z), то из соотношения (4.5.8) имеем ( 0X = ): 

2

2 2

2 2 2
( )

det ( );

det ( ) 2 ( , );

det ( )[ ( ) ( ) ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )][ ( , ) ( , )].

X X

X Y X Y XY

X X Y X X Y XY YX

X YX X XY

A z z

A z R z z z

A z z z z R z z R z z

R z z z R z z z R z z z R z z z

+

+

=σ +Δ

=σ +σ + +Δ

=σ +Δ σ +σ + + −

− +Δ + +Δ +Δ + +Δ

 (5.4.9) 

Предположив, что процессы стационарны и стационарно связа-
ны, получим: 

2 2 2

2 2 2 2
[ 2 ( )]0,5log

[ 2 (0)] [ ( ) ( )]
X X Y XY

X Y Y
X X Y XY X XY

R zI
R R z R z+ ↔

σ σ + σ + Δ
=

σ σ + σ + − Δ + Δ
. 

При выводе аналогичной формулы для протяженных датчиков 
учтем, что интегральный принцип замера приводит к получению 
значений не самой случайной величины ( )X z  с некоторой погреш-
ностью ( )Y z , а ее осредненного значения 

( ) ( ),
l

X z dz Y z+∫  

где l  − длина датчика. В результате существенно меняются стати-
стические свойства случайной последовательности  

{ }( ) ( ) ( ) ( )
i

i i i
l

X z dz Y z X z Y z
⎧ ⎫⎪ ⎪+ = +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  

по отношению к свойствам последовательности отсчетов точечных 
датчиков { }( ) ( )i iX z Y z+ . Так, отношения (5.4.9) для последова-

тельности { }( ) ( )i iX z Y z+  приобретает вид 
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2

2 2

2 2 2
( )

det ( );

det ( ) 2 ( , );

det ( )[ ( ) ( ) ( , ) ( , )]

[ ( , ) ( , )][ ( , ) ( , )].

X X

YX Y X XY

X YX X Y X XY YX

X YX X XY

A z z

A z R z z z

A z z z z R z z R z z

R z z z R z z z R z z z R z z z

+

+

=σ +Δ

=σ +σ + +Δ

=σ +Δ σ +σ + + −

− +Δ + +Δ +Δ + +Δ

  (5.4.10) 

Выведенная на основе (5.4.10) формула для количества инфор-
мации имеет следующий вид: 

  
2 2 2

2 2 2 2
[ 2 ( )]

0,5log
[ 2 (0)] [ ( ) ( )]

X YX XY
X Y Y

X YX XY X XY

R z
I

R R z R z+ ↔
σ σ +σ + Δ

=
σ σ +σ + − Δ + Δ

. (5.4.11) 

Оценим информацию от точечных и протяженных детекторов в 
местах расположения датчиков ( 0zΔ = ) при следующих значениях 
статистических характеристик: 

2 2 2 2 2

2

1 13 ; ; ; (0) ;
3 3

1(0) ; (0) (0).
3

X Y X XY XX

XYX X XY

R

R R R

σ = σ σ = σ = σ

= σ =
 

При этом учтем, что дисперсия и корреляционная функция ис-
ходного случайного процесса обычно в несколько раз превышают 
дисперсии и корреляционную функцию 2 ,X XRσ , XYR  локально 

осредненного процесса { }( ) ( )i iX z Y z+ . Тогда 

2

2

0,5log 9 1,585;
0,5log 1,28 0,174,

X Y Y

X Y Y

I
I

+ ↔

+ ↔

= =

= =
 

т.е. 
.X Y Y X Y YI I+ ↔ + ↔>  

Вариации статистических характеристик 2 2, , , ...X Y XRσ σ  также 
приводят к аналогичному соотношению: X Y YI + ↔  всегда больше 

X Y YI + ↔ , причем количество информации, снимаемое с точечных 
датчиков, значительно увеличивается по сравнению с протяжен-
ными при усилении корреляционных связей. Таким образом, 
вследствие локального осреднения измеряемого случайного про-
цесса протяженными датчиками и ослабления корреляционных 
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связей в последовательности их отсчетов сигналы протяженных 
датчиков оказываются менее информативными, чем сигналы то-
чечных детекторов. Однако это не означает, что на практике неце-
лесообразно использовать протяженные детекторы. Напротив, в тех 
случаях, когда высокочастотные спектральные составляющие 
представлены нежелательным шумом, только его осреднение про-
тяженными датчиками позволяет увеличить точность восстановле-
ния физических полей.  

 
5.4.4. Информационный подход к оптимизации количества 
и расположения датчиков внутриреакторного контроля 

 
Как уже отмечалось, контроль распределения энерговыделения 

в активной зоне на основе показаний внутриреакторных датчиков 
играет важную роль в обеспечении безопасности и экономичности 
эксплуатации ядерного энергетического реактора. В данном разде-
ле [10, 19, 20] описывается применение информационного подхода 
для определения количества датчиков и способа их размещения в 
активной зоне. Исследования проводились на одномерной модели 
ядерного реактора, для описания распределения плотности потока 
нейтронов использовалось одногрупповое уравнение диффузии для 
плоского одномерного реактора. Система датчиков состоит из не-
скольких точечных датчиков, показания которых моделировались 
путем внесения в расчетные значения поля нейтронов погрешно-
сти, распределенной по нормальному закону. 

Информативностью системы датчиков, расположенных в точках 
с координатами 1, ..., ny y , назовем количество информации о плот-
ности потока нейтронов X в точке активной зоны с координатой x, 
содержащееся в показаниях }{ 1, ..., nY Y  системы датчиков: 
 

1, ..., 1 1( ) ( , ..., ) ( , , ..., )
nX Y Y n nI H X H Y Y H X Y Y↔ = + − . (5.4.12) 

В выражении (5.4.12) 1 1( ),  ( , ..., ),  ( , , , )n nH X H Y Y H X Y ... Y  − эн-
тропии соответствующих систем, вычисляемые по формулам: 

 
1

( ) log
N

i i
i

H X p p
=

= −∑ , (5.4.13) 
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1 1

1
1 ... ...

1 1
( , ..., ) ... log

n n
n

N N

n i i i i
i i

H Y Y p p
= =

= −∑ ∑ , (5.4.14) 

 
1 1

1
1 ... ...

1 1 1
( , , ..., ) ... log

n n
n

N N N

n ii i ii i
i i i

H X Y Y p p
= = =

= −∑∑ ∑ , (5.4.15) 

где ip  − вероятность того, что плотность потока нейтронов в точке 
x  попадет в i -й интервал разбиения; 

1... ni ip  − вероятность того, что 

одновременно поле нейтронов в точке 1y  попадет в 1i -й интервал 
разбиения (рис. 5.9), ..., поле нейтронов в точке ny  попадет в ni -й 
интервал разбиения; 

1... nii ip  − вероятность того, что одновременно 

поле нейтронов в точке x  попадет в i -й интервал разбиения, поле 
нейтронов в точке 1y  попадет в 1i -й интервал разбиения, ..., поле 
нейтронов в точке ny  попадет в ni -й интервал разбиения 
( 1,  , ...,  1,ni i i N= ). Логарифмы в формулах (5.4.13) − (5.4.15) будем 
вычислять по основанию 2, и количество информации при этом 
измеряется в битах. 

 

 
 

Рис. 5.9. Разбиение диапазона возможных значений поля нейтронов 
на N интервалов (каждая кривая − отдельная случайная реализация 

поля нейтронов) 
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Исследование закона распределения поля нейтронов в точ-
ке. Для нормального закона распределения формулы для вычисле-
ния информативности системы датчиков имеют достаточно про-
стой вид. Однако проверка закона распределения плотности потока 
нейтронов в различных точках АЗ на нормальность по критерию 
Пирсона («критерию 2χ ») показала, что в точках, близких к центру 
АЗ, наблюдаются достаточно большие значения вероятности прав-
доподобия гипотезы о нормальном законе распределения, но при 
удалении от центра вероятность правдоподобия гипотезы умень-
шается. 

Общие условия проведения экспериментов представлены в 
табл. 5.5. 

 
Таблица 5.5 

 
Общие условия проведения экспериментов при исследовании 

закона распределения плотности потока нейтронов 
 

Параметр Значение 
Ширина АЗ 7 м 
Число зон разбиения АЗ 28 
Макроскопическое сечение поглощения 0,006 см−1 

Произведение макроскопического сечения деления 
на число нейтронов деления 

0,0062 см−1 

Коэффициент диффузии 0,85 см 
Количество реализаций 1500 
Возмущения, вносимые в сечение поглощения 1 % 
Число степеней свободы 17 

 
Значения критерия согласия Пирсона в предположении нор-

мального закона распределения плотности потока нейтронов в точ-
ке для различных координат приведены в табл. 5.6. 
 

Таблица 5.6 
 

Значения критерия Пирсона и вероятности 
правдоподобия гипотезы для различных координат 

 
x, м 1 2 3 4 5 6 

χ2 355,4 30,8 14,1 13,7 45,5 467,8 

p < 0,5 < 0,5 0,65 0,7 < 0,5 < 0,5 
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На рис. 5.10 и 5.11 приведены гистограммы распределения 
плотности потока нейтронов в различных точках АЗ. 

 

 
Рис. 5.10. Гистограмма распределения поля нейтронов в точке 

с координатой 375 см 
 
 

 
 
 
 

Рис. 5.11. Гистограмма распределения поля нейтронов в точке 
с координатой 100 см 

 

Критерий согласия Пирсона в точке х = 375 см равен 11,5, т.е. 
вероятность правдоподобия гипотезы о нормальном законе распре-
деления поля нейтронов 85 %. Исследования показали, что в дру-
гих точках АЗ, близких к центру, также наблюдаются достаточно 
большие значения вероятности правдоподобия гипотезы о нор-
мальном законе распределения. Но при удалении от центра вероят-
ность правдоподобия гипотезы уменьшается и закон распределения 
плотности потока нейтронов в этом случае нельзя считать нор-
мальным, поэтому при расчете информативности системы датчи-
ков использовались статистические оценки вероятности попадания 
значений случайной величины в интервал. 

                                                                   ϕ , отн.ед. 

Частота

                                                                 ϕ , отн.ед.

Частота
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Исследование зависимости информативности системы дат-
чиков от различных факторов. Приведем результаты численного 
исследования зависимости информативности системы датчиков от 
различных факторов, а именно: погрешности датчика, расположе-
ния датчика в АЗ и количества датчиков в системе. Общие условия 
проведения экспериментов представлены в табл. 5.7. 
 

Таблица 5.7 
 

Общие условия проведения экспериментов 
 

Параметр Значение 
Ширина АЗ 7 м 
Число зон по ширине реактора 28 
Число групп нейтронов 1 
Сечение поглощения 0,006 см−1 

Произведение сечения деления на число нейтронов деления 0,00602 см−1 

Коэффициент диффузии 1 см 
Возмущения в произведении сечения деления на число ней-
тронов деления 

5 % 
 

Число статистик 2000 
Число интервалов разбиения диапазона поля нейтронов 10 

 
Математическое ожидание и дисперсия плотности потока ней-

тронов, при которых проводились исследования, представлены на 
рис. 5.12. 

 

 
  а б 

 
Рис. 5.12. Математическое ожидание (а) и дисперсия (б) 

плотности потока нейтронов 
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Исследование зависимости информативности датчика от его 
погрешности. Исследование зависимости количества информации, 
содержащегося в показаниях одного датчика, о поле нейтронов в 
определенной точке от погрешности датчика, проводились для дат-
чика, расположенного в середине АЗ (3,5 м). 

 
 
 
 
 

Рис. 5.13. Зависимость 
количества информации 
от погрешности датчика 

 
 

 
 
 

Из рис. 5.13 видно, что при увеличении погрешности датчика 
уменьшается его информативность, т.е. датчик с большей погреш-
ностью дает меньше сведений о поле нейтронов. 

Исследование зависимости информативности системы дат-
чиков от числа датчиков в системе. При исследовании информа-
тивности системы датчиков погрешность каждого отдельного дат-
чика принималась равной 5 %. Результаты исследований представ-
лены на рис. 5.14. 

Из рис. 5.14 видно, что при увеличении числа датчиков в систе-
ме увеличивается информативность системы, причем при добавле-
нии датчика в основном увеличивается информация о поле нейтро-
нов в тех точках, где датчика не было, а информация о точках, в 
которых уже были датчики (например, о поле в точке с координа-
той 2 м), меняется незначительно. Из рисунка также видно, что при 
введении датчика в какую-либо точку информация об этой точке 
резко увеличивается. 
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Рис. 5.14. Зависимость количества информации от координаты 

при различном количестве датчиков в системе: 
а) 1 (2 м); в) 3 (2, 3 и 4 м); б) 2 (2 и 3 м); г) 4 (2, 3, 4 и 5 м) 

 
Исследование зависимости информативности датчика от его 

расположения в АЗ. При исследовании зависимости количества 
информации, содержащегося в показании одного датчика, о поле 
нейтронов в точке расположения этого датчика погрешность дат-
чика принималась равной 5 %. Результаты исследований представ-
лены на рис. 5.15. 

Из рис. 5.15 видно, что количество информации, которое дает 
датчик о поле в той точке, где он расположен, неодинаково для 
различного расположения датчика. Датчики, расположенные ближе 
к краю АЗ, дают минимальную информацию. Таким образом, мак-
симальную информацию о поле в точке своего расположения дают 
те датчики, которые расположены в областях максимальной дис-
персии. 



371 

Таким образом, результаты проведенных исследований сводятся 
к следующему: 

информативность отдельного датчика уменьшается при увели-
чении его погрешности; 

информативность системы датчиков увеличивается при увели-
чении числа датчиков в системе; 

информативность датчика тем больше, чем больше дисперсия 
поля в точке его расположения. 

 
 
 
 

Рис. 5.15. Зависимость ко-
личества информации о 
поле в точке расположения 
датчика от координаты 
расположения датчика 

 

 
 

Зависимость информативности системы датчиков от их 
расположения. Исследуем зависимость информативности системы 
датчиков (при заданном их числе ) от их расположения в АЗ. 

Результаты исследований представлены на рис. 5.16 и 5.17. Все 
датчики имеют погрешность 5 %. 

 
 
 

Рис. 5.16. График зависимости 
информативности системы из 
двух датчиков от координаты 
при различном расположении 
датчиков в АЗ: 1 – датчики в 
точках 1 и 3,5 м; 2 – датчики в 

точках 1 и 6 м 
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Рис. 5.17. График зависимости информативности системы из трех датчиков 
от координаты при различном расположении датчиков в АЗ:: 

1 – датчики в точках 1, 2 и 3,5 м; 2 – датчики в точках 1, 2 и 6 м 
 

Из приведенных рисунков видно, что датчики, расположенные в 
различных точках, дают неодинаковую информацию как о поле в 
конкретной точке, так и поле в целом. 

Определение оптимальной с точки зрения информативности 
системы датчиков. Величиной, характеризующей информацию о 
поле в целом, можно считать площадь под кривой информативно-
сти. Таким образом, наибольшую информацию о поле в целом бу-
дет давать такая система датчиков, для которой площадь под кри-
вой информативности максимальна. При заданном количестве дат-
чиков можно оптимизировать их расположение в АЗ, добиваясь 
максимума площади под кривой информативности: 

 
1... 0
max ( )

n

H

x x
I x dx∫ , (5.4.16) 

где H − размер АЗ; 1 ... nx x  – координаты датчиков. 
На рис. 5.18 приведены результаты расчетов для системы из 

двух и из трех датчиков. 
Из приведенных результатов следует, что оптимальным являет-

ся неравномерное распределение датчиков по размеру активной 
зоны. 
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Рис. 5.18. Кривые информативности при оптимальном расположении двух (а) 

и трех (б) датчиков 
 

Исследование погрешности восстановления поля при ис-
пользовании различных наборов датчиков. Сравним погреш-
ность восстановления плотности потока нейтронов по показаниям 
датчиков при их найденном оптимальном и произвольном распо-
ложении. Для восстановления поля нейтронов будем использовать 
гармонические функции: 

Рассмотрим восстановление плотности потока нейтронов гар-
моническими функциями: 

 
1

( ) sin
n

j
j

j xx A
H=

π
ϕ = ∑ , (5.4.17) 

где ( )xϕ  – плотность потока нейтронов в точке x , [ ]0,x H∈ ; H  – 
высота АЗ и ДКЭВ; n  – число базисных функций; jA  – амплиту-
ды. 

Сравнение эффективности восстановления различными набора-
ми датчиков будем проводить на основе суммарной относительной 
невязки: 

 восст изм

1 1 изм

tp tpn N

tp
p t= =

ϕ − ϕ
δ =

ϕ
∑ ∑ , (5.4.18) 

где n  – число точек в АЗ (точки располагаются с интервалом 5 см); 
N – число временных статистик; восст

tpϕ  – восстановленное (по по-
казаниям датчиков) значение поля в точке p во временной реализа-
ции t; изм

tpϕ  – измеренное значение поля (рассчитанное по матема-
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тической модели). Восстановление проводилось гармоническими 
функциями. 

В табл. 5.8 представлены результаты расчета невязки (5.4.18) для 
различных наборов датчиков, расположенных в АЗ шириной 7 м. 
 

Таблица 5.8 
 

Результаты расчета невязки 
 

Равномерное расположение Оптимальное расположение 
Два датчика 

(2,35; 4,7 м) (2,8; 4,15 м) 
494,5 363,2 

Три датчика 
(1,75; 3,5; 5,25 м) (2,35; 3,45; 4,65м) 

447 397,5 
 

На рис. 5.19 представлена зависимость невязки от номера ите-
рации при нахождении оптимального расположения датчиков ме-
тодом покоординатного спуска (осуществляется переход от равно-
мерного расположения датчиков к оптимальному). 

 

 
 а б 

 
Рис. 5.19. Зависимость невязки от номера итерации 

для двух (а) и трех (б) датчиков в системе 
 

Из табл. 5.8 и рис. 5.19 видно, что невязка восстановления поля 
для оптимального с точки зрения информации расположения дат-
чиков меньше, чем для равномерного расположения. Причем при 
переходе методом покоординатного спуска от равномерного рас-
положения к оптимальному невязка уменьшается. Таким образом, 
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оптимальное с точки зрения информации расположение датчиков 
дает более точное восстановление поля. 

 
5.4.5. Восстановление аксиального распределения поля 
нейтронов в реакторе РБМК при частичной потере 

измерительной информации 
 

Алгоритмы контроля за распределением поля энерговыделения 
в реакторе предусматривают ситуации, когда часть датчиков по 
какой-либо причине выходит из строя [9, 21]. Например, при вос-
становлении аксиального распределения плотности потока нейтро-
нов, если одна из четырех секций ДКЭВ вышла из строя, то ее по-
казаниями пользоваться запрещено, т.е. секция считается «запре-
щенной». Сигнал такой секции заменяется на сигнал, рассчитанный 
определенным образом на основе показаний ближайших ДКЭВ. 
Если же из строя вышли две и более секции датчика, то датчик 
полностью считается неработоспособным, подлежащим замене, что 
не всегда возможно по технологическим соображениям и оправда-
но по экономическим. Понятно, что если число запрещенных 
ДКЭВ превысит некоторый предел, то это отрицательно скажется 
на точности восстановления поля энерговыделения реактора в це-
лом и существенно снизит уровень его безопасности. По этой при-
чине целесообразным представляется разработка алгоритмов, по-
зволяющих восстанавливать поле нейтронов при большем числе 
отказавших секций, например при двух.  

Штатный алгоритм восстановления высотного поля основан на 
том, что распределение плотности потока нейтронов по высоте ап-
проксимируется с помощью собственных функций «голого» одно-
мерного реактора: 

 т

1
( ) ( ) ( )

n

j j j
j

x A x A x
=

ϕ = ψ = ψ∑ , (5.4.19) 

где ( )xϕ  – плотность потока нейтронов в точке x, [ ]0,x H∈ ; H – 

высота АЗ и ДКЭВ; ( ) sinj
j xx
H
π

ψ = , 1,j n= , – базисные функции 

(исходный набор); n – число базисных функций; jA  – амплитуды. 
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Учитывая, что каждая секция дает интегрированный по ее раз-
меру сигнал iC , аппроксимационное выражение (5.4.19) приводит-
ся к виду 
 ÛAΦ = , (5.4.20) 
где Û  – матрица m n× ; 

2 (2 1)sin sin
2 2ij

H i j ju
j m m

− π π
=

π
, 1, ,  1,i m j n= = . 

Коэффициенты аппроксимации A  находятся по методу наи-
меньших квадратов из условия: 

 т 1ˆ ˆ ˆmin( ) ( )
A

J C UA K C UA−= − − , (5.4.21) 

где K̂  – матрица m m× . 
Таким образом, вектор амплитуд имеет вид 

 т 1 1 т 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )A U K U U K C− − −= . (5.4.22) 

В случае n m=  
1ˆA U C−= . 

Для обеспечения возможности восстановления аксиального рас-
пределения плотности потока нейтронов при выходе из строя части 
секций датчика предлагается модифицировать штатный алгоритм 
восстановления за счет корректировки функций разложения. Новые 
функции разложения предлагается определять по алгоритму, изло-
женному в разд. 2.5.2, т.е. предлагается перейти от тригонометри-
ческого ряда к координатным функциям приближенного канониче-
ского разложения. Об эффективности такого подхода можно су-
дить по приведенным ниже данным. Исходным материалом для 
приведенных ниже оценок являлась информация о токах 66 четы-
рехсекционных датчиков ДКЭВ в 610 временных «срезах». При-
ближенные координатные функции канонического разложения 
(«естественные» функции), найденные по алгоритму, приведенно-
му в разд. 2.5.2, имеют вид 
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1 1
0

3 2
1

1
2

3

4

2 3 4( ) 2,37sin 0,76 10 sin 0,86sin 0,11 10 sin ;

2 3 4( ) sin 0,29 10 sin 0,36sin 0,62 10 sin ;

2 3 4( ) sin 0,41 10 sin 0,24sin ;

3 4( ) sin 0,25sin ;

(

x x x xx
H H H H

x x x xx
H H H H

x x xx
H H H

x xx
H H

x

− −

− −

−

π π π π
ψ = + ⋅ + − ⋅

π π π π
ψ = + ⋅ + − ⋅

π π π
ψ = − ⋅ +

π π
ψ = −

ψ
4) sin .x
H

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

π⎪ =⎪⎩

 

Сделаем еще одно замечание. Известно, что переход от корре-
лированных составляющих вектора A  к некоррелированным мо-
жет быть сделан не единственным образом. Например, некоррели-
рованными являются собственные вектора ковариационной матри-
цы: 
 K̂Z Z= λ . (5.4.23) 

Если на компоненты вектора Z  наложить условие, чтобы пер-
вая переменная была ориентирована по направлению максимально 
возможной дисперсии, вторая – по направлению максимально воз-
можной дисперсии в подпространстве, ортогональном первому на-
правлению, и так далее, то в этом случае компоненты вектора Z  
называют главными компонентами. Координатные функции, полу-
ченные по методу главных компонент, имеют вид 

3 2
1

1 3 1
2

3

4

2 3 4( ) 0,94sin 0,36 10 sin 0,34sin 0,75 10 sin ;

2 3 4( ) 0,37 10 sin 0,95 10 sin 0,96 10 sin 0,30sin ;

2 3 4( ) 0,31sin 0,22sin 0,84sin 0,38sin ;

( ) 0,14sin

x x x xx
H H H H

x x x xx
H H H H

x x x xx
H H H H

x

− −

− − −

π π π π
η = − ⋅ + − ⋅

π π π π
η = − ⋅ − ⋅ + ⋅ −

π π π π
η = − − +

π
η = −

2 3 40,23sin 0,40sin 0,87sin .x x x x
H H H H

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ π π π⎪ − + +
⎩

(5.4.24) 
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«Естественные» функции и аппроксимирующие функции, рас-
считанные по методу главных компонент, имеют вид, изображен-
ный на рис. 5.20. 

 

     
 

 а б 
 

Рис. 5.20. Вид "естественных" функций (а) и функций,  
рассчитанных по методу главных компонент (б):  

а) 1 2 3 41 ,  2 ,  3 ,  4− ψ −ψ −ψ −ψ ; 
б) 1 2 3 41 ,  2 ,  3 ,  4− η − η − η − η  

 
В качестве критерия, по которому производилось сравнение на-

боров базисных функций, было выбрано следующее значение не-
вязки в i-й секции ДКЭВ: 

 
1

ˆ1
t tN i i

i t
t i

C

N C=

−Φ
δ = ∑ , (5.4.25) 

где N – число реализаций поля нейтронов (произведение числа вре-
менных срезов и числа датчиков); t

iC  – истинное показание i-й 

секции ДКЭВ в t-й реализации, ˆ t
iΦ  – рассчитанное показание i-й 

секции ДКЭВ в t-й реализации при аппроксимации одним из трех 
наборов базисных функций (собственные, «естественные», главные 
компоненты). 

Для каждого метода восстановления (для каждого набора функ-
ций) и для каждой секции датчика была рассчитана невязка (5.4.25) 
при запрете различных секций. 

Понятно, что при отсутствии запрещенных секций и четырех 
аппроксимирующих функциях невязка в каждой секции будет рав-
на нулю. Вид восстановленного поля для первой реализации (пер-
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вый датчик, первый временной срез) представлен на рис. 5.21 (все 
кривые совпадают). 

 

 
 

Рис. 5.21. Распределение плотности потока нейтронов по высоте активной зоны 
 

Также были проведены расчеты при отсутствии запрещенных 
секций, но при меньшем числе аппроксимирующих функций (3, 2, 
1). Результаты расчетов приведены в табл. 5.9. 
 

Таблица 5.9 
 

Результаты расчетов невязки (в процентах) при отсутствии 
запрещенных секций 

 
Собственные функции «Естественные» функции Главные компоненты 

Номер секции Номер секции Номер секции 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

Число аппроксимирующих функций равно 3 
3,7 4,0 2,7 1,6 3,1 3,3 1,7 0,5 3,3 3,3 1,4 0,1 

Число аппроксимирующих функций равно 2 
36,3 23,0 24,7 36,4 4,2 3,3 4,5 4,8 4,3 3,3 4,5 4,6 

Число аппроксимирующих функций равно 1 
38,3 21,1 27,4 32,7 8,3 4,4 5,2 9,4 8,3 4,4 5,2 9,4 

 
Из табл. 5.9 видно, что при уменьшении числа аппроксимирую-

щих функций при одном и том же числе разрешенных секций не-
вязка возрастает для каждого набора функций в каждой секции. Но 
для одного и того же числа функций невязка в любой секции при 
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восстановлении собственными функциями значительно превышает 
невязку при восстановлении «естественными» функциями и глав-
ными компонентами (особенно эта разница видна при малом числе 
функций – 1 и 2, в этих случаях первая невязка превышает вторую 
почти на порядок). При этом невязки при восстановлении «естест-
венными» функциями и главными компонентами практически не 
отличаются. 

В табл. 5.10 представлены результаты расчетов при запрете од-
ной секции датчика. 

 
Таблица 5.10 

 
Результаты расчетов невязки (в процентах) при запрете одной секции 

 
Собственные функции «Естественные» функции Главные компоненты 

Номер секции Номер секции Номер секции 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 

Запрещена секция № 1, число аппроксимирующих функций равно 3 
13,5 0 0 0 10,9 0 0 0 9,7 0 0 0 

Запрещена секция № 1, число аппроксимирующих функций равно 2 
67,3 13,2 24,6 22,4 9,7 2,7 4,3 3,4 9,8 3,0 4,0 2,9 

Запрещена секция №2, число аппроксимирующих функций = 3 
0 10,9 0 0 0 6,4 0 0 0 5,9 0 0 

Запрещена секция № 3, число аппроксимирующих функций равно 3 
0 0 11,4 0 0 0 10,2 0 0 0 13,8 0 

Запрещена секция № 4, число аппроксимирующих функций равно 3 
0 0 0 14,7 0 0 0 28,4 0 0 0 11,3 

 
Из табл. 5.10 видно, что при запрете одной секции и восстанов-

лении тремя функциями невязка отлична от нуля только в запре-
щенной секции, т.е. восстановление по достаточному числу изме-
рений во всех остальных секциях не зависит от отказа одной сек-
ции. Однако при использовании меньшего числа функций невязка 
возрастает. Также из табл. 5.10 видно, что при аппроксимации соб-
ственными и «естественными» функциями наименьшая невязка 
возникает при запрете средних секций (2-й и 3-й), а при аппрокси-
мации функциями, рассчитанными по методу главных компонент, 
наименьшие невязки возникают при запрете крайних левых секций 
(1-й и 2-й). Вид поля при запрете 3-й секции представлен на 
рис. 5.22. 
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Рис. 5.22. Распределение плотности потока нейтронов по высоте активной зоны: 
1 – восстановление без запрета секций по четырем функциям; 2 – восстановление 
собственными функциями; 3 – восстановление «естественными» функциями; 4 – 
восстановление главными компонентами 

 
Из рис. 5.22 видно, что наибольшие расхождения между полем, 

восстановленным по четырем функциям (кривая 1) и полем, вос-
становленным меньшим числом функций, возникают в третьей 
секции ( [3,5; 5,25]x∈ ), что подтверждает выводы, сделанные по 
расчетам невязки. 

То, что при восстановлении главными компонентами наиболь-
шие ошибки возникают в крайних нижних секциях, можно объяс-
нить несимметричным видом функций. Таким образом, получается, 
что при отказе крайних секций лучше использовать для аппрокси-
мации «естественные» функции, а при отказе центральных сек-
ций – главные компоненты. 

В табл. 5.11 представлены результаты восстановления аксиаль-
ного поля нейтронов при запрете двух и трех секций. 

На рис. 5.23 – 5.25 представлены распределения плотности по-
тока нейтронов по высоте АЗ (кривые: 1 – восстановление полным 
набором (4 функции); 2, 3 и 4 – восстановление с запретом секций 
максимально возможным числом функций: 2 – собственные, 3 – 
«естественные», 4 – главные компоненты). 
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Таблица 5.11 
 

Результаты расчетов невязки при запрете двух и трех секций 
 

Собственные функции «Естественные» 
функции Главные компоненты 

Номер секции Номер секции Номер секции 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
Запрещены секции № 1 и № 2, число аппроксимирующих функций равно 2 

159,0 128 0 0 28,6 20,2 0 0 21,7 14,5 0 0 
Запрещены секции № 1 и № 3, число аппроксимирующих функций равно 2 

66,5 0 55,9 0 8,9 0 7,6 0 8,9 0 7,0 0 
Запрещены секции № 1 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 2 

47,4 0 0 49,0 9,0 0 0 12,0 9,3 0 0 13,4 
Запрещены секции № 2 и № 3, число аппроксимирующих функций равно 2 

0 93,8 96,8 0 0 6,9 8,5 0 0 6,9 8,3 0 
Запрещены секции № 2 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 2 

0 55,8 0 70,9 0 6,1 0 12,0 0 5,9 0 13,2 
Запрещены секции № 3 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 2 

0 0 141,0 177,0 0 0 20,0 31,0 0 0 17,0 31,0 
Запрещены секции № 1, № 2 и № 3, число аппроксимирующих функций равно 1 
168,0 82,0 91,0 0 15,0 12,3 10,5 0 15,0 12,0 10,0 0 
Запрещены секции № 1, № 2 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 1 
51,0 8,0 0 46,0 12,0 7,8 0 10,7 12,2 7,8 0 10,7 
Запрещены секции № 1, № 3 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 1 
48,9 0 9,6 44,0 8,5 0 8,2 13,0 8,5 0 8,2 13,0 
Запрещены секции № 2, № 3 и № 4, число аппроксимирующих функций равно 1 

0 98,3 110,0 19,1 0 8,4 12,9 16,1 0 8,4 12,8 16,2 
 

 
 

Рис. 5.23. Распределение плотности потока нейтронов по высоте 
 при запрете 2-й и 4-й секций 
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Рис. 5.24. Распределение плотности потока нейтронов по высоте 
при запрете 2-й и 3-й секций 

 

 
 

Рис. 5.25. Распределение плотности потока нейтронов по высоте 
при запрете 1-й, 2-й и 3-й секций 

 
Из рис. 5.23 − 5.25 и из табл. 5.11 видно, что при увеличении 

числа запрещенных секций, то есть при уменьшении числа аппрок-
симирующих функций, погрешность восстановления, т.е. невязка, 
рассчитанная по формуле (5.4.25), увеличивается. Причем, величи-
на невязки при аппроксимации «естественными» функциями и ко-
ординатными функциями главных компонент приблизительно на 
порядок меньше невязки для собственных функций голого реакто-
ра. Следует также отметить, что во всех исследуемых случаях не-
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вязки при восстановлении "естественными" функциями и главными 
компонентами были практически равны (отличались незначитель-
но). Из табл. 5.11 видно, что при запрете одновременно двух сек-
ций с одного края (1-й и 2-й или 3-й и 4-й) возникает гораздо 
большая ошибка восстановления, чем при запрете двух не соседних 
или двух центральных секций. Этот эффект возникает из-за того, 
что при запрете секций одной половины теряются все сведения о 
поле в этой половине. 

Таким образом, приведенные выше результаты исследований 
показывают, что при частичной потере измерительной информации 
для восстановления высотного распределения плотности потока 
нейтронов предпочтительнее использовать «естественные» функ-
ции или функции, рассчитанные по методу главных компонент (и 
те, и другие являются координатными функциями канонического 
разложения). Такой выбор базиса позволяет восстанавливать поле 
меньшим числом функций (вместо используемых четырех собст-
венных функций можно брать одну или две «естественные» функ-
ции). Отметим, что на наш взгляд, перспективным является ис-
пользование канонического набора и при решении задачи диагно-
стики работоспособности датчика в режиме on-line. Действительно, 
если проводить диагностику, например, на основе распознавания 
образов, то выбор в качестве параметров образа амплитуд при ко-
ординатных функциях канонического разложения равносилен при-
менению метода главных координат, обычно используемого в за-
дачах такого рода. 
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