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ВВЕДЕНИЕ 
 
      Использование источников электронов в различных областях 
науки, техники,  биологии, медицины и в радиационных техноло-
гических процессах обусловливает  потребности в практически 
доступных методах получения необходимой информации о харак-
теристиках формируемых полей рассеянных  в различных средах 
электронов и генерированного ими тормозного излучения.  Опре-
деление характеристик полей рассеянных в веществе электронов 
необходимо для  решения различных задач радиационной физики, 
связанных с определением ряда функционалов полей, т.е. инте-
гральных и дифференциальных распределений полей частиц, в ча-
стности, пространственных дозовых распределений, потоков и то-
ков частиц, временного состояния различных параметров полей, 
характер поглощенного заряда частиц в веществе, энергетического 
распределения частиц, спектры частиц по линейным потерям энер-
гии и т.д. 
      Решение аналогичных задач переноса фотонного излучения для 
корректного учета радиационных эффектов также обусловливает 
необходимость учета эффектов переноса вторичной электронной 
компоненты (в   частности, фотоэлектронов, комптоновских элек-
тронов, электронно-позитронных пар).  
      Изучение изменений свойств объектов при облучении их пуч-
ками ионизирующих излучений требует детального знания законо-
мерностей процесса переноса электронов через вещество с целью 
установления количественных связей между наблюдаемыми эф-
фектами и параметрами полей электронов. Решение широкого кру-
га задач радиационной физики зависит от корректного учета пере-
носа электронов или сопряженного с ним тормозного излучения. 
Экспериментальные исследования характеристик полей рассеянных 
в веществе электронов и генерированного ими тормозного излуче-
ния, как правило, достаточно трудоемки и, коме того, в ряде ситуа-
ций невозможны (например, нельзя определить параметры поля 
электронов внутри облучаемого объекта без нарушения его струк-
туры). Все это обусловливает необходимость развития надежных 
расчетных методов получения требуемой информации. 
      Достаточно хорошо разработаны численные методы расчета 
переноса фотонов и нейтронов в веществе и, особенно, метод ста-
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тистических испытаний (метод Монте–Карло) [1]. В литературе 
описано большое число  алгоритмов расчета функционалов полей 
излучения с использованием различных аналитических модифика-
ций, уменьшающих погрешность получаемых результатов и, следо-
вательно, сокращающих время проведения расчетов на ЭВМ. Ус-
пешное применение такого рода программ основано на корректной 
формулировке интегро-дифференциального уравнения переноса 
Больцмана и на основании достаточно надежных сечениях элемен-
тарных процессов взаимодействия частиц с веществом. 
     Существенно отличная ситуация имеет место при аналогичном 
подходе к задачам прохождения электронов через вещество ввиду 
сложности процессов взаимодействия электронов с атомами среды 
(в частности, недостаточна информация по дифференциальным се-
чениям неупругого рассеяния электронов). Последнее обстоятель-
ство исключает возможность корректной формулировки соответст-
вующего уравнения переноса. Численные методы решения этого 
уравнения при различных упрощающих предположениях (в основ-
ном, в приближении непрерывного замедления электронов) прием-
лемы для ограниченного круга задач. 
     Применение метода Монте–Карло к задачам переноса электро-
нов через вещество началось с середины прошлого века, когда было 
предложено использовать имитационные модели, основанные на 
концепции так называемых «укрупненных столкновений», заклю-
чающейся в замене моделирования однократных взаимодействий 
электронов с атомами моделированием процессов многократного 
взаимодействия при последовательном прохождении электроном 
небольших отрезков, в виде суммы которых приближенно пред-
ставляется полная траектория частицы. До предложения такой идеи 
стандартный подход к моделированию переноса электронов в тол-
стых поглотителях по аналогии с методами моделирования перено-
са фотонов и нейтронов был практически нереален ввиду большой 
величины сечения взаимодействия электрона с атомом и, следова-
тельно, большого числа столкновений  (~ 105), что приводит к  вре-
менным затратам  значительным даже для современных ЭВМ.   
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ГЛАВА 1 
 

ПРОЦЕССЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОНОВ  
С ВЕЩЕСТВОМ: СЕЧЕНИЯ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

МНОГОКРАТНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ,  
ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В МОДЕЛЯХ ПЕРЕНОСА  

ЭЛЕКТРОНОВ 
  

1.1. Ионизационные потери энергии электронов 
 
      При прохождении через вещество электроны теряют энергии на 
ионизацию и возбуждения атомов среды [2]. Соответствующая 
величина средних потерь энергии электрона на единице длины 
(удельные потери энергии), или тормозная способность вещества, 
определяется соотношением Бете – Блоха (массовые удельные 
потери энергии): 
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   где  Z  и  А      –   атомный номер и относительная масса атома 
(атомный вес) вещества; 

            u                        –  1.66·10-24 г, атомная единица массы (1/12 массы  
атома  углерода 12С); 

 
E             –  кинетическая энергия падающего электрона; 

            τ   = 2mc

E  –  отношение кинетической энергии налетающего          

электрона  к его энергии покоя; 
             r0            –   классический радиус электрона; 
 
 
I               –  средняя энергия возбуждения атомов среды; 

      β = v/с – отношение скорости электрона к скорости              
света; 

            ρ              – плотность вещества; 
             δ              –  поправка на эффект плотности.  
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     Эффект плотности обусловлен поляризацией атомов при прохо-
ждении заряженной частицы через вещество, что уменьшает элек-
тромагнитное поле, действующее на частицу, и уменьшает тормоз-
ную способность.    

                             2ln
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2)1(8
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1
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+
=−
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τ

τ
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     Функция )(τ−F  определяет величину потерь, связанную с обра-
зованием дельта–электронов. Выделение этой части ионизацион-
ных потерь εе  определяется модификацией функции )(τ−F  с уче-
том минимальной энергии дельта – электронов  Δ: 

   [ ],)1(4ln
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           (1.1.3) 

где  εe = Δ/Е. На рис. 1.1 и 1.2 показана зависимость удельных  мас-
совых потерь энергии электронов для углерода (Z=6) и свинца 
(Z=82).  
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Рис. 1.1. Удельные потери энергии электронов в углероде: — полные   потери 
энергии, х – радиационные потери энергии, о – ионизационные потери энергии 
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     Для массовых тормозных способностей сложных веществ при-
менимо правило аддитивности:                                          

 
[ ]

ii
iи ZEиdxdEwdxdE ),(// ∑= ,  

где iw – массовая доля  ί – го компонента.  
     На основании соотношений (1.1.1) и  (1.1.3) величина тормозной 
способности может быть представлена в виде суммы двух компо-
нент: 
 
                     )(/)(// Δ<Δ+Δ>Δ= EdxdEEdxdEdxdE иии ;          (1.1.4) 
 
потери энергии Δ>ΔE  обусловлены образованием дельта – элек-
тронов. Такое разделение ионизационных потерь энергии исполь-
зуется в расчетных моделях переноса электронов.  
          

1.2. Тормозное излучение 
 
      Учет радиационных потерь энергии электронов осуществляется 

на основании сечения этого процесса ),,( kZE
dk
dσ  в диапазоне рас-

сматриваемых энергий электронов E и атомных номеров поглоти-
телей Z; k – энергия тормозного фотона. Используются сечения 
тормозного излучения, полученные  в борновском приближении 
или на основании волновых функций Зоммерфельда - Мауе: 
                    

                   ∫ ⋅=
E

dkkZE
dk
d

k
A
AN

ZE
рdx

dE

0
),,(),(

σ    МэВ·г-1·см2,     (1.2.1) 

где NA – число Авогадро, A – атомный вес вещества. 
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   Рис. 1.2. Удельные потери энергии электронов в свинце: — полные   потери 
энергии, х – радиационные потери энергии, о – ионизационные потери энергии 

 
     Для сложных веществ хорошим приближением является правило 
аддитивности: 

                            
ii

i
р

ZEрdxdEw
dx
dE

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∑= ),(/ , 

где iw  –  массовая доля i – го компонента.   
      Согласно принятому в модели переноса электронов способу 
учета радиационных потерь энергии необходимы расчетные значе-
ния макроскопических сечений тормозного излучения  
  

                          ∫=Σ
E

dkkZE
dk
d

A
AN

ZE
ε

σ
γ ),,(),( .                        (1.2.2)                    

При ε = 0.001 значения макроскопического сечения определяет 
вероятность излучения фотонов, суммарная энергия которых на 
единице длины пути электрона близка к величине средних удель-
ных радиационных потерь энергии. Введение некоторой малой 
граничной энергии фотонов в соотношении (1.2.2) необходимо, так 

как при ε →0 величина сечения ),,( kZeE
dk

dσ
→∞; при величине  
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ε = 0.001 удельные потери энергии меньше соответствующих зна-
чений при ε = 0 примерно на 2÷3 %. Ошибка в 2÷3 % находится в 
пределах погрешности сечений тормозного излучения. На рис.1.1 и 
1.2 показана зависимость удельных радиационных потерь энергии 
электронов  для углерода (Z=6) и свинца (Z=82). 
      Последняя систематизация сечений тормозного излучения при-
ведена в работе [3], где представлены в  табличном виде сечения в 
диапазоне энергий  падающих электронов 1 кэВ ÷ 1 ГэВ для  
Z = 6÷92. Угловое распределение тормозных фотонов может быть 
аппроксимировано, в частности, приближенным соотношением:                        

                                 2)1(

1
4

21
)(

μβπ
β

μ
⋅−

⋅
−

=p                                (1.2.3) 

где μ = cos(θ), θ – полярный угол рассеяния; азимутальный угол φ 
распределен равномерно в интервале [0, 2π]. 
  

1.3. Многократное рассеяние электронов 
 
       Для расчета функций углового распределения электронов, вы-
ходящих из тонких плоских слоев вещества, наиболее известными 
являются соотношения, полученные Мольером и Гоудсмитом и 
Саундерсоном [4]. Рассматриваются случаи нормального падения 
электронов на поглотитель и предполагается, что в процессе про-
хождения через вещество энергия электрона не изменяется (при-
ближение малых потерь энергии). Результат, полученный Молье-
ром, есть решение кинетического уравнения переноса электронов в 
малоугловом приближении; Гоудсмит и Саундерсон получили ана-
логичное решение в диапазоне углов  0о÷180о, исходя из вероятно-
стного подхода к процессу многократного упругого рассеяния 
электронов. Показано, что результат, полученный Мольером, иден-
тичен результату Гоудсмита и Саундерсона в случае малоуглового 
приближения. Оба распределения, используемые в расчетах пере-
носа электронов, обеспечивают совпадающие результаты.Угловое 
распределение электронов, прошедших тонкий слой вещества, 
имеет резкую анизотропию в направлении первичного пучка элек-
тронов, виду чего в основном малоугловые отклонения будут опре-
делять формирование итогового углового и зависящего от него 
энергетического распределения вышедших из толстого поглотите-
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ля электронов. Теория Гоудсмита и Саундерсона имеет некоторые 
преимущества перед теорий Мольера, которые определяют её бо-
лее широкое применение:  
  1. Распределение Гоудсмита и Саундерсона учитывает разницу в  

рассеянии электронов и позитронов, в отличие от распределе-
ния Мольера, где знак заряда налетающей частицы не учитыва-
ется. 

        2. Применение распределения Гоудсмита и Саундерсона не 
ограничено минимальной энергией электронов и определяется 
только наличием сечений упругого рассеяния электронов на 
атоме.   

      Расчет углового распределения электронов, пересекающих ма-
лый слой ∆S (при условии ∆Е<<Е), может быть реализован на ос-
новании теории многократного рассеяния Мольера: вероятность 
dP(θ,ϕ) рассеяния электрона в телесный угол dΩ (θ,ϕ) = sinθ dθ dϕ 
после прохождения расстояния ∆S (cм) определяется функцией f(x) 
в единицах 

)( BcX
x θ= :  

π

ϕ
ϕθθϕθϕθϕθ

2
)(sin),(),(),(

d
xdxxfddPdPdP ==Ω=   ; 

 ...)(22
1

)(1
1

)2(exp2)( +++−= xf
B

xf
B

xxf  ;                        (1.3.1)                    

 
параметр cX  определяется соотношением: 

                               
A

S

P

Z
cX

Δ⋅
=

ρ
.2v2

2
1569,02

 ;                          (1.3.2)                     

где    Z,A  –  атомный номер и атомный вес вещества -  рассеивате-
ля, 

          v  –  скорость электрона, P   –  импульс электрона в ед.  МэВ/с, 
          ρ  –  плотность вещества, г/см3. 
Значения В есть решение трансцендентного уравнения: 

                  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

Δ
=− 2410.77,12

3
4

6700
ln)ln(

Z
A

SZ
BB

β

ρ
,                           (1.3.3)                     
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β = v/c – отношение скорости электрона к скорости света.                                    
Функции  f1(x) и f2(x)  табулированы; результаты теории корректны 
в малоугловом приближении: sin(θ) ≈ θ.  
      Уравнение (1.3.1) верно для таких толщин и энергий электро-
нов, когда В > 4.5. Для больших углов х (х>>1) доминирующим в 
распределении становится резерфордовское рассеяние, закон кото-
рого заменяет часть функции f1(x)/В. В промежуточном интервале х 
происходит гладкий переход от  распределения Гаусса к форме 
распределения Резерфорда. После интегрирования по азимуталь-
ному углу ϕ, вероятность dP(θ) рассеяния на полярный угол между 
θ и θ+dθ: 

                BcX

d
xf

BcX

d
xfxdxxfdP

2

2
)(2)()()(

θθθ
θ === . 

Гауссовское распределение при малых углах имеет вид: 

2
1

2
.

2
/25.11

.

2

1
exp)0()(

c

dB

c

fdP
θ

θ
θ
θ

θ
−

−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

 ;  25.11 −= Bcc
χθ . 

При θ = х = 0 используется значение функции согласно теории 
Мольера: 

                          2
1

493.2
1

846.02)0(
BB

f ++=  . 

С учетом этого уравнения 

                         
2
/1

22

/1
exp827.01)(

cc

d
B

dP
θ
θ

θ
θθ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅

−
= . 

Для учета больших углов рассеяния к данному распределению 
суммируется закон резерфордовского рассеяния для углов больше 

c120 θθ = , так что полная вероятность рассеяния в диапазон углов  

θ и θ + dθ представляется как 
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θ
θθ

θ

θ
θ
θ

θ dcX

c
H

c

d

c
BdP ,                   

                                                                              

где  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

≤

≥
=−

c
при

c
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c
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12,0

12,1

12
θθ

θθ
θθ .                               (1.3.4) 

 
Интегрирование уравнения (1.3.4) дает вероятность рассеяния в 
диапазоне углов от 0 до θ: 
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     На основании этого уравнения осуществляется выборка случай-
ного угла θ. 
      Результатом теории  Гоудсмита и Саундерсона является функ-
ция углового распределения в виде следующего разложения по по-
линомам Лежандра: 

θθθθ dF
l lP

s
sdslGls )sin())(cos(

0 0
)(exp)5.0(),( ∑

∞

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ ′′−+=    

{ }∫ −
Ω

⋅=
π

θθθ
θσ

π
0

)sin())(cos(1
)(

02 dlP
d

d
NlG  , 

 

где 
Ωd

d )(θσ – дифференциальное сечение упругого рассеяния элек-

тронов на атоме:  
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)2)cos(1(2v2

4)2()(

ηθ

θσ

+−⋅

⋅+
=

Ω p

eZZ
d

d , cTTZ ηη ⋅+⋅⋅⋅×= −−− 113/25 )2(107.1 , 

  
2)137/(76.313.1 βη Zc ⋅+= – параметр экранирования; 0N  – число 

атомов рассеивающей среды в единице объёма; s –   длина пути, 
пройденного электроном; β = v/c – отношение скорости электрона 
к скорости света; Т – кинетическая энергия электрона в единицах 
mc2; р – импульс электрона.  
       Использование в модели расчета распределения Гоудсмита и 
Саундерсона является, как правило, более сложным в вычисли-
тельном отношении по сравнению с распределением Мольера. Це-
лесообразность использования того или иного вида распределения 
зависит от конкретных условий задачи и в основном связано с раз-
личиями, указанными выше в разделах 1, 2.   
 

1.4. Неупругие столкновения электронов с большой    
передачей энергии (образование дельта-электронов) 

 
       Процесс неупругого столкновения электронов с электронами 
атомов среды соответствует сечению Мёллера, которое получено в 
приближении свободных электронов: 
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2

)(
v γ

γπ
σ ,   (1.4.1)        

 
где  e и m – заряд и масса электрона, v –  скорость электрона; 

    2/)2( mcmcE +=γ ; E – энергия электрона; k = W/E– относительная 
   часть кинетической энергии W дельта-электрона; Z –  атомный 
номер среды. 
      Максимальная теряемая энергия Wm соответствует  km = ½  из–
за неразличимости  падающего и  свободного электрона. Степень 
точности сечения (1.4.1) определяется выполнением условия бор-
новского приближения: энергия передачи должна быть много 
больше энергии связи атомных электронов. 
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             Обратная величина  свободного пробега электрона 1−
mλ  до 

столкновения с образованием дельта - электрона при условии, что 
переданная дельта - электрону энергия больше mW   
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 ,                 (1.4.2)        

 
где  EmWmk /=  и  N – число молекул вещества в см3; mλ  опреде-
ляет длину пробега первичного электрона до образования дельта – 
электрона. 
      Угол отклонения ψ первичного  электрона, связанный с энерге-
тической потерей при столкновении с большей передачей энергии, 
определяемый из законов сохранения энергии и импульса, нахо-
дится по соотношению 
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а угол отклонения ψδ электрона с меньшей энергией (δ-электрон) 
определяется по соотношению 

                                    
2
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.  

 
      Удельные потери энергии на ионизацию атома при образовании 
дельта–электронов при различных относительных  значениях mk в 
зависимости от энергий первичных электронов представлены на  
рис. 1.3. Величина mk определяет  энергетический порог образова-
ния вторичных дельта - электронов в моделях переноса электронов. 
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Рис. 1.3. Зависимость удельных потерь энергии на образование дельта-электронов 
от энергий первичного электрона при различных значениях  энергиях  Wm/E    

 
1.5. Флуктуации ионизационных потерь энергии электронов 

 
       При прохождении электронов через тонкий слой поглотителя 
величина потерянной на ионизацию энергии ΔE имеет некоторое 
непрерывное распределение )( EW Δ , которое впервые было рассчи-
тано Ландау при следующем предположении: суммарная величина 
энергии ΔE, потерянной электроном в слое ΔS, много меньше на-
чальной энергии электрона E, т.е. ΔE<<E. Блунк и Лейзеганга [5] 
уточнили распределение Ландау, включив в член, отображающий 
резонансное взаимодействие, второй момент, учитывающий редкие 
столкновения с электронами внутренних оболочек атома. 
      Распределение потерь энергии было представлено в виде суммы 
четырех функций Гаусса: 
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где 
dx
dE  –   удельные  ионизационные потери энергии,  c

v=β , 

      Z и A –     атомный номер и  атомный вес вещества поглотителя, 
 
      ic , iγ , iλ  –  константы. 
        Функция W(ΔE) рассчитывается при значениях λ в пределах -
2< λ<15, т.е. большие передачи энергии (при λ>15) в распределе-
ние не включены. Поправка Блунка и Лейзеганга существенна для 
очень тонких слоев, когда величина b2  велика.  
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ГЛАВА 2 
 

ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ РАСЧЕТНЫХ 
МОДЕЛЕЙ ПЕРЕНОСА ЭЛЕКТРОНОВ В РАМКАХ  

МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО 
 

2.1. Расчет переноса электронов в веществе на основе модели 
«укрупненных столкновений» 

 
       Применение метода Монте-Карло для расчета характеристик 
полей рассеянного нейтронного и фотонного излучения представ-
ляет реализацию процесса последовательного конечного числа слу-
чайных актов взаимодействия, вероятность и параметры которых 
известны и определяют траекторию соответствующей частицы. Для 
расчета переноса электронов аналогичный подход практически не-
возможен, так как сечения взаимодействия электронов с веществом 
велики, и для расчета одной траектории  необходимо моделировать 
104-105  столкновений, что практически обуславливает невозмож-
ность решения поставленной задачи.  
     Для решения этой проблемы была развита техника так называе-
мых «укрупненных столкновений», (или «конденсированных исто-
рий»). В этом методе большое число  столкновений учитывается  
моделированием изменения энергии частицы и направления дви-
жения на некотором малом шаге ΔS  на основании распределений 
многократного рассеяния. Это приближение основано на том, что 
отдельные столкновения с атомами обусловливают, в большинстве 
случаев, малые изменения энергии частиц и направления движе-
ния.  
       Общий характер модели расчета переноса электронов следую-
щий. Основным параметром, определяющим построение процесса 
случайных блужданий электрона в среде, является величина энер-
гии ΔE, теряемой при прохождении им некоторого участка ΔS, ве-
личина которого выбирается такой, что  полная средняя потерянная 
энергия ΔE электрона на пути ΔS значительно меньше его энергии 
E в начале участка ΔS. Тогда малые энергетические потери  ΔE1 

электронов с энергией E (ΔE1<<E) определяют совокупность соот-
ветствующих случайных траекторий, а относительно маловероят-
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ные большие энергетические потери ΔE2, обусловленные образова-
ние высокоэнергетических дельта-электронов и тормозных фото-
нов, рассматриваются как редкие события, влияющие на траекто-
рию электрона, формируемую в результате малых передач энергии 
(рис. 2.1). 
      Такое построение модели основано на представлении о реаль-
ном физическом характере прохождения электронов через вещест-
во. Определяющими видами взаимодействия электронов со средой 
являются неупругие процессы с малыми передачами энергии в ос-
новном на ионизацию и возбуждение атомов среды, упругое рас-
сеяние электронов, а также потери энергии на излучение тормоз-
ных фотонов. По сравнению с этими процессами большие передачи 
энергии относительно редки.  
      При построении модели переноса электронов с малыми энерге-
тическими потерями в соответствии с концепцией «укрупненных 
столкновений» процесс блужданий электронов  описывается с уче-
том следующих модельных приближений:  
 
    

 
                             Рис. 2.1. Структура траектории электрона 
 
электрон считается не взаимодействующим со средой в пределах 
некоторого плоского слоя толщиной ΔS, т.е. не рассеивается и не 
теряет энергию, а все процессы многократного взаимодействия  

ΔS (шаг) 

дельта-
электрон 
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E < Eгр 
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малые потери 
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предполагаются сосредоточенными в конце слоя ΔS, который час-
тица проходит, двигаясь нормально к его поверхности. Толщина 
слоя ΔS выбирается такой, чтобы удовлетворялись условия приме-
нимости теорий многократного рассеяния и энергетических потерь 
электронов в тонких слоях вещества. Выбор величины слоя зависит 
от энергии электрона E до взаимодействия и определяется  задан-
ными средними потерями энергии EΔ :  
                                                  
                                              ),( EEfS Δ=Δ . 
 
      Для тонкого слоя вещества, пересекаемого электронами, не ус-
тановлена корреляция между величиной потери энергии и углом 
рассеяния электрона. Известно, что при условии малых энергетиче-
ских потерь в слое вещества, энергетическое распределение выхо-
дящих из него электронов  слабо зависит от угла их выхода. Этот 
факт установлен из данных, полученных при экспериментальной 
проверке результатов теорий многократного рассеяния и флуктуа-
ций энергетических потерь электронов в тонких фольгах. Измеря-
лись либо только энергетические потери и не учитывалось много-
кратное рассеяние электронов, либо исследовалось угловое распре-
деление прошедших через мишень электронов без учета их энерге-
тических потерь. Хорошее совпадение экспериментальных резуль-
татов с данными теорий, в основу которых положена предпосылка 
о взаимной независимости энергетических и угловых распределе-
ний, позволяет считать в данном случае обоснованным разделение 
угловых и энергетических переменных. 
      Рассеяние электронов, выходящих из слоя ΔS(E), является рав-
новероятным по азимутальному углу ϕ, а угловое распределение по 
полярному углу θ может быть рассчитано на основании соответст-
вующих результатов теорий многократного упругого рассеяния 
электронов.  
      При прохождении электрона через тонкий плоский слой погло-
тителя  его путь отождествляется с толщиной этого слоя. Величина 
шага )( iESΔ  может определяться различными способами, в частно-
сти таким образом, чтобы изменение энергии электрона после про-
хождения через слой, отнесенное к величине энергии Ei при входе в 
слой, было постоянным числом k:  
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                             (2.1.1) 

если пренебречь зависимостью удельной потери энергии )( iE
dx
dE   

от энергии в пределах )( iESΔ , то  

                                          iEkiE
dx
dE

iES ⋅−=⋅Δ )1()()(  , 

  При таком способе выбора величины шага траектории остается 
практически постоянным средний косинус углов многократного 
рассеяния: 

                              
Z

ii

ii

mcEE
mcEE

⋅

+

+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+⋅
+⋅

=
3.0

2
1

2
1
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)2()cos(θ   

где iE , 1+iE - кинетическая энергия в начале и в конце шага; Z – 
атомный номер мишени. 
     Результаты зависимости рассчитываемых величин от  длины 
шага ΔS показано далее для ряда интегральных характеристик по-
лей электронов (табл. 2.1), где TN - число прошедших через алюми-
ниевый поглотитель толщиной 13,7 мг/см2 электронов с начальной 
энергией 200 кэВ, отнесенное к полному числу первичных элек-
тронов, падающих на поглотитель (коэффициент прохождения по 
числу частиц); TE - коэффициент прохождения по энергии; RN - ко-
эффициент отражения по числу частиц; RE - коэффициент отраже-
ния по энергии и средний косинус углового распределения вы-
шедших из поглотителя частиц. При потерях энергии не более 2 % 
расчетные значения достаточно близки. 
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Рис. 2.2. Прямолинейный шаг Δs и длина реального шага s   

отрезка траектории 

                                                                                               
Таблица 2.1 

 

Зависимость TN, TE, RN, и <cosθ> от доли энергетических потерь 
ΔЕ в слое  Δs, % 

  
ΔE, % TN TE RN RE <cosθ> 
8,30 0,811 0,726 0,061 0,034 0,695 
4,15 0,872 0,682 0,083 0,048 0,713 
2,77 0,845 0,660 0,100 0,058 0,726 
2,1 0,841 0,652 0,107 0,062 0,731 
1,66 0,841 0,650 0,104 0,062 0,733 

       
 Реальная длина пути s отличается от заданной величины шага Δs 
(рис. 2.2); связь между ними устанавливается соотношением: 
                

                                 [ ]∫
Δ

=
s

x
dxs

0 )(cosθ
   , 

которое решается с использованием различных приближений. В 
частности, одно  из них следующее: 
   
                                 [ ])cos(1/2 θ+Δ= ss .  

     

θ 

s

θ 

Δs 
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         Важной характеристикой модели расчета является корректное 

воспроизведение моментов глубинного распределения 
s
z  и попе-

речного смещения 
s

yxr
22 +

=  электронов в среде. Это обеспечива-

ется различными приближенными способами расчета координат 
частицы. 

        Конечное пространственное состояние электрона с учетом мно-
гократного рассеяния может быть определено с помощью   сле-
дующих соотношений:  

                                   )cos()sin( ϕψ ⋅⋅′= tx  
                                   )sin()sin( ϕψ ⋅⋅′= ty  
                                   )cos(ψ⋅′= tz  
   (здесь начальное положение электрона x0 = 0, y0 = 0 , z0 = 0), 
   где ψ - угол поперечного смещения  и t ′ - прямолинейное   рас-
стояние между начальной и конечной точками трека электрона 
(рис.2.3). Это расстояние  

        ))exp(11(2 2

ξ
ξ

ξ
−−

−=′
tt ,  где tTs ⋅=

2
1ξ , sT  - угловая рассеиваю-

щая способность (
dx

d
Ts

2θ
= ) и связь между углом рассеяния θ в 

конце шага Δs и отрезком t определяется результатами модифици-
рованной теории многократного рассеяния [12]. …. Угол попереч-
ного смещения ψ  зависит от угла рассеяния θ: 

         )cos(1(1)cos( θαψ −−= ;                    ....)
3604

1(
3
1 2

−++⋅≈
ξξα     

        Другие способы определения координат: 
  

    а)                             x
sx δθθ +⋅

Δ
= ))cos()(sin(

2
   

                                  y
sy δϕθ +⋅

Δ
= ))sin()(sin(

2
   

                                    ))cos(1(
2

θ+
Δ

=
sz , 
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где δx и δy - случайные независимые числа, нормально распреде-

ленные с нулевым средним значением и дисперсией 
6

2θ
=D ; 

должны исключаться случаи 2222 szyx Δ≥++ . 
   б)                                   )cos()sin( ϕθξ ⋅⋅Δ= sx  
                                         )sin()sin( ϕθξ ⋅⋅Δ= sy  
                                         ))cos(1( θξξ ⋅+−⋅Δ= sz , 
    где ξ  - равномерно распределенное случайное число в интервале 
от    0 до 1. 

 
Рис. 2.3.  К расчету пространственного поперечного смещения на шаге Δs 
 

         Сохранение пространственных моментов обеспечивается при 
использовании «метода случайного вращения», в рамках которого 
точки взаимодействия определяются следующим образом: длина 
шага Δs разбивается на две части:  Δsa  = Δs· ξ и Δsb = Δs - Δsa , где  
ξ  - равномерно распределенное случайное число в интервале от 0 
до 1. 

         На первым отрезке  Δsa  электрон отклоняется на угол  много-
кратного рассеяния, рассчитанного для шага Δs; далее электрон 
проходит отрезок Δsb в новом направлении.   

         r

θ 

t' 

Ψ 

Δs 

t 
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         За конечное число шагов n энергия  электрона En может достиг-
нуть сколь угодно малой величины. При решении задач переноса 
излучений через вещество всегда вводится энергетическая отсечка 
Eгр и предполагается, что частицы с энергией ниже Eгр  локально 
поглощается. 

       Угол отклонения θ электрона в сферической системе координат  
после прохождения слоя ΔS определяется случайным образом (ра-
зыгрывается) из распределений Мольера или Гоудсмита и Саун-
дерсона. Соответствующий азимутальный угол рассеяния Ψ ввиду 
аксиальной симметрии сечения рассеяния электронов определяется 
соотношением Ψ = 2π·ξ, где ξ – случайное число, равномерно рас-
пределенное в интервале [0,1]. Если перед прохождением слоя ΔS 
направление движения электрона определялось полярным углом θ0 
и азимутальным углом φ0 , то с учетом углов θ и Ψ  относительно 
направления, определяемого углами θ0 и φ0 , новое направление рас-
считывается согласно соотношениям: 

              )0sinsin0coscos
0

(sincos
0

ϕϕ ⋅−⋅⋅⋅+⋅= ΨΨθθ wuu                 

              )0cossinsincos0(sincos0vv ϕϕ ⋅−⋅⋅⋅+⋅= ΨΨθθ iw  
              Ψθθ cos0θsinsincos0 w ⋅⋅−⋅= w , 
   где направление движения электрона Ω  определяется   направ-
ляющими косинусами 

                  )cos,sinsin,cos(sin),v,( θϕθϕθ ⋅⋅→→Ω wu . 
   Новые координаты  (x, y, z)  определяют следующее  пространст-
венное состояние электрона: 

   Suxx Δ⋅+=
00

;         Syy Δ⋅+= 0v0 ;          Szz Δ⋅+= 0w0 . 

         Вышеперечисленные вычисления повторяются до выполнения    
следующих условий: а) zi+1 > d  (электрон вышел из барьера); 2) zi+1 
< 0 (обратное рассеяние из барьера); в) энергия электрона достигла  
значения ниже Егр. При выполнении одного из этих условий моде-
лируемая история электрона заканчивается, и начинается  анало-
гичная вычислительная процедура для следующего  электрона, вы-
ходящего из  источника. 

    Электроны при прохождении через вещество теряют энергию 
в результате двух процессов: при неупругом столкновении с атом-
ными электронами и при генерации тормозных фотонов. В резуль-
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тате для первичных электронов за счет радиационных потерь энер-
гии формируется связанный каскад переноса электронного и фо-
тонного излучения. Тормозное излучение доминирует при высоких 
энергиях электронов, неупругие столкновения – при малых энерги-
ях электронов. Величиной, определяющей область преобладания 
того или иного вида потерь энергии, является  критическая энергия 
Ек, при которой имеет место равенство:                           

                               ),(/),(/ ZEрdxdEZEdxdE ККИ
= . 

    Зависимость критической энергии от атомного номера среды Z 
оценивается соотношением: 

                                          МэВ
Z

Eк 2.1
800
+

= . 

Неупругие столкновения электронов и фотонов с атомами обу-
словливают ионизацию и возбуждение атомов на треке частицы. 
Возбужденные атомы с вакансиями на внутренних оболочках ре-
лаксируют с испусканием характеристического фотонного излуче-
ния. 

При большом числе приближений для учета в моделях переноса 
различных физических процессов при прохождении электронов 
через вещество требуются  оценки погрешности рассчитываемых 
величин. Основным способом установления степени точности мо-
дели является сравнение результатов расчетов с соответствующими 
экспериментальными данными.  

 
2.2. Модель класса I 

 
Это наиболее простая  модель переноса электронов, основанная   

на приближении непрерывного замедления: потери энергии на об-
разование дельта-электронов и тормозных фотонов не учитываются 
(может учитываться их образование на шаге Δs). Считается, что 
потери энергии на ионизацию и возбуждение атомов среды проис-
ходят непрерывно в пределах слоя Δs, величина которого обеспе-
чивает применимость результатов теорий многократного рассея-
ния. При выбранном способе определения длин шагов Δs (напри-
мер, в соответствии с соотношением 1.1.1) можно определить всю 
совокупность шагов Δsi траектории от начальной энергии до дос-
тижения установленной минимальной энергии. Это позволяет рас-
считать функции распределения многократного рассеяния на пред-
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варительном этапе для дальнейшего использования в процессе рас-
чета переноса электронов. 
     Последовательность этапов расчета (отдельных блоков) в рам-
ках модели переноса класса I представлена на рис. 2.4 и проком-
ментирована ниже. 

Блок 1:   заданные начальные параметры электрона: координаты    
в  среде, энергия и направление движения для дальнейшего  моде-
лирования переноса; переход на блок 2; 

   Блок 2: передача начальных параметров в текущие параметры   
изменяемые в  процессе   расчета; переход  в блок 3; 

Блок 3:    проверка условий нахождения электрона в среде и пре-
вышения  энергии отсечки; при выполнении этих условий – пере-
ход на блок 4, в противном случае - переход на блок 14  – оконча-
ние истории (рис. 2.4); 

Блок 4:    определение транспортного шага Δs многократного  
рассеяния и потерь энергии электрона в приближении непрерывно-
го замедления; 

Блок 5:    случайная выборка угла многократного рассеяния и      
определение   нового направления движения электрона; 

Блок 6:    расчет новой энергии электрона; 
   Блок  7:   проверка условия осуществления катастрофических   

событий на шаге Δs; в случае невыполнения условия – переход на 
блок 8; при выполнении – переход на блок 9; 

Блок 9:    розыгрыш  вида катастрофического столкновения об-
разование тормозного фотона или дельта - электрона; 

Блок 10: определение параметров вторичной частицы; запоми-
нание  параметров дельта-электронов в накопителе, расчет перено-
са тормозного фотона; переход на дальнейший расчет  истории 
первичного электрона; 

Блок 8:  проверка условий нахождения электрона в среде и  пре-
вышения  энергии отсечки; при выполнении этих условий – пере-
ход на блок 4, в противном случае переход на блок 11 – окончание 
истории; 

Блок 11: фиксация окончания истории электрона; 
   Блок 12: проверка содержимого накопителя; при наличии 

дельта - электрона переход на блок 13, в противном случае – расчет 
истории новой частицы; 

   Блок 13:передача параметров дельта-электрона в блок 2 для 
моделирования процесса переноса.    
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     В  этой модели можно учесть флуктуации ионизационных по-
терь на шаге Δs (соотношение 1.5.1). Использование распределения 
Ландау в рамках модели класса I нарушает детерминированный 

Рис. 2.4.  Блок-схема расчета переноса электронов (класс I)  
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            r0 , E0 , Ω0 
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характер изменения текущей энергии на треке электрона, что за-
трудняет применение предварительно рассчитанных распределе-
ний многократного рассеяния.  
 

2.3. Модель класса II 
 

Схема класса II модели переноса заряженных частиц отличается 
включением достаточно точного метода учета дискретных взаимо-
действий. В этой схеме эффекты образование тормозного излуче-
ния выше некоторого энергетического порога Еγmin  и неупругого 
рассеяния первичных электронов на атомных электронах с энерги-
ей выше Еδmin входит в группу дискретных взаимодействий (”ката-
строфических столкновений”). Подпороговые неупругие процессы 
учитываются в приближении непрерывного замедления. Для учета 
влияния на параметры движущегося в среде электрона эффектов 
излучения тормозных фотонов и образования дельта-электронов (с 
энергиями выше Еγmin и Еδmin) применяется следующий подход. 
Макроскопические сечения образования дельта-электронов и тор-
мозных фотонов зависят от энергии электрона Е, величина которой 
в свою очередь зависит от расстояния, пройденного электроном. 
Это расстояние ∑Δ=

n
Enss )( . Для каждого участка )(EnsΔ  в про-

цессе моделирования переноса электронов можно рассчитать вели-
чину суммарного сечения  
                                     )()()( EnEnEn

δγ Σ+Σ=Σ                    (2.2.1) 
 

и рассматривать прохождение электрона через “квазинеоднород-
ную” среду (неоднородность среды определяется различными се-
чениями )(EnΣ  в  слоях )(EnsΔ ) при наличии взаимодействий, 

определяемых суммой сечений )(EγΣ  и )(EδΣ , которые равны: 
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γ γ
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)E(E,d
)( ,       (2.2.2)                       

где AN  и А  – число Авогадро и атомный вес среды.  
      Розыгрыш длины свободного пробега L* до столкновений с об-
разованием тормозного фотона или дельта-электрона можно опре-
делить методом постоянного сечения [1]: пусть r - начальная точка 
пробега и  ))(( sEΣ - полное макроскопическое сечение взаимодей-
ствия (сумма (2.2.1)); если можно выбрать величину Σmax  такую, 
что ≤Σ ))(( sE Σmax, то конструируются две последовательности неза-
висимых выборочных значений: 1) ξ1  ...   ξn , соответствующая плот-
ности распределения )exp( maxmax x⋅Σ−⋅Σ  и 2) nαα ...1  — случайные 
числа, равномерно распределенные в интервале (0,1). Положим 

}/,(:min{ maxΣΩ⋅+Σ≤= ErnN nnn ηα ,  где  ∑=
=

n

k
kn

1
ξη .   (2.2.3)   

Тогда L* равна сумме некоторого числа шагов nsΔ , в последнем 
из которых реализуется эффект взаимодействия. Далее разыгрыва-
ется конкретный эффект на основании сечений (1.1) – излучение 
фотона или образование дельта-электрона; изменение состояния 
основного электрона и вся процедура повторяется заново до мо-
мента выхода электрона из среды или его поглощения. Упругие 
угловые отклонения моделируются в рамках соответствующих 
теорий многократного рассеяния заряженных частиц. Последова-
тельность этапов расчета (отдельных блоков) в рамках модели пе-
реноса класса II представлена на рис. 2.5. Отличие от схемы расче-
та класса I заключается в реализации алгоритма (2.3), что отражено 
в блоках 4 и 13.   

Блок  4: определение длины пробега электрона до катастрофи-
ческого столкновения;  

Блок  13: учет изменения энергии и направления движения пер-
вичного электрона. 
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2.4. Вычислительные аспекты программ расчета 
 
      При реализации на ЭВМ разработанных моделей переноса час-
тиц важным моментом является применение  экономичных спосо-
бов выборки случайных величин, определяющих параметры частиц 
в процессе их прохождения через среду. Оптимальное решение 
этого вопроса по степени важности сравнимо  с  разработкой самой 
модели переноса (обусловливает возможность получения надеж-
ных результатов за приемлемое время  расчета на ЭВМ). 
     Основное соотношение, связывающее случайные число η  с за-
данным законом распределения f(x) и случайной равномерно рас-
пределенной  на отрезке [0,1] величиной ξ, имеет вид:  

                                           ∫
∞−

=
i

dxxfi

η
ξ )( .                                    (2.2.1)  

      Процедура получения очередного числа iη  для некоторого вы-
бранного числа iξ  сводится к решению (2.2.1) относительно iη . В 
большинстве практически важных случаев это уравнение в указанном 
выше смысле точно не решается и применяются различные прибли-
женные методы, которые могут быть выгоднее в смысле временных 
затрат, чем непосредственное решение уравнения (2.2.1). 
      Достаточно экономичным и универсальным методом получения 
последовательности случайных  чисел с заданным законом распре-
деления является способ линейно-кусочной аппроксимации, сущ-
ность которого заключается в следующем: пусть имеется некоторая 
функция плотности вероятности f(x) на отрезке x0 ≤ x ≤ xm , которой 
соответствует функция распределения вероятности                     

                                       ∫=
x

x
dxxfxF

0
)()( ; 

 

отрезок [0,1] разделяется на n равных частей и определяются xi из 

условия ∫
+

=
1

)(1 ix

ix
dxxf

n
, где i изменяется от 0 до n. Далее на основа-

нии предварительно рассчитанного массива чисел ξ соответствую-
щее случайное число x~  определяется по соотношению: 

])[()1(~ ξξ nnixixixx −−++= , где [nξ] – целая часть числа nξ, т.е. x~  
находится линейной интерполяцией по величинам ix  и 1+ix .  
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Этот способ применяется для выборки случайных величии из рас-
пределения Мольера, Блунка и Лейзеганга, а также при выборке 
значений энергий тормозных гамма - квантов и дельта-электронов 
в соответствии с видом сечений данных процессов. 
     Процедура расчета соответствующих числовых массивов [ ix ] 
заключалась в интегрировании по методу Гаусса функций плотно-
сти вероятности f(x) с переменным верхним пределом, нормировке 
и нахождению по значением функции F(x) (в интервале (0,1)) зна-
чений ix . Все эти операции для каждого отдельного вещества, в 
котором предполагается моделировать процесс переноса электро-
нов, выполняется один раз перед началом работы основной про-
граммы и, следовательно, не влияет на время её счета. Так как мо-
дель переноса построена таким образом, что имеет место одно-
значная связь между энергией электрона и величиной проходимого 
или  малого слоя ΔS, все указанные выше числовые массивы рас-
сматривались для набора фиксированных значений энергий элек-
тронов. Таким образом, выборка случайных параметров электрона 
сводится к двойной линейной интерполяции из двумерного масси-
ва eix , . Описанный выше подход к использованию численной ин-
формации обеспечивает достаточную точность и экономичность 
проведения расчетов. 
     При расчете текущих параметров частиц могут возникать раз-
личные вычислительные ситуации, требующие дополнительной 
коррекции. Ниже приведен фрагмент программы пересчета на-
правляющих косинусов u, v, w при новых углах многократного рас-
сеяния costh, phi следующих значений u, v, w (входные значения u, 
v, w заменяются на идентичные выходные значения u, v, w); учтены 
случаи, требующие определенных коррекций:     
 
subroutine rotate(u, v, w, costh ,phi) 

 
     implicit none 
      real*4 u,v,w,costh,phi 
      real*4 rho2,sinphi,cosphi,sthrho,urho,vrho,sinth,norm 
      real*4 SZERO,ZERO 
      parameter (SZERO=1.0E-14,ZERO=1.0E-90) 
 
      rho2 = u*u+v*v 
      norm = rho2+w*w 
!*** проверка нормировки: 
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      if (abs(norm-1.0).gt.SZERO) then 
        if (norm.lt.ZERO) then 
        write(*,*) 'ошибка:поворот:нулевой вектор не может    быть 

перенормирован' 
          stop 
        endif 
!*** перенормировка: 
        norm = 1./sqrt(norm) 
        u = u*norm 
        v = v*norm 
        w = w*norm 
      endif 
 
      sinphi =  sin(phi) 
      cosphi = cos(phi) 
!*** случай z' не = z: 
      if (rho2.gt.ZERO) then 
        sthrho = sqrt((1.0-costh*costh)/rho2) 
        urho =  u*sthrho 
        vrho =  v*sthrho 
        u = u*costh - vrho*sinphi +      w*urho*cosphi 
        v = v*costh + urho*sinphi +     w*vrho*cosphi 
        w = w*costh                      -      rho2*sthrho*cosphi 
      else 
!***  случай, когда z'=z или z'=-z: 
       sinth = sqrt(1.0-costh*costh) 
       v = sinth*sinphi 
       if (w.gt.0.) then 
          u = sinth*cosphi 
          w = costh 
        else 
          u = -sinth*cosphi 
          w = -costh 
       endif 
      endif 
end 
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2.5. Оценка погрешностей результатов расчета 
функционалов полей ионизирующего излучения 

 
      Применение моделей переноса электронов, с той или иной сте-
пенью адекватности отражающих процесс прохождения частиц, 
тесно связано с основной вычислительной задачей, решаемой ме-
тодом Монте-Карло – задачей статистической оценки вычисляемых 
случайных величин. В качестве результата принимается средняя 
величина выборки значений последовательности рассчитываемых 
параметров, реализуемых в процессе моделирования траекторий, 
причем эта величина тем ближе к истинному  математическому 
ожиданию (в рамках используемой модели), чем больше объём вы-
борки. Каждый вычисляемый параметр является случайной вели-
чиной, и для оценки его погрешности необходимо знать закон рас-
пределения этой величины, что позволяет вычислить вероятность 
соответствующей оценки, т.е. получить точечные  оценки (среднее, 
дисперсия) или провести интервальное оценивание, т.е. установить 
доверительные границы при выбранной доверительной вероятно-
сти. 
      Результатами расчетов методом Монте-Карло являются функ-
ции распределения (или плотности распределений) случайных ве-
личин и в основном определяются два момента этих функций – 
первый начальный (среднее) и второй центральный (дисперсия). 
Выборочное среднее xm~ и дисперсия 2~xσ  являются точечными 
оценками при реализации  N  историй, характеризующих результа-
ты расчетов: 

           ∑
=

⋅=
N

i ix
N

xm
1

1~ ,                2)~
1
(

1

12~ xm
N

i ix
N

x −∑
=

⋅
−

=σ . 

    
Дисперсия выборочного среднего  

                                     
N
x

m
2~

~2~ σ
σ =  

определяет сходимость метода расчета как  ~ 
N

1
. 
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      Для дискретной величины ix  с соответствующей вероятностью 

ip  в общем виде дисперсия  определяется как 

                            ipxm
N

i ixXD ⋅−∑
=

= 2)
1
(][ ,  

где N – полное число реализаций ix . Расчет дисперсии в процессе 
моделирования траекторий может быть осуществлен на основании 
следующего преобразования: 
 

,2
1

22
11

222)
1
(][

xm
N

i ipixipxm

ip
N

i ixxm
N

i ipixipxm
N

i ixXD
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+∑
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что соответствует  
 

                       2)
1

(
1 2

1212~ ∑
=

∑
=

−=
N

i ix
N

i N
ix

Nxσ . 

Искомая величина представляется как mxmm ~~~ σ±= ; среднеквадра-
тичному отклонению m~~σ  соответствует доверительная вероятность 
0.68, удвоенному  среднеквадратичному отклонению (2 m~~σ ) - дове-
рительная вероятность 0.95, утроенному (3 m~~σ ) – 0.997. 

      Относительное среднеквадратичное отклонение 2
~~~~ mm σσ = , 

выраженное как отношение 
xm
mw

~
~~σ

= , называют относительной по-

грешностью (или коэффициентом вариации).  
     Интервальные оценки некоторого рассчитываемого неизвестно-
го параметра α сводятся к расчету верхнего и нижнего  предела, в 
который с доверительной вероятностью 1-ε  (ε-уровень значимо-
сти) попадает истинное значение α. Рассчитываются точечные 
оценки среднего αm~  и дисперсии 2~ασ , и в случае нормального 
распределения случайной величины αm~  устанавливается довери-
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тельный интервал на основании распределения Стьюдента (дис-
персия определяется в процессе расчета траекторий): 
 

                     
N

t
m

N

t
m

ασ
αα

ασ
α

⋅
+≤≤

⋅
−

0~0~ , 

где 0t есть квантиль распределения Стьюдента при доверительной 
вероятности 1-ε.   
     Расчет различных дифференциальных характеристик (например, 
энергетических и угловых распределений) рассеянных в веществе 
частиц методом Монте-Карло сводится обычно к разбиению всего 
диапазона изменения рассматриваемой переменной на дискретные 
интервалы и усреднению соответствующих вкладов в зависимости 
от признака принадлежности параметров частицы конкретному ин-
тервалу (формируется распределение в виде гистограммы). Тогда 
оценка погрешности каждой ординаты гистограммы проводится по 
той же методике с той лишь разницей, что эта оценка относится к 
ограниченному интервалу изменения переменной.  
     Показателем эффективности модели  при решении  конкретной 
задачи является величина  

                                        2
1

σ
ε

⋅
=

T
, 

(F.O.M. – Figure-of-merit – оценка качества), определяемая диспер-
сией  2σ и полным временем расчета T . Если среднее время расче-
та одной траектории 0T  и полное число рассчитанных траекторий 

N , то при зависимости 
N

a
≈2σ   величина 

aT ⋅
≈

0

1
ε   близка к кон-

станте.  В главе 4 приведены некоторые данные о погрешностях и 
соответствующих временах расчета для конкретной модели расчета 
переноса электронов и тормозного излучения. 
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ГЛАВА 3 
 

НЕКОТОРЫЕ РАСЧЕТНЫЕ КОДЫ 
 

Код ETRAN 
      
      Программный комплекс ETRAN (Electron TRANsport) - одна из 
первых программ расчета переноса в веществе быстрых электронов 
и фотонов [4]. Падающие на мишень (плоские барьеры) частицы 
имеют произвольное энергетическое и угловое распределение; рас-
считываются необходимые функционалы электронно-фотонного 
каскада (напр., первичные фотоны и вторичные электроны, или 
первичные электроны и вторичные фотоны тормозного излучения). 
Расчет переноса электронной компоненты поля реализуется мето-
дом укрупненных столкновений, т.е. электронные треки модели-
руются в виде совокупности малых отрезков, после прохождения 
которых учитываются энергетические потери и угловые отклоне-
ния электронов; эти величины моделируются в приближении не-
прерывного замедления  согласно   распределению Ландау (энерге-
тические потери) и Гоудсмита-Саундерсона (угловые отклонения 
многократного рассеяния). Образование дельта-электронов опреде-
ляется на каждом отрезке в соответствии вероятностью, опреде-
ляемой сечением Мёллера (без учета связи атомарных электронов); 
дальнейшие истории этих электронов рассчитываются аналогично 
первичным электронам. Процессы генерации тормозных фотонов 
учитываются на основании  соответствующих сечений (теория Бе-
те-Гайтлера с эмпирическими       поправками). Учитывается обра-
зование вторичных характеристических   фотонов на основании 
сечения ионизации  К-оболочки. 
 
Код  EGS  
 
     В программном коде EGS  рассматривается перенос электронов 
(+ позитроны) и фотонов в  любых простых, Z = 1 ÷ 100, и много-
компонентных средах. Диапазон энергий – от десятков кэВ до со-
тен ГэВ. 
    Следующие процессы взаимодействия учтены в коде EGS: 
—  генерация тормозного излучения; 



39 

—  аннигиляция позитронов “на лету” и “в покое”; 
— многократное рассеяние заряженных частиц при кулоновском  

рассеянии на ядрах, включая эффекты однократного рассеяния, 
и большие величины шагов при многократном рассеянии;  

— образование дельта-электронов: сечение Мёллера (е- - е-) и Баба' 
(е+ - е-); 

— непрерывные энергетические потери между дискретными (или 
катастрофическими) взаимодействиями (полные потери энер-
гии до величины энергетической отсечки), включающие иони-
зационные потери и излучение низкоэнергетических фотонов; 

—  образование пар фотонами; 
—  комптоновское рассеяние на связанных электронах; 
—  когерентное (рэлеевское) рассеяние;     
—  фотоэффект; 
—  релаксация возбужденных атомов с возникновением флюорес-

центных фотонов.  
 
Код DPM 
 
      Конструктивное использование ряда упрощающих и оптими-
зирующих процедур для решения задач дозового планирования 
было реализовано в алгоритме DPM (метод дозового планирова-
ния) [6] для расчета транспорта электронов и фотонов в условиях 
3D геометрии однородного или гетерогенного состава. Модель 
основана на стандартной концепции конденсированных историй 
с учетом больших передач энергии в соответствующих столкно-
вениях и малых энергетических потерь в приближении непре-
рывного замедления. 
      Основные модификации модели относятся к процессу моде-
лирования переноса электронов и включают следующие момен-
ты: 

         а) выбор величины транспортного шага s на основании соот-
ветствующей теории многократного рассеяния, обеспечивающей 
точное представление функции углового распределения электро-
нов на данной величине шага; 

        б) способ учета переноса электронов в условиях неоднородной 
среды; 
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        в) возможность использования больших величин транспорт-
ных шагов s, которые могут пересекать несколько вокселей до 
момента упругого рассеяния. 

         На основании распределения Гоудсмита и Саундерсона                   
для углового распределения электронов расчет реализуется с по-
мощью соответствующих аппроксимирующих функций. 
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   плотность вероятности однократного рассеяния; η – параметр экра-
нирования. Была  введена новая угловая переменная величина u , 
которая определяет соотношение с новым экранирующим парамет-
ром В (аналог сечения Резерфорда) : 

 

         
)21(

)1(2
ωω −+

+
=

B
BB

d
du , что определяет  

ω
ω

−+
+

+=
B

Bu
21

1)1( . 

 
Далее из равенства  

                    
)21(

)1(2
)()(

ω
ω

−+
+

=
B

BB
uqFГС                                             (3.1) 

    значения В определяются таким образом (процедура оптимиза-
ции),   чтобы функция )(uq  была достаточно гладкой. Это позволя-
ет при розыгрыше ω из второго сомножителя (3.1) использовать 
это значение в методе исключения с использованием )(uq .    
     Особенность подхода для определения величин транспортных 
отрезков Δs в модели переноса электронов подхода заключается в 
разделении реальных длин взаимодействия для потерь энергии: а) 
приближения непрерывного замедления, дискретных потерь энер-
гии (дельта-электроны и тормозные фотоны) и б) упругих процес-
сов многократного рассеяния.  
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      Моделирование угловых отклонений электронов осуществляет-
ся  на основании так называемой величины интенсивности рассея-
ния 
                                       λ/11 gG =  
(первый инверсный  транспортный пробег электронов). Корректное 

определение моментов  глубинного распределения 
s
z  и попереч-

ного смещения 
s

yx 22 +  электронов в среде осуществляется исполь-

зованием «метода случайного вращения», в рамках которого точка 
взаимодействия определяется случайным образом из соотношения 
                                      s

a tKK =⋅= 11 ξ ,  
где )2/()( 11 sGssK ⋅≅ и ξ - равномерно распределенное случайное 
число от 0 до 1. На каждом шаге Δs суммируются величины 

                                  ))(,0((
2 11 sGsGsts Δ=Δ⋅
Δ

=Δ  

до выполнения условия ss tt ≥∑Δ , после чего рассчитывается угол 
многократного рассеяния θ и расчет поворота траектории частицы; 
новый розыгрыш угла рассеяния возобновляется  после аналогич-
ного расчета на отрезке рассеяния a

s KKt 11 −= . 
     В  программе используется стандартный метод моделирования 

переноса фотонов с использованием метода δ-рассеяния Вудкока. 
Используемые в модели упрощения следующие: 

1) при расчете переноса заряженных частиц не учитываются  раз-
личия в процессах взаимодействия электронов и позитронов с 
веществом (за исключением аннигиляции позитронов в покое); 

2) процесс образования дельта – электронов и генерации   тормоз-
ных фотонов  реализуется в    приближенной аппроксимации; 

3) спользуется равновероятное распределение энергий частиц при  
образовании электронно - позитронной пары; 

4) относительно высокий нижний энергетический порог для   элек-
тронов   (~200 кэВ) 

        При таких значениях пороговых энергий mW  соотношение 
(1.4.2) для среднего свободного пробега mλ  при образовании дель-
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та-электронов аппроксимируется соотношением, не зависящим от 
энергии электрона: 

                                         
4

2

2 eN
Wmc

Z
A

A

m
m

πρ
λ

⋅

⋅
⋅

⋅
≅ . 

Аналогичный подход используется для учета генерации тормозных 

фотонов; соответствующая величина  

                               )(ln
2

2
b

W
E

aN
mc

Z
A

TA
T −

⋅
⋅

⋅
≅

ρ
λ , 

где a и b – постоянные, не зависящие от атомного номера среды и 

энергии электрона Е, WТ - минимальная энергия генерированных 

фотонов; Tλ  слабо зависит от энергии электрона.    

       
Отмечается, что в диапазоне энергий (200 кэВ÷20 МэВ) и сред с 

низкими атомными номерами вышеуказанные приближения вносят 

несущественную погрешность в рассчитываемые значения дозных 

распределений. 

      Существенная вычислительная оптимизация процесса модели-

рования определяется этапом предварительного расчета необходи-

мых сечений и распределений для быстрой выборки необходимых 

величин. В качестве примера приводятся следующие данные, ха-

рактеризующие порядок   скорости расчета: в водном фантоме  

время расчета 106  историй электронов с энергией 10 МэВ  состави-

ло ~3 мин. 

      
Были реализованы варианты расчета по данной программе  глу-
бинных дозных распределений для широких электронных и фотон-
ных пучков в условиях плоской геометрии (среда – вода) для раз-
личных  транспортных отрезков Δs, определяемых соотношением: 
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1−

⋅⋅=Δ
dx
dEEks  

при к в диапазоне 0.05÷0.3 (доля средней потерянной энергии в 
пределах Δs). На рис. 3.1 показаны результаты соответствующих 
расчетов для электронов с энергией 10 МэВ. В достаточно широ-
ком диапазоне величин Δs имеет место относительно небольшое 
различие в характере дозных распределений. 
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Рис. 3.1.   Глубинные дозные распределения в воде для широкого пучка фо-
тонов  с энергией 10 МэВ; ○  – потери в слое  5 %, □ – потери  в слое  30 %  
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ГЛАВА 4 
 

РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧ РАДИАЦИОННОЙ ФИЗИКИ 
МЕТОДОМ МОНТЕ-КАРЛО 

 
4.1. Определение удельной активности объёмных  

бета-источников 
 

      В ряде прикладных задач, связанных с использованием ионизи-
рующих излучений, одной из важных  процедур является проведе-
ние корректных радиометрических исследований толстослойных 
бета-препаратов. Можно отметить, например, нейтронно-
активационный анализ, завершающие операции  которого связаны 
с идентификацией и измерением абсолютной удельной активности 
препаратов, излучающих бета-частицы. Аналогичные измерения 
необходимы в процессе восстановления нейтронных спектров ак-
тивационным методом. Обычно используются препараты цилинд-
рической формы с известным весом и размерами с равномерно рас-
пределенным по объёму излучающим веществом. Зарегистриро-
ванное в единицу времени число бета-частиц βN , выходящих из 
такого источника объёмом V , необходимо связать с удельной ак-
тивностью q : 

                                         
V

Nk
q

β⋅
=  ,                                            (4.1.1) 

где k  - коэффициент, учитывающий геометрические условия из-
мерений, эффективность регистрации и эффект самопоглощения 
бета-частиц в веществе источника. Далее рассматривается наибо-
лее оптимальный способ  регистрации бета-частиц газоразрядным 
счетчиком со 100 % - й эффективностью в условиях 4π – геомет-
рии. Тогда коэффициент k  учитывает поправку только на эффект 
самопоглощения и его можно определить следующим обра-
зом: 0/ NNk β=  ( 0N - полное число частиц, образованных в источ-
нике в единицу времени). Так как в процессе переноса бета-частиц 
в веществе источника могут образовываться вторичные дельта - 
электроны, то имеется вероятность их одновременного выхода из 
источника. Выход первичного и дельта-электрона счетчик, естест-
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венно, зафиксирует как одно событие, поэтому в качестве величи-
ны βN  необходимо учитывать сумму первых электронов, в про-
цессе расчета переноса вышедших из источника. 
      Для определения коэффициентов самопоглощения 
использовалась программа расчета переноса электронов (схема II), 
в которую были внесены соответствующие дополнения, 
учитывающие специфику описанной выше задачи: 
1. Блок расчета эмиссионных бета-спектров и случайной выборки      

начальных энергий бета-частиц; 
2. Блок выборки пространственно-угловых параметров 

эмиссионных бета-частиц при условии их изотропного 
характера испускания и равномерного распределения ядер-
излучателей в объёме источника; 

3. Блок оценки возможности выхода бета-частиц из источника, где  
проверяется соотношение min)(0 dER ≤ , где )(0 ER  - величина 
среднего пробега частиц, увеличенная на 20 % для исключения 
случаев, когда ввиду флуктуаций в распределении пробегов 
возможны их значения, большие )(0 ER ; mind - кратчайшее 
расстояние до границы источника; 

4. Анализатор результатов расчета: энергетическое распределение  
вышедших электронов, их полное количество и число 
электронов, соответствующее условиям эксперимента (т.е. 
«первые вышедшие электроны»), а также число бета-частиц с 
энергией ниже установленной граничной 50=cE кэВ, ниже 
которой история электрона не прослеживалась и, 
следовательно, факт его выхода из источника является 
неопределенным.  

      
Если воспользоваться величиной максимального пробега 

электрона с энергией 50 кэВ и сравнивать ее с кратчайшим 
расстоянием от точки нахождения электрона до поверхности 
источника, то полное количество историй электронов 50N , 
заканчивающихся внутри источника и для которых выполняется 
условие min)50(0 dR > , дает верхнюю оценку указанной выше 
неопределенности. Действительная величина такой погрешности 
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гораздо меньше, так как только небольшая часть электронов с 
энергией 50 кэВ движется в кратчайшем направлении к 
поверхности. Величина 0/5050 NNk =  невелика (см. табл. 4.1), если 
учесть сделанные замечания о значительно меньших 
погрешностях, обусловленных пороговой энергией отсечки cE . 
Уменьшение величины 50k  с ростом толщины источника 
объясняется увеличением полного числа поглотившихся 
электронов на значительных расстояниях от поверхности 
источника, что приводит также к уменьшению величины 

0/ NNk β= . Незначительное уменьшение величины k  при 
больших толщинах источника вызвано влиянием выхода 
электронов через его боковую поверхность, площадь которой 
растет с увеличением высоты цилиндра. Величина 

0/ NNk Σ=Σ (отношение полного числа вышедших электронов 

ΣN , включая дельта-электроны, к числу образованных 
бета-частиц) имеет аналогичный характер зависимости от толщины 
источника и отличается от величины k  незначительным вкладом 
дельта-электронов. Результаты расчетов коэффициентов k , 50k , 

Σk  для источников различных составов и размеров, а также 
различных бета - изотопов представлены в табл. 4.1.  
     Величина заданного при расчете переноса электронов малого 

слоя  tot
dx

dE
Es )/(⋅=Δ ε   может оказать влияние на результат в 

случае тонких источников. Был проведен ряд расчетов для двух 
значений  ε =0.025 и ε = 0.05; полученные при этом значения 
коэффициентов совпали в пределах статистической ошибки.  
     Результаты расчетов коэффициентов самопоглощения для 
некоторых бета-изотопов и материалов источников приведены в 
табл. 4.2 , где они сравниваются с соответствующими 
экспериментальными данными, полученными В.С. Трошиным 
(МИФИ); погрешность экспериментальных данных ± 3 %. 
Согласие результатов достаточно хорошее, что указывает на 
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возможность применения расчетной модели переноса электронов 
для решения подобного рода задач. 

 
4.2. Энергетическая чувствительность  

твердотельного дозиметра 
                  
                   С целью получения требующейся для измерений информа ции о 

дозиметрических характеристиках твердотельного люминесцент-
ного детектора LiF была реализована соответствующая расчетная 
программа (с использованием метода Монте-Карло) для определе-
ния дозиметрической чувствительности детектора, расположенно-
го в пределах облучаемой среды. В модели учитывался перенос 
фотонов и вторичных  электронов в двух средах (детектор и окру-
жающая облучаемая среда). 

                                                                                               Таблица 4.1 
 

Значения коэффициентов К, КΣ, К50 , рассчитанные для различных 
веществ источников и бета - изотопов; Нц – высота источника 

        
 
                                                                                                  

 Вещество и 
радиус, г·см-2 , 
источника 
 

β– изотоп     Нц , 
  г·см-2  

 
     К 

 
   КΣ 

 
   К50 

 
Алюминий 
 
    2.52 
 

 
  24Na 

  0.1 
  0.2 
  0.3 
  0.4 
  0.53   

   0.66 
    0.46 
    0.36 
    0.28 
    0.22  

   0.68 
    0.48 
    0.37 
    0.29 
    0.22  

    0.04 
    0.03 
    0.02 
    0.02 
    0.01 

 
  (NH4)2SO4 
 
     0.87 

 
    32P 

  0.03 
  0.06 
  0.09 
  0.12 
  0.15   

   0.90 
    0.82 
    0.75 
    0.69 
    0.63  

   0.96 
    0.87 
    0.80 
    0.74 
    0.67  

   0.07 
    0.06 
    0.05 
    0.05 
    0.04 

 
     NH4Cl 
 
      0.75 

 

    32P 
  0.03 
  0.06 
  0.09 
  0.12 
  0.15   

   0.90 
    0.82 
    0.75 
    0.68 
   0.62     

   0.96 
    0.88 
    0.80  
    0.73 
    0.66 

   0.08 
    0.06 
    0.06 
    0.05 
    0.05  
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Таблица 4.2 
 

Сравнение рассчитанных, Кр, и измеренных, Кэ, коэффициентов 
самопоглощения бета-частиц для различных источников;  

δ = | Кэ – Кр |/ Кэ *100 % 

 
 

          Диапазон начальных энергий фотонов составлял 0.03÷5 МэВ для 
нормального падения, расходящегося пучка и изотропного облу-
чения. Получены данные о функциях энергетической зависимости 
чувствительности детекторов для различных условий облучения.             

               Важным моментом процесса измерения поглощенных доз 
фотонного  излучения  в  среде  с помощью твердотельных дози-
метров ( например, LiF) является переход от измеренных величин к 
значениям поглощенных доз. Для каждого конкретного вида дози-
метра необходима информация об энергетической зависимости 
чувствительности и, кроме того, величина поглощенной дозы  Dc в 
объеме детектора произвольного размера и состава (полость) 
должна быть трансформирована в соответствующую величину по-
глощенной дозы Dm в заданной точке окружающей среды:  

 
                                       Dm   =  fcm* Dс ,                                                                                 (4.2.1) 
                  

          где  коэффициент   fcm   является функцией энергии фотонов и 
состава окружающей среды, в которой измеряются дозовые вели-
чины. 

          В настоящее время оптимальным подходом к решению 
этой задачи является использование метода Монте-Карло для мо-

Состав источника 
     и β - изотоп 

Rи , 
г·см-2 

       Hи , 
         г·см-2 

Кр Кэ δ, % 

 
 
    Алюминий 
        
        24Na 

 
 
2.52 

    0.03 
    0.06 
    0.1 
    0.2 
    0.3 
    0.4 
    0.53 

0.900 
0.816 
0.676 
0.485 
0.364 
0.288 
0.222 

0.902 
0.824 
0.660 
0.465 
0.357 
0.278 
0.217 

0.2 
1.0 
2.4 
4.1 
1.9 
3.5 
2.3 

 
           NH4Cl 
         
             32P 

 
 
0.75 
 

        0.03 
        0.06 
        0.09 
        0.12 
        0.15 

0.910 
0.831 
0.741 
0.676 
0.619 

0.903 
0.822 
0.755 
0.685 
0.623 

0.8 
1.1 
1.9 
1.3 
0.6 
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делирования процесса переноса фотонов и вторичных электронов в 
рамках одной расчетной модели. 

Была реализована соответствующая модель и программа расчета 
величины поглощенной энергии в термолюминесцентном детекто-
ре ( LiF, плотность 2.635 г/см2 ) цилиндрической формы с толщи-
ной 0.1 см и диаметром 1 см. Рассматривалось облучение детектора 
плоским, расходящимся и изотропным пучками фотонов. 

Моделирование переноса фотонов осуществлялось в пределах 
объёма детектора с введением компенсирующих статистических 
весов W = 1-exp(- μtot*Lg), Lg – расстояние от точки рассеяния фото-
на до границы детектора в направлении движения фотона. Основ-
ные эффекты взаимодействия фотонов с атомами среды, включен-
ные в схему расчета, следующие: фотоэффект, когерентное и неко-
герентное рассеяние, эффект образования пар. Процесс столкнове-
ний сопровождался расчетом параметров вторичных заряженных 
частиц: фотоэлектронов, комптоновских электронов и электронно-
позитронных пар. Локальное поглощение фотонов фиксировалось 
при их энергиях менее 10 кэВ. Отдельный блок программы, анало-
гичный описанному выше, учитывал процесс переноса аннигиля-
ционных фотонов. 

Моделирование переноса вторичных заряженных частиц – элек-
тронов и позитронов – осуществлялось в рамках концепции кон-
денсированных столкновений (класс II) с учетом «катастрофиче-
ских стлкновений» (процесс образования высокоэнергетичных тор-
мозных фотонов и дельта-электронов). 

Расчет процесса переноса электронов осуществлялся на основа-
нии  учета основных процессов взаимодействия электронов с веще-
ством – упругих и неупругих столкновений. На каждом  отрезке  
ΔS траектории моделировался угол многократного упругого рас-
сеяния на основании теории Мольера с введением модификации 
учета больших углов рассеяния; величина потери энергии опреде-
лялась согласно теории Ландау; эффекты «катастрофических 
столкновений» моделировались с использованием соответствую-
щих сечений Мёллера и генерации тормозных фотонов с определе-
нием параметров вторичных частиц. Расчет переноса осуществлял-
ся непосредственно с момента образования фотоном вторичного 
электрона. Основная часть распределений и сечений, используемых 
в программе, рассчитывалась на предварительном этапе. 
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                При снижении энергии позитрона ниже граничной учитывался 
эффект аннигиляции в покое с излучением двух аннигиляционных 
фотонов, истории которых последовательно моделировались. 

               Так как основным результатом расчета является полная 
поглощенная энергия на один падающий фотон, определялась раз-
ность между суммой энергий образованных фотоном вторичных 
электронов и суммарной энергией вышедших из детектора частиц. 
При этом делалась коррекция на конечную длину отрезков, из ко-
торых состоят траектории электронов, при их выходе за пределы 
детектора.    

               На рис. 4.1 представлены результаты расчетов и ряда оценок 
энергетической зависимости поглощенной в детекторе энергии при 
нормальном падении широкого пучка фотонов (в диапазоне энер-
гий 0.03 ÷ 6 МэВ). Показано различие в результатах расчетов, про-
веденных в приближении локального поглощения вторичных элек-
тронов (без учета их переноса) и с учетом их утечки из объёма де-
тектора. Представлены также оценки поглощенной энергии ΔЕd в 
предположении однократного взаимодействия фотонов в детекто-
ре, когда ΔЕd ≈ μtr*Eγ, где μtr – сечение передачи энергии фотонов; 
результаты достаточно хорошо согласуются для данных условий до 
значений энергий фотонов ≈ 0.5 МэВ. 

10-1 100

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

П
ог
ло
щ
ен
на
я 
эн
ер
ги
я,
М
эВ

Е,МэВ

 
Рис. 4.1. Энергетическая зависимость поглощенной в детекторе энергии при нор-
мальном падении широкого пучка фотонов; ○ - расчет в приближении локального 
поглощения  вторичных электронов;  + – расчет с учетом утечки вторичных элек-
тронов; ■ – оценка поглощения энергии фотонов в приближении однократного 
столкновения 
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                   Результаты расчетов поглощенной в детекторе энергии для  

широкого мононаправленного пучка фотонов и расходящегося 
пучка от точечного изотропного источника на расстоянии 10 см от 
поверхности детектора для всего рассматриваемого диапазона на-
чальных энергий фотонов не превышало 3 %.     

                             На рис. 4.2 показано сравнение  аналогичных результатов для 
нормального и изотропного облучения детектора. 
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Рис. 4.2. Энергетическая зависимость поглощенной в детекторе энергии при 
нормальном (○) и изотропном (●) падении   фотонов 

       
                    Для оценки коэффициента fcm  (переход от дозы в детекторе к 

дозе в среде) был рассмотрен водный фантом размером 20х20х20 
см, на различных глубинах которого по центральной оси распола-
гались LiF-детекторы (в виде кубичных вокселей); рассчитывались 
поглощенные дозы на заданных глубинах в водном фантоме и в  
водном фантоме с детекторами. В диапазоне глубин 1 ÷ 10 см по-
лучены  значения fcm = 1.22 ÷ 1.25.                                                          
 

4.3. Расчет  характеристик  сцинтилляционных детекторов  
 
      Широко распространенный метод регистрации и спектрометрии 
излучений, основанный на использовании твердотельных сцинтил-
ляционных детекторов, сопряжен с необходимостью обработки ре-
зультатов измерений, в частности, требуется  учет формы линии 
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спектрометра для перехода от измеренного приборного энергети-
ческого распределения к истинному спектру.     
      Расчет методом Монте-Карло функции чувствительности (фор-
мы линии), эффективности, фоточасти и фотоэффективности сцин-
тилляционного спектрометра в ряде случаев может компенсировать 
отсутствие моноэнергетических источников фотонов, необходимых 
для получения перечисленных выше параметров.   
      Для регистрации и спектрометрии фотонного излучения обычно 
используются неорганические монокристаллы NaI(Tl) и CsI(Tl). 
Фотоны, взаимодействуя с веществом сцинтиллятора, инициируют 
заряженные частицы – фотоэлектроны, комптоновские электроны, 
электронно-позитронные пары  – которые теряют энергию на иони-
зацию и возбуждение атомов и молекул, что в конечном итоге при-
водит к эффектам люминесценции и выходу световых фотонов из  
объёма сцинтиллятора и их последующей регистрации фотоумно-
жителем. 
     Одна из широко используемых моделей расчета характеристик 
сцинтилляционных детекторов  основана на предположении полно-
го (локального) поглощения всех образованных фотонами вторич-
ных заряженных частиц в чувствительном объёме детектора; при 
этом утечка энергии из детектора обусловлена рассеянными фото-
нами. 
     Эффекты утечки из детектора вторичных электронов и генери-
рованного ими тормозного излучения в зависимости от размеров 
чувствительного объёма, геометрии источника и энергии фотонов 
оказывают влияние на форму линии сцинтилляционного спектро-
метра, на величину среднего тока сцинтилляционного дозиметра, и 
в определенных ситуациях должны быть учтены.  
      В условиях сложной геометрии системы «источник-детектор» 
расчетные модели процесса переноса фотонов и вторичных заря-
женных частиц, основанные на методе Монте-Карло, обеспечивают 
возможность оценки степени воздействия различных факторов на 
форму линии спектрометра. В частности, в имитационную модель 
можно включить процедуру обработки спектра энергопоглощений 
на энергетическое разрешение системы «сцинтиллятор-
фотоумножитель», зависимость световыхода от величины энерго-
поглощения, особенности  источника фотонов (объёмные источни-
ки), эффекты каскадного суммирования гамма-квантов и т. д.   
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     Фотонные истории в объёме детектора моделируются в соответ-
ствии с физическими процессами взаимодействия фотонов с веще-
ством детектора. Тип взаимодействия (фотоэффект – полное сече-
ние процесса σф(Eγ), комптон-эффект – σк(Eγ) и эффект образования 
пар – σп(Eγ)) определялся относительным вкладом этих процессов. 
При фотопоглощении практически вся энергия фотона передается 
фотоэлектрону с вычетом энергии связи Еb: Eф = Eγ - Еb; обычно Еb 
≈ 0  для энергий фотонов более сотен кэВ). Угловое распределение 
фотоэлектронов может быть учтено на основании соотношении 
Заутера  (β ≈ 1, Z/137 << 1) при равновероятном распределении 
азимутального угла φ в диапазоне 2π. 
     Для фотонов, энергия которых превышает энергию связи элек-
тронов в атоме, направление движения и энергия рассеянного при 
комптоновском взаимодействии фотона рассчитываются согласно 
сечению Кляйна-Нишины-Тамма. Энергия фотона Eγр после рас-
сеяния на полярный угол θ 
                               Eγр = Eγ/[1+α*(1-cos θ)]                                  (4.3.1) 
и энергия Ee комптоновского электрона определяется соотношени-
ем 
                               Ee  = α· Eγ ·(1-cos θ)//[1+α*(1-cos θ)],            (4.3.2) 
где α = Eγ/mc2 (также при равновероятном распределении азиму-
тального угла φ).  
      На основании этих основных процессов реализуется расчетная 
модель и алгоритм метода статистических испытаний процесса пе-
реноса фотонов в чувствительном объёме сцинтиллятора. Все вто-
ричные электроны, инициированные в результате каждой фотон-
ной истории, далее последовательно прослеживаются (являются 
начальными параметрами) в программе переноса электронов. Ос-
новным результатом расчета этой программы является  величина 
поглощенной энергии всех вторичных электронов с учетом их 
утечки из детектора в расчете на один фотон (распределение по-
глощенной энергии – форма линии спектрометра).      
     Учет влияния энергетического разрешения системы «сцинтил-
лятор – фотоумножитель» на форму линии спектрометра заключа-
ется в обработке расчетного распределения энерговыделения в де-
текторе согласно соотношению: 
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   где ),( hER  - плотность вероятности образования фотоном с  энер-
гией Е импульса с амплитудой h; 

       ),( εED -  плотность вероятности для фотона с энергией Е соз-
дать в детекторе   величину поглощенной энергии ε ; 

      ),( hS ε    -  плотность вероятности образования импульса с  ам-
плитудой h при  поглощенной энергии ε . 

     Статистический характер формирования аппаратурного спектра 
определяет функцию разрешения ),( hS ε , которая обычно представ-
ляется в виде гауссиана: 

)](2/2)(
2

1
exp[1)](2[),( εσεεσπε hhS −−⋅−⋅= ,       (4.3.4) 

где дисперсия   εεσ ⋅+= ba)(2 ; константы a  и b  определяются 
экспериментально для конкретного спектрометра. Измеряется по-
луширина пика полного поглощения )(355.22/1 εσ⋅=Δ  для моно-
энергетических фотонов с различными энергиями и устанавливает-
ся значение )(εσ . 
     При моделировании процесса переноса фотонов в веществе де-
тектора используются различные модификации в зависимости от 
условий облучения, в частности, от энергии фотонов и размеров 
детектора. Например, если вероятность взаимодействия фотонов в 
детекторе мала, то обычно используется схема расчета с введением 
статистического веса W , учитывающая вероятность взаимодейст-
вия фотона в пределах объёма детектора:                              

          ,))(exp(1(1 LEnWnW ⋅−−⋅−= γμ  

где )( γμ E - полное сечение взаимодействия фотонов, L - расстояние 
до границы детектора в направлении движения фотона (дополни-
тельный вес вводится для учета вероятности вылета фотона из де-
тектора).  
    Результаты расчетов методом Монте-Карло распределений энер-
гопоглощений  в сцинтилляционных детекторах  достаточно хоро-
шо отражают основные физические закономерности формирования 
спектров и согласуются с соответствующими экспериментальными 
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данными. На рис. 4.3 представлены результаты расчетов (програм-
ма переноса электронов класса II) и измерений энергетического 
распределения гамма-квантов изотропного источника 137Cs, при 
регистрации их   сцинтилляционным    спектрометром с кристал-
лом  NaI(Tl);  результаты достаточно хорошо согласуются. Для это-
го же кристалла на рис. 4.4. показана зависимость величины утечки 
энергии ΔЕ, обусловленной выходом вторичных электронов из де-
тектора, от энергии первичного пучка фотонов при локальном по-
глощении электронов, а также для случаев облучения широким и 
узким пучком фотонов.     
      При энергиях фотонов выше порога параобразования  
(Еγ > 2m0c2) в спектре появляются дополнительные пики, связанные 
с эффектом аннигиляции позитронов. На рис. 4.5 приведен рассчи-
танный спектр радиоактивного изотопа 24Na (кристалл NaI(Tl)  
размером  Ø40×40, изотоп имеет две линии - Еγ = 2.75 МэВ и Еγ = 
1.37 МэВ). При начальной энергии 2.76 МэВ сечение образования 
пар в кристалле NaI(Tl) является существенным. 
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Рис. 4.3. Энергетическое распределение для гамма-изотопа 137Cs; кристалл NaI(Tl), 
ø40×40, точечный источник на оси кристалла на расстоянии 0.1см от поверхности, 
о – расчет  методом Монте-Карло,  +  - экспериментальные данные [7]  
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Рис. 4.4. Зависимость величины поглощенной энергии в кристалле  NaI(Tl) разме-
ром  Ø40×40 от энергии падающих на него фотонов; ---- - без утечки электронов,  
- -  - широкий пучок, ……. -  узкий пучок     
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Рис. 4.5. Спектр изотопа 24Na; кристалл NaI(Tl) Ø40×40;  

точечный изотропный источник на поверхности кристалла 
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        В процессе параобразования энергия кванта выше порога 1.02 
МэВ переходит в кинетическую энергию пары электрон-позитрон. 
Поглощение позитрона в кристалле обуславливает эффект анниги-
ляции (преобладает аннигиляция «в покое») с образованием двух 
фотонов с энергией 0.511 МэВ каждый. Оба этих фотона могут 
выйти из кристалла, тогда первичный квант потеряет энергию, рав-
ную кинетической энергии пары, т.е. энергию на 1.02 МэВ меньше; 
в спектре появится пик, соответствующий этой энергии (пик двой-
ного вылета). Если из кристалла вылетит один из аннигиляционных 
квантов, а другой поглотится, то в спектре появится пик, соответ-
ствующий энергии Еγ = 0.511 МэВ. Эти пики наблюдаются в рас-
считанном спектре 24Na. 

  
4.4. Характеристики   вторичных  электронов,  выходящих  

из мишеней,  облучаемых  фотонами 
     
      При взаимодействии ионизирующего излучения с веществом, в 
частности с фотонами, образуются вторичные электроны,  характе-
ристики которых зависят от параметров поля первичных фотонов и 
свойств облучаемой среды. Детальное  изучение характеристик 
вторичных электронов (интегральный выход, энергетические спек-
тры, угловые распределения) представляет практически важную 
задачу, поскольку эти данные необходимы при конструировании 
детекторов излучения (детекторы, принцип действия которых ос-
нован на «стеночном» эффекте – газоразрядные счетчики, иониза-
ционные камеры) для расчета поглощенной дозы и других задач 
дозиметрии и радиационной техники.  

      С точки зрения механизма эмиссии электронов, применяемые 
методы вычислений обычно разбиваются на два этапа. Вначале 
определяются характеристики электронного излучения, возни-
кающего  в элементарном акте взаимодействия фотонов. Далее по 
той или иной модели прослеживается движение электронов через 
среду. Одним из способов решения такого задач  является метод 
Монте-Карло. Расчет переноса фотонов проводится методом ста-
тистических испытаний. С целью уменьшения статистической по-
грешности итоговых результатов расчета взаимодействие каждого 
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фотона учитывается введением вероятности его поглощения в ми-
шени, т.е. соответствующим статистическим весом:  

                            { }*exp1 l
tot

W ⋅−−= σ
γ

,                            

где  *l - расстояния от точки нахождения фотона до границы                   
возможного выхода из среды,

tot
σ -   полное сечение взаимодейст-

вия фотона. Каждый акт взаимодействия сопровождается расчетом 
соответствующих параметров образовавшихся электронов. Состоя-
ние каждого электрона фиксируется в накопителе вторичных час-
тиц; после окончания истории фотона все эти электроны последо-
вательно выбираются, и их параметры являются входными для 
дальнейшего моделирования в программе переноса электронов. 
Истории электронов заканчиваются после их выхода из мишени 
или при достижении энергии отсечки; в последнем случае для по-
зитронов разыгрываются параметры аннигиляционных фотонов с 
энергией 0.511 МэВ.   
      Результирующее распределение вторичных электронов при  
облучении  железной мишени фотонами с энергией 2 МэВ (табл. 
4.3) дает представление о количественном характере процессов в 
облучаемом объекте.                     

                                                                                                 Таблица 4.3 
Баланс вторичных электронов, инициированных фотонным пучком  

с энергией 2 МэВ, нормально падающих на мишень из железа  
толщиной  0.8 мм 

__________________________________________________________ 
Число первичных фотонов                                                   1 915563 
Образовано электронов                                                             50000 
Поглощено электронов                                                             29402 
Выход электронов вперед                                                         18069 
Выход электронов назад                                                               949 
Образовано электронно-позитронных пар                                1580 
________________________________________________________ 
     
      Вычисление интегрального выхода электронов из мишеней, облу-
чаемых фотонами, может быть рассчитано приближенными методами, 
принципы которых иллюстрируется ниже (для энергий фотонов 
меньше ~1 МэВ). 
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     Фотон с энергией 0νh  проходит расстояние x (отсчет ведется от 
координаты х = 0, влево), инициируют вторичные электроны с ки-
нетической энергией E и в направлении движения θ. Предполагает-
ся, что электрон должен пройти расстояние x/cosθ, чтобы избежать 
поглощения в мишени. Тогда полный выход  числа вторичных 
электронов определяется интегралом: 
 

dxdd
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   Рис. 4.6.  Геометрия расчета 
       
где ),( θσ ECS  и ),( θσ EPE - дифференциальные по углу вылета θ и 
энергии Е комптоновского и фотоэлектрона сечений соответст-
вующих взаимодействий, N0 – число Авогадро, А, Z – атомный вес 
и номер вещества мишени, ρ – его плотность. Электрон, образо-
вавшийся  на глубине  x  с кинетической энергией E и направлени-
ем θ, имеет вероятность выхода Т  из мишени, которая определяет-
ся следующим эмпирическим соотношением: 
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      В табл. 4.4 обобщены результаты расчетов и экспериментов [8] 
по выходу электронов из алюминиевых мишеней различной вели-

x=d 

hν0 

x=0
x

E
θ
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чины; очевидна необходимость установления детального анализа 
причин некоторого расхождения величин. Приближения  расчетно-
го соотношения 4.4.1 являются достаточно грубыми, так как траек-
тории электронов до выхода из мишени не являются прямолиней-
ными (соотношение 4.4.2 относится к случаю нормального падения 
электронов на плоский поглотитель, что не соответствует реальной 
геометрии задачи). 
     Характер зависимости выхода электронов от толщины мишени 
из свинца показан на рис. 4.7 для случая облучения фотонами с 
энергией 10 МэВ.  

                                                                                                       Таблица 4.4  
Число вторичных электронов на один первичный  фотон, 
выходящих из алюминиевых поглотителей различной 

толщины d при различных начальных энергиях фотонов 
Eγ0 

 
 
Eγ0, МэВ 

 
d , г/см2 

 
Эксп. , × 10-3 
      [22] 

 
Расч. , × 10-3  
     (4.4.1) 

 
М-К, × 10-3 

  
 0,412 

 
         0,055 

 
   1,00 ± 0,15    

 
       1,22    

 
    1,19 

 
1,25 

 
         0,0343 

 
   1,99 ± 0,10    

 
       1,57     

 
    1,57 

 
1,25 

          
         0,614 

 
   7,97 ± 0.32    

 
       8,0    

 
    6,93 

 
1,50 

 
          1,7 

 
    8,70                

 
        —   

 
    8,20 

 
2,50 

 
          2,0 

 
    15,0                

 
       —   

 
    14,69 
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                Рис. 4.7. Число вторичных электронов за барьерами из свинца различной 

толщины; Eγ0 =  10 МэВ 
   

4.5. Метод Монте-Карло в задачах лучевой терапии 
 

     Считается, что метод Монте-Карло потенциально является наи-
более точным среди других расчетных методов для определения 
дозных распределений от электронных и фотонных пучков в зада-
чах планирования лучевой терапии в медицине. В случае наличия 
информации об источнике и структуре объекта облучения этот ме-
тод может обеспечить достаточно точное моделирование переноса, 
учитывая неоднородности и сложную геометрию объекта, в кото-
ром рассчитывается пространственное распределение поглощенной 
энергии. Точность, с которой определяются значения доз, зависит 
от типа негомогенностей в среде, энергии пучков электронов или 
фотонов, размера поля облучения и других факторов. Простые мо-
дели переноса электронов часто не могут быть использованы из-за 
больших затрат времени расчета для достижения необходимой ста-
тистической погрешности.  
      Развитие методологии радиационной терапии обусловливает 
необходимость развития более точных расчетных моделей с высо-
кой скоростью счета. Рассчитываемые величины в условиях трех-
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мерной геометрии представляют совокупность данных весьма 
большого объёма, так как необходимо определять энергию рассе-
янного электронного излучения в малых ячейках (вокселях (voxel)) 
размером в несколько кубических миллиметров; массив данных 
может, например, иметь размерность 128х128х100 (типичная гео-
метрия расчета показана на рис. 4.8). Такие условия определяют 
необходимость расчета весьма большого числа историй первичного 
излучения. В случае использования фотонных пучков основной 
временной объём расчетов связан с моделированием переноса 
электронов. В качестве примера ниже рассмотрены основные осо-
бенности одной из моделей переноса электронов [9] для расчета 
дозных распределений в тканеэквивалентной среде в энергетиче-
ском диапазоне 1 ÷ 30 МэВ  в низкоатомных тканеэквивалентных 
средах с плотностью в интервале 0 ÷ 3 г/см2. Основная задача этой 
модели – обеспечить высокую скорость расчета пространственного 
дозного распределения (3D - геометрия) за счет введения упро-
щающих модификаций, не приводящих к существенным погреш-
ностям результатов. 

  
 

Рис. 4.8. Геометрия расчета: S - источник, SSD – расстояние между  
источником и облучаемой поверхностью 

SSD 

площадь 
облучения 

воксели  

S-источник 
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      Наиболее существенны временные затраты ЭВМ  на моделиро-
вание угла многократного рассеяния (распределения Гоудсмита - 
Саундерсона и Мольера) и в данном случае используется функция       

         )
22

2
exp(

))2/4exp(1(22
2

)(
p

q

p
qdqqf

⋅
−⋅

〉〈−−⋅⋅
=⋅

θθθ
,          (4.5.1) 

где q – передаваемый при рассеянии импульс и p – импульс элек-
трона. Связь между q и углом рассеяния θ соответствует соотноше-
нию:  
                                   )cos1(2 22 θ−⋅= pq . 

Величина среднего квадрата угла рассеяния ‹ 2θ › определяется  

угловой рассеивающей способностью )(tTS ′ электронов в рассмат-
риваемой среде 

                                      dttT
s

S )(
0

2 ∫=〉〈
Δ

θ , 

где Δs – длина шага траектории; такой вид распределения (4.5.1) 
является более точным (в области больших углов), чем гауссовское 
распределение в малоугловом приближении. 
    Образование дельта-электронов (1.4.1) определяется в соответст-
вии с дифференциальным сечением Мёллера, которое можно пред-
ставить в виде: 

                                       2
),(),(

τ

ττ
τ

ττσ

′

′
=

′
′ g

d
мd ;                              (4.5.2) 

функция ),( ττ ′g  мало изменяется с изменением τ ′  для определен-
ного значения τ . В первом приближении кинетическая энергия 
дельта-электронов определяется  распределением вида  1/ 2τ ′ ; для 
точной выборки энергии дельта-электрона функция ),( ττ ′g  может 
быть использована в методе исключения: энергия τ ′ вторичного 
электрона, выбранная согласно распределению 1/ 2τ ′  принимается, 
если ),( ττ ′g < ξ, где ξ – равномерно распределенное в интервале 
[0,1].  
      Аналогично может быть представлено дифференциальное сече-
ние (1.4.1) процесса генерации тормозных фотонов:  
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к
кЕf

dк
кЕТd ),(),(
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σ

 ,                               (4.5.3) 

где Е – первичная энергия электрона, к – энергия тормозного фото-
на. Функция  ),( kEf  также слабо зависит от  значения к, и случай-
ная выборка значений энергии фотонов реализуется из распределе-
ния вида 1/к. Такое приближение вносит определенную погреш-
ность в модель расчета, но вклад тормозного излучения в дозные 
распределения при энергиях, используемых в лучевой терапии, 
достаточно мал.  
     В величину полных удельных потерь энергии электронов  

)(/)( EdxdEES =  включены потери, обусловленные дискретными 
взаимодействиями (тормозные фотоны и дельта-электроны); так 
как эти эффекты рассматриваются как отдельные события, то они 
должны быть исключены из величины )(ES , которая используется 
для реализации модели в приближении непрерывного замедления: 
                      
                         ),()()()( ckEkEESES ⋅Σ−=〉〈 γγγ ,                                          

),()()()( cEEEEEISES I δδ ′⋅Σ−=〉〈 . 
 

)(EγΣ  и )(EδΣ  есть полные макроскопические сечения образова-
ния тормозных фотонов и дельта-электронов с энергиями, выше кс  
и Ес. Величины средних энергий ),( ckEk〉〈 и ),( cEEEδ′  определяют-
ся на основании аппроксимирующих  сечений (4.5.2) и (4.5.3): 
 

      
c

c
c kE

kE
kEk

/ln(
),(

−
=〉〈  ,            )

2
ln(

2
),(

cE
E

cEE
cEE

cEEE
⋅

⋅
⋅−

⋅
=′δ . 

                  
    Длины шагов, на которых учитываются процессы взаимодейст-
вия, определяются в зависимости от энергии электрона. В модели 
не учитываются поперечное смещение на прямолинейном элемен-
тарном шаге s, и поправка, учитывающая действительный путь Δs, 
соответствует теории Ферми — Эйджеса:   

                                
2
)( 2sEsT

ss
Δ⋅

+=Δ  ,      

откуда определяется  
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)(
1)(max1

ETS
Es  . 

При больших энергиях (например, при Е = 10 МэВ 
)(max1 Es =12.45 см) используется следующее условие определе-

ния длины шага:   
                            ),200,20/(Minmax2 efftEs                     

(  efft200  0.53 см в воде , E – МэВ, Δs2max – см), Для малых энер-
гий величина шага соответствует соотношению: 
                               50/max3 Es  ,  (E, МэВ).              
Окончательный выбор Δsmax выполняется на основании следующих 
условий: 
                  )](max2),(max1[Min,max3Maxmax EsEsss  . 
      Рассматриваемая модель должна обеспечивать расчет переноса 
электронов в тканеэквивалентной среде, отдельные области кото-
рой имеют различную плотность (устанавливаются из данных ком-
пьютерной томографии). Как функции плотности   должны быть 
определены значения ),( EsT , ),( EIS и ),(  ES ; эти величины 
рассчитываются на основании приведенных ниже аппроксими-
рующих соотношений, базовыми величинами которых являются 
соответствующие данные для воды (значения с индексом «0»).   
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       Алгоритм формирования истории электрона в рамках этой мо-
дели следующий: в начале каждого i-го шага электрона max

is с 
начальной энергией Еi случайным образом определяется величина 
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расстояния t, на котором осуществляются дискретные взаимодей-
ствия (образование тормозных фотонов и дельта-электронов), в со-
ответствии с вероятностью 

                        td
t

tiEtiEtP   )
0

),(),((exp()(  , 

где  и   есть макроскопические сечения образования дельта-

электронов и фотонов в воде, которые в пределах шага max
is счи-

таются постоянными. Если t > max
is , вторичные частицы не обра-

зуются и новое значения значение энергии электрона            
                            max))()((1

isiESiEISiEiE   . 
Далее выбирается случайное значение угла многократного рассеяния 
θi и равномерно распределенного азимутального угла φi, т.е. имеются 
все параметры для определения следующего состояния электрона. 

Если  t < max
is , с вероятностью 




 


P ; с вероятностью 




 


P  эмитируется тормозной фотон. В данной модели пе-

ренос фотонов не учитывается; соответствующие параметры вто-
ричных дельта-электронов запоминаются с целью дальнейшего мо-
делирования их переноса. Производится расчет поглощенной энер-
гии в вокселях, пересекаемых на шаге  Δsi в соответствии с величи-
нами длин трека    k

it  в k-м вокселе:   

                                k
it

k
ISk

iE  )()(  . 
      Важная особенность изложенного здесь подхода – отсутствие не-
обходимости предварительного расчета сечений и распределений; все 
необходимые параметры рассчитываются в процессе реализации рас-
чета. Отмечается достаточно хорошее согласие результатов расчета, 
полученных с помощью данной модели и других  программных кодов 
(в частности EGS4). 
       Использование упрощающих и оптимизирующих процедур для 
решения задач лучевого планирования было реализовано в алгоритме 
DPM (метод дозового планирования) [7] для расчета транспорта элек-
тронов и фотонов в условиях 3D воксельной геометрии однородного 
или гетерогенного состава. Модель основана на стандартной концеп-
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ции конденсированных историй с учетом больших передач энергии в 
соответствующих столкновениях и малых энергетических потерь в 
приближении непрерывного замедления (2 гл.).  
      Ниже представлены типичные характеристики программного кода 
для расчета пространственных дозовых распределений в геометрии 
облучения, показанной на рис. 4.8. Показаны некоторые результаты 
расчетов, иллюстрирующие характер расчетной информации (рис. 4.9, 
4.10). 

Таблица 4.5   
Сравнение времени расчета  и статистической погрешности  (1σ) для 

облучаемых  тормозными фотонами  (Е = 6 МВ) фантомов  
из различных веществ (30х30х30 см3 , поле10х10 см2). 

Статистика –107  историй          

 

 
      Сравнение результатов расчетов дозных величин на централь-
ной оси источника на расстоянии «источник-поверхность фантома»  
100 см относительно временных затрат и соответствующих по-
грешностей (среднеквадратичное отклонение) при разбиении фан-
тома размером 30х30х30 см3  на  совокупность вокселей 0.5х0.5х0.5 
см3 для различных квадратных полей облучения и различных ис-
точников первичных фотонов представлено в  
табл. 4.6 (рис. 4.9). Как значения погрешностей, так и времена рас-
четов всех вариантов незначительно различаются для рассмотрен-
ных  источников фотонов. 
     Размер вокселей также влияет на время расчета для достижения 
заданного уровня погрешности результата. Были проведены соот-
ветствующие расчеты в условиях гетерогенной среды, определен-
ной выше, для поля облучения  5х5см2 и энергии пучка фотонов 18 
МВ; для вокселей   0.25х0.25х0.25 см3 время расчета 5·107 историй 
фотонов составило ~ 8 мин  с достигнутой погрешностью  ~ 1.4÷1.6 
%;  для вокселей размером 0.5х0.5х0.5 см3  соответствующие ре-
зультаты составляют ~ 6 мин. 50 с  при погрешности   ~ 0.6-÷0.9 % .      

Вещество время расчета           погрешность 

Углерод     2 мин 15 с                   3.1 %  
Вода        1 мин 26 с                   3.7 %            
Алюминий     2 мин 10 с    2.7 % 
Легкие     0 мин 32 с    5.3 % 
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      Проведена оценка погрешностей и временных затрат для вари-
антов облучения неоднородных сред. Рассматривался  плоский не-
однородный фантом (ICRU–фантом), состоящий из последователь-
ных слоев воды (0 ÷ 3 см), алюминия (3 ÷ 5см), легочной ткани (5 ÷ 
12 см, плотность 0.3 г/см3) и воды (12 ÷ 20 см). 

 

                                                                                                  Таблица 4.6 
Время расчета поглощенных доз и статистическая погрешность  
для облучаемых  фотонами (Е = 1.25 МэВ, Е = 6 МВ, Е = 18 МВ)  

водных фантомов (30х30х30 см3) для 5·107историй  
и полей различной площади 

 
  Поле, см2     Время расчета       Погрешность
    60Со    
        10х10      
          5х5        
       2.5х2.5 

  
  ~  4 мин  26 с 

     1.60 % 
     0.80 %   
     0.40 %  

        6 МВ         
10х10 

5х5 
2.5х2.5 

 
~  4 мин  40 с 

1.70 % 
0.90 % 
0.45 % 

 
    18 МВ          
    10х10          
      5х5            
   2.5х2.5         

 
     ~ 6 мин  10 с 

     1.40 % 
     0.70 %   
     0.45 % 

         
      Размер вокселей составлял 0.25х02.5х0.25 см3; расчеты прово-
дились  для  пучка  тормозного  излучения  с граничной энергией 
18 МВ и поля облучения 1.5х1.5 см2. При статистике расчета 5·107 
фотонов время расчета составляло ~ 7 мин 45 с. и величина стати-
стической погрешности значений доз на центральной оси источни-
ка находилась в диапазоне 0.5 ÷ 0.7 %. Этот диапазон погрешно-
стей включает соответствующие величины вблизи раздела сред. 
Характер структуры дозного распределения в данной неоднород-
ной композиции показан на рис. 4. 10.                                           
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Рис. 4.9. Глубинное распределение доз на центральной оси водного фантома при 
различных полях облучения; Е = 6 МВ 
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Рис. 4.10. Глубинное распределение доз на центральной оси гетерогенного фанто-
ма (вода – 3 см, алюминий – 2 см, легочная ткань – 7 см, вода – 8 см) при падении 
пучка фотонов тормозного излучения с Е = 18 МВ (поле облучения 1.5х1.5см2) 
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4.6. Расчет характеристик тормозного излучения  
электронов 

 
      Информация о характеристиках полей тормозного  излучения, 
формирующегося в процессе взаимодействия пучков  быстрых 
электронов с различными материалами, необходима для решения 
целого ряда практических задач ускорительной техники, защиты от 
излучения, медицины, радиационной технологии и т.д. 
      В литературе весьма ограничены данные по измерению харак-
теристик тормозного излучения, выходящего из мишеней – тол-
стых поглотителей электронов. Проведение таких измерений со-
пряжено с большими методическими трудностями, основные из 
которых следующие: в большинстве случаев импульсный характер 
работы ускорителей электронов, обусловливающий необходимость   
исключения эффектов суммирования фотонов при их регистрации, 
высокий уровень фона рассеянного излучения, трудности обработ-
ки аппаратурных спектров тормозного излучения (сложна проце-
дура получения информации о форме линии спектрометра в диапа-
зоне энергий фотонов выше  ~ 2 МэВ). 
    С целью уменьшения статистической погрешности результатов 
расчета характеристик тормозного излучения генерация фотонов 
электронами с энергией Е рассчитывается для каждого слоя Δs, 
приписывая фотону начальный статистический вес: 
                       )]()(exp[1)(0 EsEEW   , 

где )(E -макроскопическое сечение тормозного излучения, полу-
ченное интегрированием дифференциального сечения при посто-
янном значении нижнего предела интеграла Еγ мин , которое равня-
ется минимальной энергии рассматриваемых в задаче тормозных 
фотонов. Значение начальной энергии генерированного фотона ра-
зыгрывается  случайным образом из соответствующего дифферен-
циального по энергии фотона сечения тормозного излучения. В 
итоге на каждый электрон, например с энергией 30 МэВ, полно-
стью поглощающейся в среде, моделируется в среднем до 150 тра-
екторий тормозных фотонов. 
     Угловое распределение тормозного излучения электрона после 
прохождения шага Δs может быть учтено с помощью теоретиче-
ских данных, полученных вычислением свертки собственно угло-
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вого распределения тормозного излучения и многократного рас-
сеяния электронов в мишени. В частности, вид соответствующего 
соотношения представлен ниже: 

5772.0)}3
1

183ln(2/81510ln{

}2787.1/2)({}81510/)3
1

183ln(2)({
)0(
)(

−
−

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅−+⋅⋅
−

⋅⋅⋅−−
=

Zt

EEitZEEi
I
I

μ

μθθθ , (4.6.1) 

где I(θ) – интенсивность тормозного излучения под углом θ отно-
сительно направления первичных электронов; Е – энергия падаю-
щих электронов, МэВ; μ = mc2 – энергия покоя электрона, МэВ; t – 
толщина мишени в радиационных единицах (расстояние, на кото-
ром за счет радиационных потерь энергия электрона уменьшается в 
e раз); Ei() – Ei-функция. Соотношение (4.6.1) справедливо в диапа-
зоне толщин 10-3÷10-1 радиационных длин.  
     Энергетическое и угловое распределение фотонов, выходящих 
из толстых поглотителей, облучаемых пучком моноэнергетических 
электронов, определяется рядом факторов, основные из которых 
следующие: энергия электронов и угол их падения на поглотитель, 
толщина и атомный номер поглотителя. Эти параметры определя-
ют характеристики спектрально-углового распределения электро-
нов на различных глубинах поглотителя, формирующих глубинное 
распределение источников тормозного излучения.  
      Модели расчета переноса электронов с учетом генерации тор-
мозного излучения позволяют решать самые разнообразные задачи 
для получения детальной информации о полях тормозного излуче-
ния, различные интегральные и дифференциальные характеристи-
ки. Наиболее важной из них являются спектральные распределения 
по энергии выходящих из мишеней тормозных фотонов. Алгорит-
мы расчета учитывают процессы рассеяния и потерь энергии элек-
тронов в мишени, генерации фотонов и их дальнейший перенос в 
мишени. В качестве примера на рис. 4.12 показана деформация 
энергетического спектра тормозного излучения в зависимости от 
угла выхода фотонов из мишени; спектры рассчитывались в диапа-
зоне углов выхода фотонов из мишени 00 ÷ 900 и в направлении 
нормально падающего тонкого пучка электронов -00.   
      Одной из практически важных интегральных характеристик 
является величина полного энергетического и числового выхода 
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тормозных фотонов из мишеней различной толщины. Характери-
стикой первой  величины является  эффективность выхода тормоз-
ного излучения    
Y(Е0,d) = ΔЕтор/Е0 , 
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          Рис.  4.12. Энергетические распределения тормозного излучения,  выходяще-

го из вольфрамовой мишени толщиной 2 г/см2 при нормальном  падении  
тонкого  пучка  электронов  с  энергией 5 МэВ (+ - выход фотонов в переднее 
полупространство, о – выход “прямо-вперед“) 

 
 где ΔЕтор — интенсивность тормозного излучения, выходящего из 
мишени, в расчете на один падающий электрон с энергией Е0. Эта 
величина определяет конверсию энергии электронного излучения в 
энергию тормозного излучения. Представленный ниже рис. 4.13 
иллюстрирует зависимость этой величины от толщины мишени. 
Наличие максимума обусловлено конкуренцией процессов образо-
вания тормозных фотонов и их поглощением в мишени.  Мишени  
с толщиной, обеспечивающей максимальный выход тормозного 
излучения, называют оптимальными. Аналогичная зависимость 
имеет место для числового выхода фотонов от толщины мишени 
(рис. 4.14).  
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Рис.4.13.Эффективность выхода тормозного излучения  из вольфрамовых 
мишеней различной толщины d  для пучков электронов, нормально па-
дающих на мишень (Е0 = 5 и 20 МэВ, R0  - средний пробег электронов); ми-
нимальная  энергия  фотонов  составляла  50 кэВ для Е0 =  5 МэВ  и  
100 кэВ для Е0 = 20 МэВ) 
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Рис. 4.14. Числовой выход тормозных фотонов из вольфрамовых мишеней 
различной толщины d/R0  (R0  - средний пробег электрона)      
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