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Предисловие

Предлагаемое здесь изложение начал математического ана-
лиза основано на лекциях, читанных автором студентам Высше-
го физического колледжа и (в сокращенном виде) других фа-
культетов МИФИ, и охватывает материал, изучаемый в первом
семестре.

Структуру предлагаемого изложения во многом определи-
ло одно замечание касательно содержания курса математиче-
ского анализа, услышанное автором (в бытность студентом пер-
вого курса Московского университета) от акад. И.К.Кикоина.
Когда на одной из лекций по физике выяснилось, что студенты-
первокурсники не знают формулу Эйлера1, И.К.Кикоин выразил
не просто удивление, а возмущение по этому поводу, присовоку-
пив слова: “Я скажу “математикам”, чтобы они вам ее вывели” .

Были переданы эти слова “математикам” или нет, осталось
неизвестным, но ожидаемого влияния на курс анализа они то-
гда не произвели. Автор же этих строк сказанное запомнил, и
когда сам стал “математиком”, счел необходимым учесть мнение
выдающегося физика, понимая, что оно весомее мнения всех не
согласных с ним методистов от математики вместе взятых. Труд-
ность состояла “лишь” в том, что сделать это надо было на основе
только понятий и фактов, изучаемых в первом семестре.

Как это нередко бывает, решение этой задачи одновременно
позволило решить и другие, еще более важные:

дать внятное и исчерпывающее определение (с обоснованием
свойств) степени положительного числа с любым действитель-
ным показателем — то, от чего обычно отказываются (ввиду
трудности задачи) в курсах анализа;

дать свободные от логических изъянов доказательства пре-
дельных соотношений (“замечательных пределов”) lim

x→0

sinx
x = 1

и lim
x→∞

(
1+ 1

x

)x= e.

1 eit = cos t+ i sin t.
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При написании курса автор считал необходимым удержать
взятый уровень изложения, категорически не принимая метод
“выборочной строгости”, когда обстоятельность при обсуждении
“удобных” вопросов сменяется поспешностью при обращении к
вопросам “неудобным”1, а недостаточность аргументации при-
крывается бодрыми словосочетаниями “хорошо известно”, “легко
видеть”, “нетрудно показать” 2.

К особенностям курса надо отнести включение Приложений
I и II, содержащих начальные сведения о символическом языке
и многочисленные примеры символической записи.

Ориентируясь, в первую очередь, на студентов, желающих
как можно больше узнать о предмете (и хоть немного об исто-
рии и участниках его становления), автор хотел быть полезным
и тем, кого интересует лишь необходимый минимум для сдачи
экзамена. Отчасти этоой цели служит (помимо включения При-
ложения II и алфавитного указателя) выделение акцентируемых
фраз и слов другим шрифтом3, а дополнительного материала —
шрифтом меньшего размера (с широким применением сносок).

Все приводимые понятия и факты анализа проверены по пер-
воисточникам и сопровождаются выдержками из оригинальных
текстов с указанием их точных координат.

Автор признателен Д.С.Теляковскому за помощь в подго-
товке книги к печати.

Электронный адрес автора: sershvedenko@mail.ru

1 А это, прежде всего, внятное определение степени, без которого
слишком много выпускников вузов воспринимают 2π как “ число 2,
умноженное на себя примерно 3,14 раза”, и приходят в замешательство
от вопроса, что такое

(
1+ 1

x

)x, например, при x=
√

2.
2 Подобные словосочетания не украшают лекционный курс, а в

письменном его изложении просто недопустимы: читатель лишен воз-
можности возразить: “Так покажите, раз нетрудно! ”

3 При этом главные утверждения курса (именные и имеющие тра-
диционные названия) снабжены титулом теорема, критерий и т. п., а
утверждения “второго ряда” выделены двойной вертикальной чертой.
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Введение

Как организована математика
Математика1 есть способ познания через составление и

сопоставление понятий, связующим среди которых являет-
ся число 2.

Понятия — то, с чем имеет дело математика, — это не
реальные, а исключительно мыслимые предметы и отноше-
ния между ними. Существуют они (включая те, за которы-
ми стоят реальные предметы и отношения) лишь в вообра-
жении и лишь в силу их определений — внятных словесных
описаний вменяемых им признаков и свойств3; обращаться
с понятиями — значит оперировать их определениями.

Поскольку определения — это словесные конструкции,
оперировать с ними надлежит по правилам логики4, усво-
ение которых есть необходимый элемент (если не главная
цель) математического образования.

Для упорядочения результатов математической деятель-
ности их оформляют в самостоятельные (но взаимодейству-
ющие между собой) математические теории — связные
изложения отдельных направлений (ветвей) математики5.

1 Этим словом — µαθήµατα (по греч. выученное) — древнегреческий
философ Пифаго́р (Пυθαγóρας, ок.570 – ок.480 до н. э.) и его окруже-
ние (пифагорейцы) обозначали познания, постигаемые через числа.

2 Экспериментальный факт: оперируя любыми математическими
объектами, неизбежно приходят к действиям с числами.

3 Отсюда следует важный вывод: любой математический объект
(в отличие от любого реального) описывается конечным набором слов.

4 Логика (от греч. λóγoς — слово, разум) — наука о законах мыш-
ления и правилах словесного оформления рассуждений.

5 Разделять математику на отдельные ветви начали пифагорей-
цы, изначально выделившие в ней арифметику , музыку , геометрию
и сферику (то, что теперь называют астрономией).
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Любую из них характеризуют:
a) набор охватываемых этой теорией понятий;
б) перечень истинных утверждений об этих понятиях;
в) способы установления истинности утверждений.
Построение любой математической теории состоит в

том, что cопоставлением охватываемых ею понятий при-
ходят к тем или иным умозаключениям, пополняющим све-
дения об этих понятиях и приводящим к новым понятиям.

Схематически это выглядит так: cформулировав некое
(правдоподобное или желаемое) утверждение о понятиях
теории, выясняют, является ли оно истинным, или, как го-
ворят, теоремой1 теории, понимая под этим выводимость
этого утверждения по принятым в данной теории прави-
лам2 из уже имеющихся в ней истинных утверждений.

Неизбежным при таком подходе оказывается принятие
некоторых утверждений за изначально истинные в данной
теории — ее аксиомы3. О том, какие утверждения теории
считать ее аксимомами, а какие — теоремами (выводимы-
ми из аксиом и уже доказанных теорем), решают отдельно
в конкретной математической теории, называемой при та-
ком способе ее построения аксиоматической.

Развитие аксиоматической теории выражается в попол-
нении как списка охватываемых ею понятий (развитие тео-
рии “вширь”), так и списка истинных утверждений об этих
понятиях (развитие теории “вглубь”).

1Греч. θεώρηµα — правило.
2 Выработкой правил вывода в отношении математических утвер-

ждений занимается математическая логика. В ходе ее развития вы-
яснилось, что истинность утверждения теории и его выводимость в
данной теории все-таки не одно и то же; подробно об этом (и о многом
другом) можно с интересом прочитать в книге Ю.И.Манина [16].

3 Греч. αξίωµα — требование, предписание.
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Часто бывает, что аксиоматические теории, имея разные
списки исходных понятий и аксиом, совпадают по набору
охватываемых понятий и истинных утверждений об этих
понятиях1. О таких аксиоматических теориях говорят, что
они эквивалентны. На практике это выражается в разных
способах изложения математических дисциплин.

Среди эквивалентных аксиоматических теорий предпо-
чтительнее те, понятия которых имеют более зримые обра-
зы, а аксиомы лучше согласуются с наглядными представле-
ниями: следует способствовать подключению воображения
и интуиции, играющих не последнюю (а подчас определя-
ющую) роль в математических изысканиях.

Непременное требование к любой аксиоматической тео-
рии — ее непротиворечивость: утверждение и его отри-
цание (противоположное утверждение) не могут быть оба
истинны (выводимы из аксиом теории). Проверка непро-
тиворечивости аксиоматических теорий и действующих в
них правил вывода входит в круг задач математической
логики.

В так называемых формальных аксиоматических тео-
риях запись утверждений и рассуждений ведется на специ-
ально разработанном искусственном символической языке
с четко прописанными алфавитом (набором используемых
в языке символов) и синтаксисом (правилами составления
и преобразования комбинаций символов).

В записи на этом языке утверждения принимают вид
формул, а их доказательства (и вообще рассуждения) —
преобразований выражающих их формул по четко пропи-
санным правилам.

1 Какие-то из аксиом одной теории оказываются теоремами другой
и наоборот (так же как какие-то понятия, принимаемые за исходные
в одной теории, являются определяемыми в другой и наоборот).
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Неформальные, или содержательные, аксиоматические
теории излагаются на обычном языке общения, их форму-
лировки — списки исходных понятий и аксиом — не так
внятны и точны как в формальных теориях, а рассуждения
основываются на интуитивной (естественной) логике —

врожденном человеческом “здравом смысле”. Достаточное
представление о неформальных аксиоматических теориях
дает курс школьной геометрии.

Неуклонной тенденцией является постепенная формали-
зация математических теорий, проявляющаяся как во все
бо́льшем использовании символической (фо́рмульной) запи-
си математических утверждений (на специально разрабаты-
ваемом искусственном языке), так и, что особенно важно,
замене чувственной оценки убедительности рассуждений
проверкой правильности преобразований выражающих эти
утверждения формул.

Ситуация несколько напоминает ту, которая сложилась в грече-
ской математике два с половиной тысячелетия назад, когда ограничен-
ность возможностей чисто наглядного способа доказательств (“ смот-
ри!”) привела к распространению косвенного1, суть которого состоит
в том, что доказательством истинности того или иного утвержде-
ния служит выведение противоречия из предположения, что данное
утверждение ложно. Известный из школы (и считающийся первым в
истории) пример утверждения, поддающегося лишь косвенному дока-
зательству (см. с. 281) — это иррациональность числа

√
2.

Достигаемая формализацией цель — исключить возмож-
ность двусмысленностей и противоречий, нередко прояв-
ляющихся в обычных языках общения2 и в рассуждениях с

1 Часто называемый способом “от противного”, или “приведения к
абсурду” (лат. “reductio ad absurdum”).

2 Примером их проявления может служить школьный диалог:
“У Кутузова не было одного глаза.”
“Неправда! У Кутузова был один глаз!”
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позиции “наглядной очевидности” и “здравого смысла”.
О том, как подводят соображения “наглядной очевидности” при

обращении с бесконечными множествами, видно на примере сопостав-
ления двух истинных утверждений1:

“между любыми двумя рациональными числами есть иррациональ-
ное число” и

“между любыми двумя иррациональными числами есть рациональ-
ное число”.

С “наглядной очевидностью” из этих утверждений следует вывод:
“рациональных чисел столько же, сколько иррациональных” ,

а это утверждение ложно (см. с. 47).
Формализацию математических теорий на деле никогда

не доводят до конца,2 и говорить имеет смысл лишь о том
или ином уровне формализации — соотношении между на-
глядно-образыми и формульно-логическими способами рас-
суждений. В каждом конкретном случае приходится искать
оптимальный балланс между ними3: чрезмерная формали-
зация сковывает интуицию и творческое воображение, недо-
статочная же не гарантирует правильности выводов.

Надо еще учесть, что “ особенности человеческой психики делают
формальные выводы практически не поддающимися проверке, даже
если согласиться, что в принципе это — идеальный вид доказательства.
Два обстоятельства действуют в одну сторону с губительным эффек-
том: формальные выводы гораздо длиннее текстов на арго4, скорость
их сознательного чтения человеком гораздо ниже.” ([15, с. 55]).

1 Доказательства их истинности приведены далее (см. с. 47–48).
2 Тем более что изложить чисто формальными средствами можно

отнюдь не всякую содержательную теорию.
3 Что сходно выбору оптимального соотношения между двумя спо-

собами восстановления событий: разговором с очевидцами и обраще-
нием к документам: в каких-то случаях можно ограничиться разго-
вором, в других разговор требует документального подкрепления, в
третьих истину можно установить только на основе документов.

4 Имеются в виду математические тексты на традиционных языках
общения.
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Выход часто видят в построении “параллельных” мате-
матических теорий, имеющих разную степень формализа-
ции. Так, наряду с воспринимаемой лишь узким кругом спе-
циалистов формальной теорией множеств1, существует об-
щедоступная “наивная” теория множеств, отнюдь не сво-
бодная от противоречий, но тем не менее служащая основой
для большинства неформальных математических теорий, в
частности, математического анализа.

Аксиоматическую теорию называют дедуктивно полной2, если лю-
бое правильно составленное утверждение о ее понятиях либо доказу-
емо (выводимо из аксиом), либо опровержимо (когда выводимым из
аксиом оказывается отрицание этого утверждения). Хотя дедуктив-
но полные аксиоматические теории существуют (примеры приведены
в гл. IV книги А.Робинсона [20]), они все же являются редкостью. Об
этом свидетельствует знаменитая теорема Гёделя3 о неполноте (1931
г.), утверждающая, что в рамках любой формальной аксиоматической
теории, содержащей в качестве составной части арифметику целых
чисел, есть истинные, но не доказуемые утверждения4.

Истинность любой математической теории понимают
исключительно как ее непротиворечивость:

“Математика в своем развитии совершенно свободна и
связана лишь тем само собой разумеемщимся условием, что
ее понятия должны быть непротиворечивы, а также долж-

1 Есть несколько ее вариантов, наиболее известный из которых —
теория множеств Цермело–Френкеля (ее изложение можно найти,
например, у Ю.И.Манина [15], А.Френкеля и И.Бар-Хиллела [25],
Дж.Шенфилда [28]).

2 Лат. deductio — выведение.
3 Gödel, Kurt (1906–1978) — американский математик (родом из Ав-

стро-Венгрии).
4 Точные формулировки этой теоремы — у Ю.И.Манина [15] (на

с. 87), А.Френкеля и И.Бар-Хиллела [25] (на с. 364), Дж.Шенфилда
[28] (на с. 199–200); доступное толкование — у Ю.И.Манина [16] (на
с. 92–109).
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ны находиться в неизменных, установленных определения-
ми отношениях к образованным раньше и уже имеющимися
налицо испытанным понятиям. ... каждое математическое
понятие носит в самом себе необходимый корректив. Если
оно неплодотворно или нецелесообразно, то это весьма скоро
обнаруживается благодаря его полной непригодности, и то-
гда оно, за отсутствием успеха, отбрасывается.” ([9, с. 80]).

Говорить об опытной проверке математических теорий
бессмысленно: математика занимается формально-логичес-
кими, а не реально существующими связями, и прямого
отношения к опытам не имеет. Проверке практикой подле-
жат не математические теории, а их приложения к объ-
яснению (и предсказанию) реальных явлений.

Общая схема этого такова. Строится математическая
модель изучаемого явления: реальные объекты и имеющие-
ся между ними отношения заменяются понятиями из уже
существующей или специально создаваемой математиче-
ской теории (выбор этих понятий и самой теории опреде-
ляется эрудицией исследователя и его интуицией). Выводы
теории сравнивают с результатами наблюдений. По сте-
пени их согласования судят не об истинности теории, а о
ее пригодности для описания данного явления, т. е. об удач-
ности (или неудачности) выбора математической модели.

Знакомый всем пример математической модели — это
трехмерное координатное пространство R

3 как мыслимый
образ окружающего физического пространства. Реальным
предметам в этой модели соответствуют воображаемаые
геометрические объекты, описываемые через математи-
ческие соотношения (уравнения, неравенства, их системы),
связывающие три числовые переменные (традиционно обо-
значаемые x, y, z) — координаты в пространстве R

3.
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На какие общие понятия опирается анализ
Зарождение анализа как отдельного раздела математи-

ки связывают обычно с а) открытием Ке́плером1 в 1609 г.
законов движения планет, заставивших искать способы со-
кращения вычислений, и б) предпринятым Дека́ртом2 в его
“Геометрии” 1637 г. [8] переходом от чисто алгебраического
обращения с уравнениями к изучению того, как входящие в
них величины меняются с изменением одной из них.

Анализ3 в античной классификации доказательств означал дока-
зательство от предположенного — в противовес синтезу4, подразуме-
вавшему доказательство от начал; изначально же анализом называ-
ли размен монеты на более мелкие, а синтезом — обратную операцию
([53], с. 162–167).

В новое время моду на слова “анализ“ и “аналитический” ввел в
математику Вие́т5 публикацией в 1591 г. руководства по алгебре “Вве-
дение в аналитическое искусство. Отдельное извлечение из сочине-
ния по восстановленному математическому анализу, или новая алгеб-
ра” (“In artem analyticem isagoge. Seorsim excussa ab Opere restitutae
Mathematicae Analyseos, Seu, Algebrâ nuovâ”). Виету не нравилось са-
рацинское слово “алгебра” (“аль-джебр”), и он хотел заменить его гре-
ческим “анализ”. В результате алгебра сохранила название, а “анали-
зом” (часто с добавлением слова “математический”) стали называть
новый предмет, возникший из алгебры и геометрии.

Предмет анализа — если выразить его двумя словами —
это предельные переходы. Базируется же анализ на общема-
тематических понятиях множества и функции.

1 Kepler Johannes, 1571–1630, — немецкий астроном.
2 Descartes (в латинском написании Cartesius) René (1596–1650) —

французский математик и философ.
3 Греч. ανάλυσις — разрешение, развязывание.
4 Греч. σύνθεσις — сложение, соединение.
5 Viète (в латинском написании Vieta) François (1540–1603) — фран-

цузский адвокат и математик; был на службе у Генриха III, а затем
Генриха IV, занимался, в частности, расшифровкой перехватываемых
писем их врагов ([18]).
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Множества
Множество в математике (за исключением некоторых

ее разделов) считают исходным понятием, традиционно со-
провождая его следующими пояснениями.
Множество есть многое, мыслимое нами как единое.
Множество есть собрание (совокупность, коллекция)

вещей, объединенных по какому-нибудь признаку .
Подобные фразы1, создавая наглядное представление о

понятии “множества”, не являются определениями этого по-
нятия, оказываясь логически не действующими: на их ос-
нове нельзя строить логические рассуждения. Потребова-
лась детальная разработка этого понятия, для чего был со-
здан специальный раздел математики —теория множеств.

Та часть этой теории, которую сейчас называют наив-
ной, или канторовской, сформировалась к концу ХIX в.2 и
предполагалась стать общим фундаментом различных вет-
вей математики и, в первую очередь, — математического
анализа. Строилась она не на строгой аксиоматической ос-
нове, а исходя из наглядных представлений (в стиле преды-
дущих пояснений) и принципов интуитивной логики (со-
ображений “здравого смысла"). Главной ee целью (и в то же
время источником критики) стало обращение с бесконечны-
ми множествами.

Почти сразу обнаружилось, что подход к бесконечным множе-
ствам, основанный на соображениях “здравого смысла оказывается по-
рочным. Bыявились так называемые антино́мии, или парадоксы, тео-
рии множеств (греч. άντινoµία — противоречие, παράδoξoς — то,

1 А каждая из них есть лишь подбор синонима к слову множество.
2 В работах немецкого математика Ка́нтора (Cantor Georg, 1845–

1918), не скрывавшего, однако, что идеи этих работ предварил в напи-
санной в 1847–1948 гг. книге [2] чешский математик, логик и философ
Больца́но (Bolzano Bernard, 1781–1848).
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что бывает против ожидания) — рассуждения о множествах , без-
упречные с точки зрения обыденной логики, но приводящие к явным
противоречиям.

Одной из первых оказалась так называемая антиномия Ра́ссела1,
опубликованная в 1903 г.

Пусть Z — множество всех тех множеств X , которые не содержат
самих себя в качестве своих элементов, иначе говоря, X ∈Z в том и
только в том случае, когда X /∈X . Если предположить, что Z∈Z , то
придется признать, что Z /∈Z , если же предположить, что Z /∈Z , то
следует вывод: Z∈Z .

Еще раньше (в 1899 г.) Кантор, разбирая понятие “множество всех
множеств” пришел к заключению, что оно противоречиво (подробнее
об этой и других антиномиях можно прочитать у Э.Мендельсона [17]
и А.Френкеля и И.Бар-Хиллела [25]).

Стремление избежать противоречий привело к созданию формаль-
ной теории множеств, точнее, различных ее вариантов2. Все они име-
ют жесткую структуру, опираются на весьма продвинутую формаль-
ную логику и по своему устройству оказываются свободными от упо-
мянутых антиномий. Первоначальная (называемая теперь наивной)
теория множеств сохранилась как популярный вариант для начина-
ющих и терминологическая основа большинства неформальных мате-
матических теорий.

Исходными (не подлежащими определению) понятиями
неформальной (наивной) теории множеств являются сле-
дующие предметы и отношения:
элементы, для обозначения которых используют строч-

ные буквы (обычно латинские или греческие), нередко снаб-
жаемые индексами;
множества, обычно обозначаемые заглавными буквами

(разных алфавитов) и конструкциями на их основе;3

1 Russel Bertrand, 1872–1970 — английский философ и математик.
2 Первоначальный был предложен в 1908 г. немецким математиком

Церме́ло (Zermelo Ernst, 1871–1953).
3 В формальной теории множеств в качестве исходных предметов

выступают только множества (обозначаемые строчными буквами).
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принадлежность (элемента множеству), обозначаемая
значком ∈ (с записью a∈A)1; отрицание принадлежности
обозначается значком /∈ (a /∈A).

Считается, что каждое множество полностью опреде-
ляется его (т. е. принадлежащими ему) элементами.

Перечисленные исходные понятия служат основой для
формирования определяемых понятий теории множеств.
Пустому множеству (обозначаемому Ø) по определе-

нию не принадлежит ни один элемент.2

Множество A называют подмножеством множества
B , записывая это в виде A ⊂ B (или B ⊃ A)1, если любой
элемент, принадлeжащий множеству A, принадлежит и
множеству B.3

Пересечение множеств A и B есть множество, обо-
значаемое A ∩ B, принадлежность которому какого-либо
элемента равносильна его принадлежности обоим множе-
ствам A и B .4

Объединение множеств A и B есть множество, обо-
значаемое A ∪ B, принадлежность которому какого-либо
элемента равносильна его принадлежности хотя бы одно-
му из множеств A и B.4

Разность множеств A и B есть множество, обозна-
чаемое A�B , элементами которого являются те элементы
множества A, которые не принадлежат множеству B .4

1 Значки ∈, ⊂ , и ⊃ произошли от предложенных итальянским ма-
тематиком Пеа́но (Peano Giuseppe, 1858–1932) обозначений по началь-
ным буквам греч. έστι (есть) и фр. contient (содержит) ([51], с. 7).

2 В символической записи (см. Приложение I): ∀x(x /∈ Ø).
3 ∀x((x∈A) ⇒ (x∈B)

)
.

4 ∀x((x∈A∩B) ⇔ (x∈A)∧(x∈B)
)

(∧ — значок логического “и”);
∀x((x∈A∪B) ⇔ (x∈A)∨(x∈B)

)
(∨ — значок логического “или”);

∀x((x∈A�B) ⇔(
(x∈A)∧(x /∈B)

))
.
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Запись a=b означает, что один и тот же элемент обо-
значен разными буквами, a A=B — то, что A⊂B и B⊂A
(т. е. множествам A и B принадлежат одни и те же эле-
менты). Если A⊂B, но A �= B, то множество A называют
собственным подмножеством множества B.

На так называемых диаграммах Ве́нна (по имени английского ло-
гика Венна; Venn John, 1834–1923)множества условно изображаются
фигурами на плоскости (обычно весьма незатейливыми, но при раз-
личных вариантах их взаимного расположения). Из этих диаграмм
видно, например, что (A�B)∪B �=A и (A∪B)�B �=A (хотя, разуме-
ется, разглядывание картинок еще не есть доказательство).

Множество считается заданным, если установлено, ка-
кие элементы ему принадлежат, а какие нет.

Простейший способ задания множества — перечисление
(если это возможно) всех принадлежащих ему элементов
(при этом в их списке допускаются повторы). Например, за-
пись X = {x} означает, что множество X состоит из един-
ственного элемента x, a запись X = {x, y} — что X есть
двухэлементное множество, состоящее из элементов x, y
(а возможно, одноэлементное, если y = x). Перечислением
элементов могут быть заданы также некоторые бесконеч-
ные множества (например, множество натуральных чисел
N = {1, 1+1, 1+1+1, . . . }).

Более общий способ задания множества состоит в ука-
зании квалифицирующего свойства его элементов. Выра-
жается это записью вида A={x | A(x)} (или A={x : A(x)}),
где A(x) —формулировка некоего утверждения (свойства),
которое выполняется (является истинным) в точности для
тех элементов x, которые принадлежат множеству A.

На самом деле с этим способом задания множеств не все обстоит
так просто. Например, если переменные элементы x являются мно-
жествами, а утверждение A(x) состоит в том, что множество x не
содержит самое себя в качестве элемента (x /∈x), то z={x |x /∈x} ока-



17

зывается “множеством” из антиномии Рассела (см. с. 14): если z∈z, то
z /∈ z, а если z /∈ z, то z ∈ z. Подробнее о том, всякий ли объект
A = {x | A(x)} является множеством, можно прочитать в учебнике
А.Н.Колмогорова и А. Г.Драгалина [10] (с. 19–22). Здесь же следует
отметить, что подобного парадокса не возникает, если заранее ого-
ворено, что переменный элемент x пробегает некоторое изначально
заданное множество X (с записью этого как в примере 2 ниже).

Примеры. 1. {x | x5 − 3x3 + 2x = 0} = {−2,−1, 0, 1, 2}.
2. Запись {x ∈ X | A(x)} и {f(x) | A(x)} используется

как сокращенная соответственно для {x | (x∈X)∧A(x)} и
{y | (y=f(x))∧A(x)}.

3. Eсли x=y , то {x}, {x, y} и {x, x, y} — это одно и то
же множество (с единственным элементом x); напротив,
{x}, {{x}} и

{{x}, {{x}}} — три разных множества.

4. Ø= {x | x �=x}.
5. Mножество {Ø} (в отличие от Ø) не является пу-

стым: ему принадлежит элемент “пустое множество".
Принадлежность элемента множеству (a∈A) и при-

надлежность множества множеству (B⊂A) — это прин-
ципиально разные понятия (что и подчеркивается различи-
ем их обозначений): отношение подмножества к множе-
ству есть отношение части к целому , тогда как отношение
элемента к множеству таковым не является: не выпол-
няется принцип “часть части целого сама есть часть этого
целого” (например, x ∈ {x} и {x} ∈ {{x}}, но x /∈ {{x}})1.
Выбор какого-либо элемента x из множества X фактиче-
ски подразумевает выбор одноэлементного подмножества
{x} ⊂X .

1 Более наглядный пример: брюки являются элементом одежды,
карман является элементом брюк , при этом карман не есть элемент
одежды.
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Важно иметь в виду следующее. Понятие множества
подразумевает лишь принадлежность ему его элементов,
но не наличие между элементами множества каких-либо
отношений (даже если таковые имеются). В тех же случа-
ях, когда множество рассматривается вместе с теми или
иными отношениями между его элементами, принято го-
ворить о множестве с дополнительной структурой, назы-
вать его системой, пространством и т. п.

Важнейшие (с точки зрения математического анализа)
примеры множеств с дополнительной структурой — это
определяемые ниже система R действительных чисел и
координатное пространствоR

n.

Упорядоченные пары и декартовы произведения

Дека́ртовым (или прямым) произведением двух непу-
стых (но не обязательно различных) множеств X и Y (если
Y = X , то Y считают вторым экземпляром множества X)
называется множество, обозначаемое X× Y , элементами
которого служат всевозможные упорядоченные пары (x, y),
каждая из которых составлена из какого-либо элемента x
множества X (первого элемента пары) и какого-либо эле-
мента y множества Y (ее второго элемента). Определя-
ющим свойством упорядоченных пар является следующий
принцип их совпадения: (x, y)=(u, v) в том и только в том
случае, когда одновременно u=x и v=y.

В аксиоматической теории множеств упорядоченную пару (x, y)
элементов x и y определяют как множество, составленное из мно-
жеств {x} и {x, y}, т. е. по определению

(x, y)

{{{x}, {x, y}}, если x �= y ,
{{x}}, если x = y ;

несимметричность вхождения x и y отражает различие занимаемых
ими мест в паре (x, y).
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Данное определение упорядоченной пары1 не имеет более глубоко-
го смысла, помимо того, чтобы обеспечить выполнение определяюще-
го свойства упорядоченной пары: (x, y)= (u, v) в том и только в том
случае, когда x = u и y = v. Для проверки его выполнения следует
отдельно рассмотреть случаи x=y и x �=y.

В первом случае соотношение (x, y) = (u, v) означает совпадение
множеств

{{x}} и
{{u}, {u, v}}, в силу чего v=u и u=x.

В случае же x �=y соотношение (x, y)=(u, v), равносильное совпа-
дению множеств

{{x}, {x, y}} и
{{u}, {u, v}}, обеспечивает (посколь-

ку одноэлементное множество не может совпадать с двухэлемент-
ным) последовательное выполнение соотношений: u �= v, {x} = {u}
и {x, y} = {u, v}. Из них, в свою очередь, следует, что x=u и y=v.

Беря за основу определение упорядоченной пары, можно
дать определение упорядоченной тройки (x, y, z) элементов
x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z как упорядоченной пары

(
(x, y), z

)
.

Cовокупность всех таких упорядоченных троек составляет
декартово произведение X×Y ×Z множеств X, Y, Z.

Дальнейшие действия по этой же схеме приводят к поня-
тию упорядоченного набора (x1, x2, . . . , xn) из n элементов
x1 ∈X1, x2 ∈X2, . . . , xn ∈Xn и, соответственно, декартова
произведения X1×X2× · · · ×Xn любых n (непустых) мно-
жеств X1, X2, . . . , Xn.

А именно, после того, как уже определены понятия упорядоченого
набора (x1, . . . , xn−1) из n−1 элементов и декартова произведения
X1×· · ·×Xn−1, упорядоченный набор (x1, . . . , xn−1, xn) из n элементов
и декартово произведение X1×· · ·×Xn определяются, соответственно,
как упорядоченная пара

(
(x1, . . . , xn−1), xn

)
и декартово произведение(

X1×· · ·×Xn−1

)×Xn.

В тех случаях, когда X1 = · · ·= Xn = X (n = 2, 3, . . . ),
вместо X1× · · · ×Xn используют запись Xn.

Идея декартова произведения (как это и отражено в названии)
восходит к Дека́рту, хотя он “всего лишь” первым начал (в своей “Гео-

1 Предложенное польским математиком Куратовским (Kuratowski
Kazimiez, 1896–1980) в 1921 г. в его статье в Fundam. Math., v. 2, p. 171.
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метрии” [38], впервые изданной в 1637 г.) определять положение точ-
ки на плоскости парой чисел — ее расстояниями от двух пересекаю-
щихся прямых (называть их координатами точки стали позже), что
позволило задавать линии на плоскости не только их геометрическим
построением (как до Декарта), но и посредством уравнений, связыва-
ющих указанные расстояния.

Конструкция декартова произведения не только стала
основой координатного метода изучения геометрических фи-
гур (получившего название аналитической геометрии), но
и позволила выразить понятия функции и отношения.

Функции
Беря за основу понятие декартова произведения X×Y

множеств X и Y , под заданием функции y = f(x) пере-
менного элемента x ∈ X , значениями которой являются
переменные элементы y∈Y , понимают1 задание непустого
подмножества f ⊂X×Y со свойством:

если (x, y1)∈f и (x, y2)∈f , то y1 =y2;2

само подмножество f ⊂X×Y называют при этом графиком
функции y=f(x) с записью его элементов в виде

(
x, f(x)

)
.

Из данного определения функции y= f(x) переменного элемента
x ∈X не следует, что x непременно пробегает все множество X . В
случае, когда X есть множество действительных (или комплексных )
чисел (о которых ниже в 1.1, 1.3), переменный элемент x∈X назы-
вают переменной (сокращение от переменная величина3).

Первые элементы упорядоченных пар (x, y) ∈ f вместе
составляют подмножество Xf ⊂X , называемое множеством

1 Следуя определению функции, данному итальянским математи-
ком Пеа́но в 1911 г. в его заметке в Atti Reale Accad. Lincei, t. XX,
p. 5.

2 Его смысл: вторые элементы упорядоченных пар (x, y) ∈ f од-
нозначно определяются их первыми элементами. Выражением этого
свойства и является привычная запись y=f(x) (вместо (x, y)∈f ).

3Действительные числа раньше называли “величинами”.
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задания (или областью определения) функции y=f(x). Под-
множество же Yf ⊂ Y , составленное из вторых элементов
упорядоченных пар (x, y)∈ f , т. е. из всех элементов y∈Y
вида y = f(x), x ∈ Xf , называется множеством значений
этой функции.

В образном представлении Xf и Yf являются “проекци-
ями” графика f функции y = f(x) соответственно на мно-
жества X и Y . Существенно, что разные точки графика
функции (т.е. разные упорядоченные пары (x, y)∈f ) имеют
разные “проекции” на множество X .

Если функция y=f(x) обладает тем свойством, что раз-
ные точки ее графика f ⊂X×Y имеют разные “проекции”
на множество Y (иначе говоря, если разные упорядочен-
ные пары в f непременно различаются вторыми элемен-
тами, или, что то же самое, разным значениям x соответ-
ствуют разные значения y), то функцию y=f(x) называют
взаимно-однозначной.

Достоинством взаимно-однозначной функции y = f(x)
является существование обратной (по отношению к ней)
функции x= f−1(y) (переменного элемента y). График f−1

обратной функции есть подмножество декартова произве-
дения Y ×X , состоящее из взятых с обратным порядком
следования элементов упорядоченных пар (x, y)∈f .

Если множество значений функции y =f(x) (перемен-
ного элемента x) является подмножеством множества за-
дания другой функции z = g(y) (переменного элемента y),
то сопоставление упорядоченных пар (x, y)∈ f и (y, z)∈ g
(с одним и тем же y) определяет композицию функций (или
сложную функцию) z=g(f(x)) (переменного элемента x).

Тот факт, что y=f(x) — взаимно-однозначная функция,
а x=f−1(y) — обратная к ней, выражается соотношениями:
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x=f−1(f(x)) для любого x∈Xf ,
y=f(f−1(y)) для любого y∈Yf ,

т. е. функции x=f−1(y) и y =f(x) на самом деле являются
обратными по отношению друг к другу , а их множества
задания и множества значений при переходе от одной к
другой меняются местами.

В случае, если в качестве множества X выступает декар-
тово произведение X1×· · ·×Xn , функция y=f(x) принимает
вид y = f(x1, . . . , xn), оказываясь функцией n переменных
x1∈X1 , . . . , xn∈Xn .

Отходя от формального подхода к поняти функции, мож-
но сказать, что задание функции y = f(x) переменного эле-
мента x∈X со значениями в множестве Y есть установ-
ление правила соответствия, посредством которого каж-
дому элементу x множества X или некоторого его подмно-
жества Xf (множества задания функции) сопоставляет-
ся вполне определенный элемент y множества Y (второй
элемент той единственной упорядоченной пары (x, y) ∈ f ,
первым в которой является элемент x).

Термин “функция”1 ввел в конце XVII в. немецкий математик и
философ Лейбниц (Leibniz Gottfried Wilhelm, 1646–1716), изначально
относя его к геометрическим параметрам кривой: “Я называю функци-
ями (fonctions) всякие части прямых линий, которые получают, прово-
дя бесконечные прямые, соответствующие неподвижной точке и точ-
кам кривой ...” (цитировано по статье А.П.Юшкевича в Успехах ма-
тематических наук за 1948 г., т. III, вып. 1, с. 180).

В 1718 г. Иоганн Бернулли2 дал определение “функции”, не свя-
занное с геометрическими представлениями: “Функцией переменной
величины называется количество, образованное каким угодно спосо-

1 Происходит от лат. fungor, functus — исполнять.
2 Bernoulli Johann (1667–1748) — второй из братьев старшего поко-

ления знаменитой семьи швейцарских математиков.
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бом из этой переменной величины и постоянных”1. Он же предложил
в качестве символа функции греческую букву ϕ с записью переменной
без скобок: ϕx. Символ функции f и заключение переменной в скоб-
ки вошли в обиход позднее, начало чему положил швейцарский (он
же российский) математик Эйлер (Euler Leonhard, 1707–1783; основ-
ная часть его деятельности прошла в Петербурге, где он и похоронен).

В настоящее время функцию многие склонны относить
к исходным общематематическим понятиям, давая ему (на-
пример, в [26], с. 24) следующее пояснение.
Функцией называют операцию, которая, будучи приме-

нена к чему-то как к аргументу , дает некоторую вещь в
качестве значения функции для данного аргумента.

Отдельно в анализе стоят функции натуральной2 пере-
менной, которые называют последовательностями. А имен-
но, считается, что задана последовательность {xn} элемен-
тов множества X , если каждому натуральному числу3 n
поставлен в соответствие некий элемент множества X ,
обозначаемый (для указания его соответствия числу n) xn

и называемый n-м элементом последовательности {xn}.
Поскольку последовательность {xn} есть функция4, ее

элементы xn есть не просто элементы множества X , а
упорядоченные пары (n, xn), лишь для краткости обознача-
емые xn . В частности, xn и xm при m �= n — это разные
элементы последовательности {xn}, даже если они совпа-
дают (xm =xn) как элементы множества X .

1 В оригинале: “On appelle fonction d’une grandeur variable une
quantité composée de quelque manière que soit de cette grandeur variable
et de constantes”. (Mémoire de l’acad. royale des sci. á Paris, 1718, p. 132)

2 Вариант: целой неотрицательной.
3 Возможно, начиная лишь с некоторого натурального числа, а в

некоторых случаях, наоборот, начиная с нуля.
4 Переменной n ∈ N (иногда включая n= 0) со значениями в мно-

жестве X ; xn есть видоизмененная запись x(n).
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Отношения
Задание в множестве X n-местного отношения R со-

ответствует указанию подмножества R⊂Xn, принадлеж-
ность которому упорядоченного набора (x1, . . . , xn) эле-
ментов x1, . . . , xn ∈X соответствует выполнению для этих
элементов данного отношения (или, как говорят, истинно-
сти значение предиката1 R(x1, . . . , xn):

(x1, . . . , xn) ∈ R ⇐⇒ R(x1, . . . , xn). В частно-
сти, любое одноместное отношение R в множестве X со-
ответствует заданию некоего подмножества R ⊂ X , и его
можно рассматривать как некое свойство, выполняющееся
в точности для тех элементов x∈X , которые принадлежат
подмножеству R⊂X : x∈R ⇐⇒ R(x).2

Примерами двухместных отношений в множестве R дей-
ствительных чисел служат отношения “равно” (x = y) и
“меньше” (x < y); отвечающие им подмножества коорди-
натной плоскости R

2 (переменных x, y) — это соответствен-
но прямая, делящая пополам 1-й и 3-й координатные углы,
и расположенная “над” ней полуплоскость.
Сложение и умножение в системе R действительных

чисел можно рассматривать как выражаемые формулами
x+y = z и x ·y = z трехместные отношения в множестве
R ; подмножества координатного пространства R

3, отвеча-
ющие этим отношениям, изучают в курсе аналитической
геометрии.

Пример одноместного отношения в множестве R дей-
ствительных чисел — свойство числа быть (или не быть)
положительным.

1 Лат. praedicatum — высказанное, сказуемое. Подробнее о предика-
тах — в Приложении I .

2 Или (в обозначениях на с. 17) R = {x∈X |R(x)}.
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Перестановки, сочетания, бином Ньютона
Под перестановкой (или размещением) n элементов1 по-

нимают любое распределение между ними n натуральных
чисел (“номеров”) от 1 до n (позволяющее мыслить их раз-
мещенными “в линию” один за другим).

Подсчитывая общее число таких перестановок , следу-
ет заметить, что “номер” n может быть отдан любому из n
предметов, т. е. n способами, и при каждом распределении
“номера” n распределить “номер” n−1 (между не получив-
шими “номер” n предметами) можно n−1 способами и т. д.
В результате обозначаемое2 Pn общее число всевозможных
перестановок n элементов оказывается равным произведе-
нию n ·(n−1) · · · 1, для которого установилось (после прочих
предложений) обозначение n! (читается: “n факториал”).

Поскольку P0 = 1 (разместить отсутствующие предме-
ты можно одним способом — ничего не делать), равенство
Pn = n! при n = 1, 2, . . . дает основание полагать 0! = 1 (как
это и принято считать по определению).

Под числом сочетаний из n по k (где k = 0, 1, . . . , n)
понимают обозначаемое3 Ck

n (другое обозначение
(

n
k

)
) число

способов выбора k предметов из имеющихся n; в частности,
справедливы равенства: Ck

n = Cn−k
n и C0

n = Cn
n = 1.

Найти значение Ck
n при k = 1, . . . , n−1 можно исходя из

соотношения Pn = Ck
n · Pk · Pn−k (получить все перестановки

n предметов можно, выбрав произвольно k из них, взять
все их перестановки, а затем все перестановки оставшихся
n−k предметов): Ck

n = n!
k!(n−k)! =

n·(n−1)···(n−k+1)
1 · 2 · · · k .

1 Реальных или вымышленных, но различаемых .
2 С использованием начальной буквы фр. permutation — перемеще-

ние, перестановка.
3 От фр. combinaison — комбинация, сочетание.
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Обобщением формулы “квадрата суммы” и “куба суммы”
служит формула “бинома Ньютона”1

(x+a)n =
n∑

k=0

Ck
nakxn−k,

или (в развернутом виде)

(x+a)n= xn+ n
1 axn−1+

n·(n−1)
1 · 2 a2xn−2 + . . .

· · ·+ n·(n−1)···(n−k+1)
1 · 2 · · · k akxn−k + · · ·+an.

Для ее вывода достаточно заметить, что результатом

раскрытия скобок в (x + a)n =

n︷ ︸︸ ︷
(x+a) · · · (x+a) оказывает-

ся сумма произведений akxn−k (где k = 0, 1, . . . , n), каждое
из которых входит с коэффициентом, равным числу образо-
ваний (при раскрытии скобок) произведения akxn−k, а оно
как раз равно Ck

n — числу способов выбора k скобок из n: в

этих k скобках при перемножении
n︷ ︸︸ ︷

(x+a) · · · (x+a) берется
второе слагаемое, а в остальных n−k скобках — первое, в
результате чего и образуется произведение akxn−k.

1 Английский математик, физик и астроном Нью́тон (Newton, Sir
Isaac, 1643–1727) не был открывателем этой формулы, но стал пер-
вым, кто распространил ее (в письме от 13 июня 1676 г. к Секретарю
Лондонского королевского общества, через которого шла официальная
переписка между Ньютоном и его немецким коллегой и соперником
Лейбницем (Leibniz Gottfried Wilhelm, 1646–1716) на отрицательные и
дробные показатели (когда правая часть формулы содержит бесконеч-
ное число слагаемых). При этом Ньютон не дал общей формулы для
коэффициентов, а указал лишь правило для их последовательного вы-
числения. Подробности, включая краткую историю “бинома Ньютона”,
желающие могут найти в изданном на русском языке и снабженном
подробным комментарием сборнике математических работ Ньютона
[19] (на с. 218–219, 233–236, 406–407).
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NI BYLI �LEMENT a�R I �LEMENT b�R �NE OBQZATELXNO OT�
LI�NYJ OT a�� OPREDELENY OBOZNA�AEMYE a� b I a � b ��A�E
ab� INOGDA a�b� �LEMENTY MNOVESTWA R � NAZYWAEMYE SOOT�
WETSTWENNO SUMMOJ I PROIZWEDENIEM �ISLA a I �ISLA b�

G� PREDPOLAGA�TSQ WYPOLNENNYMI UTWERVDENIQ �AKSIO�
MY�� A� �A��� W KOTORYH a� b� � � � � L�BYE �LEMENTY MNO�
VESTWA R �T� E� DEJSTWITELXNYE �ISLA��

A�� a�b� b�a I ab� ba � PEREMESTITELXNYE ZAKONY

�KOMMUTATIWNOSTX�� SLOVENIQ I UMNOVENIQ�

A�� a��b�c�� �a�b��c I a�bc�� �ab�c � SO�ETATELX�
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A�� a���a I a��a � SWOJSTWA NULQ I EDINICY�

� eGO �LEMENTY I ESTX DEJSTWITELXNYE �ISLA� oBOZNA�ENIE R OT

LAT� res � WE�X� DEJSTWITELXNOSTX�
�pO SUTI �TO OZNA�AET� �TO OPREDELENY DWE FUNKCII� KOTORYE KAV�

DOJ UPORQDO�ENNOJ PARE �a� b	 �LEMENTOW a� b�R �SM� S� ��	 SOPOSTAW�
LQ�T �LEMENT� OBOZNA�AEMYJ ab � I �LEMENT� OBOZNA�AEMYJ a�b�

� �TO ODIN IZ WOZMOVNYH NABOROW AKSIOM� W LITERATURE WSTRE�A�T�
SQ I DRUGIE� EMU �KWIWALENTNYE� T� E� PRIWODQ�IE K TOJ VE SOWOKUP�
NOSTI ISTINNYH UTWERVDENIJ O DEJSTWITELXNYH �ISLAH �

�lAT� commutatio� PEREMENA� associatio� SOEDINENIE� distributio�
RAZDELENIE�
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A�� uRAWNENIE a�x � b IMEET W MNOVESTWE R EDIN�

STWENNOE RE�ENIE� KOTOROE OBOZNA�A�T b � a I NAZYWA�T
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A	� eSLI a�R � TO LIBO a��� LIBO a��� LIBO �a� �� W
POSLEDNEM SLU�AE a NAZYWA�T OTRICATELXNYM �ISLOM �OBO�
ZNA�ENIE a���� ESLI b�a��� TO S�ITA�T� �TO a MENX�E b�
ILI b BOLX�E a� OBOZNA�AQ �TO a�b �ILI b�a��

kAK SLEDSTWIE� ESLI a �� b� TO LIBO a� b� LIBO a� b� zAPISX a� b

�ILI b�a	 OZNA�AET� �TO LIBO a�b� LIBO a�b�

A
� eSLI a�� I b��� TO a�b�� I ab���

A� �AKSIOMA aRHIMEDA��� kAKIM BY NI BYLO POLO�

VITELXNOE �ISLO a� SREDI �ISEL � �� ��� � � � �

A IH NAZYWA�T NATURALXNYMI� � ESTX B�OLX�EE� �EM a�

�sAM aRHIMED �A������	�
 � OK� ������� DO N� ��	 FORMULIROWAL EE
W TOM SMYSLE� �TO IZ DWUH NERAWNYH WELI�IN �OTREZKOW� FIGUR� TEL	
B�OLX�AQ PREWOSHODIT MENX�U� NA TAKU� WELI�INU� KOTORAQ BUDU�I
PRIBAWLENA K SEBE DOSTATO�NOE �ISLO RAZ� PREWZOJDET L�BU� ZADANNU�

WELI�INU� DOPUSKA��U� S NEJ SRAWNENIE�
�lAT� naturalis � SOZDANNYJ PRIRODOJ � oBOZNA�ENIE NA�ALXNYH IZ

NIH CIFRAMI �� �� �� � � � � � WKUPE SO ZNAKOM NULQ 
 I POZICIONNOJ ZA�
PISX� OSTALXNYH �OB �TOM DALEE NA S� �����	 WOZNIKLI W iNDII� BYLI
PRINQTY ARABAMI I PRI�LI W eWROPU �POTESNIW �RIMSKU�� SISTEMU
ZAPISI �ISEL	 BLAGODARQ lEON�ARDU pIZ�ANSKOMU� ILI fIBON�A��I �T� E�
SYNU bON�A��O� Leonardo Pisano� Fibonacci	� I EGO �kNIGE ABAKA� ��Liber
abaci�� AB�AK � S�ETNOE USTROJSTWO	� WY�ED�EJ W ��
� I ���� GG� oB
�TOM OBSTOQTELXNO I INTERESNO NAPISANO W KNIGAH ���� I �����
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A�� �AKSIOMA NEPRERYWNOSTI��� eSLI WSE �LEMENTY

MNOVESTWA R RAZDELENY NA DWA NEPUSTYH PODMNOVESTWA A
I B TAK� �TO L�BOJ �LEMENT MNOVESTWA A MENX�E L�BOGO

�LEMENTA MNOVESTWA B � TO SU�ESTWUET �LEMENT c�R � QWLQ�
��IJSQ LIBO NAIBOLX�IM W MNOVESTWE A� LIBO NAIMENX�IM
W MNOVESTWE B ��

aKSIOM A��A�� DOSTATO�NO DLQ ARGUMENTIROWANNOGO

WYWODA WSEH PRIWY�NYH SWOJSTW DEJSTWITELXNYH �ISEL�

wOT NEKOTORYE IZ �TIH SWOJSTW� KOTORYE OKAZYWA�TSQTEOREMAMI�
WYWODIMYMI IZ SFORMULIROWANNYH AKSIOM�

t�� ������

dOKAZATELXSTWO�� � � ��� � ���	
A�
� � � �� � �A�� ���� ���	

A�
�

A�
� ���	�������

t�� a�
�
 DLQ L�BOGO a�R�
dOKAZATELXSTWO� a�
A�� a�

A�� a�
�

a��a	�A�� �a�
 a	��a	A��
A�
� �a�
 a��	��a	A�� a�
�	��a	A��A�� a��a	A�� 
�
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� eE NAZYWA�T E�E AKSIOMOJ POLNOTY�
� tAK �TO A�fx�R jx� cg� A B�fx�R jx�cg W PERWOM SLU�AE I

A�fx�R jx�cg� A B�fx�R jx�cg � WO WTOROM�
dANNOE SWOJSTWO SISTEMY DEJSTWITELXNYH �ISEL SFORMULIROWAL W

RABOTE ���� G� ����� S� �
���	 NEMECKIJ MATEMATIK d�EDEKIND �Dedekind
Richard� ���������	� ODNAKO E�E DO NEGO �W ���� G�	 �TO SWOJSTWO WYRA�
ZIL ��UTX W DRUGIH TERMINAH	 �E�SKIJ MATEMATIK� LOGIK I FILOSOF
b�OLXC�ANO �Bolzano Bernard� ���������	� O VIZNI I RABOTAH KOTOROGO
MOVNO PRO�ITATX W KNIGE ��kOLXMANA �����
gEOMETRI�ESKAQ FORMULIROWKA AKSIOMY �ESLI DEJSTWITELXNYE

�ISLA MYSLITX TO�KAMI PRQMOJ� A NERAWENSTWA a � x � b WYRAVATX
SLOWAMI �x LEVIT MEVDU a I b�	� �eSLI WSE TO�KI PRQMOJ RAZDELENY
NA DWA MNOVESTWA A I B TAK� �TO NIKAKAQ TO�KA NIKAKOGO IZ NIH NE

LEVIT MEVDU TO�KAMI DRUGOGO� TO SU�ESTWUET TO�KA PRQMOJ� NE LE�
VA�AQ NI MEVDU TO�KAMI MNOVESTWA A� NI MEVDU TO�KAMI MNOVESTWA
B �� �Amer� J� of Math�� ����� v� ��� no� �� p� ���	�
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kAK WIDNO IZ �TIH PRIMEROW� PREDWARQTX TITULOM �TEOREMA� KAV�

DOE WYWODIMOE UTWERVDENIE BYLO BY NEPRAKTI�NO� DA I WRQD LI WOZ�

MOVNO� kAK PRAWILO� �TOT TITUL PRIMENQ�T W BOLEE UZKOM SMYSLE�

NAZYWAQ �TEOREMAMI� NE WSE WYWODIMYE UTWERVDENIQ� A LI�X NAIBO�
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tEOREMA SU�ESTWOWANIQ ARIFMETI�ESKOGO KORNQ�

kAKOWY BY NI BYLI POLOVITELXNOE �ISLO s I NATURALXNOE
�ISLO k� SU�ESTWUET EDINSTWENNOE POLOVITELXNOE �ISLO r�
DLQ KOTOROGO rk�s� �TO �ISLO r NAZYWA�T ARIFMETI�ESKIM
KORNEM STEPENI k IZ �ISLA s I OBOZNA�A�T k
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dOKAZATELXSTWO�� sPRAWEDLIWA FORMULA RAZNOSTI STEPENEJ�

uk�vk��u�v	�uk��uk��v � � � uvk��vk��	 ��

NAPRQMU� PROWERQEMAQ RASKRYTIEM SKOBOK � iZ NEE SRAZU SLEDUET� �TO
POLOVITELXNOE �ISLO r � DLQ KOTOROGO rk� s �W SLU�AE EGO SU�ESTWO�
WANIQ	 QWLQETSQ EDINSTWENNYM��

dOKAZATX� �TO DLQ L�BOGO �ISLA s � 
 SU�ESTWUET POLOVITELX�
NOE �ISLO r � DLQ KOTOROGO rk � s� MOVNO� PREDPOLOVIW PROTIWNOE I
RAZDELIW �W SOOTWETSTWII S �TIM PREDPOLOVENIEM	 WSE DEJSTWITELX�
NYE �ISLA NA MNOVESTWA A I B � OTNESQ K PERWOMU WSE OTRICATELXNYE
�ISLA� NULX I TE POLOVITELXNYE �ISLA� k�Q STEPENX KOTORYH MENX�

�E �ISLA s� A KO WTOROMU � WSE POLOVITELXNYE �ISLA� k�Q STEPENX
KOTORYH BOLX�E �ISLA s�
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ANALIZA POZWOLIT DATX BOLEE KOROTKOE DOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY

�SM� DALEE S� �������� A TAKVE S� �
	�
�oBOB�ENIE ��KOLXNYH� FORMUL RAZNOSTEJ KWADRATOW I KUBOW�
�oSOBENNO �ASTO ISPOLXZUETSQ EE �ASTNYJ SLU�AJ
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NAIBOLX�IJ �LEMENT� LIBO W MNOVESTWE B ESTX NAIMENX�IM� A PO�TO�
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�IJ �LEMENT c MNOVESTWA B � TAKVE OKAZYWAETSQ �LEMENTOM �TOGO MNO�
VESTWA � PROTIWORE�IE�

w SOOTWETSTWII S PRINCIPOM KOSWENNOGO DOKAZATELXSTWA �SM� pRI�
LOVENIE I	 PREDPOLOVENIE� �TO POLOVITELXNOGO �ISLA r � DLQ KOTOROGO
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KLASSI�ESKOE UKAZANIE OKON�ANIQ DOKAZATELXSTWA�
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zAME�ANIE � tAK KAK DLQ L�BYH POLOVITELXNYH �ISEL

a I b OBA �ISLA
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zAME�ANIE �� tAK KAK PRI NE�ETNOM k RAWENSTWA xk� a
I ��x�k��a RAWNOSILXNY� MOVNO OPREDELITX KORENX NE�ET�

NOJ STEPENI IZ OTRICATELXNOGO �ISLA� POLAGAQ k
p�a �� k

p
a�

kROME NATURALXNYH �ISEL � � � �� � � ��� � � �
W SISTEME R DEJSTWITELXNYH �ISEL WYDELQ�T�

CELYE �ISLA� OTNOSQ K NIM WSE NATURALXNYE �ISLA� IM
PROTIWOPOLOVNYE� A TAKVE NULX�

RACIONALXNYE �ISLA � TE� KOTORYE PREDSTAWIMY W WIDE

OTNO�ENIJ CELYH �ISEL�

IRRACIONALXNYE �ISLA � TE� KOTORYE NE PREDSTAWIMY W

WIDE TAKIH OTNO�ENIJ�

dEKART I nX�TON NAZYWALI IRRACIONALXNYE �ISLA �GLUHIMI� �FR�
sourd� LAT� surdus	� nA S� � IZDANNOJ W ��
� G� �wSEOB�EJ ARIFMETIKI�
nX�TONA ��	� MOVNO PRO�ITATX� 	sU�ESTWUET TRI WIDA ��ISEL�� CE�
LOE� DROBNOE I GLUHOE� cELOE TO� �TO IZMERQETSQ EDINICEJ� DROBNOE �
KRATNOJ DOLEJ EDINICY� GLUHOE VE NESOIZMERIMO S EDINICEJ
� �w LA�
TINSKOM ORIGINALE� 	Estque triplex� integer� fractus � surdus� Integer�
quem unitas metitur� fractus quem unitatis par submultiplex metitur� �
surdus cui unitas est incommenurabilis
�	�

iRRACIONALXNOSTX �ISLA
p
� �OTNO�ENIQ DLINY DIAGONALI KWAD�

RATA K DLINE EGO STORONY	 BYLA OTKRYTA PIFAGOREJCAMI �SM� S� �	�
HRANIW�IMI �TO OTKRYTIE W TAJNE �PO LEGENDE WYDAW�IJ EE POGIB W
KORABLEKRU�ENII	� nYNE DOKAZATELXSTWO IRRACIONALXNOSTI �ISLA

p
�

�SM� S� ��
����	 WHODIT W �KOLXNU� PROGRAMMU� o TOM� �TO IRRACIO�
NALXNYH �ISEL �BOLX�E�� �EM RACIONALXNYH � SM� DALEE S� ������

sLOWA �RACIONALXNYE� I �IRRACIONALXNYE� WOZNIKLI W REZULXTATE
PREOBRAZOWANIQ ��EREZ LATYNX	 GRE�ESKIH TERMINOW ���o�� � WYRAZI�
MYE I ����o�� � NEWYRAZIMYE� KOTORYMI OPERIROWALI PIFAGOREJCY�

� w �ASTI EDINSTWENNOSTI ARIFMETI�ESKOGO KORNQ�
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dLQ RACIONALXNYH �ISEL WYPOLNQ�TSQ SLEDU��IE PRAWILA RAWEN�

STWA I �ETYREH OSNOWNYH DEJSTWIJ S NIMI�
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rACIONALXNAQ STEPENX POLOVITELXNOGO �ISLA

rASPROSTRANENIE SIMWOLA ak� KOTORYM �WSLED ZA dEKAR�

TOM� STALI OBOZNA�ATX PROIZWEDENIE

kz �� �
a � � �a � k � �� �� � � � � S

SOGLA�ENIEM� �TO a�� a� A a��  �ESLI a �� ��� NA OTRICA�
TELXNYE I DROBNYE ZNA�ENIQ �POKAZATELQ	 DALI ANGLIJSKIE
MATEMATIKI w�ALLIS� I �W OKON�ATELXNOJ FORME� nX��TON�

wSLED ZA NIMI POLAGA�T

a�k � �ak��� � �
ak

�

A ZA RACIONALXNU� STEPENX a
m

n POLOVITELXNOGO �ISLA a I

RACIONALXNOGO �ISLA
m
n �GDE m I n � CELYE �ISLA� PRI�EM

n � �� PRINIMA�T �ISLO n
p
am � EDINSTWENNYJ POLOVI�

TELXNYJ KORENX URAWNENIQ xn � am �SM� S� ����

s RACIONALXNOJ STEPENX� OTRICATELXNOGO �ISLA WOZNIKA�T SLOV�

NOSTI� ZNA�ENIE ���	�� NE OPREDELENO� A ���	�� �� ���	�� � HOTQ �
� I �

� �

ODNO I TO VE �ISLO�

oPREDELENIE I WYWOD SWOJSTW STEPENI POLOVITELXNOGO

�ISLA S L�BYM DEJSTWITELXNYM POKAZATELEM DANY NIVE �SM�
S� ������ NA OSNOWE PONQTIJ �KSPONENTY I LOGARIFMA�

�tO�NEE� u�OLLIS �Wallis John� �������
�	 W EGO �Arithmetica

In�nitorum�� WY�ED�EJ W SWET W ���� G�� 	 �

x
cujus index est ��
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x

cujus index est �
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UPOMINAW�EGOSQ NA S� ��	 ���� G�� 	tAK VE� KAK ALGEBRAISTY OBY�NO
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a�
p
a��

�
p
a� I T�D� PI�U a

�

� � a
�

� � a
�

� I T�D�� A WMESTO �

a
� �

aa
� �

aaa
� � � �

PI�U a��� a��� a��� � � �
 ���
�� S� ���	�



��

p�I�NYE DROBI I POZICIONNAQ ZAPISX DEJSTWITELXNYH �ISEL

aKSIOMA A
 SLUVIT OSNOWOJ PREDSTAWLENIQ DEJSTWITELXNYH �I�

SEL W WIDE �KONE�NYH ILI BESKONE�NYH	 p�I�NYH DROBEJ� GDE p � L�BOE

NATURALXNOE �ISLO� B�OLX�EE EDINICY�� WZQTOE W KA�ESTWE OSNOWANIQ�

pUSTX a�
 I PUSTX n�� � PERWOE IZ NATURALXNYH �ISEL� B�OLX�EE
�ISLA a �SU�ESTWOWANIE TAKOGO NATURALXNOGO �ISLA OBESPE�IWAET AK�
SIOMA aRHIMEDA	� tOGDA LIBO a � n� �T� E� a ESTX CELOE NEOTRICA�

TELXNOE �ISLO	� LIBO n��a�n��� w POSLEDNEM SLU�AE PUSTX n��
ESTX PERWOE SREDI �ISEL �� � � � � p � B�OLX�EE �ISLA �a�n�	p� T� E� LIBO
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p 
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p�  � � � nk

pk �p�I�NOJ DROBX�� �W KOTO�

ROJ n� � n� � � � � � nk � CELYE NEOTRICATELXNYE �ISLA� PRI�EM n� � � � � � nk
MENX�E p	� LIBO BESKONE�NYJ NABOR POSLEDOWATELXNYH PRIBLIVENIJ

�TOGO �ISLA �S NEDOSTATKOM I S IZBYTKOM	 �p�I�NYMI DROBQMI��
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WIDE �BESKONE�NOJ p�I�NOJ DROBI��

dLQ POLU�ENIE POZICIONNOJ p�I�NOJ ZAPISI �ISLA a � 
 SLEDUET

E�E PREDSTAWITX CELU� �ASTX n� �ISLA a �A EE OBY�NO OBOZNA�A�T
�a�	 W WIDE n��mjp

j � � �m�pm� � GDE m�� � � � � mj � CELYE NEOTRI�

CATELXNYE �ISLA� MENX�IE p� pRI n��p �TO PREDSTAWLENIE SWODITSQ
K RAWENSTWU n��n� �T� E� j�
� A m��n�	� ESLI VE n�� p� TO�

j � �TO PERWOE IZ �ISEL 
� �� �� � � � � DLQ KOTOROGO n� � pj�� �ONO
SU�ESTWUET PO AKSIOME aRHIMEDA� TAK KAK p��� p�� �� p�� �� � � � 	�

mj � �TO CELAQ �ASTX �ISLA
n�
pj

�PRI �TOM ��mj� p��	�

�pOMIMO NAIBOLEE RASPROSTRANENNOGO WYBORA p� RAWNOGO �ISLU

PALXCEW NA RUKAH� W DREWNEM wAWILONE POLXZOWALISX DROBQMI S OSNOWA�
NIEM �
 �O �EM NAPOMINAET NYNE�NEE RAZDELENIE �ASA I GEOGRAFI�ES�

KOGO GRADUSA NA MINUTY I SEKUNDY	� u DREWNIH EGIPTQN W HODU BYLI

DWOI�NYE DROBI�
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mj�� � �TO CELAQ �ASTX �ISLA
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pOSKOLXKU �ISLA mj � � � � �m�� m� �KAK I n� � � � � � nk 	 � CELYE NE�

OTRICATELXNYE� MENX�IE p� OSTAETSQ WYBRATX SIMWOLY DLQ OBOZNA�E�
NIQ �ISEL 
� �� � � � � p� �� T� E� SISTEMU CIFR�� I PRINQTX SLEDU��U�

POZICIONNU� ZAPISX �ISEL �W p�I�NOJ SISTEME	�

n� � mj � � �m�m� WMESTO n� � mjp
j  � � � m�pm� DLQ CELOGO

NEOTRICATELXNOGO �ISLA n� �
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 � � �
DLQ �ISLA a� 
� PREDSTAWIMOGO �BESKONE�NOJ� p�I�NOJ DROBX���

dLQ OTRICATELXNOGO �ISLA a OPISANNYE DEJSTWIQ SOWER�A�T S

POLOVITELXNYM �ISLOM �a� PREDWARQQ POLU�ENNU� EGO POZICIONNU�

ZAPISX ZNAKOM �MINUS�� sLEDUET LI�X U�ESTX� �TO ESLI a � NECELOE

OTRICATELXNOE �ISLO� TO EGO CELOJ �ASTX� �a� S�ITA�T NE ���a�� A
���a�� �� wSLEDSTWIE �TOGO �a� � a � �a�  � DLQ L�BOGO NECELOGO I

�a� � a DLQ L�BOGO CELOGO �ISLA a�

�nAPRIMER� PRIWY�NYH �INDO�ARABSKIH� �SM� S� ��	 S DOBAWLENIEM
K NIM PRI p��
 SIMWOLOW ��CIFR�	 DLQ �ISEL �
� � � � � p���

�oTDELQTX CELU� �ASTX �ISLA OT �DROBNOJ� WO �wSEOB�EJ ARIFME�
TIKE� nX�TONA ��	� �NA S� �	 PREDLAGAETSQ LIBO ZAPQTOJ� LIBO TO�KOJ�
LIBO E�E I �ERTO�KOJ� w rOSSII PRIVILSQ PERWYJ SPOSOB� W BOLX�IN�
STWE VE PRO�IH STRAN � WTOROJ�
pOZICIONNAQ �DESQTI�NAQ	 SISTEMA ZAPISI �ISEL PRI�LA W eWRO�

PU �POSTEPENNO WYTESNQQ RIMSKU�	 BLAGODARQ �kNIGE ABAKA� lEONAR�
DO pIZANSKOGO ���
� G�	� pONA�ALU PREDSTAWLENIE �ISEL W �TOJ SISTE�
ME NAZYWALOSX ALGORITMOM � PO LATINSKOJ TRANSKRIPCII Algorithmi
PROZWI�A ALX�hOREZMI �T� E� IZ hOREZMA	� POD KOTORYM IZWESTEN MA�
TEMATIK IX W� mOHAMMED BEN mUSA� NAPISAW�IJ POPULQRNYJ TRAKTAT
PO RE�ENI� URAWNENIJ� NAZWANIE KOTOROGO� PO�ARABSKI ZWU�A�EE KAK
�kITAB ALX�DVEBR WALX MUKABALA�� PORODILO SLOWO ALGEBRA�
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kL��EWU� ROLX PRI IZLOVENII ANALIZA IGRAET NAGLQD�
NOE GEOMETRI�ESKOE PREDSTAWLENIE DEJSTWITELXNYH �ISEL

TO�KAMI �ILI NAPRAWLENNYMI OTREZKAMI� PRQMOJ� PREWRA�
�AEMOJ W �ISLOWU� OSX WYBOROM NA NEJ IZOBRAVENIJ NULQ

I EDINICY I POSLEDU��IM SOPOSTAWLENIEM AKSIOM DEJSTWI�
TELXNYH �ISEL S AKSIOMAMI GEOMETRII ��TO OSU�ESTWLQETSQ
W OBSTOQTELXNYH KURSAH ANALITI�ESKOJ GEOMETRII��

mYSLENNO PREDSTAWIW �WTOROJ �KZEMPLQR� �ISLOWOJ OSI �SKOLXZQ�
�IM� PO PERWOMU� MOVNO GEOMETRI�ESKI ISTOLKOWATX SLOVENIE I WY�

�ITANIE DEJSTWITELXNYH �ISEL� ESLI VE DWA �KZEMPLQRA �ISLOWOJ OSI
PREDSTAWITX PERESEKA��IMISQ �W TO�KE 
	� TO WOZNIKAET GEOMETRI�ES�
KAQ TRAKTOWKA UMNOVENIQ I DELENIQ �RIS� �	� WPERWYE DANNAQ dEKAR�
TOM NA PERWYH VE STRANICAH EGO �gEOMETRII� ��	���
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�dO dEKARTA� IZOBRAVAQ �ISLA OTREZKAMI� IH PROIZWEDENIE PRED�
STAWLQLI NE OTREZKOM� A TRAKTOWALI KAK PLO�ADX PRQMOUGOLXNIKA�
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I��� �TO NAZYWA�T TO�NYMI GRANQMI

MNOVESTW DEJSTWITELXNYH �ISEL

wSE MNOVESTWA� O KOTORYH IDET RE�X W �TOM PARAGRAFE�
QWLQ�TSQ MNOVESTWAMI DEJSTWITELXNYH �ISEL� A W NAGLQD�
NOM PREDSTAWLENII � MNOVESTWAMI TO�EK �ISLOWOJ OSI�

�ISLO a � R NAZYWA�T NIVNEJ GRANICEJ MNOVESTWA X �
ESLI L�BOJ �LEMENT DANNOGO MNOVESTWA NE MENX�E �ISLA a�
�x�x�X � a�x���
mNOVESTWO X � DLQ KOTOROGO SU�ESTWUET NIVNQQ GRANI�

CA� NAZYWA�T OGRANI�ENNYM SNIZU� �a�x�x�X � a�x�� W
PROTIWNOM SLU�AE� ONO NAZYWAETSQ NE OGRANI�ENNYM SNIZU�
	�a�x�x�X � a�x� � �a�x�x�X 
 x�a��

pO �TOJ VE SHEME WWODQTSQ PONQTIQ WERHNEJ GRANICY I

OGRANI�ENNOGO SWERHU MNOVESTWA�

�ISLO b � R NAZYWA�T WERHNEJ GRANICEJ MNOVESTWA X �
ESLI L�BOJ �LEMENT �TOGO MNOVESTWA NE BOLX�E �ISLA b�
�x�x�X � x�b��
mNOVESTWO X � DLQ KOTOROGO SU�ESTWUET WERHNQQ GRANI�

CA� NAZYWA�T OGRANI�ENNYM SWERHU� �b�x�x �X � x � b��
W PROTIWNOM SLU�AE EGO NAZYWA�T NE OGRANI�ENNYM SWERHU�
	�b�x�x�X � x�b� � �b�x�x�X 
 x�b��

pRIMER� mNOVESTWO N NATURALXNYH �ISEL OGRANI�ENO SNIZU � NO
NE OGRANI�ENO SWERHU � dLQ DOKAZATELXSTWO DOSTATO�NO ZAMETITX� �TO
IZ TEOREMY T�� NA S� �� I AKSIOM A	 I A
 �SM� S� ��	 SLEDUET�

A� L�BOE NATURALXNOE �ISLO BOLX�E NULQ�
B� DLQ L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA SU�ESTWUET PREWOSHODQ�EE

EGO NATURALXNOE �ISLO�

�tO� �TO �ISLO a NE QWLQETSQ NIVNEJ GRANICEJ MNOVESTWA X � ZA�
PISYWAETSQ POSREDSTWOM OTRICANIQ �TOJ FORMULY�

	
x�x�X � a�x	 � �x	�x�X � a�x	 � �x�x�X � a�x	�
kOMMENTARII K SIMWOLI�ESKOJ ZAPISI DANY W pRILOVENII I �

� eSLI ISTINNYM QWLQETSQ OTRICANIE �TOJ FORMULY�
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oGRANI�ENNOSTX MNOVESTWA X PODRAZUMEWAET EGO OGRA�

NI�ENNOSTX I SNIZU � I SWERHU � �a�b�x�x�X � a�x�b���
nAIMENX�U� IZ WERHNIH GRANIC MNOVESTWA X �ESLI TA�

KOWAQ SU�ESTWUET� NAZYWA�T TO�NOJ WERHNEJ GRANX�� MNO�
VESTWA X �OBOZNA�ENIE x�supX���

x�supX
def��� �x�x�X � x�x�
�����x�x�X 
x�x���

�SMYSL POSLEDNEJ FORMULY TAKOW� �ISLO x QWLQETSQ WERHNEJ

GRANICEJ MNOVESTWA X � A L�BOE M�ENX�EE �ISLO � NET��

nAIBOLX�U� IZ NIVNIH GRANIC MNOVESTWA X �ESLI TA�
KOWAQ SU�ESTWUET� NAZYWA�T TO�NOJ NIVNEJ GRANX�� MNO�
VESTWA X �OBOZNA�ENIE x�infX���

x�infX
def�� �x�x�X � x�x� 
 �����x�x�X 
 x�x���

�SMYSL POSLEDNEJ FORMULY� �ISLO x QWLQETSQ NIVNEJ GRA�

NICEJ MNOVESTWA X � A L�BOE B�OLX�EE �ISLO � NET��

sLEDU��IE SOOTNO�ENIQ SWQZYWA�T TO�NYE GRANI MNO�
VESTWA X I OBOZNA�AEMOGO �X MNOVESTWA �ISEL� PROTIWO�
POLOVNYH �ISLAM x�X �

inf��X� ��supX� sup��X� ��infX �

wOT DOKAZATELXSTWO� NAPRIMER� PERWOGO IZ NIH�

x� supX
def��
x�x�X�x�x	�
��
�x�x�X �x�x��	ZAMENA x NA�x��

��
x�x���X	�x��x	 � 
��
�x�x���X	 � x��x�	
def��

def�� �x�inf ��X	�

��KWIWALENTNO� �c � 

x�x � X � jxj � c	� PRI�EM �TA FORMULA

SOHRANQET SMYSL I DLQ MNOVESTW X KOMPLEKSNYH �ISEL	�
�iLI TO�NOJ WERHNEJ GRANICEJ�
�lAT� superus �supremus	 � WERHNIJ � inferus �in�mus	 � NIVNIJ �
� def�� OZNA�AET 	�KWIWALENTNO PO OPREDELENI�
 �LAT� de�nitio �

OPREDELENIE	�
�iLI TO�NOJ NIVNEJ GRANICEJ�
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tEOREMA SU�ESTWOWANIQ TO�NYH GRANEJ�� eSLI MNO�
VESTWO X NEPUSTO I OGRANI�ENO SWERHU � TO SU�ESTWUET �IS�
LO x � supX � eSLI VE MNOVESTWO X NEPUSTO I OGRANI�ENO

SNIZU � TO SU�ESTWUET �ISLO x � infX �

dOKAZATELXSTWO� pUSTX MNOVESTWO X NEPUSTO I OGRA�

NI�ENO SWERHU I PUSTX B OBOZNA�AET MNOVESTWO WSEH WERH�

NIH GRANIC MNOVESTWA X � A A � MNOVESTWO WSEH OSTALXNYH

DEJSTWITELXNYH �ISEL �T� E� NE QWLQ��IHSQ WERHNIMI GRA�
NICAMI MNOVESTWA X �� oBA MNOVESTWA A I B NEPUSTY�� I
L�BOJ �LEMENT a � A MENX�E L�BOGO �LEMENTA b � B �TAK
KAK a� x DLQ NEKOTOROGO �LEMENTA x�X � TOGDA KAK x� b
DLQ L�BOGO �LEMENTA b � B�� w SILU AKSIOMY a�� LIBO W

MNOVESTWE A ESTX NAIBOLX�IJ �LEMENT� LIBO W MNOVESTWE
B ESTX NAIMENX�IJ�

eSLI DOPUSTITX PERWYJ WARIANT ��TO W MNOVESTWE A ESTX

NAIBOLX�IJ �LEMENT a�� TO �TAK KAK a�A� DLQ NEKOTOROGO
�LEMENTA x � X BUDET WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWO a � x� A
POTOMU I NERAWENSTWA a� �

� �a�x�� x � WSLEDSTWIE WTOROGO
�
� �a�x��A� A W SILU PERWOGO �

� �a�x� ��A � PROTIWORE�IE�
wYPOLNQETSQ PO�TOMU WTOROJ WARIANT� W MNOVESTWE B

ESTX NAIMENX�IJ �LEMENT� Q�E�D�

�pERWYM WNQTNU� FORMULIROWKU I DOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY

DAL �E�SKIJ MATEMATIK bOLXCANO W x�� SWOEJ ZNAMENITOJ RABOTY

���� G� S GOWORQ�IM NAZWANIEM �Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes�
dass zwischen je zwei Werten� die ein entgegengesetztes Resultat gew�aren�
wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege�� �eE PEREWOD NA RUSS�
KIJ ��ISTO ANALITI�ESKOE DOKAZATELXSTWO TEOREMY� �TO MEVDU L�BY�
MI DWUMQ ZNA�ENIQMI� DA��IMI REZULXTATY PROTIWOPOLOVNOGO ZNAKA�
LEVIT PO MENX�EJ MERE ODIN DEJSTWITELXNYJ KORENX URAWNENIQ� MOV�
NO NAJTI W KNIGE ��kOLXMANA ����	�

�mNOVESTWO B � WWIDU OGRANI�ENNOSTI SWERHU MNOVESTWA X � A
MNOVESTWO A � WWIDU NEPUSTOTY MNOVESTWA X �ESLI x�X � TO L�BOE
�ISLO� MENX�EE x� PRINADLEVIT MNOVESTWU A	�
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pONQTIQ TO�NYH WERHNEJ I NIVNEJ GRANEJ DOPUSKA�T

RASPROSTRANENIE NA NEOGRANI�ENNYE MNOVESTWA X � R �I
PUSTOE MNOVESTWO�� ESLI PEREJTI K RAS�IRENNOJ SISTEME

DEJSTWITELXNYH �ISEL� PRISOEDINIW K SISTEME R DWA NE�

SOBSTWENNYH �NE WHODQ�IH W NEE� �LEMENTA � BESKONE�NO

UDALENNYE TO�KI� � I �� S�ITAQ PO OPREDELENI�� �TO
��x�� DLQ L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA x�

w SOOTWETSTWII S �TIM POLAGA�T� �TO supX �� DLQ

L�BOGO NE OGRANI�ENNOGO SWERHU � A infX�� DLQ L�BOGO

NE OGRANI�ENNOGO SNIZU MNOVESTWA X�R �
supX�� def�� �b�x�x�X 
 x�b��

infX�� def�� �a�x�x�X 
 x�a��

w �ASTNOSTI� supR�sup N��� A inf R�� �TOGDA
KAK inf N���

eSLI PODMNOVESTWO X R PUSTO� TO supX ���� A inf X ���
�TO SLEDUET IZ TOGO� �TO DLQ PUSTOGO MNOVESTWA X R MNOVESTWOM

WSEH WERHNIH �A RAWNO I NIVNIH	 GRANIC QWLQETSQ WSE MNOVESTWO R�

pROMEVUTKI

mNOVESTWO X � R � SODERVA�EE BOLEE ODNOJ TO�KI� NA�
ZYWAETSQ PROMEVUTKOM� ESLI S L�BYMI DWUMQ TO�KAMI ONO
SODERVIT I WSE TO�KI� PROMEVUTO�NYE MEVDU NIMI�

�x��x�
�
x��X 
 x��X 
 x��x� ��x�x��x�x� � x�X�

�
pOMIMO MNOVESTWA R PROMEVUTKAMI QWLQ�TSQ�

OTREZKI �a� b�
def
�fx�R ja�x�bg� �PREDPOLAGAETSQ� �TO a� b��

�oSNOWNYE DEJSTWIQ RASPROSTRANQ�TSQ NA �LEMENTY � I ��
LI�X �ASTI�NO� NAPRIMER� �x�x��	�� DLQ L�BOGO DEJST�
WITELXNOGO �ISLA x �A TAKVE x��	� TOGDA KAK ZNA�ENIE ����	
NE OPREDELENO� ��x�x���	�x���	���� x

�� �
 DLQ x ��
�

��	 �x��� SOOTWETSTWENNO DLQ x�
 I x�
� A ZNA�ENIQ ���	 �

NE OPREDELENY�

� def
� OZNA�AET 	ESTX PO OPREDELENI�
 �LAT� de�nitio � OPREDELENIE	�



��

INTERWALY �a� b�
def
�fx�R ja�x�bg�

POLUINTERWALY� �a� b�
def
� fx�R j a�x�bg I

�a� b�
def
� fx�R j a�x�bg�

LU�I �a���
def
� fx�R j a�xg� �a���

def
� fx�R j a�xg�

��� b�
def
� fx�R j x�bg� ��� b�

def
� fx�R j x�bg�

pERE�ISLENNYMI WIDAMI MNOVESTW X�R IS�ERPYWA�TSQ

WSE PROMEVUTKI�
dOKAZATELXSTWO� pUSTX PROMEVUTOK X OGRANI�EN SNIZU I SWERHU

I PUSTX a�infX � A b�supX � tOGDA ESLI a�X I b�X � TO X��a� b��
ESLI VE �NAPRIMER	 a �X � A b ��X � TO X � �a� b	�� eSLI PROMEVUTOK

X NE OGRANI�EN SNIZU I SWERHU � TO� KAKOWO BY NI BYLO �ISLO x � R�
SU�ESTWU�T �ISLO x� �X � M�ENX�EE x� I �ISLO x� �X � B�OLX�EE x� W
SILU �EGO I x�X � TAK �TO X� R� rAZBOR SLU�AEW� KOGDA PROMEVUTOK

X NE OGRANI�EN SWERHU ILI SNIZU PROWODITSQ PO �TOJ VE SHEME�

pRINCIP WLOVENNYH OTREZKOW� eSLI KAVDOMU NA�

TURALXNOMU �ISLU n SOOTWETSTWUET NEKIJ OTREZOK �an� bn�
S WYPOLNENIEM USLOWIQ �n�an� an��� bn��� bn�� ILI� �TO TO
VE SAMOE� �a�� b��� �a�� b��� � � �� �an� bn�� �an��� bn���� � � � ��

TO SU�ESTWUET DEJSTWITELXNOE �ISLO c� PRINADLEVA�EE WSEM
�TIM OTREZKAM� �c�n�an� c� bn��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX A � MNOVESTWO LEWYH KONCOW OT�
REZKOW �an� bn�� T� E� �ISEL an � n�� �� � � � tAK KAK

� g�e��ILOW� �XI LEKCII PO ANALIZU W mOSKOWSKOM UNIWERSITETE

POSE�AL AWTOR� PREDLAGAL NAZYWATX POLUINTERWALY �a� b� I �a� b	 SO�
OTWETSTWENNO �INTREZKOM� I �OTTERWALOM��

� X  �a� b	� TAK KAK a � infX � b � supX I b �� X � nAOBOROT� ESLI
x� �a� b	� TO �TAK KAK x� b�supX	 SU�ESTWUET �ISLO ex�X � B�OLX�EE
x� A POTOMU �ISLO x �KAK PROMEVUTO�NOE MEVDU a � X I ex � X	
PRINADLEVIT MNOVESTWU X � TAK �TO �a� b	X �

� w �TOM SLU�AE GOWORQT� �TO ZADANA POSLEDOWATELXNOSTX WLOVEN�

NYH OTREZKOW� KAVDYJ POSLEDU��IJ QWLQETSQ �ASTX� PREDYDU�EGO�



��

an�an�k�bn�k�bk PRI L�BYH n� k � � �� � � � �

MNOVESTWO A OGRANI�ENO SWERHU �� pO TEOREME O SU�ESTWO�
WANII TO�NYH GRANEJ �SM� S� ��� SU�ESTWUET DEJSTWITELXNOE
�ISLO c� QWLQ��EESQ NAIMENX�EJ SREDI WSEH WERHNIH GRANIC
MNOVESTWA A� TAK �TO DLQ NEGO WYPOLNQ�TSQ I NERAWENSTWA
an � c� n� � �� � � � � I NERAWENSTWA c� bk � k � � �� � � � � ILI�
�TO TO VE SAMOE� an�c� bn � n�� �� � � � Q�E�D�

nA POSLEDOWATELXNOSTI PROMEVUTKOW� OTLI�NYH OT OTREZKOW� DO�
KAZANNOE UTWERVDENIE NE RASPROSTRANQETSQ� nAPRIMER� NE SU�ESTWU�
ET �ISLA x� PRINADLEVA�EGO KAVDOMU IZ POSLEDOWATELXNOSTI WLOVEN�

NYH POLUINTERWALOW �
� ��� �

� �

�

�� �

� �

�

�� � � � � �

� �
n

�� � � � � �RAWNO
KAK I WLOVENNYH LU�EJ ����	� ����	� � � � � �n��	� � � � 	�
s�ETNYE I NES�ETNYE MNOVESTWA�

mNOVESTWO X � SODERVA�EE BESKONE�NOE �ISLO �LEMEN�
TOW� NAZYWA�T S�ETNYM� ESLI WSE EGO �LEMENTY MOVNO PRED�
STAWITX W WIDE POSLEDOWATELXNOSTI x�� x�� � � � � xn� � � �

�� W
PROTIWNOM SLU�AE �ESLI TAKOE PREDSTAWLENIE NEWOZMOVNO�
MNOVESTWO X NAZYWA�T NES�ETNYM�

gOWORQ INA�E� S�ETNOSTX BESKONE�NOGO MNOVESTWA X �

�TO WOZMOVNOSTX EGO IS�ERPANIQ POSREDSTWOM SOPOSTAWLENIQ

�KAKIM�LIBO SPOSOBOM� KAVDOMU NATURALXNOMU �ISLU n NE�
KOEGO �LEMENTA MNOVESTWA X TAK� �TOBY KAVDYJ �LEMENT

x �X OKAZALSQ SOPOSTAWLENNYM � NEKOTOROMU �ISLU n � N �
NES�ETNOSTX VE MNOVESTWA X � NAPROTIW� OZNA�AET NEWOZ�
MOVNOSTX TAKOGO IS�ERPANIQ�

�pRI L�BOM k �ISLO bk SLUVIT WERHNEJ GRANICEJ �TOGO MNOVESTWA�
� eSLI BY TAKOE �ISLO x SU�ESTWOWALO� ONO BYLO BY POLOVITELX�

NYM� I W SILU AKSIOMYA
 SU�ESTWOWALO BY NATURALXNOE �ISLO n� �

x
�

A �TO PROTIWORE�ILO BY TOMU� �TO x��
� �
n

�
DLQ WSEH NATURALXNYH n�

� w FORMULXNOJ ZAPISI� 
x�x�X��n�x�xn	
�
�

�pRI VELANII �TO SOPOSTAWLENIE MOVNO SDELATX WZAIMNO�

ODNOZNA�NYM �KOGDA RAZNYM n� N SOOTWETSTWU�T RAZNYE x�X 	�



��

k PRIMERU� MNOVESTWO RACIONALXNYH �ISEL IZ OTREZKA

��� � S�ETNO� PREDSTAWITX WSE RACIONALXNYE �ISLA r� ��� �
W WIDE ODNOJ POSLEDOWATELXNOSTI MOVNO� RASPOLOVIW IH

�NAPRIMER� W TAKOM PORQDKE�

�� � �
� �

�
��

�
��

�
��

�
� �

�
� �

�
� �

�
��

�
��

�
�� � � � �

L�BOE RACIONALXNOE �ISLO r � ��� � OKAZYWAETSQ PRI �TOM

SOPOSTAWLENNYM NEKOTOROMU NATURALXNOMU �ISLU � NOMERU

IZOBRAVA��EJ �TO �ISLO DROBI W �TOM SPISKE��

mNOVESTWO DEJSTWITELXNYH �ISEL OTREZKA ��� � NES�ETNO�
NE SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTI fxng� IME��EJ SWOIMI
�LEMENTAMI WSE �ISLA �TOGO OTREZKA�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX �WOPREKI UTWERVDENI� TEOREMY�
SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX fxng�x�� x�� � � � � xn� � � � �
SREDI �LEMENTOW KOTOROJ SODERVATSQ WSE �ISLA OTREZKA ��� ��
eSLI OTREZOK ��� � RAZDELITX �PROIZWOLXNO� NATRI OTREZKA�
TO PO KRAJNEJ MERE ODIN IZ �TIH TREH OTREZKOW NE BUDET SO�
DERVATX �ISLA x�� eSLI �TOT OTREZOK �OBOZNA�IW EGO �a�� b���
W SWO� O�EREDX RAZDELITX NA TRI OTREZKA� TO PO KRAJNEJ ME�
RE ODIN IZ POLU�ENNYH TREH OTREZKOW �OBOZNA�AEMYJ �a�� b���
NE BUDET SODERVATX �ISLA x� � dALEE NA TRI �ASTI DELITSQ
OTREZOK �a�� b�� I T�D� w REZULXTATE WOZNIKNET POSLEDOWA�

TELXNOSTX WLOVENNYH OTREZKOW

��� �� �a�� b��� �a�� b���� � �� �an� bn��� � �
SO SWOJSTWOM� xn �� �an� bn�� n � � �� � � � sOGLASNO PRINCI�
PU WLOVENNYH OTREZKOW SU�ESTWUET DEJSTWITELXNOE �ISLO

x� PRINADLEVA�EE WSEM OTREZKAM ��� �� �a�� b��� �a�� b��� � � � �

��TOBY �TO SOPOSTAWLENIE OKAZYWALOSX WZAIMNO�ODNOZNA�NYM� T� E�
KAVDOE RACIONALXNOE �ISLO r � �
� �� SOOTWETSTWOWALO EDINSTWENNOMU
NATURALXNOMU �ISLU �POLU�ILO EDINSTWENNYJ �NOMER�	� SLEDUET UDA�
LITX IZ �TOGO SPISKA WSE TE DROBI� �ISLITELX I ZNAMENATELX KOTORYH
DOPUSKA�T SOKRA�ENIE�



��

W �ASTNOSTI� x� xn� �TAK KAK x � ��� �� PRI NEKOTOROM NA�
TURALXNOM n� � I ISTINNYMI OKAZYWA�TSQ NESOWMESTIMYE

UTWERVDENIQ� �x � �an� bn� PRI WSEH n	 I �x �� �an� � bn� �	�
pREDPOLOVENIE O WOZMOVNOSTI PREDSTAWITX WSE �ISLA OT�
REZKA ��� � W WIDE ODNOJ POSLEDOWATELXNOSTI QWLQETSQ PO��
TOMU LOVNYM� Q�E�D�

nES�ETNOSTX MNOVESTWA WSEH DEJSTWITELXNYH �ISEL OT�
REZKA ��� � W SO�ETANII SO S�ETNOSTX� MNOVESTWA WSEH RA�

CIONALXNYH �ISEL �TOGO OTREZKA SWIDETELXSTWUET NE TOLXKO

O SU�ESTWOWANII �ISEL IRRACIONALXNYH � NO I O TOM� �TO ONI
SAMI OBRAZU�T NES�ETNOE MNOVESTWO�� I IH W �TOM SMYSLE

�BOLX�E	� �EM RACIONALXNYH �

sOPOSTAWLQQ �TOT FAKT SO SLEDU��IMI DWUMQ UTWERV�
DENIQMI� MOVNO UBEDITXSQ� �TO PRIWY�NYE PREDSTAWLENIQ�
WYRABOTANNYE POWSEDNEWNYM OBRA�ENIEM S KONE�NYMI MNO�
VESTWAMI �SODERVA�IMI LI�X KONE�NOE �ISLO �LEMENTOW�
NE WSEGDA SOWMESTIMY SO SWOJSTWAMI BESKONE�NYH MNOVESTW�

��mEVDU L�BYMI DWUMQ RACIONALXNYMI �ISLAMI ESTX IR�

RACIONALXNOE �ISLO�

�� mEVDU L�BYMI DWUMQ IRRACIONALXNYMI �ISLAMI ESTX

RACIONALXNOE �ISLO�
dOKAZATELXSTWA� �� pUSTX r� I r� �r��r�� � L�BYE DWA

RACIONALXNYH �ISLA� A � � L�BOE PRINADLEVA�EE OTREZKU

��� � IRRACIONALXNOE �ISLO�� w SILU AKSIOMY A� �SM� S� ���

� eSLI BY WSE IRRACIONALXNYE �ISLA OTREZKA �
� �� DOPUSKALI RAS�
POLOVENIE W ODNU POSLEDOWATELXNOSTX q� � q� � � � � � TO S U�ETOM WOZMOV�
NOSTI RASPOLOVENIQ W ODNU POSLEDOWATELXNOSTX r� � r� � � � � WSEH RACIO�
NALXNYH �ISEL �TOGO OTREZKA OTKRYWALASX BY WOZMOVNOSTX RASPOLO�
VENIQ W ODNU POSLEDOWATELXNOSTX �NAPRIMER� r� � q� � r� � q� � � � � 	 WSEH
DEJSTWITELXNYH �ISEL OTREZKA �
� ��� �TO PO TOLXKO �TO DOKAZANNOMU
NEWOZMOVNO�

�nAPRIMER� �p
�
�



�


SU�ESTWUET NATURALXNOE �ISLO n � 
r��r� � dEJSTWITELXNOE

�ISLO � � r��

n UDOWLETWORQET NERAWENSTWAM r� � � � r� I

RACIONALXNYM �T� E� PREDSTAWIMYM W WIDE OTNO�ENIQ DWUH

CELYH �ISEL� NE QWLQETSQ� W PROTIWNOM SLU�AE RACIONALX�

NYM OKAZYWALOSX BY I �ISLO �����r��n�
�� pUSTX �� I �� ������� � L�BYE DWA IRRACIONALXNYH

�ISLA� eSLI OBA ONI POLOVITELXNY� TO PROMEVUTO�NYM

MEVDU NIMI RACIONALXNYM �ISLOM� BUDET �NAPRIMER� m
n � GDE

n � L�BOE NATURALXNOE �ISLO� B�OLX�EE �
��� � A m � PER�

WOE NATURALXNOE �ISLO� B�OLX�EE n�� �SU�ESTWOWANIE TAKIH
�ISEL n I m OBESPE�IWAET AKSIOMA A���� eSLI OBA �ISLA

��� �� OTRICATELXNY� TO PROMEVUTO�NYM MEVDU NIMI RA�

CIONALXNYM �ISLOM QWLQETSQ �ISLO� PROTIWOPOLOVNOE RA�
CIONALXNOMU �ISLU� PROMEVUTO�NOMU MEVDU POLOVITELX�

NYMI IRRACIONALXNYMI �ISLAMI ��� I ��� ���� ������
eSLI VE �������� TO RACIONALXNYM �ISLOM� PROMEVUTO��
NYM MEVDU �� I ��� QWLQETSQ NULX� Q�E�D�

wOT PRQMOE SLEDSTWIE DOKAZANNYH UTWERVDENIJ�

mEVDU L�BYMI DEJSTWITELXNYMI �ISLAMI a� b �a � b�
ESTX KAK RACIONALXNOE� TAK I IRRACIONALXNOE �ISLO�

dOKAZATELXSTWO� eSLI a I b � RACIONALXNYE �ISLA� TO MEVDU NI�
MI LEVIT NEKOTOROE IRRACIONALXNOE �ISLO �UTWERVDENIE �	 I RACIO�

NALXNOE �ISLO
ab
� � eSLI a I b � IRRACIONALXNYE �ISLA� TO MEVDU

NIMI LEVIT NEKOTOROE RACIONALXNOE �ISLO r �UTWERVDENIE �	 I IRRA�

CIONALXNOE �ISLO
ar
�

� eSLI VE ODNO IZ �TIH �ISEL RACIONALXNOE� A
DRUGOE IRRACIONALXNOE� TO MEVDU NIMI LEVIT IRRACIONALXNOE �ISLO
ab
� I RACIONALXNOE� IME��EESQ �W SILU UTWERVDENIQ �	 MEVDU

ab
�

I IRRACIONALXNYM IZ �ISEL a I b� Q�E�D�

�tAK KAK m���n��m� ODNOWREMENNO WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA

��
m
n ��

�
n ���



��

I��� kAK WOZNIKLA I SLOVILASX

SISTEMA KOMPLEKSNYH �ISEL

nEOBHODIMOSTX RAS�IRITX SISTEMU DEJSTWITELXNYH �I�
SEL� DOBAWLQQ K NEJ MNIMYE �S OBRAZOWANIEM W REZULXTATE

SISTEMY KOMPL�EKSNYH �ISEL� PROQWILASX W XVI W� W SWQZI
SO STRANNOJ SITUACIEJ� WOZNIKA��EJ PRI WY�ISLENII KOR�
NEJ NEPOLNOGO KUBI�ESKOGO URAWNENIQ x��px�q �� PO TAK
NAZYWAEMOJ FORMULE kARD�ANO� IME��EJ �W SOWREMENNOJ ZA�
PISI� WID

x�
�

r
�q

� �

q
q�

� �
p�

�� �
�

r
�q

� �
q

q�

� �
p�

�� �

nEPOLNOE KUBI�ESKOE URAWNENIE x� px q � 
 �K KOTOROMU POL�
NOE KUBI�ESKOE URAWNENIE x�  ax�  bx d � 
 SWODITSQ PRINQTIEM
xa

�
ZA NOWU� PEREMENNU�	 WOZNIKAET� NAPRIMER� PRI RE�ENII ZADA�I

TRISEKCII UGLA ������ ��	�	� wOT PO�TI DOSLOWNYJ PEREWOD RASSUVDE�
NIJ dEKARTA NA S� �����	 EGO �gEOMETRII� ��	� �NA RIS� � WOSPROIZWEDEN
FRAGMENT RISUNKA dEKARTA	�

�pRI VELANII RAZDELITX UGOL NOP � ILI DUGU OKRUVNOSTI NQPT �
NA TRI RAWNYE �ASTI� IMEQ RADIUS OKRUVNOSTI NO � �� HORDU DUGI
NP � q I HORDU TRETI DUGI NQ�z � PRIHODQT K URAWNENI� z���z�q �

tAK KAK� PROWEDQ PRQMYE NQ� OQ� OT I PRQMU� QS � PARALLELX�

NU� TO� MOVNO ZAMETITX� �TO NO TA K VE OTNOSITSQ K NQ� KAK NQ K

QR I QR K RS � POSKOLXKU NO��� A NQ�z � TO QR� z�� A RS� z� �

PO PRI�INE VE� �TO NP NE HWATAET RS � T� E� z�� �TOBY BYTX WTROE

BOLX�E� �EM NQ� POLU�AETSQ� q��z�z�� ILI z���z�q��

pRIWODQ�IJ K WY�EPRIWEDENNOJ �FORMULE kARDANO� SPOSOB

RE�ENIQ KUBI�ESKIH URAWNENIJ PERWYM NA�EL �NO SOHRANIL W

SEKRETE� W SAMOM NA�ALE XVI W� ITALXQNSKIJ MATEMATIK DELX

f�ERRO� �DO NEGO TAKIE URAWNENIQ S�ITALISX �NERE�AEMYMI	��
w 
��� G� SPOSOB DELX fERRO PEREOTKRYL DRUGOJ ITALXQNSKIJ

�Del Ferro Scipion ����������	�



��

MATEMATIK � tART�ALXQ�� sTIMULOM DLQ NEGO POSLUVILO VELA�
NIE POBEDITX ��TO I PROIZO�LO� U�ENIKA I OBLADATELQ SEKRETA

DELX fERRO W MATEMATI�ESKOM POEDINKE KOTORYE NEREDKO PRO�
WODILISX W EWROPEJSKIH UNIWERSITETAH I IMELI PRIQTNYE PO�
SLEDSTWIQ DLQ POBEDITELEJ�� nAJDENNYJ SPOSOB tARTALXQ POD�
DAW�ISX UGOWORAM I KLQTWE SOHRANITX SPOSOB W TAJNE SOOB�IL
�W FORME STIHOTWORENIQ� SWOEMU SOOTE�ESTWENNIKU kARD�ANO� KO�
TORYJ NARU�IW OBE�ANIE IZLOVIL SOOB�ENNYJ EMU SPOSOB �NE
PRIPISYWAQ EGO SEBE A KORREKTNO NAZYWAQ AWTOROM tARTALX�� W
SWOEM ZNAMENITOM TRAKTATE 
��� G� �wELIKOE ISKUSSTWO	 ��Ars
magna	�� zABAWNYE PODROBNOSTI �TOJ ISTORII I SUDEB EE GEROEW

MOVNO NAJTI W KNIGE ���� A WYWOD FORMULY kARDANO S PODROB�
NYM KOMMENTARIEM K EE PRIMENENI� � W KNIGAH ���� I �����

rIS� �

�Tartaglia Nicolo ���

�����	� Tartaglia �PO IT� ZAIKA	 � NE NASTOQ�
�EE EGO IMQ� A PROZWI�E IZ�ZA DEFEKTA RE�I WSLEDSTWIE UWE�XQ� KOTOROE
EMU� E�E �ESTILETNEMU MALX�IKU� NANES HRABRYJ FRANCUZSKIJ SOLDAT�

�vELANIEM POBEVDATX W �TIH POEDINKAH I OB	QSNQETSQ RASPROSTRA�
NENNYJ SREDI MATEMATIKOW TOGO WREMENI OBY�AJ HRANITX SWOI OTKRY�
TIQ W TAJNE�

�Cardano Gerolamo ���
������	 � ITALXQNSKIJ MATEMATIK� WRA��
IZOBRETATELX ��KARDANNYJ WAL�	� PO�ITATX O NEM MOVNO W ��	� I ��
��



�

sTRANNOSTX SITUACII �PODME�ENNAQ kARDANO� SOSTOIT W
TOM� �TO W SLU�AE� NAPRIMER� URAWNENIQ x�� �x� � � � �U
KOTOROGO ESTX TRI DEJSTWITELXNYH KORNQ x � ���� �p���

FORMULA PRINIMAET WID x�
�

q
��
p
�
�
�

�

q
��
p
�
�
 � T� E� W

WY�ISLENIQ WTORGAETSQ �NESU�ESTWU��IJ	 KWADRATNYJ KO�
RENX IZ OTRICATELXNOGO �ISLA� pOZDNEE WYQSNILOSX� �TO QW�
LENIE WOZNIKAET WSQKIJ RAZ� KOGDA URAWNENIE x��px�q� �
IMEET TRI �RAZLI�NYH� DEJSTWITELXNYH KORNQ�

pOSKOLXKU UJTI OT WOZNIKA��EGO ZATRUDNENIQ � NEOB�
HODIMOSTI OPERIROWATX �NESU�ESTWU��IMI	 �ISLAMI� NI�
KAK NE UDAWALOSX� RE�ILI POSTUPITX TRADICIONNYM SPOSO�
BOM� ESLI KAKOE�LIBO NEUDOBNOE QWLENIE NELXZQ USTRANITX�
EGO SLEDUET LEGALIZOWATX� dLQ �TOGO DOSTATO�NO BYLO PRI�
NQTX PRAWILA SOWMESTNYH DEJSTWIJ� S NASTOQ�IMI ��DEJ�

STWITELXNYMI	� �ISLAMI I �NESU�ESTWU��IM	 �ISLOM
p
�
�

KOTOROE SO WREMENEM STALI NAZYWATX MNIMOJ EDINICEJ I OBO�
ZNA�ATX i� sUTX �TIH PRAWIL SWODITSQ K TOMU� �TO OPERIRO�
WATX S MNIMOJ EDINICEJ i SLEDUET TAK VE� KAK PRI OBRA�E�
NII S MNOGO�LENAMI OPERIRU�T S DEJSTWITELXNOJ PEREMEN�

NOJ� NO S ZAMENOJ WS�DU i� NA ��
pERWYM SLOWO �MNIMYJ� ��imaginaire�	 PO OTNO�ENI� K KORNQM

URAWNENIJ PRIMENIL dEKART W SWOEJ �gEOMETRII� ��	� S� ���� oBOZNA�
�ENIE i WWEL �JLER �W RUKOPISI ���� G�	� NO AKTIWNO WNEDRQTX NA�AL
�S ��
� G�	 g�AUSS�� WNEDRENIE �LO POSTEPENNO� I NEKOTORYE DO SIH POR

WMESTO i PI�UT
p
��� �LEKTROTEHNIKI� PRIWYK�IE WOSPRINIMATX i

KAK SILU TOKA� OBOZNA�A�T MNIMU� EDINICU j �

�hOTQ �NASTOQ�IMI� TOGDA S�ITALI LI�X POLOVITELXNYE KORNI�
�nA�ALO OFORMLENI� �TIH PRAWIL POLOVIL ITALXQNSKIJ MATEMA�

TIK I INVENER�GIDRAWLIK bOMBELLI �Bombelli Ra�aele� ���������	 W
SWOEJ �aLGEBRE� ��L�Algebra�	� WY�ED�EJ W ���� G�

�Gauss Carl Friedrich ����������	 � NEMECKIJ MATEMATIK� FIZIK�
ASTRONOM I GEODEZIST�
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sKLADYWAQ I PEREMNOVAQ �UKAZANNYM SPOSOBOM� DEJST�

WITELXNYE �ISLA a� b� � � � I MNIMU� EDINICU i� POLU�A�T
SO�ETANIQ � WIDA a� bi� KOTORYE �I W �TOM SOSTOIT IH ZA�
ME�ATELXNOE SWOJSTWO� OBLADA�T PRIWY�NYMI ATRIBUTAMI

�ISEL� IH MOVNO SKLADYWATX� WY�ITATX� PEREMNOVATX I

DELITX� POLU�AQ W REZULXTATE TAKIE VE SO�ETANIQ �

�a�bi�� �c�di� � a�bi� c�di� �a�c�� �b�d�i�
�a�bi��c�di� � ac�bic�adi�bidi� �ac�bd�� �ad�bc�i�

a�bi
c�di �

�a�bi��c�di�
�c�di��c�di� �

ac�bic�adi�bidi
cc�dic�cdi�didi �

ac�bd
cc�dd �

bc�ad
cc�dd i

�DELENIE W PREDPOLOVENII c�di ���� KOGDA cc�dd �����

sO�ETANIQ a�bi DEJSTWITELXNYH �ISEL I MNIMOJ EDI�
NICY POLU�ILI NAZWANIE KOMPL�EKSNYH �ISEL� wMESTE ONI OB�
RAZU�T SISTEMU KOMPL�EKSNYH �ISEL C � RAZDELQ��U� S SIS�

TEMOJ DEJSTWITELXNYH �ISEL R SWOJSTWA� WYRAVAEMYE AK�
SIOMAMI� A��A� �SM� S� �
����� w TERMINAH ALGEBRY �TO

OZNA�AET� SISTEMA KOMPLEKSNYH �ISEL �TAK VE KAK I SISTE�
MA DEJSTWITELXNYH �ISEL� QWLQETSQ POLEM�

kASATELXNO VE SWOJSTW DEJSTWITELXNYH �ISEL� WYRAVA�
EMYH AKSIOMAMI A	�A��� TO PRI PEREHODE K KOMPLEKSNYM
�ISLAM ONI UTRA�IWA�T SMYSL� POSKOLXKU �I �TO NEOBHODI�
MO OTMETITX I POD�ERKNUTX� W SISTEME KOMPLEKSNYH �ISEL
OTNO�ENIQ �BOLX�E� I �MENX�E� NE OPREDELENY��

�s WOZMOVNOSTX� PERESTANOWKI W NIH KAK SLAGAEMYH � TAK I SOMNO�
VITELEJ� I ZAPISX� a�bi WMESTO a��b	i� �ASTNYMI SLU�AQMI TAKIH
SO�ETANIJ QWLQ�TSQ DEJSTWITELXNYE �ISLA I SO�ETANIQ WIDA bi�

� s TEM� ODNAKO� OTLI�IEM� �TO DLQ KOMPLEKSNYH �ISEL �TI SWOJSTWA
BUDUT UVE NE AKSIOMAMI� A TEOREMAMI� WYTEKA��IMI IZ �TIH AKSIOM
DLQ DEJSTWITELXNYH �ISEL�

�pOPYTKA WWESTI IH PRIWODIT K PROTIWORE�IQM S PRIWY�NYMI

SWOJSTWAMI �TIH OTNO�ENIJ� dOSTATO�NO POPROBOWATX UWQZATX L�BOE
IZ PREDPOLOVENIJ i�
 I i�
 S AKSIOMAMI A� I A	�
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tERMIN �KOMPLEKSNYE �ISLA	 BYL WWEDEN gAUSSOM W WOS�
PROIZWODIMOM ZDESX FRAGMENTE EGO RABOTY 
� G� ���� Bd� II�
S� ���� oT�ETLIWO WIDNO� �TO gAUSS OB�EDINQL �TIM TERMI�
NOM� DEJSTWITELXNYE I MNIMYE �ISLA� WOSPRINIMAQ DEJST�

WITELXNOE �ISLO KAK �ASTNYJ SLU�AJ �ISLA KOMPLEKSNOGO

�A NE NE�TO EMU PROTIWOPOLOVNOE��

�pOLE KOMPLEKSNYH �ISEL a�bi SODERVIT�

I � dEJSTWITELXNYE �ISLA� U KOTORYH b��� I SREDI NIH�
W ZAWISIMOSTI OT TOGO� KAKOWO a�

�� NULX�
�� POLOVITELXNYE �ISLA�
	� OTRICATELXNYE �ISLA�

II � mNIMYE �ISLA� U KOTORYH b �� �� zDESX SNOWA RAZLI�
�A�T�

�� MNIMYE �ISLA BEZ DEJSTWITELXNOJ �ASTI� T� E� TE� U
KOTORYH a���

�� MNIMYE �ISLA S DEJSTWITELXNOJ �ASTX� � U KOTORYH

I b ���� I a ����

pERWYE PRI VELANII MOVNO NAZYWATX �ISTO MNIMYMI

�ISLAMI� A WTORYE � SME�ANNYMI MNIMYMI �ISLAMI���

�kOTORYJ WMESTE S PRO�IMI TERMINAMI� RAZ	QSNENNYMI W �TOM

FRAGMENTE� STALI OB�EPRINQTYMI�
� w LATINSKOM ORIGINALE�
	Campus numerorum complexorum abi continet

I� numeros reales� ubi b�
� et� inter hos� pro indole ipsius a
�� cifram
�� numeros positivos
� numeros negativos

II� numeros imaginarios� ubi b cifrae inaequalis� Hic iterum distinguutur
�� numeri imaginarii absque parte reali� i� e� ubi a�

�� numeri imaginarii cum parte reali� ubi neque b neque a�
�

Priores si placet numeri imaginarii puri� posteriores numeri imaginasrii
mixti vocari possunt�
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iRLANDSKIJ MATEMATIK g�AMILXTON� NA S� �� WY�ED�EJ W ���� G�
MONOGRAFII ���� �W KOTOROJ OKON�ATELXNO OFORMILOSX PONQTIE WEKTO�
RA	 PREDLOVIL SLEDU��U� INTERPRETACI� KOMPLEKSNYH �ISEL�

	The more general expression of algebra� a�
p��a�� for any �so called	

imaginary root of a quadratic or other equation� ��� interpreted as being a
symbol of the number�couple which I had otherwise denoted by �a�� a�	 � ���
its multiplication by another number�couple is expressed by the formula

�b�� b�	�a�� a�	��b�a��b�a�� b�a�b�a�	��
w REZULXTATE �IROKO RASPROSTRANILOSX OPREDELENIE KOMPLEKSNYH

�ISEL KAK UPORQDO�ENNYH PAR DEJSTWITELXNYH �ISEL S UMNOVENIEM

PO PREDSTAWLENNOJ FORMULE I POKOORDINATNYM SLOVENIEM� tAK KAK
DEJSTWITELXNOE �ISLO ESTX �ASTNYJ SLU�AJ �ISLA KOMPLEKSNOGO �SM�
S� ��	� PRINQTIE �TOGO OPREDELENIQ� WYNUVDAET SDELATX NE UKRA�A��
�IJ MATEMATIKU WYWOD� DEJSTWITELXNOE �ISLO � �TO PARA DEJSTWI�

TELXNYH �ISEL�

dLQ KRATKOJ ZAPISI KOMPLEKSNYH �ISEL ISPOLXZU�T OD�

NOBUKWENNYE OBOZNA�ENIQ �NAPRIMER� c�a�bi� a��ip����
nAIBOLEE �ASTO �OSOBENNO DLQ OBOZNA�ENIQ KOMPLEKSNYH PE�
REMENNYH� ISPOLXZU�T ZAPISX z�x�iy �A TAKVE w�u�iv��

dEJSTWITELXNYE �ISLA x I y W ZAPISI KOMPLEKSNOGO

�ISLA z� x�iy NAZYWA�T SOOTWETSTWENNO DEJSTWITELXNOJ

I MNIMOJ �ASTQMI �TOGO KOMPLEKSNOGO �ISLA S OBOZNA�E�
NIQMI x � Rez� y � Imz � rAWENSTWO KOMPLEKSNYH �ISEL

z � x�iy I w� u�iv RAWNOSILXNO RAWENSTWU KAK DEJSTWI�

TELXNYH � TAK I MNIMYH IH �ASTEJ� z�w� x�u I y�v��

zAPISX z�x�iy�x ��y � i NAWODIT NA MYSLX NAGLQDNO
PREDSTAWLQTX KOMPLEKSNYE �ISLA z KAK TO�KI �ILI WEKTO�
RY�� DEKARTOWOJ KOORDINATNOJ PLOSKOSTI R

� c KOORDINATA�

�Hamilton William Rowan� ��
�������
� w PERWOM SLU�AE a PREDPOLAGAETSQ DEJSTWITELXNYM �ISLOM� A WO

WTOROM � SLUVIT OBOZNA�ENIEM MNIMOGO�
�iZ PREDPOLOVENIQ� �TO xiy�uiv PRI x ��u ILI y ��v � SLEDOWALO

BY� �TO i � DEJSTWITELXNOE �ISLO� i� x�u
v�y ILI i�

y�v
x�u �

�oTKLADYWAEMYE OT L�BOJ TO�KI�
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MI x�Rez� y� Imz� eDINICA  I MNIMAQ EDINICA i OBRE�
TA�T PRI �TOM SMYSL EDINI�NYH NAPRAWLQ��IH WEKTOROW

OSEJ x ��DEJSTWITELXNOJ	� I y ��MNIMOJ	�� A SLOVENIE I

WY�ITANIE KOMPLEKSNYH �ISEL � SLOVENIQ I WY�ITANIQ

IZOBRAVA��IH IH WEKTOROW�

k NAGLQDNOMU IZOBRAVENI� KOMPLEKSNYH �ISEL OBRATILISX LI�X

SPUSTQ DWA S POLOWINOJ WEKA POSLE IH WOZNIKNOWENIQ� DOLGOE WREMQ
IH WOSPRINIMALI ISKL��ITELXNO KAK �FANTOMY�� WOZNIKA��IE W HODE
RE�ENIQ URAWNENIJ I IS�EZA��IE NA ZAWER�A��EM �TAPE�

pERWYMI GEOMETRI�ESKOE PREDSTAWLENIE KOMPLEKSNYH �ISEL DA�
LI NORWEVSKIJ TOPOGRAF w�ESSELX�� IZOBRAZIW�IJ � I

p�� EDINI�NYMI
PERPENDIKULQRNYMI DRUG K DRUGU WEKTORAMI� PLOSKOSTI I UKAZAW�IJ

PRAWILO PEREMNOVENIQ KOMBINACIJ ab
p�� �TIH WEKTOROW� I FRAN�

CUZSKIJ MATEMATIK aRG�AN�� TAKVE PREDSTAWLQW�IJ KOMPLEKSNYE �ISLA
�NAPRAWLENNYMI OTREZKAMI� ��lignes dirig�ees�	�

iZOBRAVATX KOMPLEKSNYE �ISLA TO�KAMI PLOSKOSTI NA�AL gAUSS�
w ���� G� �E�E DO WWEDENIQ TERMINA �KOMPLEKSNYE �ISLA�	 ON PISAL�
	tAK VE KAK SOWOKUPNOSTX WSEH DEJSTWITELXNYH WELI�IN MOVNO MYS�
LITX W WIDE BESKONE�NOJ PRQMOJ LINII� SOWOKUPNOSTX WSEH WELI�IN�
DEJSTWITELXNYH I MNIMYH� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BESKONE�NOJ

PLOSKOSTI� GDE KAVDAQ TO�KA� ZADAWAEMAQ ABSCISSOJ a I ORDINATOJ b�
PREDSTAWLQET WELI�INU abi
��

�Wessel Caspar ����������	 W ���� G� W DOKLADE dATSKOJ KOROLEWSKOJ
AKADEMII� w ���� G� WY�LO ANGLIJSKOE IZDANIE �TOGO DOKLADA �����
SODERVA�EE PODROBNOE VIZNEOPISANIE wESSELQ� A TAKVE ISTORI�ESKIJ
O�ERK O KOMPLEKSNYH �ISLAH I IH GEOMETRI�ESKOM PREDSTAWLENII�

� wO WREMENA wESSELQ TERMINOM �WEKTOR� E�E NE OPERIROWALI� I U
NEGO GOWORITSQ O PRQMYH LINIQH �

�Argand Jean�Robert ����������	 W KNIGE ����� WPERWYE WY�ED�EJ
�ANONIMNO	 W ��
� G�

� w NEMECKOM ORIGINALE ���� Bd�VIII� S� �
����� 	so wie man sich
das ganze Reich aller reellen Gr�ossen durch eine unendliche gerade Linie
denken kann� so kann man das ganze Reich aller Gr�ossen� reellen und
imagin�arer Gr�ossen sich durch eine unendliche Ebene sinnlich machen�
worin jeder Punkt� durch Abscisse � a� Ordinate � b bestimmt� die Gr�osse
abi gleichsam repr�asentirt�
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uQSNITX GEOMETRI�ESKIJ SMYSL UMNOVENIQ I DELENIQ

KOMPLEKSNYH �ISEL ��EGO RAZGLQDYWANIEM FORMUL NA S� ��
DOSTI�X TRUDNO� POZWOLQET PEREHOD OT DEKARTOWYH KOORDI�
NAT NA PLOSKOSTI K POLQRNYM r� 	� SWQZANNYM S DEKARTOWY�

MI RAWENSTWAMI x�r cos	� y�r sin	�

l�BOE NENULEWOE KOMPLEKSNOE �ISLO z�x�iy PRINIMAET
TOGDA WID z� r�cos	� i sin	�� KOTORYJ NAZYWA�T POLQRNOJ
�ILITRIGONOMETRI�ESKOJ� FORMOJ �TOGO KOMPLEKSNOGO �IS�
LA� PRI �TOM r NAZYWA�T MODULEM� A 	 � ARGUMENTOM �ISLA

z S OBOZNA�ENIQMI IH r� jzj� 	�arg z�� gEOMETRI�ESKI MO�

DULX KOMPLEKSNOGO �ISLA z �� � ESTX DLINA IZOBRAVA��EGO

EGO WEKTORA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI A ARGUMENT � WELI�
�INA UGLA �� OBRAZUEMOGO �TIM WEKTOROM S OSX� x� mODULX
L�BOGO KOMPLEKSNOGO �ISLA z�x�iy ODNOZNA�NO NAHODITSQ

IZ RAWENSTWA jzj� � x��y� �T� E� jzj �
p
x��y��� ARGUMENT

VE� NAPROTIW� OPREDELQETSQ LI�X S TO�NOSTX� DO SLAGAEMO�
GO� KRATNOGO �
� I EDINOGO RAWENSTWA DLQ EGO WY�ISLENIQ

��EREZ x I y� NE SU�ESTWUET��

pRI IZOBRAVENII KOMPLEKSNYH �ISEL z� I z� TO�KAMI

PLOSKOSTI WELI�INA jz��z�j PRIOBRETAET SMYSL RASSTOQNIQ
MEVDU �TIMI TO�KAMI� mNOVESTWO TEH z � C � DLQ KOTORYH
jz�z�j� jz�z�j� ESTX PO�TOMU PRQMAQ� PERPENDIKULQRNAQ K

��ISLO 
 ARGUMENTA �A SLEDOWATELXNO� I POLQRNOJ FORMY	 NE IME�

ET� TOGDA KAK j
jdef� 
�
� zA WELI�INU UGLA �W RADIANNOJ MERE	 PRINIMAETSQ DLINA DUGI EDI�

NI�NOJ OKRUVNOSTI� WYSEKAEMAQ �TIM UGLOM� WZQTAQ SO ZNAKOM ILI��
SOOTWETSTWENNO OTS�ETU DUGI OT OSI x �PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI�
ILI VE W PROTIWOPOLOVNOM NAPRAWLENII �DOPUSKAETSQ PRIBAWLENIE K
IZMERENNOJ DLINE DUGI L�BOGO KRATNOGO DLINY OKRUVNOSTI� T� E� ��	�

� rAWENSTWO arg z � arctg
y

x
���k	� WERNO LI�X DLQ KOMPLEKSNYH

�ISEL z � x iy S x � 
� TOGDA KAK PRI x � 
 DEJSTWUET RAWENSTWO

arg z�arctg
y

x
� ���k	�
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OTREZKU� SOEDINQ��EMU TO�KI z� I z� � I PROHODQ�AQ �EREZ
EGO SEREDINU�� oKRUVNOSTX RADIUSA r S CENTROM z� ESTX

MNOVESTWO TEH TO�EK z�C � DLQ KOTORYH jz�z�j� r��

iZWESTNYE NERAWENSTWA DLQ STORON TREUGOLXNIKA ��DLI�
NA L�BOJ STORONY TREUGOLXNIKA NE BOLX�E SUMMY I NE MENX�

�E RAZNOSTI DLIN DWUH DRUGIH STORON�� IME�T SLEDU��U�
ZAPISX �EREZ MODULI KOMPLEKSNYH �ISEL�

jjz�j� jz�jj� jz��z�j� jz�j� jz�j�
wOT PRIMERY POLQRNOJ ZAPISI KOMPLEKSNYH �ISEL�

�cos ��i sin �� �����cos 
�i sin
�� i�cos���i sin�� �p
��i��

�
cos���i sin��

�
� �p��i��

�
cos��� �i sin���

�
�

�i�
p
�
�
cos���i sin��

�
� �i�p�

�
cos

���
�

�
� i sin

���
�

��
��

�WOZMOVNO DOBAWLENIE K ARGUMENTAM L�BOGO KRATNOGO �
��

zAPISX KOMPLEKSNYH �ISEL W POLQRNOJ FORME SRAZU VE

PROQSNQET GEOMETRI�ESKIJ SMYSL IH UMNOVENIQ I DELENIQ�
ESLI z�r�cos	�i sin	�� A w���cos��i sin��� TO

zw � r�cos	�i sin	���cos��i sin���

�r�
�
�cos	 cos��sin	 sin���i�sin	 cos��cos	 sin��

�
�

�r�
�
cos�	����i sin�	���

�
�

z
w �

r�cos	�i sin	�
��cos��i sin�� �

�cos	�i sin	�
�cos��i sin�� �

�
r
�

�
�cos	 cos��sin	 sin���i�sin	 cos��cos	 sin��

�
�

�
r
�

�
cos�	����i sin�	�����

�nERAWENSTWO VE jz�z�j� jz�z�j OPISYWAET TU IZ DWUH POLUPLOS�

KOSTEJ� OGRANI�ENNYH UKAZANNOJ PRQMOJ� KOTORAQ SODERVIT TO�KU z� �
�oGRANI�ENNYJ VE �TOJ OKRUVNOSTX� KRUG OPISYWAETSQ NERAWEN�

STWOM jz�z�j�r �
� rAWENSTWO ��i�p��cos�

�
�i sin�

�

�
TOVE WERNO� NO ONO NE QWLQETSQ

ZAPISX� �ISLA ��i W POLQRNOJ FORME�



�


wYWODY�
�� pRI PEREMNOVENII NENULEWYH KOMPLEKSNYH �ISEL IH

MODULI PEREMNOVA�TSQ� A ARGUMENTY SKLADYWA�TSQ ��

jzwj� jzjjwj� arg�zw�� arg z�argw�

GEOMETRI�ESKI �TO OZNA�AET�
PRI UMNOVENII KOMPLEKSNOGO �ISLA z ��� NA KOMPLEKSNOE

�ISLO w ��� WEKTOR� IZOBRAVA��IJ �ISLO z� IZMENQET DLI�

NU W jwj RAZ I POWORA�IWAETSQ �WOKRUG NA�ALA KOORDINAT�
NA UGOL� RAWNYJ argw�

�� mODULX OTNO�ENIQ DWUH NENULEWYH KOMPLEKSNYH �I�
SEL RAWEN OTNO�ENI� IH MODULEJ� A ARGUMENT � RAZNOSTI

IH ARGUMENTOW�
�
� z
w

�
��

jzj
jwj � arg

z
w �arg z�argw�

	� sPRAWEDLIWA FORMULA mU�AWRA��
r�cos	�i sin	�

�n
�rn�cos n	�i sinn	�� n�Z �

�ISLA x� iy I x� iy �ILI� �TO TO VE SAMOE� x� i��y��
NAZYWA�T KOMPLEKSNO SOPRQVENNYMI S OBOZNA�ENIQMI IH z
I z � nA PLOSKOSTI KOMPLEKSNO SOPRQVENNYM �ISLAM SOOT�
WETSTWU�T TO�KI �WEKTORY�� SIMMETRI�NYE OTNOSITELXNO
OSI x� kAK SLEDSTWIQ� IME�T MESTO RAWENSTWA�

z�z� z�w � z�w� zw � z w�
z
w �

z
w �

jzj� jzj� zz� jzj�� z�z
� � Rez�

z�z
�i � Imz �

� wSE RAWENSTWA DLQ ARGUMENTOW S�ITA�TSQ WYPOLNENNYMI S TO��
NOSTX� DO SLAGAEMOGO� KRATNOGO ���

�De Moivre Abraham ����������	� FRANCUZSKIJ MATEMATIK�o TOM�
KAKIM SLOVNYM PUTEM I W KAKOM WIDE BYLA WYWEDENA IM �W ���
 G�	 �TA
FORMULA� MOVNO PRO�ITATX W PRIME�ANII K x��� PERWOGO TOMA TRUDA
l��JLERA ��
� �NA S� �������	�
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pRIMEROM PRILOVENIQ PRAWIL PEREMNOVENIQ KOMPLEKS�
NYH �ISEL MOVET SLUVITX WYWOD FORMUL PREOBRAZOWANIQ

DEKARTOWYH KOORDINAT NA PLOSKOSTI PRI POWOROTE OSEJ�
pUSTX OSI KOORDINAT ex� ey POWERNUTY OTNOSITELXNO OSEJ

x� y �WOKRUG IH OB�EGO NA�ALA� NA UGOL � �RIS� ���

0 x

x

iyiy

z
z

�

arg z

0 x

x

iy

iy

z z

�

rIS� �

pROIZWOLXNO WZQTAQ TO�KA PLOSKOSTI IMEET PRI �TOM

DWA NABORA DEKARTOWYH KOORDINAT� �x� y� I �ex� ey�� A POTOMU
WEKTOR� WEDU�IJ IZ NA�ALA KOORDINAT W �TU TO�KU� SLUVIT
IZOBRAVENIEM SRAZU DWUH KOMPLEKSNYH �ISEL �NA DWUH �K�
ZEMPLQRAH KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�� z � x � iy I ez � ex� iey�
DLQ KOTORYH jzj � jezj� A arg z � arg ez��� wYPOLNQETSQ PO��
TOMU RAWENSTWO x� iy� �ex� iey� ��cos�� i sin��� IZ KOTOROGO
�SRAWNENIEM DEJSTWITELXNYH I MNIMYH �ASTEJ� I POLU�A�T
FORMULY PREOBRAZOWANIQ DEKARTOWYH KOORDINAT PRI POWO�
ROTE OSEJ �NA UGOL ����
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II. Последовательности чисел

II.1. Что называют пределом
числовой последовательности

Числовой последовательностью называют функцию на-
туральной1 переменной, принимающую числовые значения.
Именно, говорят, что задана числовая последовательность2

{xn}, если каждому натуральному числу3 n сопоставлено
некое число (действительное или мнимое), обозначаемое
xn и называемое n-м элементом последовательности {xn}.

Вот фрагмент трактата 1800 г. французского математика Лакруа́
(Lacroix Silvester François, 1765–1813): “Если, например, An = 3+2n,
то беря последовательно n=0, n=1, n=2, n=3 и т. д., получили бы
последовательность чисел 3, 5, 7, 9 и т. д.” 4

Имеются и такие варианты записи последовательности:
n �→xn, n = 0, 1, 2, . . . ; {xn}+∞

n=1; {xn}= xn1, xn1+1, . . . ;
постоянную последовательность c, c, . . . естественно обо-
значать {c} (не путая с одноэлементным множеством {c}).

Вместо xn в записи последовательности {xn} часто сто-
ит указание вычислительных действий, которые надлежит
совершить с числом n, чтобы получить n-й элемент после-
довательности. Например, у последовательности

{ 1
n−1

}

элемент x1 не определен, x2 =1, x3 = 1
2 , . . . (или, если угод-

но, можно считать, что первый элемент последовательности
отвечает значению n=2, второй — значению n=3 и т. д.).

1 Вариант: целой неотрицательной.
2 В дальнейшем для краткости просто последовательность.
3 Возможно, начиная с некоторого n=n1 (или, наоборот, с n=0).
4 В оригинале [43, с. 2] (в еще старой французской орфографии):

“ Si l’on avoit, par exemple, An =3+2n; en posant successivement n=0,
n=1, n=2, n=3, etc. on obtiendroit la suite des nombres 3, 5, 7, 9, etc.”
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Число x называют пределом последовательности {xn}
(запись: lim xn = x)1, если истинно утверждение:

“Для любого положительного числа, обозначаемого ε,
существует такое натуральное число n0, что все элемен-
ты xn со значениями n >n0 попадают в ε-окрестность
числа x, т. е. удовлетворяют неравенству |xn−x|< ε.”

Символически оно выражается формулой2

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε) .
Из нее, в частности, следует, что если число ε>0 брать сколь угод-

но малым, то натуральное число n0, для которого верно утверждение
∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε), поневоле оказывается3 сколь угодно большим:
если ε= |xm−x|, где xm — любой отличный от x элемент последова-
тельности {xn}, то неравенство |xn−x|<ε может выполняться для всех
n>n0, лишь если n0>m. Подчеркивая это обстоятельство, наряду с
limxn =x часто пишут lim

n→+∞xn =x (а раньше писали lim
n=∞xn =x).

Данное определение предела последовательности при-
менимо к последовательностям {xn} как действительных ,

1А также lim
n→+∞xn = x (особенно если существует зависимость xn

от других переменных, помимо n), {xn}→x и т. п.
2На удобном для записи утверждений анализа “диалекте” языка

L1Real — языка логики первого порядка, предметными переменными
в котором служат действительные числа. Все кванторы в этой фор-
муле являются ограниченными: переменная ε принимает только по-
ложительные значения, а переменные n и n0 — только целые неот-
рицательные. Более подробную информацию касательно принципов
символической записи можно найти в Приложении I .
В случае последовательности {xn} действительных (но не ком-

плексных) чисел эквивалентной формулой служит
∀µ∀ν(µ<x<ν ⇒ ∃n0∀n(n>n0 ⇒ µ<xn<ν))

(ее смысл: любой содержащий число x интервал содержит все элемен-
ты последовательности {xn} с достаточно большими “номерами”).

3 Если исключить нетипичный случай последовательности, все эле-
менты которой, начиная с некоторого, равны числу x.
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так и комплексных чисел (с записью их {zn} = {xn+ iyn}).
Различие лишь в геометрической трактовке неравенства
|xn−x|<ε (а по сути ε-окрестности числа x). В “действи-
тельном” случае это неравенство означает, что элемент xn

попадает в интервал (x− ε, x + ε) действительной оси. В
“комплексном“ же случае неравенство |zn− z|<ε выражает
тот факт, что элемент zn =xn+ iyn оказывается в круге ра-
диуса ε с центром z = x+ iy на комплексной плоскости, при
этом lim zn =z в том и только в том случае, когда lim xn =x
и lim yn =y.

Последовательность, у которой есть предел, называют
сходящейся, а у которой нет предела — расходящейся.

Символически сходимость последовательности {xn} вы-
ражается формулой

∃x∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε),
а ее расходимость — формулой, получаемой отрицанием :

∀x∃ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|�ε).
Примеры. 1.Постоянная последовательность {c}=c, c, . . .

является сходящейся (ее пределом служит число c).
2. Последовательность

{
a
n

}
(a — любое число) сходится,

и ее предел равен нулю. Доказать это — значит проверить
истинность утверждения, выражаемого формулой

∀ε>0∃n0∀n
(
n>n0 ⇒

∣
∣a
n

∣
∣<ε

)
.

Если для произвольно взятого положительного числа ε
взять в качестве n0 любое натуральное число, превосходя-
щее число |a|

ε (такое число n0 существует по аксиомеA9), то
для натуральных чисел n утверждение “n > n0 ⇒

∣
∣a
n

∣
∣< ε”

оказывается истинным 1.
1 Так же доказывается сходимость к нулю последовательностей{

1
n2

}
,
{

1√
n

}
(выбором соответственно n0>

1√
ε
и n0>

1
ε2 ) и т. п.
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3. Последовательность {(−1)n} является расходящейся.
Доказывается это проверкой истинности утверждения

∀x∃ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |(−1)n−x|�ε).
Каким бы ни было число x, взяв ε= 1

2 , можно утверждать,
что для любого целого числа n0 хотя бы одно из неравенств
|(−1)n0+1− x| < ε или |(−1)n0+2− x| < ε не выполняется: в
противном случае оказывалось бы, что
2= |(−1)n0+1− (−1)n0+2|� |(−1)n0+1−x|+ |x−(−1)n0+2|<2ε=1.

Общие свойства сходящихся последовательностей

1. Сходящаяся последовательность имеет единственный
предел.
Доказательство. Если предположить, что x = lim xn и

x̃ = lim xn (x �= x̃), то каково бы ни было положительное
число ε, для всех достаточно больших “номеров” n должны
были бы выполняться неравенства |xn−x|<ε и |xn−x̃|<ε,
из которых следовало бы, что

|x− x̃| = |(x−xn)+(xn− x̃)|� |x−xn|+ |xn− x̃|< 2ε,
что невозможно при выборе ε � |x−x̃|

2 .

2. Сходимость последовательности не нарушается (и ве-
личина ее предела сохраняется) при любом изменении в
последовательности (равно как при удалении из нее или
добавлении к ней) конечного числа начальных элементов.

Доказательство. Изменить в последовательности {xn}
несколько начальных элементов — значит перейти к после-
довательности {x̃n} с x̃n = xn для всех n, начиная с неко-
торого n1. Удалить же из нее (соответственно, добавить к
ней) начальный элемент — значит перейти к последователь-
ности {xn+1} (соответственно последовательности {xn−1}).

Пусть последовательность {xn} сходится к числу x, т. е.
истинно утверждение, выражаемое формулой
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∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε).
Замена натурального числа n0, существующего (в силу

данной формулы) для любого значения ε>0, на наибольшее
из чисел n0 и n1 позволяет сделать вывод об истинности
утверждения, выражаемого формулой

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |x̃n−x|<ε), —
о сходимости (к пределу x) последовательности {x̃n}.

Подобным образом (заменой n0 , соответственно, на n0−1
и n0+1) выводится истинность утверждений о сходимости
(к пределу x) последовательностей {xn+1} и {xn−1}.
3. Любая сходящаяся последовательность1 {xn} являет-
ся ограниченной : все ее элементы не больше (по модулю)
некоторого положительного числа: ∃h>0∀n(|xn|�h).
Доказательство. Пусть ε — произвольно взятое положи-

тельное число. Тогда если x = lim xn, то для всех нату-
ральных чисел n, бо́льших некоторого n0 , будет выполнять-
ся неравенство |xn−x|< ε, а следовательно, и неравенство
|xn|< |x|+ε. Пусть p — наибольшее из чисел |x1|, . . . , |xn0|, а
h — наибольшее из чисел p и |x|+ε. Тогда |xn|�h для всех
n, поскольку заведомо |xn|� p при всех n�n0 и |xn|< |x|+ε
при всех n>n0 . Q.E.D.

Для последовательностей {xn} действительных чисел
вводят также понятия ограниченности снизу

(∃a∀n(a�xn)
)

и ограниченности сверху
(∃b∀n(xn� b)

)
, при этом ограни-

ченность последовательности {xn} равносильна ее ограни-
ченности снизу и сверху .

В силу доказанного утверждения ограниченность после-
довательности есть необходимое условие ее сходимости. То,
что это условие не является достаточным, видно на при-
мере последовательности {(−1)n}.

1Действительных или мнимых чисел.
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4. Если последовательность {xn} сходится (к числу x) то
последовательность {|xn|} также сходится (к числу |x|).
Доказательство. Формула

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ ||xn|−|x||<ε)
(выражающая то, что lim |xn|= |x|) есть следствие формулы

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε)
и неравенства ||xn|− |x||� |xn−x|.
Арифметика сходящихся последовательностей

Среди сходящихся последовательностей особо выделяют
те, которые сходятся к нулю, называя их бесконечно малы-
ми. Их роль состоит, в частности, в том, что сходимость
последовательности {xn} к числу x равносильна тому, что
последовательность {xn−x} является бесконечно малой.

1) сумма (и разность) двух1 бесконечно малых последо-
вательностей есть бесконечно малая последовательность;
2) произведение любой ограниченной последовательности
на бесконечно малую есть бесконечно малая последова-
тельность.
Доказательство. а) Пусть {αn} и {βn} — бесконечно ма-

лые последовательности (lim αn = lim βn = 0) и пусть ε —
любое положительное число. Согласно определению преде-
ла последовательности для числа ε

2 (как и для любого по-
ложительного числа) существуют такие натуральные чис-
ла n1 и n2 , что

|αn|< ε
2 для всех n>n1 и |βn|< ε

2 для всех n>n2.
Так как |αn ±βn| � |αn|+ |βn|, выбором n0 = max{n1, n2}2

устанавливается истинность утверждения о том, что и по-
следовательности {αn±βn} являются бесконечно малыми:

1А следовательно, и любого конечного числа.
2 Т. е. n0 =n1, если n1 �n2, и n0 =n2, если n1<n2.
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∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |αn±βn|<ε).
б) Пусть {cn} — ограниченная последовательность (т. е.

существует такое положительное число h, что |cn|�h для
всех элементов этой последовательности) и пусть последо-
вательность {αn} является бесконечно малой. Каково бы ни
было положительное число ε, можно утверждать (посколь-
ку lim αn =0), что для положительного числа ε

h существует
такое натуральное число n0, что |αn| < ε

h для всех n > n0.
Как следствие, |cnαn|= |cn||αn|<h ε

h=ε для всех n>n0, т. е.
истинным оказывается утверждение:

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |cnαn|<ε).

Если {xn} и {yn} — сходящиеся последовательности, то
последовательности {xn±yn} и {xnyn} также сходятся и
lim(xn±yn)=lim xn± lim yn , а lim(xnyn)=(lim xn)(lim yn);
если к тому же limyn �= 0, то сходящейся является и по-
следовательность

{
xn

yn

}
, причем lim xn

yn
= limxn

lim yn
.

Доказательство. Если последовательности {xn} и {yn}
сходятся, имея пределами числа x и y , то последователь-
ности {xn−x} и {yn−y} являются бесконечно малыми. В со-
ответствии с установленными свойствами бесконечно малых
последовательностей1 бесконечно малыми являются также
последовательности

{(xn±yn)−(x±y)} = {(xn−x)±(yn−y)}
и

{xnyn−xy} = {xn(yn−y)+(xn−x)y},
а следовательно, последовательности {xn±yn} и {xnyn} схо-
дятся, причем
lim(xn±yn)=lim xn± lim yn и lim(xnyn)=(lim xn)(lim yn).

1 С учетом ограниченности сходящихся последовательностей {xn}
и {y} (постоянной последовательности).
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Если lim yn = y �= 0, то для положительного числа |y|
2

существует натуральное число n1 со свойством: |yn−y|< |y|
2

для всех натуральных чисел (“номеров”) n > n1 ; как след-
ствие, при n >n1 имеет место неравенство |yn|> |y|

2 , в силу
которого определена и оказывается ограниченной последова-
тельность

{ 1
yn

}+∞
n=n1+1

. Остается заметить, используя запись
{
xn

yn
− x
y

}
=

{
xn

yn
− x
yn

+ x
yn

− x
y

}
={ 1

yn
(xn−x) − x

1
y

1
yn

(yn−y)}
и свойства бесконечно малых последовательностей, что по-
следовательность

{
xn

yn
− x
y

}
является бесконечно малой, а по-

этому lim xn

yn
= x
y .

Сходимость и неравенства, “принцип сэндвича”

Если сходящиеся последовательности1 {xn} и {yn} таковы,
что xn � yn для всех натуральных чисел (“номеров”) n,
начиная с некоторого, то lim xn � lim yn.

Доказательство. Пусть lim xn = x и lim yn = y. Рассуж-
дая “от противного”, т. е. предполагая, что x>y, приходится
делать вывод: для положительного числа x−y

2 существуют
такие натуральные числа n1 и n2, что

|xn−x|< x−y
2 , т. е. x− x−y

2 <xn <x+
x−y

2 для всех n>n1,
а
|yn−y|< x−y

2 , т. е. y− x−y
2 < yn < y+

x−y
2 для всех n>n2,

и, как следствие, yn <
x+y

2 < xn для любого n, превосхо-
дящего оба числа n1, n2, а это несовместимо с тем, что по
условию xn � yn для всех натуральных чисел n, начиная
с некоторого. Пролученное противоречие доказывает, что
неравенство lim xn > lim yn неверно.

1Действительных чисел.
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Замечание. При замене в условии утверждения неравен-
ства xn � yn на строгое xn < yn утверждать можно лишь
нестрогое неравенство lim xn � lim yn; это видно на примере
последовательностей

{
− 1
n

}
и

{1
n

}
.

“Принцип сэндвича”. Если {xn} и {x̃n} — сходящиеся
последовательности, причем lim xn = lim x̃n = x, а после-
довательность {yn} такова, что xn � yn � x̃n для всех n,
начиная с некоторого, то последовательность {yn} также
является сходящейся и lim yn =x.1
Доказательство. Так как lim xn = x и lim x̃n = x, для

любого положительного числа ε существуют такие нату-
ральные числа n1 и ñ1 , что

|xn−x|<ε, т. е. x−ε <xn <x+ε для всех n>n1

и
|x̃n−x|<ε, т. е. x−ε < x̃n < x+ε для всех n>ñ1.

Если за n0 взять какое-либо натуральное число, не меньшее
как обоих чисел n1 и ñ1, так и того числа n, начиная с
которого выполняются неравенства xn �yn � x̃n , то для всех
натуральных чисел n > n0 выполненными окажутся также
неравенства x− ε < xn � yn � x̃n < x+ ε, так что истинным
оказывается утверждение ∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |yn−x|<ε),
т. е. lim yn =x. Q.E.D.

1Наглядной иллюстрацией сформулированного свойства, объясня-
ющей его название, служит известное наблюдение: если в сэ́ндвиче —
изделии, состоящем из двух ломтей хлеба, проложенных какой-либо
начинкой, — оба ломтя хлеба направляются в (один и тот же) рот, то
туда же уходит и начинка. Термин “сэндвич” (а его применяют и к
изделиям непищевого назначения) вошел в обиход после того, как ан-
глийский мореплаватель и государственный деятель Джон Монтегю,
4-й граф Сэндвич (John Montagu, 4-th Earl of Sandwich, 1718–1792)
отметился в лондонском обществе тем, что сутки провел за игровым
столом, подкрепляясь (дабы не пачкать рук) исключительно такими
изделиями. (The Oxford English Dictionary. Oxford, 1989, v.XIV, p. 456.)
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Применение вышеприведенных свойств сходящихся по-
следовательностей иллюстрирует разбор двух важных при-
меров (и следующих за ними утверждений).

1. lim
n→+∞

n
√

a = 1 для любого числа a > 0 (a �= 1).

Если a > 1, то и n
√

a > 1,1 а поэтому2 можно записать
n
√

a = 1+rn. Возведение в n-ю степень3 показывает, что
a = (1+rn)

n = 1 +nrn+ · · · � 1+nrn ,
вследствие чего выполняются неравенства 0 < rn � a−1

n ,
применение к которым “принципа сэндвича” дает: lim rn = 0,
а следовательно, lim

n→+∞
n
√

a = lim(1+rn) = 1. Если же 0 < a < 1,

то a−1 > 1, так что4 lim
n→+∞

n
√

a = lim
n→+∞

1
n
√
a−1

= 1
lim

n→+∞
n
√
a−1

= 1.

2. lim
n→+∞

n
√

n = 1.

Учитывая, что n
√

n � 1 при любом натуральном n, можно
записать n

√
n = 1 + rn , где rn � 0. Привлекая формулу

бинома Ньютона (см. с. 26) и опуская в ее правой части все
слагаемые, кроме первого и третьего, можно заключить,
что

n = (1+rn)
n = 1+ n

1 rn+
n·(n−1)

1·2 r2
n + · · · � 1+

n·(n−1)
1·2 r2

n ,

а следовательно, r2
n � 2

n . Если n0 — натуральное число, пре-
восходящее 2

ε2 , то для всех n > n0 выполняются неравенства
r2
n < 2

n< 2
n0

< ε2, а поэтому и неравенство rn < ε. Этим завер-
шается доказательство истинности утверждения

∀ε∃n0∀n(n > n0⇒| n
√

n−1|< ε).
1 Это вытекает, например, из формулы разности степеней (см.

с. 33), примененной к разности (n
√
a )n−1.

2 Если обозначить rn разность между n
√
a и 1.

3Непосредственным раскрытием скобок или примением формулы
бинома Ньютона.

4 С учетом свойств арифметического корня (см. с. 35, замечание 1).
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Если последовательность {xn} сходится к числу x, то
последовательность

{
x1+···+xn

n

}
средних арифметических

элементов этой последовательности также сходится к x.
Доказательство. Пусть ε — любое положительное число,

а n1 — такое натуральное число, что |xn− x| < ε
2 для всех

n > n1. Воспользовавшись соотношениями∣
∣x1+ ···+xn

n −x
∣
∣=

∣
∣(x1−x)+ ···+(xn−x)

n

∣
∣�

� |x1−x|+ ···+|xn1
−x|

n +
|xn1+1−x|+ ···+|xn−x|

n ,
можно заметить, что вторая из последних двух дробеймень-
ше числа ε

2 (при любом n > n1), тогда как первая становится
сколь угодно малой (а следовательно, меньшей числа ε

2 ), ес-
ли n взять достаточно большим (бо́льшим некоторого n2).
В результате оказывается, что

∣
∣x1+···+xn

n −x
∣
∣< ε для всех

n > n0, где n0 — наибольшее из чисел n1, n2.
Если последовательность {xn} положительных чисел схо-
дится к числу x, то последовательность

{
n
√

x1 · · ·xn

}
сред-

них геометрических элементов этой последовательности
также сходится к x.
Доказательство. Пусть ε — любое положительное число,

а n1 — такое натуральное число, что для всех натуральных
чисел n > n1 выполняются неравенства x− ε

2< xn < x+ ε
2 .

Тогда
n
√

x1 · · ·xn = n
√

x1 · · ·xn1xn1+1· · ·xn < n

√
x1 · · ·xn1(x+ ε

2
)n−n1 =

= n

√
x1 · · ·xn1(x+ ε

2
)−n1

(
x+ε

2
)
,

а так как lim
n→+∞

n

√
x1 · · ·xn1(x+ ε

2
)−n1 = 1 (пример 1) и в силу

этого для всех достаточно больших n (бо́льших некоторого

n2) выполняется неравенство n

√
x1 · · · xn1(x+ ε

2
)−n1 < x+ε

x+ ε
2
, то
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для всех n, бо́льших наибольшего из чисел n1, n2, выполня-
ется и неравенство n

√
x1 · · ·xn < x+ε.

Если x = 0, то этого неравенства достаточно, чтобы утвер-
ждать1, что lim n

√
x1 · · ·xn = 0 = lim xn. Если же x > 0, то

надлежит доказать еще выполнение (для всех n, бо́льших
некоторого n0) неравенства n

√
x1 · · · xn > x−ε.

Для этого следует воспользоваться соотношениями2

n
√

x1 · · ·xn = n
√

x1 · · ·xn1xn1+1· · ·xn > n

√
x1 · · ·xn1(x− ε

2
)n−n1 =

= n

√
x1 · · ·xn1(x− ε

2
)−n1

(
x−ε

2
)
.

Именно, поскольку3 lim
n→+∞

n

√
x1 · · ·xn1(x− ε

2
)−n1 = 1, для всех

достаточно больших n (бо́льших некоторого n3) выполняет-

ся неравенство n

√
x1 · · ·xn1(x+ ε

2
)−n1 > x−ε

x− ε
2
, а следовательно,

для всех n, бо́льших наибольшего из чисел n1, n3, выполня-
ется и требуемое неравенство n

√
x1 · · ·xn > x−ε.

В результате оказывается: x− ε
2< n

√
x1 · · ·xn < x+ ε

2 для
всех n > n0, где n0 — наибольшее из чисел n1, n2, n3.

Доказанное утверждение позволяет сделать следующий
важный вывод.
Если для последовательности {xn} положительных чисел
последовательность

{
xn

xn−1

}
сходится к числу c, то к это-

му же числу сходится и последовательность
{

n
√

xn

}
.

Доказательство.

lim n
√

xn = lim n

√
x1

1
x2

x1

x3

x2
· · · xn−1

xn−2

xn

xn−1
= lim xn

xn−1
= c.

1 Ввиду произвольности числа ε> 0.
2 С заменой их неравенством n

√
x1 · · ·xn > x− ε, если число x− ε

оказывается отрицательным.
3 В случае неотрицательности числа x−ε (а потому и числа x− ε

2
).
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Расходимость и бесконечные пределы
Среди расходящихся последовательностей (действитель-

ных чисел) {xn} — тех, для которых ложно утверждение о
их сходимости

∃x∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε),
а следовательно, истинно его отрицание

¬∃x∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε) =

= ∀x∃ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|�ε),
выделяют те, которые имеют бесконечные пределы1: +∞,
−∞ и ∞ (без знака).

Говорят, что последовательность {xn} действительных
чисел имеет бесконечный предел +∞ (запись: lim xn =+∞),
если для любого (подтекст: сколь угодно большого) положи-
тельного числа h существует такое натуральное число n0,
что xn >h для всех n>n0 :

lim xn =+∞ def⇐⇒ ∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn >h) ;

подобным же образом считают:

lim xn =−∞ def⇐⇒ ∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn <−h) .

Последовательность {xn} называют бесконечно большой
с обозначением lim xn =∞ (без знака), если lim |xn|=+∞:

lim xn =∞ def⇐⇒ ∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|> h) .

Например, бесконечно большой является последователь-
ность {qn}, где q — любое число с |q| > 1. Чтобы в этом
убедиться, следует представить число |q| > 1 в виде 1 + r,
где r > 0, и заметив, что

1Предел числовой последовательности, если к слову предел не до-
бавлено прилагательное бесконечный, всегда подразумевается конеч-
ным числом (действительным или мнимым).
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|q2|= (1+r)(1+r) > 1+2r > 2r,
|q3|= |q2|(1+r) > (1+2r)(1+r) > 1+3r > 3r,
. . . . . . . . . .
|qn|> 1+nr > nr,
. . . . . . ,

применить аксиому Архимеда (см. с. 29): каким бы ни было
положительное число h, для числа h

r (как и для любого по-
ложительного числа) существует превосходящее его нату-
ральное число n0. Но тогда |qn|> nr > n0r > h для всех зна-
чений (“номеров”) n > n0 , чем и завершается доказательство
истинности утверждения ∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |qn|> h).
Для того чтобы последовательность {xn} была бесконечно
большой, необходимо и достаточно, чтобы последователь-
ность {(xn)

−1} была бесконечно малой.
Доказательство. Введением обозначения h = ε−1 фор-

мула ∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|> h), служащая выражени-
ем того, что lim xn = ∞, преобразуется в равнозначную ей
формулу ∀ε > 0∃n0∀n(n > n0 ⇒ |(xn)

−1| < ε), выражающую
то, что lim(xn)

−1 = 0.
Соединение доказанного утверждения с разбором предшествующе-

го примера показывает, что если |q| < 1, то последовательность {qn}
является бесконечно малой.

Сравнивая формулы
∀h>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|> h) и ∀h>0∃n(|xn|> h)1,

служащие выражениями того, что последовательность {xn}
является, соответственно, бесконечно большой и неограни-
ченной, можно заключить: а) любая бесконечно большая по-
следовательность является неограниченной; б) существуют
неограниченные последовательности, не являющиеся беско-
нечно большими (например, {(1+(−1)n)n}).

1Отрицание формулы ограниченности ∃h>0∀n(|xn|�h).
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II.2. Какие последовательности называют
монотонными и какие из них сходятся

Последовательность {xn} действительных чисел назы-
вается : а) возрастающей, б) неубывающей, в) убывающей,
г) невозрастающей, если истинны, соответственно, утвер-
ждения: а) ∀n(xn < xn+1), б) ∀n(xn � xn+1), в) ∀n(xn > xn+1),
г) ∀n(xn � xn+1); названные виды последовательностей объ-
единяют термином монотонные последовательности 1.

Замечание 1. Так как любая возрастающая последова-
тельность является неубывающей, а любая убывающая —
невозрастающей, все установленное для неубывающих по-
следовательностей, справедливо и для возрастающих , а то,
что верно для невозрастающих , остается верным и для убы-
вающих .

Замечание 2. Поскольку добавление или отбрасывание
любого конечного числа начальных элементов последова-
тельности не влияют на ее сходимость (см. с. 66, свойство
2), в формулировках утверждений о пределах монотонных
последовательностей условие монотонности можно заме-
нить на монотонность, начиная с некоторого “номера”.

Теорема о сходимости ограниченных монотонных
последовательностей. Любая ограниченная монотонная
последовательность является сходящейся. Точнее:

1) если неубывающая последовательность {xn} ограниче-
на сверху , то она сходится;

2) если невозрастающая последовательность {xn} огра-
ничена снизу , то она сходится.

1 Словосочетания типа монотонно возрастающая (вместо возрас-
тающая) являются избыточными, поскольку возрастание уже есть
проявление монотонности (греч. µoνoτoνoς — однообразный.
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Доказательство (к примеру, пункта 1). Ограниченность
сверху последовательности {xn}= x1 , x2 , . . . означает то же
самое, что ограниченность сверху множества {x1, x2, . . . } ее
элементов.1 Согласно теореме существования точных граней
(см. с. 42) у множества {x1, x2, . . . } есть точная верхняя
грань — действительное число x со свойствами:

а) x является верхней границей этого множества: любой
элемент множества {x1, x2, . . . } не больше числа x;

б) любое число, меньшее x (а его можно записать в виде
x−ε, где ε > 0), не является верхней границей этого множе-
ства: существует элемент xn0 ∈ {x1, x2, . . . }, превосходящий
это число2.

Выполнение этих свойств, имеющих формульную запись
а) ∀n(xn � x) и б) ∀ε > 0∃n0(xn > x−ε),

влечет истинность утверждения
∀ε > 0∃n0∀n(n > n0 ⇒ x−ε < xn < x+ε),

т. е. сходимость последовательности {xn} к числу x.

Любая неограниченная монотонная последовательность
является бесконечно большой. Точнее:
1) неограниченная неубывающая последовательность рас-
ходится к +∞;
2) неограниченная невозрастающая последовательность
расходится к −∞.
Доказательство (к примеру, пункта 2). Неограниченная

1Как отмечалось (см. с. 23), последовательность {xn}=x1, x2, . . .
и множество {x1, x2, . . . } ее элементов — это разные объекты (раз-
личающиеся так же как график функции y = f(x) и его проекция на
ось y): если xn = xm (при n �=m), то xn и xm — различные элементы
последовательности {xn} = x1, x2, . . . , представляющие один и тот
же элемент множества {x1, x2, . . . }.

2А следовательно — ввиду неубывания последовательности {xn} —
превосходящими число x−ε оказываются и все элементы xn с n>n0.
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невозрастающая последовательность {xn} является (в силу
неравенств x1 � x2 � . . .xn � xn+1 � . . . ) неограниченной сни-
зу . Каким бы ни было положительное число h, существу-
ет поэтому элемент xn0 последовательности {xn}, меньший
числа −h, так что (ввиду невозрастания последовательно-
сти) −h > xn0 � xn0+1 � xn0+2 � · · · , и истинным оказывается
утверждение ∀h > 0∃n0∀n(n > n0⇒xn <−h). Q.E.D.

Примеры. 1. Если |q| < 1, то {qn} — бесконечно малая
последовательность.

Так как |q| � |q|2 � |q|3 � · · · � 0, последовательность
{|q|n} является невозрастающей и ограниченной снизу . По-
этому она сходится к некоторому числу x, к которому схо-
дится и последовательность {|q|n+1} — последовательность
{|q|n} с отброшенным первым элементом. Равенства

x = lim
n→+∞

|q|n = lim
n→+∞

|q|n+1 = |q| lim
n→+∞

|q|n = |q|x
позволяет сделать вывод: x = 0, т. е. последовательность
{|q|n}, а с ней (так как |q|n = |qn|) и последовательность
{qn}, являются бесконечно малыми.

2. Последовательность
{
nk

an

}
является бесконечно малой

при любом k = 1, 2, . . . и любом a с |a| > 1, а последова-
тельность

{
bn

n!

}
является бесконечно малой при любом b.

Обозначения xn =
∣
∣nk

an

∣
∣, yn =

∣
∣bn
n!

∣
∣ приводят к равенствам

xn+1

xn
=

(n+1)k

nk |a| =
(
1+ 1

n

)
k 1
|a| ,

yn+1

yn
=

|b|
n+1 ,

из которых следует, что lim
n→+∞

xn+1

xn
= 1

|a| < 1, а lim
n→+∞

yn+1

yn
= 0.

Как следствие для всех достаточно больших значений n вы-
полняются неравенства xn+1

xn
< 1 и yn+1

yn
< 1, т. е. обе последо-

вательности {xn} и {yn} оказываются убывающими (во вся-
ком случае, начиная с некоторого “номера”). Поскольку обе
последовательности ограничены снизу (числом 0), они схо-
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дятся к некоторым (неизвестным пока) числам: lim xn = x,
lim yn = y . Так как к этим же числам x и y сходятся так-
же последовательности {xn+1} и {yn+1}, переход к пределам
в равенствах xn+1 = xn

(
1+ 1

n

)
k 1
|a| и yn+1 = yn

|b|
n+1 позволяет

заключить: x = x·1k · 1
|a| , y = y ·0, так что lim

n→+∞

∣
∣nk

an

∣
∣= x = 0 и

lim
n→+∞

∣
∣bn
n!

∣
∣= x = 0, а следовательно lim

n→+∞
nk

an = 0 и lim
n→+∞

bn

n! = 0.

3. Каким бы ни было положительное число a, последо-
вательность {xn}, элементы которой определяются соотно-
шением xn+1=

1
2

(
xn+ a

xn

)
с произвольно взятым начальным

элементом x1 > 0, сходится к числу
√

a.
Из соотношения xn+1 = 1

2

(
xn+ a

xn

)
вытекают равенства

xn−xn+1 = 1
2

(
xn− a

xn

)
= 1

2
(x2

n−a)
xn

,

x2
n+1−a = 1

4

(
x2

n + 2a+ a2

x2
n

)
−a = 1

4
(x2

n−a)2
x2

n
,

позволяющие сделать следующие выводы:
если x2

1 = a, то все элементы последовательности {xn}
равны

√
a;

если x2
1 >a или же x2

1 < a, то в обоих случаях x2
2 >a;

x3 < x2 , при этом x2
3 >a;

x4 < x3 , при этом x2
4 >a;

вообще xn+1 < xn (причем x2
n+1 > a) для любого n� 2.

Последовательность {xn}, являясь убывающей и ограни-
ченной снизу (поскольку все xn > 0), сходится к некоторому
числу x, к которому сходится и последовательность {xn+1}
(последовательность {xn} с отброшенным первым элемен-
том). Это приводит к соотношениям

x = lim xn+1 = lim
n→+∞

1
2

(
xn+ a

xn

)
= 1

2

(
x+ a

x

)
,

в силу которых x =
√

a.
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II.3. Предел каких последовательностей
принят за число e

Пусть xn =
(
1+ 1

n

)
n, а yn =1+ 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n! , n = 1, 2, . . .

Обе последовательности {xn} и {yn} сходятся к одному
и тому же числу, обозначаемому e.
Доказательство. Так как yn+1 = yn+ 1

(n+1)! , последова-
тельность {yn} является возрастающей, а так как

yn = 1+ 1
1 + 1

1·2 + · · ·+ 1
1·2···n � 1+1+ 1

2 + · · ·+ 1
2n−1 < 3,

то и ограниченной сверху . Поэтому существовует число
y = lim yn = lim

(
1+ 1

1! +
1
2! + · · ·+ 1

n!

)
� 3.

Что касается последовательности {xn}, то применение
формулы бинома Ньютона (см. с. 26)1 дает равенства

xn =
(
1+ 1

n

)
n
= 1+ n

1
1
n +

n(n−1)
1·2

(1
n

)
2
+ · · · +

n(n−1) ··· 2·1
1·2 ··· (n−1)·n

(1
n

)
n
=

= 1+ 1
1 + 1

1·2
n−1
n + · · · + 1

1·2 ··· (n−1)·n
(n−1)···2·1

nn−1 ,

из которых следует, что xn � 1+ 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

n! = yn � 3.
Переход же в них от n к n+1, увеличивающий как все
(начиная с третьего) слагаемые в правой части, так и (на
единицу) число этих слагаемых, показывает, что xn < xn+1 .
Следует вывод: последовательность {xn} сходится к неко-
торому числу x, причем x = lim xn � lim yn = y.

С другой стороны, взяв произвольно натуральное число
k и оставив в правой части представления

xn =
(
1+ 1

n

)
n
= 1+ 1

1 + 1
1·2

n−1
n + · · · + 1

1·2 ··· (n−1)·n
(n−1)···2·1

nn−1

лишь первые k + 1 слагаемых (считая, что n > k), можно
прийти к соотношениям

1 Если взять в ней x=1 и a= 1
n
.
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xn � 1+ 1
1 + 1

1·2
n−1
n + · · · + 1

1·2 ··· k
(n−1)···(n−k+1)

nk−1 =

= 1+ 1
1! + 1

2!

(
1− 1

n

)
+ · · · + 1

k !

(
1− 1

n

)
· · ·

(
1− k−1

n

)
,

а от них — переходом к пределу при n → +∞ и произволь-
ном, но фиксированном k — к соотношениям

x = lim xn �1+ 1
1! +

1
2! + · · ·+ 1

k ! = yk ,
дающим в пределе — на сей раз при k → +∞ — неравен-
ство x � y. В соединении с ранее полученным неравенством
x � y это доказывает, что последовательности {xn} и {yn}
сходятся к одному и тому же числу, для которого Эйлер
([29], § 122, с. 120) предложил обозначение e и нашел при-
ближенное значение 2, 71828 18284 59045 23536 028.

Следующее утверждение, дающее оценку разности e − yn, позво-
ляет доказать иррациональность числа e.
При любом натуральном n справедливы неравенства

1
(n+1)!

< e−
(
1+ 1

1!
+ 1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
< 1

n!n
.

Доказательство. При любом натуральном n и k= 2, 3, . . . выпол-
няются соотношения

а) 1+ 1
1!

+ 1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+ 1
(n+1)!

= yn+1<yn+2 � yn+k

и
б) yn+k−yn = 1

(n+1)!
+ 1

(n+2)!
+ · · ·+ 1

(n+k)!
=

= 1
(n+1)!

(
1+ 1

n+2
+ · · · + 1

(n+2)···(n+k)

)
�

� 1
(n+1)!

(
1+ 1

n+2
+ · · · + 1

(n+2)k−1

)
= 1

(n+1)!

1− 1

(n+2)k

1− 1
n+2

.

Переход в них к пределу при k→ +∞ (и фиксированном n) дает:

а) 1+ 1
1!

+ 1
2!

+ · · ·+ 1
n!

+ 1
(n+1)!

< yn+2 � e
и

б) e−yn � 1
(n+1)!

n+2
n+1

< 1
n!n

(ввиду того, что n+2
n+1

< n+1
n
). Q.E.D.

Если допустить, что e — рациональное число
(
e= m

n

)
, то возника-

ет противоречие : число n!
(
e−

(
1+ 1

1!
+ 1

2!
+ · · ·+ 1

n!

))
, заведомо явля-

ясь целым, одновременно оказывается заключенным между числами
1

n+1
и 1

n
.
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eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fxng SHODITSQ
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�KWIWALENTNAQ FORMULIROWKA TEOREMY� L�BAQ OGRANI�

�ENNAQ POSLEDOWATELXNOSTX IMEET SHODQ�U�SQ PODPOSLEDO�
WATELXNOSTX�

dOKAZATELXSTWO� sOGLASNO OPREDELENI� �SM� S� ��� OGRA�
NI�ENNOSTX POSLEDOWATELXNOSTI� fxng OZNA�AET SU�ESTWOWA�
NIE OTREZKA �a� b�
 SODERVA�EGO WSE �LEMENTY �TOJ POSLEDO�
WATELXNOSTI� �a�b�n�a�xn� b��

pUSTX X � MNOVESTWO TEH DEJSTWITELXNYH �ISEL
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WA OT KOTORYH �NA �ISLOWOJ OSI� LEVIT BESKONE�NO MNOGO

�LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng� mNOVESTWO X NEPUSTO

�EMU PRINADLEVIT L�BOE �ISLO
 MENX�EE a� I OGRANI�ENO

SWERHU �NAPRIMER
 �ISLOM b�
 TAK �TO PO TEOREME O SU�ESTWO�
WANII TO�NYH GRANEJ �SM� S� �� SU�ESTWUET �ISLO x� supX �
oSTAETSQ DOKAZATX
 �TO �ISLO x QWLQETSQ PREDELXNOJ TO��

KOJ POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
pUSTX � � L�BOE �SKOLX UGODNO MALOE� POLOVITELXNOE

�ISLO� sOGLASNO OPREDELENI� TO�NOJ WERHNEJ GRANI �SM�
S� �� L�BOJ �LEMENT MNOVESTWA X NE PREWOSHODIT �ISLA

x
 TAK �TO x� �
� ��X 
 A POTOMU SPRAWA OT �ISLA x� �

� MOVET

NAHODITXSQ LI�X KONE�NOE �ISLO �LEMENTOW POSLEDOWATELX�
NOSTI fxng �LIBO IH NET SOWSEM�� s DRUGOJ STORONY
 �ISLO
x� � NE QWLQETSQ WERHNEJ GRANICEJ MNOVESTWA X 
 A POTOMU
SPRAWA OT NEGO ESTX �LEMENT x � X �SPRAWA OT KOTOROGO
 A
SLEDOWATELXNO
 SPRAWA OT �ISLA x�� LEVIT BESKONE�NO MNO�
GO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng�� sOPOSTAWLENIE �TIH
FAKTOW POKAZYWAET� INTERWAL �x��� x��� PRI L�BOM � � �
SODERVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI

fxng
 A SLEDOWATELXNO
 x �SOGLASNO KRITERI� NA S� �� ESTX
PREDELXNAQ TO�KA �TOJ POSLEDOWATELXNOSTI �T� E� PREDEL NE�
KOTOROJ EE PODPOSLEDOWATELXNOSTI�� Q�E�D�

�dEJSTWITELXNYH �ISEL�



��

II��� �TO PONIMA�T POD WERHNIM I NIVNIM

PREDELAMI POSLEDOWATELXNOSTI

dLQ PROIZWOLXNO WZQTOJ POSLEDOWATELXNOSTI� fxng PUSTX
X � MNOVESTWO TEH DEJSTWITELXNYH �ISEL
 SPRAWA OT KOTO�
RYH �NA �ISLOWOJ OSI� LEVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW

�TOJ POSLEDOWATELXNOSTI� tO�NAQ WERHNQQ GRANX �TOGO MNO�
VESTWA X ESTX TO
 �TO NAZYWA�T WERHNIM PREDELOM POSLEDO�

WATELXNOSTI fxng S OBOZNA�ENIEM EGO limxn ILI lim sup xn�
�

wOZMOVNY TRI SLU�AQ�
�� MNOVESTWO X PUSTO�
�� MNOVESTWO X NEPUSTO I OGRANI�ENO SWERHU �
	� MNOVESTWO X NE OGRANI�ENO SWERHU �
sOOTWETSTWENNO �TIM SLU�AQM�
�� limxn� supX ��� �SM� S� ���

�� limxn� supX ESTX NEKOE DEJSTWITELXNOE �ISLO x�

	� limxn� supX ��� �SM� S� ���
w PERWOM SLU�AE SPRAWA OT L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �IS�

LA �NA �ISLOWOJ OSI� MOVET NAHODITXSQ LI�X KONE�NOE �ISLO
�LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng �LIBO IH NET SOWSEM�
 A
POTOMU W L�BOJ PROMEVUTOK WIDA ���� a� � TO
 �TO NA�
ZYWA�T OKRESTNOSTX� �LEMENTA �� � POPADA�T WSE �LE�
MENTY POSLEDOWATELXNOSTI fxng
 NA�INAQ S NEKOTOROGO
 A �TO
OZNA�AET �SM� S� ���
 �TO lim xn����

wO WTOROM SLU�AE L�BAQ OKRESTNOSTX �ISLA� x � IN�

TERWAL WIDA �x��� x��� � SODERVIT BESKONE�NO MNOGO �LE�
MENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng
 TOGDA KAK SPRAWA OT L��

�dEJSTWITELXNYH �ISEL�
�dOKAZATELXSTWO TEOREMY bOLXCANO�wEJER�TRASSA 
SM� S� �� PO

SUTI BYLO DOKAZATELXSTWOM TOGO� �TO L�BAQ OGRANI�ENNAQ POSLEDOWA�
TELXNOSTX 
DEJSTWITELXNYH �ISEL� IMEET WERHNIJ PREDEL�

� tO�NEE� IZOBRAVA��EJ EGO TO�KI �ISLOWOJ OSI�



��

BOGO TAKOGO INTERWALA IH MOVET BYTX LI�X KONE�NOE �IS�
LO �ILI NET SOWSEM��� FAKTI�ESKI �TO OZNA�AET
 �TO �ISLO
x � limxn OKAZYWAETSQ NAIBOLX�EJ PREDELXNOJ TO�KOJ PO�
SLEDOWATELXNOSTI fxng�

w TRETXEM SLU�AE L�BOJ PROMEVUTOK WIDA �a���� �

TO
 �TO NAZYWA�T OKRESTNOSTX� �LEMENTA �� � SODER�
VIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng

A SLEDOWATELXNO
 SU�ESTWUET PODPOSLEDOWATELXNOSTX fxnkg

RASHODQ�AQSQ K �� � limxn� limxnk������

dWOJSTWENNYM PO OTNO�ENI� K WERHNEMU PREDELU QWLQET�
SQ PONQTIE NIVNEGO PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI fxng
 OBO�
ZNA�AEMOGO SIMWOLAMI limxn I lim inf xn I OPREDELQEMOGO

KAK TO�NAQ NIVNQQ GRANX MNOVESTWA TEH DEJSTWITELXNYH

�ISEL
 SLEWA OT KOTORYH �NA �ISLOWOJ OSI� LEVIT BESKONE��

NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
pODOBNO TOMU
 KAK �TO IMELO MESTO DLQ WERHNEGO PREDELA


WOZMOVNY TRI SLU�AQ�

�� limxn��� � ESLI NET DEJSTWITELXNYH �ISEL
 SLE�
WA OT KOTORYH �NA �ISLOWOJ OSI� NAHODILOSX BY BESKONE�NO

�dLQ OBOSNOWANIQ �TOGO DOSTATO�NO ZAMETITX� �TO 
W SOOTWETSTWII

S OPREDELENIEM MNOVESTWA X � SPRAWA OT �ISLA x�
�
� MOVET LEVATX

LI�X KONE�NOE �ISLO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng 
LIBO IH NET
SOWSEM�� TOGDA KAK SPRAWA OT �ISLA x�� ESTX �LEMENT MNOVESTWA X � A
POTOMU SPRAWA OT NEGO LEVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWA�
TELXNOSTI fxng�

�oBY�NO �TO WYRAVA�T SLOWAMI	 �LEMENT �� ESTX BESKONE�NAQ

PREDELXNAQ TO�KA 
ILI BESKONE�NYJ �ASTI�NYJ PREDEL� POSLEDOWA�
TELXNOSTI fxng� dLQ POSTROENIQ TAKOJ PODPOSLEDOWATELXNOSTI DOSTA�
TO�NO 
POLXZUQSX TEM� �TO L�BOJ PROMEVUTOK 
a���� SODERVIT BES�
KONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng� WZQTX W KA�ESTWE
xn� L�BOJ �LEMENT POSLEDOWATELXNOSTI fxng� LEVA�IJ W PROMEVUTKE

������ W KA�ESTWE xn� � L�BOJ �LEMENT POSLEDOWATELXNOSTI fxng S
�NOMEROM� n��n�� LEVA�IJ W PROMEVUTKE 
����� I T�D�



��

MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fxng� �TO OZNA�AET
 �TO
L�BOJ PROMEVUTOK �a���� �L�BAQ OKRESTNOSTX �LEMENTA
��� SODERVIT WSE �LEMENTY POSLEDOWATELXNOSTI fxng
 NA�
�INAQ S NEKOTOROGO
 T� E� lim xn����

�� limxn ESTX NEKOE DEJSTWITELXNOE �ISLO x � ESLI MNO�
VESTWO TEH DEJSTWITELXNYH �ISEL
 SLEWA OT KOTORYH �NA �I�
SLOWOJ OSI� LEVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWA�
TELXNOSTI fxng
 NEPUSTO I OGRANI�ENO SNIZU � W �TOM SLU�AE

L�BOJ INTERWAL �x��� x��� � ��OKRESTNOSTX �ISLA x �

SODERVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI

fxng
 TOGDA KAK SLEWA OT L�BOGO TAKOGO INTERWALA IH MO�
VET BYTX LI�X KONE�NOE �ISLO �ILI NET SOWSEM�� PO SUTI
�TO OZNA�AET
 �TO �ISLO x� limxn ESTX NAIMENX�AQ IZ WSEH
PREDELXNYH TO�EK POSLEDOWATELXNOSTI fxng�

	� limxn ��� � ESLI SLEWA OT L�BOGO DEJSTWITELXNO�
GO �ISLA LEVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW POSLEDOWATELX�
NOSTI fxng
 A SLEDOWATELXNO
 SU�ESTWUET PODPOSLEDOWATELX�
NOSTX fxnkg
 RASHODQ�AQSQ K �� � limxn� limxnk������

wYWODY�
�� wERHNIJ I NIVNIJ PREDELY �WOZMOVNO
 BESKONE�NYE�

IMEET L�BAQ POSLEDOWATELXNOSTX DEJSTWITELXNYH �ISEL��

�� wERHNIJ �SOOTWETSTWENNO
 NIVNIJ� PREDEL POSLEDOWA�
TELXNOSTI fxng �BUDX ON KONE�NYM ILI BESKONE�NYM� OBLA�
DAET SLEDU��IM SWOJSTWOM� L�BAQ EGO OKRESTNOSTX �NA �I�
SLOWOJ OSI� SODERVIT BESKONE�NO MNOGO �LEMENTOW �TOJ PO�
SLEDOWATELXNOSTI
 TOGDA KAK SPRAWA �SOOTWETSTWENNO
 SLEWA�
OT L�BOJ TAKOJ OKRESTNOSTI �TIH �LEMENTOW MOVET BYTX

LI�X KONE�NOE �ISLO �ILI NET SOWSEM��

�iNA�E GOWORQ� �LEMENT �� ESTX BESKONE�NAQ PREDELXNAQ TO�KA


ILI BESKONE�NYJ �ASTI�NYJ PREDEL� POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
� w TO WREMQ KAK PREDEL 
KONE�NYJ ILI BESKONE�NYJ� SU�ESTWUET

NE DLQ WSQKOJ POSLEDOWATELXNOSTI�



��

�pO SUTI �TO OZNA�AET
 �TO WERHNIJ I NIVNIJ PREDELY

POSLEDOWATELXNOSTI QWLQ�TSQ SOOTWETSTWENNO NAIBOLX�IM

I NAIMENX�IM IZ EE �ASTI�NYH PREDELOW��

	� sU�ESTWOWANIE PREDELA �KONE�NOGO ILI BESKONE�NOGO�
DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng DEJSTWITELXNYH �ISEL RAWNO�
SILXNO SOWPADENI� EE WERHNEGO I NIVNEGO PREDELOW
 PRI
�TOM lim xn� limxn� limxn�

sLEDUET POD�ERKNUTX RAZLI�IE PONQTIJ WERHNEGO I NIV�

NEGO PREDELOW POSLEDOWATELXNOSTI �limxn I limxn� ITO�NOJ
WERHNEJ I TO�NOJ NIVNEJ GRANEJ MNOVESTWA EE �LEMENTOW

�KRATKO OBOZNA�AEMYH sup xn I inf xn�
�� nAPRIMER�

DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
�
�� 
���n

n

�

sup xn�x���� inf xn�x��
�
�

 limxn� limxn� limxn� ��

DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
�
����n� �

n

�

sup xn��� inf xn�x����� limxn��� limxn����

DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
�
n����n� �

n

�

sup xn���� inf xn�x����� limxn���� limxn���

pONQTIQ WERHNEGO I NIVNEGO PREDELOW POSLEDOWATELXNOSTI 
HOTQ
I BEZ UPOTREBLENIQ SAMIH �TIH TERMINOW� BYLI WWEDENY gAUSSOM W

ZAMETKE NA S� ������� TOMA X EGO SOBRANIQ SO�INENIJ ����� sOGLASNO
EGO OPREDELENI� 
�KWIWALENTNOMU DANNOMU WY�E� WERHNIJ I NIVNIJ

PREDELY POSLEDOWATELXNOSTI fxng � �TO SOOTWETSTWENNO

lim
n���

supfxn � xn�� � xn�� � � � � g I lim
n���

inffxn � xn�� � xn�� � � � � g��
oSNOWNU� ROLX ZDESX IGRAET TOT FAKT� �TO POSLEDOWATELXNOSTI fung
I fvng �ISEL 
WOZMOVNO� BESKONE�NYH�

un� supfxn� xn�� � xn�� � � � � g I vn� inffxn� xn�� � xn�� � � � � g
QWLQ�TSQ SOOTWETSTWENNO NEWOZRASTA��EJ I NEUBYWA��EJ�

� wMESTO supfx� � x� � � � � g I inffx� � x� � � � � g�
�oTS�DA I PROISHODQT ALXTERNATIWNYE OBOZNA�ENIQM limxn I

limxn OBOZNA�ENIQ WERHNEGO I NIVNEGO PREDELOW lim supxn I lim inf xn �



��

II��� w �EM SOSTOIT KRITERIJ kO�I

pOSLEDOWATELXNOSTX fxng NAZYWA�T FUNDAMENTALXNOJ�
ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� KAKOWO BY NI BYLO POLOVITELX�

NOE �ISLO �� SU�ESTWUET TAKOE CELOE NEOTRICATELXNOE �IS�
LO n�� �TO L�BYE DWA �LEMENTA POSLEDOWATELXNOSTI fxng S
�NOMERAMI�� B�OLX�IMI� �EM n�� RAZLI�A�TSQ MEVDU SOBOJ

MENX�E� �EM NA �� �����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj��� ��

kRITERIJ kO��I�� dLQ TOGO �TOBY POSLEDOWATELXNOSTX�

fxng BYLA SHODQ�EJSQ� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY ONA

BYLA FUNDAMENTALXNOJ�

dOKAZATELXSTWO� ��nEOBHODIMOSTX� pUSTX POSLEDOWATELX�
NOSTX� fxng SHODITSQ �K NEKOTOROMU �ISLU x�� wZQW L��
BOE POLOVITELXNOE �ISLO �
 MOVNO UTWERVDATX �POSKOLXKU
limxn� x�
 �TO W �

�
�OKRESTNOSTX �ISLA x POPADA�T WSE �LE�

MENTY xn S �NOMERAMI	
 B�OLX�IMI NEKOTOROGO n� � sLEDOWA�
TELXNO
 DLQ L�BOGO n � n� I L�BOGO NATURALXNOGO k BUDUT

WYPOLNQTXSQ SOOTNO�ENIQ

jxn�xn�kj� jxn�x�x�xn�kj� jxn�xj� jx�xn�kj� �
��

�
� 


�TO I DOKAZYWAET ISTINNOSTX DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng
UTWERVDENIQ �����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj����

�iNOGDA BOLEE UDOBNA �KWIWALENTNAQ ZAPISX 
S ISPOLXZOWANIEM OBO�
ZNA�ENIQ n�k�m�	

�����n��n�m
n�n��m�n� � jxn�xmj��� �

� bOLEE PRAWILXNOE EGO NAZWANIE � KRITERIJ bOLXCANO�kO�I	
bOLXCANO PRIWEL EGO S DOKAZATELXSTWOM W SWOEJ ZNAMENITOJ RABOTE

���� G� 
UKAZANNOJ NA S� ���� TOGDA KAK U kO�I ON WPERWYE WSTRE�AETSQ

PRI�EM BEZ DOKAZATELXSTWA� W WY�ED�EM �ETYRXMQ GODAMI POZDNEE

�kURSE ANALIZA� �����
�dEJSTWITELXNYH ILI MNIMYH �ISEL�



��

�� dOSTATO�NOSTX� pUSTX fxng� POSLEDOWATELXNOSTX DEJ�

STWITELXNYH �ISEL
 I DLQ NEE ISTINNO UTWERVDENIE
 WYRA�
VAEMOE FORMULOJ ��� ��n��n�k�n � n� � jxn�xn�kj� ���
wZQW KAKOE�LIBO ZNA�ENIE �� ���� I S�ITAQ
 �TO n� ESTX TO

CELOE NEOTRICATELXNOE �ISLO
 KOTOROE �SOGLASNO FORMULE�
SU�ESTWUET DLQ ZNA�ENIQ �� ��
 MOVNO UTWERVDATX�

jxn�xn���j��� DLQ WSEH n�n� 


A SLEDOWATELXNO
 DLQ WSEH TAKIH ZNA�ENIJ n

jxnj� jxn�xn����xn���j� jxn�xn���j�jxn���j� jxn���j����

oBOZNA�AQ c NAIBOLX�EE IZ �ISEL

jx�j� � � � � jxn� j� jxn���j��� 


MOVNO UTWERVDATX TEPERX
 �TO jxnj� c PRI WSEH n��� �� � � � 

T� E� POSLEDOWATELXNOSTX fxng OKAZYWAETSQ OGRANI�ENNOJ�

pO TEOREME bOLXCANO
wEJER�TRASSA �SM� S� ��� POSLEDO�
WATELXNOSTX fxng
 QWLQQSX OGRANI�ENNOJ
 IMEET PREDELXNU�
TO�KU � �ISLO x
 L�BAQ OKRESTNOSTX KOTOROGO �NA �I�
SLOWOJ OSI� SODERVIT �LEMENTY POSLEDOWATELXNOSTI fxng SO
SKOLX UGODNO BOLX�IMI �NOMERAMI	� oSTAETSQ DOKAZATX
 �TO
�ISLO x NA SAMOM DELE ESTX PREDEL POSLEDOWATELXNOSTI fxng

T� E� ISTINNO UTWERVDENIE �����n��n�n�n��jxn�xj����

pUSTX � � L�BOE POLOVITELXNOE �ISLO� tAK KAK POSLE�
DOWATELXNOSTX fxng FUNDAMENTALXNA
 DLQ �ISLA �

� SU�EST�
WUET TAKOE NATURALXNOE �ISLO �KOTOROE MOVNO OBOZNA�ITX
n��
 �TO L�BYE DWA �LEMENTA POSLEDOWATELXNOSTI fxng S �NO�
MERAMI	
 PREWOSHODQ�IMI n�
 OTSTOQT DRUG OT DRUGA MENX�
�E
 �EM NA

�
�
� wZQW W �

�
�OKRESTNOSTI �ISLA x �LEMENT POSLE�

DOWATELXNOSTI fxng S �NOMEROM	 n� � n� �A TAKOJ SU�EST�
WUET
 POSKOLXKU x � PREDELXNAQ TO�KA POSLEDOWATELXNOSTI

fxng�
 MOVNO UTWERVDATX� ESLI n�n�
 TO

jxn�xj� jxn�xn��xn��xj� jxn�xn�j� jxn��xj� �
�
� �

�
� �


A SLEDOWATELXNO
 x� limxn�



��

pUSTX TEPERX fzng � fxn� iyng � FUNDAMENTALXNAQ PO�
SLEDOWATELXNOSTX KOMPLEKSNYH �ISEL
 T� E� ISTINNO UTWERV�
DENIE �����n��n�k�n�n� � jzn�zn�kj���� tAK KAK

jzn�zn�kj�
p

�xn�xn�k����yn�yn�k�� �

�
jxn�xn�kj
jyn� yn�kj




ISTINNYMI OKAZYWA�TSQ I UTWERVDENIQ

�����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj���


�����n��n�k�n�n� � jyn�yn�kj���


T� E� FUNDAMENTALXNYMI OKAZYWA�TSQ POSLEDOWATELXNOSTI

fxng I fyng DEJSTWITELXNYH �ISEL� pO UVE DOKAZANNOMU �TI
POSLEDOWATELXNOSTI SHODQTSQ K NEKOTORYM �ISLAM x I y
 A
SLEDOWATELXNO
 SHODITSQ � K �ISLU z � x� iy � I POSLEDO�
WATELXNOSTX fzng� fxn� iyng�� Q�E�D�

pRIMERY� �� pOSLEDOWATELXNOSTX�
�� �

��� � � �� �
n�

�
� �� �� �

�� 
 �� �
���

�
�� 
 �� �

���
�
�� �

�
�� 
 � � �

SHODITSQ� dLQ DOKAZATELXSTWA SLEDUET
 OBOZNA�IW �LEMENTY
POSLEDOWATELXNOSTI xn 
 WOSPOLXZOWATXSQ SOOTNO�ENIQMI

jxn�xn�kj� �

n���� �

�

n���� � � � � � �


n�k�� �

� �
n
n����

�

n���
n��� � � � � � �


n�k���
n�k� �

�
�
�
n
� �

n��

�
�
�

�
n���

�
n��

�
� � � ��

�
�

n�k���
�

n�k

�
� �

n
� �

n�k�
�
n



�pUSTX � � L�BOE POLOVITELXNOE �ISLO� pOSKOLXKU lim xn � x� A
lim yn � y� DLQ �ISLA �p

�

KAK I DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA�

SU�ESTWU�T TAKIE NATURALXNYE �ISLA n� I n�� �TO jxn�xj� �p
�
PRI

n�n�� A jyn�yj� �p
�
PRI n�n�� nO TOGDA

jzn�zj� j
xn�iyn��
x� iy�j�p
xn�x���
yn�y�� ��

PRI L�BOM n�n� � GDE n� � NAIBOLX�EE IZ �ISEL n�� n�� sLEDOWATELXNO�
ISTINNO UTWERVDENIE �����n��n
n�n� � jzn�zj���� T� E� lim zn� z�



�

IZ KOTORYH SLEDUET
 �TO ESLI DLQ L�BOGO �ISLA ��� WZQTX

W KA�ESTWE n� NATURALXNOE �ISLO
 PREWOSHODQ�EE
�
�

 TO DLQ

L�BYH NATURALXNYH �ISEL n�n� I k��� �� �� � � � BUDET WY�
POLNQTXSQ NERAWENSTWO jxn�xn�kj��
 T� E� ISTINNYM OKAZY�
WAETSQ UTWERVDENIE �����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj���

I OSTAETSQ WOSPOLXZOWATXSQ KRITERIEM kO�I�

�� pOSLEDOWATELXNOSTX�
�� �

�� � � �� �
n

�
� �� �� �

� 
 �� �
��

�
� 
 �� �

��
�
��

�
� 
 � � �

RASHODITSQ� dLQ TOGO �TOBY �TO DOKAZATX
 ISPOLXZUQ KRITE�
RIJ kO�I
 SLEDUET PREDWARITELXNO SOSTAWITX FORMULXNU�
ZAPISX UTWERVDENIQ �POSLEDOWATELXNOSTX fxng NE QWLQET�
SQ FUNDAMENTALXNOJ� � POSTROIW �PO OBY�NYM PRAWILAM��
OTRICANIE FORMULY �����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj���

PRIHODQ K SLEDU��EJ�

�����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj� �� �

dOKAZATX
 �TO DLQ POSLEDOWATELXNOSTI fxng�
�
�� �

�� � � �� �
n

�

ZNA�ENIE POSLEDNEJ FORMULY ESTX ISTINA
 MOVNO WYBOROM
DLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO NATURALXNOGO �ISLA n� ZNA�ENIJ

n�n� I k�n�� pRI TAKOM WYBORE �TIH ZNA�ENIJ

jxn�xn�kj� �
n���

�
n��� � � � � �

n�k
�

� �
n���

� �
n���

� � � � � �
n��n�

� n�
�

n��n�

��ISLO SKLADYWAEMYH DROBEJ RAWNO n�
 A NAIMENX�EJ IZ

NIH QWLQETSQ POSLEDNQQ�
 TAK �TO ISTINNOSTX UTWERVDENIQ
�����n��n�k�n�n� � jxn�xn�kj� �� DLQ DANNOJ POSLEDO�
WATELXNOSTI USTANOWLENA��

�sM� pRILOVENIE I �
�dOSTATO�NO WZQTX� KAK TOLXKO �TO POKAZANO� ��

�
� I 
KAKOWO BY NI

BYLO n�� n� k� n��



��

nAIBOLEE �FFEKTIWNYM 
I OB �TOM SWIDETELXSTWU�T RAZOBRANNYE

PRIMERY� QWLQETSQ PRIMENENIE KRITERIQ kO�I K WAVNEJ�EJ RAZNO�
WIDNOSTI POSLEDOWATELXNOSTEJ � RQDAM�

oBOZNA�AEMYJ
��P

n��

an ILI a��a�� � � ��an� � � � RQD� SOSTAWLENNYJ

IZ �LEMENTOW POSLEDOWATELXNOSTI fang 
SLUVA�IH SLAGAEMYMI �TOGO

RQDA� � �TO POSLEDOWATELXNOSTX

fa�� � � � �ang� a� � a��a�� a��a��a� � � � � � a��a�� � � ��an� � � � �

�LEMENTY KOTOROJ NAZYWA�T �ASTI�NYMI SUMMAMI DANNOGO RQDA ��

rQD
��P

n��

an NAZYWA�T SHODQ�IMSQ ILI RASHODQ�IMSQ W ZAWISIMOS�

TI OT TOGO� SHODITSQ ILI RASHODITSQ POSLEDOWATELXNOSTX �ASTI�NYH

SUMM �TOGO RQDA� PRI�EM PREDEL �TOJ POSLEDOWATELXNOSTI 
W SLU�AE

EE SHODIMOSTI� PRINIMA�T ZA SUMMU DANNOGO RQDA 
S OBOZNA�ENIEM EE

TEM VE SIMWOLOM� �TO I SAM RQD��	
��P

n��

an
def
� lim
n���


a�� � � � �an��
�

wOT PRIMERY RQDOW� IZU�AEMYH W SREDNEJ �KOLE	

�� SUMMA �BESKONE�NO UBYWA��EJ� GEOMETRI�ESKOJ PROGRESSII	
ESLI jqj��� TO

a��a�q� � � ��a�q
n��� � � � def

� lim
n���

a�
��q� � � ��qn��� �

� lim
n���

a�
��qn�
��q �

a�
��q �

�� BESKONE�NAQ DESQTI�NAQ DROBX n� � n�n� � � � nk � � � 
SM� S� ������	
PREDSTAWLQEMOE E� DEJSTWITELXNOE �ISLO ESTX SUMMA RQDA

n��
n�
�� �

n�
��� �

n�
��� � � � � �

��P

k��

nk
��k � lim

k���

�
n��

n�
�� �

n�
��� � � � �� nk

��k

�
�

�nEREDKO �NUMERACI�� SLAGAEMYH RQDA NA�INA�T S CELOGO NEOTRI�

CATELXNOGO �ISLA m �� �� ZAPISYWAQ RQD KAK
��P

n�m

an� A EGO �ASTI�NYE

SUMMY KAK am� am� am��� am �am���am�� � � � � wMESTO TERMINA

�RQD�ROSSIJSKIE MATEMATIKI XIX W� ISPOLXZOWALI TERMIN �STROKA��
�pODOBNO TOMU KAK ODNIM SIMWOLOM f
x� OBOZNA�A�T FUNKCI� PE�

REMENNOJ x I EE ZNA�ENIQ PRI KONKRETNYH ZNA�ENIQH x�
� tEM SAMYM PONQTIE SUMMY� IZNA�ALXNO OPREDELENNOE LI�X DLQ

KONE�NOGO �ISLA SLAGAEMYH� RASPROSTRANQETSQ NA SLU�AJ� KOGDA SLA�
GAEMYE OBRAZU�T POSLEDOWATELXNOSTX�



��

II��� kAK OPREDELQ�T �KSPONENTU �ISLA

dLQ KOMPLEKSNOGO �ISLA z I n��� �� �� � � � PUSTX

sn�z� � �� z
��� � � �� zn

n� �

oPREDELENIE �KSPONENTY� kAKOWO BY NI BYLO KOMP�

LEKSNOE �ISLO z �DEJSTWITELXNOE ILI MNIMOE�
 POSLEDOWA�

TELXNOSTX fsn�z�g� �� �� z
�� � �� z

���
z�

�� � �� z
���

z�

���
z�

�� � � � �

SHODITSQ K NEKOTOROMU �KOMPLEKSNOMU� �ISLU� KOTOROE NA�
ZYWA�T �KSPONENTOJ �ISLA z I OBOZNA�A�T exp z �

exp z
def
� lim

n���

�
�� z

��� � � �� zn

n�

�
��

w �ASTNOSTI
 exp �� �� exp �� e �SM� S� ���
 A ZNA�ENIE exp i
GRAFI�ESKI PREDSTAWLENO NA RIS� ��

0 1�1

1+ i
1!

1+ i
1! + i 2

2!

ei

rIS� �

�a S PRIWLE�ENIEM PONQTIQ SUMMY RQDA 
SM� S� ��� exp z
def
�

��P

n��

zn

n� �



��

dOKAZATELXSTWO� wWIDU KRITERIQ kO�I �SM� S� ��� DOSTA�
TO�NO DOKAZATX
 �TO DLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO �NO FIKSIRO�
WANNOGO� KOMPLEKSNOGO �ISLA z POSLEDOWATELXNOSTX KOMP�
LEKSNYH �ISEL fsn�z�g QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ
 T� E� DLQ
NEE ISTINNO UTWERVDENIE

�����n��n�k�n�n� � jsn�z��sn�k�z�j����
pUSTX � � L�BOE POLOVITELXNOE �ISLO� tAK KAK OBE

POSLEDOWATELXNOSTI
� jzj
n��

�
I
�jzjn

n�

�
QWLQ�TSQ BESKONE�NO

MALYMI�
 SU�ESTWUET TAKOE NATURALXNOE �ISLO n�
 �TO PRI

n�n� WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA
jzjn
n� �� I

jzj
n���

�
� 
 IZ KOTO�

RYH SLEDUET
 �TO DLQ L�BOGO NATURALXNOGO k

jsn�z��sn�k�z�j�
����� z

��� � � �� zn

n�

�
�
�
�� z

��� � � �� zn�k


n�k��

����

�
�
� zn��


n����� � � �� zn�k


n�k��

�
�� jzjn

n�

� jzj
n��� � � �� jzjk


n������
n�k�
�
�

�
jzjn
n�

� jzj
n��� � � �� jzjk


n���k

�
�

jzjn
n�

jzj
n��

�� jzj
n��

� ��� Q�E�D�

oSNOWNOE TOVDESTWO DLQ �KSPONENTY� dLQ L�BYH

KOMPLEKSNYH �ISEL z� � �DEJSTWITELXNYH ILI MNIMYH�

exp�z� �� � exp z exp � �

dOKAZATELXSTWO� w OBOZNA�ENII sn�z� �
�
�� z

��� � � �� zn

n�

�

s��z�s���� �
�
�� z

��

��
��

�
��

�
� �� z

��
�

�
��
� z

��
�
��

� ��
z��
��

�
�z�
��

�

� s��z����
NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
z����

�� 


�sM� RAZBOR PRIMEROW NA S� �� ���
� bYLA ISPOLXZOWANA FORMULA SUMMY GEOMETRI�ESKOJ PROGRESSII SO

ZNAMENATELEM
jzj
n�� �

�
� �



��

IZ �EGO SLEDUET
 �TO

js��z�s����� s��z���j� NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
jzj�j�j��
�� �

�

jzj� j�j��

�� � s��jzj�j�j��s��jzj�j�j��
pODOBNO �TOMU W SLU�AE L�BOGO n

sn�z�sn��� �
�
�� z

�� �
z�

�� � � � �� zn

n�

��
��

�
�� �

��

�� � � � �� �n

n�

�
�

� ��
�
z
���

�
��

�
� � � � �

�
zn

n� �
zn���


n������ � � � �� z�n��

��
n���� �
�n

n�

�
�

�
�
zn�
n���

�
zn����


n������ � � � �� z��n��

��
n���� �
z�n

��n�

�
� � � � � � zn�n

n�n�
�

� ��
z��
�� � � � � � zn�C�

nz
n���� � � ��Cn��

n z�n��� �n

n� �

�
C�
n��z

n��C�
n��z

n����� � � ��Cn
n��z�

n


n����
� � � � � �

Cn
�nz

n�n


�n��
�

� ��
z��
�� � � � � � 
z���n

n� �
NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
z���n��


n���� �

� � � � � � NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
z����n


�n�� 


A PO�TOMU

jsn�z�sn���� sn�z���j� NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
jzj�j�j�n��

n���� �

� � � � � � NEPOLNOE WYRAVENIE DLQ 
jzj�j�j��n

�n��

�

�

jzj� j�j�n��


n����
� � � � � � 
jzj� j�j��n


�n��
� s�n�jzj�j�j��sn�jzj�j�j��

nO PO OPREDELENI� �KSPONENTY �SM� S� ��� POSLEDOWATELX�
NOSTI fsn�z�g� fsn���g I fsn�z���g SHODQTSQ SOOTWETSTWENNO
K �ISLAM exp z� exp � I exp�z���
 A �OBE� POSLEDOWATELXNOS�
TI fsn�jzj�j�j�g I fs�n�jzj�j�j�g � K �ISLU exp�jzj�j�j�� kAK
SLEDSTWIE
 POSLEDOWATELXNOSTX fsn�jzj�j�j�� s�n�jzj�j�j�g
 A



��

WMESTE S NEJ� I POSLEDOWATELXNOSTX fsn�z�sn���� sn�z� ��jg
QWLQ�TSQ BESKONE�NO MALYMI
 PO�TOMU

expz exp�� exp�z���� lim
n���

�
sn�z�sn����sn�z���

�
� �� Q�E�D�

�� exp z exp��z� � � �W �ASTNOSTI
 exp z 	� �� DLQ L�BOGO
KOMPLEKSNOGO �ISLA z �DEJSTWITELXNOGO ILI MNIMOGO��

�� exp�z��� �
exp z
exp � DLQ L�BYH KOMPLEKSNYH z� � �

dOKAZATELXSTWO� �� w SILU OSNOWNOGO TOVDESTWA DLQ �KS�
PONENTY exp z exp��z� � exp�z���z�� � exp � � ��

�� exp z � exp�z����� � exp�z���exp � � Q�E�D�

iZ SOPOSTAWLENIQ OPREDELENIJ �KSPONENTY I �ISLA e

�SM� S� ��� SLEDUET
 �TO exp� � lim
n���

�
�� �

��
� � � �� �

n�

�
� e�

pRIMENENIE VE TOVDESTWA exp�z��� � exp z exp � POZWOLQET

ZAKL��ITX�

exp� � exp����� � exp� exp� � ee� e�


exp� � exp����� � exp� exp� � e�e� e�

I WOOB�E DLQ L�BOGO NATURALXNOGO �ISLA n��� � � � ��

exp n� exp�

nz �� �
�� � � � ��� �

nz �� �
exp� � � � exp� �

nz �� �
e � � �e� en�

dALEE
 � � exp � � exp�n���n�� � exp n exp��n�
 OTKUDA
exp��n� � �

expn� �
en

� e�n


A TAK KAK em� expm� exp
�
m
n
� � � ��m

n

�
�
�
expm

n

�n



expm
n
� e

m

n DLQ L�BOGO RACIONALXNOGO �ISLA
m
n

�SM� S� ����

� wWIDU POLU�ENNOGO NERAWENSTWA

jsn
z�sn
��� sn
z���j� s�n
jzj�j�j��sn
jzj�j�j��



���

nA OSNOWE SOWPADENIQ ZNA�ENIJ expz I ez DLQ RACIONALX�
NYH �ISEL z POLAGA�T WOOB�E DLQ L�BOGO �ISLA z �DEJST�

WITELXNOGO ILI MNIMOGO�

ez
def
� exp z

def
� lim

n���

�
�� z

��� � � �� zn

n�

�
�

tEM SAMYM POLU�A�T OPREDELENIE STEPENI �ISLA e S L�BYM
POKAZATELEM� I ODNOWREMENNO PRIWY�NYE PRAWILA

ez��� eze� � eze�z��� ez�� � ez

e�



QWLQ��IESQ LI�X DRUGOJ ZAPISX� POLU�ENNYH RANEE SOOT�
NO�ENIJ DLQ �KSPONENTY�

sLEDUET POD�ERKNUTX� ZNA�ENIQ
 K PRIMERU
 e�� I e
�

� �RA�
CIONALXNYE STEPENI �ISLA e� MOVNO �KWIWALENTNO PONIMATX

I KAK �SOOTWETSTWENNO� �
e�e I

p
e
 I KAK

exp ����
def
� lim

n���

�
����

�� � � � �� 
���n
n�

�

I

exp �
�
def
� lim

n���

�
��

�

�

��� � � �� 
�
�
�n

n�

�
�

ZNA�ENIE VE e
p
� �STEPENX S IRRACIONALXNYM POKAZATELEM�

PONIMAETSQ TOLXKO KAK

exp
p
�

def
� lim

n���

�
��

p
�

�� � � � �� 

p
��n

n�

�
�

�TO KASAETSQ MNIMYH STEPENEJ �ISLA e
 TO POMIMO IS�

HODNOGO OPREDELENIQ ea�bi� lim
n���

�
�� a�bi

��
� � � �� 
a�bi�n

n�

�
SU�

�ESTWUET E�E ZAME�ATELXNAQ FORMULA �JLERA�

eib� cos b� i sin b 


WYWOD KOTOROJ DAN W SLEDU��EJ GLAWE�

�lAT� expono � POKAZYWATX� kAK PONIMATX STEPENX 
S L�BYM PO�
KAZATELEM� POLOVITELXNOGO �ISLA� OTLI�NOGO OT e� OBSUVDAETSQ W SLE�
DU��EJ GLAWE 
SM� S� �������

�a SLEDOWATELXNO� RAWENSTWO ea�bi� ea
cos b� i sin b� �



���

III� pREDEL I NEPRERYWNOSTX FUNKCII

III����TO PONIMA�T POD PREDELOM FUNKCII

W TO�KE I EE NEPRERYWNOSTX� W NEJ

�ISLO b NAZYWA�T PREDELOM FUNKCII y � f�x� W TO�KE

a �ILI PRI STREMLENII x K a�� ZAPISYWAQ �TO lim
x�a

f�x� � b

�ILI f�x�� b PRI x� a��� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� WYRA�
VAEMOE FORMULOJ

���������x��� jx�aj�� �jf�x�� bj��
�

SO SLEDU��IMI WARIANTAMI EE PRO�TENIQ�
�DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA �OBOZNA�AEMOGO ��

SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO �OBOZNA�AEMOE ���
�TO DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ x� UDOWLETWORQ��EGO NERAWENST�
WAM �� jx�aj��� WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO jf�x�� bj����

�DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � SU�ESTWUET TAKAQ
��OKRESTNOSTX TO�KI a� �TO DLQ L�BOJ �NO OTLI�NOJ OT a�
TO�KI x IZ �TOJ OKRESTNOSTI ZNA�ENIE f�x� OTLI�AETSQ OT

�ISLA b MENX�E� �EM NA ����

dANNOE OPREDELENIE PREDELA FUNKCII � NADLEVIT SOPRO	
WODITX SLEDU��IMI ZAME�ANIQMI


�
 oPREDELENIE OTNOSITSQ K FUNKCIQM KAK DEJSTWITELX�
NOJ� TAK I KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ
 rAZLI�IE SWODITSQ K

GEOMETRI�ESKOJ TRAKTOWKE NERAWENSTW � W SLU�AE KOMPLEKS�
NOJ PEREMENNOJ x �KOGDA EE �A�E OBOZNA�A�T z� NERAWENSTWA
�� jz�aj�� WYRAVA�T PRINADLEVNOSTX TO�KI z �C KRUGU

RADIUSA � S �ISKL��ENNYM� CENTROM a�C 


� rANEE W HODU BYLA ZAPISX lim
x�a

f�x�� b�
��ISLA I IZOBRAVA��IE IH TO�KI WOSPRINIMA�T W ANALIZE KAK

SINONIMY� ODNAKO W ZDESX UDOBNEE GOWORITX O �ISLE b I TO�KAH a I x�
� �TO BAZOWOE OPREDELENIE� EGO RAZNOWIDNOSTI OBSUVDA�TSQ DALEE�



���

�
 iZ OPREDELENIQ SLEDUET� �TO PONQTIE �PREDELA FUNK�
CII W TO�KE� QWLQETSQ HARAKTERISTIKOJ POWEDENIQ FUNKCII
W OKRESTNOSTI DANNOJ TO�KI� ISKL��AQ SAMU �TU TO�KU �
ZNA�ENIE f�a� �BUDX ONO OPREDELENO ILI NET� NE WLIQET NI NA

SU�ESTWOWANIE� NI NA WELI�INU PREDELA FUNKCII y � f�x�
W TO�KE a


�
 sLEDUET U�ITYWATX SPECIFIKU POSTROENIQ OTRICANIJ
FORMUL� W KOTORYE WHODQT ZNA�ENIQ FUNKCIJ
 k PRIMERU�
ESLI OTRICANIEM PO OTNO�ENI� K NERAWENSTWU jx� aj � �
SLUVIT NERAWENSTWO jx� aj � �� TO OTRICANIEM PO OTNO	
�ENI� K NERAWENSTWU jf�x�� bj� � QWLQETSQ UTWERVDENIE�
�LIBO jf�x��bj� �� LIBO ZNA�ENIE f�x� NE OPREDELENO��


oTRICANIE UTWERVDENIQ ��ISLO b ESTX PREDEL FUNKCII

y� f�x� W TO�KE a� STROITSQ PO�TOMU SLEDU��IM OBRAZOM�

����������x��� jx�aj���jf�x�� bj��
�
�

� ���������x��� jx�aj�� � ��jf�x�� bj���	�� �f�x����
��SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO �OBOZNA�AEMOE ���
�TO W L�BOJ OKRESTNOSTI TO�KI a ESTX OTLI�NAQ OT a TO�KA
x� W KOTOROJ ZNA�ENIE f�x� LIBO OTLI�AETSQ OT �ISLA b NE
MENX�E� �EM NA �� LIBO NE OPREDELENO�


iNOGDA OPREDELENIE PREDELA FUNKCII W TO�KE PREDWARQ	
�T PREDPOLOVENIEM� �pUSTX FUNKCIQ y� f�x� OPREDELENA W
NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI a� ISKL��AQ� WOZMOVNO� SAMU
�TU TO�KU�
 hOTQ NALI�IE �TOGO PREDPOLOVENIQ PERED FOR�
MULOJ

���������x��� jx�aj���jf�x�� bj��
�

� w FORMULXNOM WIDE� ��jf�x��bj��
�
�
�jf�x��bj��

���� �f�x��� GDE
�f�x� � SIMWOLI�ESKAQ ZAPISX TOGO� �TO �OPREDELENO ZNA�ENIE f�x�	�
�nAGLQDNAQ ANALOGIQ� LOVNOSTX UTWERVDENIQ �W MOEM �Bentley	 NE

BOLX�E DWUH BUTYLOK WINA	 IMEET WARIANTY� �W MOEM �Bentley	 BOLX�E
DWUH BUTYLOK WINA	 I �NIKAKOGO �Bentley	 U MENQ NET	��



���

QWLQETSQ IZBYTO�NYM�� ONO POZWOLQT SOKRATITX ZAPISX OT�
RICANIQ �TOJ FORMULY DO

���������x��� jx�aj�� � jf�x�� bj����

	
 pEREHOD K PEREMENNOJ t�x�a PREOBRAZUET FORMULU

���������x��� jx�aj���jf�x�� bj��
�

W
���������t��� jtj���jf�t�a�� bj��

�
�

A POTOMU ZADA�A NAHOVDENIQ PREDELA FUNKCII y � f�x� W

TO�KE a RAWNOSILXNA ZADA�E ��ASTO BOLEE UDOBNOJ DLQ RE	
�ENIQ� OTYSKANIQ PREDELA FUNKCII y� f�t�a� W NULE


pRIMERY
 �
 lim
x�a

x� a� lim
x�a

jxj� jaj

dLQ DOKAZATELXSTWO ISTINNOSTI OBOIH UTWERVDENIJ

���������x��� jx�aj�� � jx�aj��
�
�

���������x��� jx�aj�� � jjxj�jajj��
�

DOSTATO�NO DLQ L�BOGO �ISLA ��� WZQTX �� �


�
 lim
x�a

sin x� sin a� lim
x�a

cos x� cos a


iZ SAMOGO OPREDELENIQ SINUSA DEJSTWITELXNOGO �ISLA�

SLEDUET NERAWENSTWO j sinxj� jxj� TAK �TO S U�ETOM FORMUL

sinx�sin a�� cosx
a� sinx�a
� � cos x�cos a��� sinx
a

� sin x�a
�

WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA

j sinx� sin aj� jx�aj I j cos x� cos aj� jx�aj�
W SILU KOTORYH ISTINNOSTX UTWERVDENIJ

�dANNOE PREDPOLOVENIE ZALOVENO W SAMOJ FORMULE� ESLI SKOLX

UGODNO BLIZKO OT TO�KI a ESTX TO�KI x� W KOTORYH ZNA�ENIE f�x� NE
OPREDELENO� TO ZNA�ENIE FORMULY ESTX �LOVX��

� sinx ESTX PROEKCIQ NA �WERTIKALXNU�	 OSX DUGI EDINI�NOJ OKRUV�
NOSTI DLINY jxj� OTMERENNOJ OT TO�KI  �GORIZONTALXNOJ	 OSI SOOT�
WETSTWENNO �PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI	 W SLU�AE x�� I W OBRATNOM
NAPRAWLENII� ESLI x���



���

���������x��� jx�aj�� � j sinx� sin aj��
�
�

���������x��� jx�aj�� � j cos x� cos aj��
�

WYTEKAET �KAK I W PREDYDU�EM PRIMERE� IZ WOZMOVNOSTI
WYBORA �� �


�
 fUNKCIQ y� sin 
x
NE IMEET PREDELA W TO�KE �


dLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � PUSTX
n � NASTOLXKO BOLX�OE NATURALXNOE �ISLO�� �TO POLOVI�

TELXNOE �ISLO


��
�
��n

� A WMESTE S NIM I �ISLO


�
�
��n

OKA	

ZYWA�TSQ MENX�IMI �ISLA �
 kAKOWO BY NI BYLO DEJSTWI	
TELXNOE �ISLO b� WYBOROM x� 

��
�
��n ILI x� 

�
�
��n SOOT	

WETSTWENNO SLU�AQM b�� I b� � OBESPE�IWAETSQ WYPOLNENIE

NERAWENSTWA
�
�sin 

x
�b

�
�� � 
 �TIM DOKAZYWAETSQ ISTINNOSTX

UTWERVDENIQ �b���������x���jx��j�� �
�
�sin 

x
�b

�
���

�
��

QWLQ��EGOSQ OTRICANIEM UTWERVDENIQ �b
�
b � lim

x��
sin 

x

�
O

SU�ESTWOWANII PREDELA FUNKCII y� sin 
x
W TO�KE �


	
 fUNKCIQ y� f�x�
def
� lim

n���
�cos�x�n �

�

�������
�� ESLI x � NECELOE DEJSTWITELXNOE �ISLO�

�� ESLI x � �ETNOE CELOE �ISLO�

NE SU�ESTWUET� ESLI x � NE�ETNOE CELOE �ISLO�

IMEET PREDEL� RAWNYJ NUL�� W L�BOJ TO�KE a �ISLOWOJ OSI

pUSTX � � RASSTOQNIE OT �ISLA a �TO�KI �ISLOWOJ OSI� DO
BLIVAJ�EGO K NEMU �NO OTLI�NOGO OT NEGO� CELOGO �ISLA


�sU�ESTWOWANIE TAKOGO NATURALXNOGO �ISLA n GARANTIRUET AKSIO�
MA aRHIMEDA �SM� S� ����

�kAKIM BY NI BYLO DEJSTWITELXNOE �ISLO b� DOSTATO�NO WZQTX ��
I DLQ L�BOGO �ISLA � � � WZQTX W KA�ESTWE x �ISLO

�
�
�

�
���n

PRI b� �

I
�

�

�
���n

PRI b���



���

tOGDA f�x�� � DLQ L�BOGO x S �� jx�aj��� TAK �TO ISTINNO
UTWERVDENIE �a���������x��� jx�aj�� � jf�x���j���




 lim
x�a

x�� a�


�TOBY DOKAZATX ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x��� jx�aj�� � jx��a�j��
�
�

TREBUETSQ PROWESTI NEBOLX�U� PODGOTOWITELXNU� RABOTU

eSLI jx�aj��� TO jxj� jx�a�aj���jaj� A SLEDOWATELXNO�

jx��a�j� jx�aj
jx�aj����jaj����

ZNA�IT� WYPOLNENIE IMPLIKACII jx� aj� � � jx�� a�j� �
BUDET OBESPE�ENO� ESLI POLOVITELXNYE �ISLA � I � UDOWLE	
TWORQ�T NERAWENSTWU ���jaj�����
 pO�TOMU DOSTATO�NO DLQ
L�BOGO �ISLA ��� WZQTX ��

p
a����jaj � POLOVITELXNYJ

KORENX KWADRATNOGO URAWNENIQ ����jaj���� � �ILI L�BOE
MENX�EE POLOVITELXNOE �ISLO�


�
 lim
x�a

p
x�

p
a PRI L�BOM a��


kAKIM BY NI BYLO POLOVITELXNOE �ISLO �� WZQW W KA	
�ESTWE � NAIMENX�EE IZ POLOVITELXNYH �ISEL a I �

p
a�

MOVNO UTWERVDATX� KAKIM BY NI BYLO DEJSTWITELXNOE �IS	
LO x� ESLI jx�aj��� TO

jpx�paj� jx�ajp
x


p
a
�
jx�ajp

a
� �p

a
��
�

�
 lim
x�a

n
p
x� n

p
a PRI L�BOM a�� I n��� �� � � �

sLEDUET POWTORITX RASSUVDENIQ PRI RAZBORE PREDYDU	
�EGO PRIMERA S ZAMENOJ RAWENSTWA

p
x�pa � x�ap

x

p
a
EGO

OBOB�ENIEM n
p
x� n

p
a� x�a

�n
p
x�n��
�n

p
x�n�� n

p
a
 � � �
�n

p
a�n��




�pOSKOLXKU ��a� NERAWENSTWO jx�aj�� OBESPE�IWAET POLOVITELX�

NOSTX �ISLA x� TAK �TO ZNA�ENIE
p
x OPREDELENO �SM� S� ����



���


 lim
z��

exp z �� �PEREMENNU� z MOVNO S�ITATX DEJSTWI�

TELXNOJ ILI KOMPLEKSNOJ� RAZLI�IQ W RASSUVDENIQH NET�


zAPISX OPREDELENIQ exp z
def
� lim

n���

�
�� z

�� 
 
 
� zn

n�

�
W WIDE

exp z�� � z 
 lim
n���

�

��

z
��� 
 
 
� zn��

n�

�
PRIWODIT K SOOTNO�E	

NIQM

j exp z � �j�
�
�z 
 lim

n���

�

��

z
��� 
 
 
� zn��

n�

����

� jzj 
 lim
n���

�

�
�
jzj
��

� 
 
 
� jzjn��
n�

�
�

IZ KOTORYH SLEDUET� �TO ESLI jzj� �� TO

j exp z � �j� jzj 
 lim
n���

�

�
� 

��
� 
 
 
� 

n�

�
� �jzj�

�TOBY UBEDITXSQ W ISTINNOSTI UTWERVDENIQ

���������z��� jzj�� � j exp z��j��
�
��

OSTAETSQ PO�TOMU DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � WZQTX
W KA�ESTWE �ISLA � NAIMENX�EE IZ �ISEL � I �

�
�

�
 lim
z�a

exp z � exp a �GDE a � L�BOE KOMPLEKSNOE �ISLO�


pRIMENENIE OSNOWNOGO TOVDESTWA DLQ �KSPONENTY DAET�

j exp z � exp aj� j exp a exp�z�a�� exp aj�
� j exp a�exp�z�a����j� j exp aj
j exp�z�a���j�

A TAK KAK �WWIDU PREDYDU�EGO PRIMERA� lim
z�a

exp�z�a� � ��

PRI L�BOM WYBORE �ISLA ��� DLQ �ISLA j exp aj� �KAK I DLQ
L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA� SU�ESTWUET TAKOE POLOVI�

TELXNOE �ISLO �� �TO DLQ WSEH �ISEL z S jz�aj�� WYPOLNQ	
ETSQ NERAWENSTWO j exp�z� a���j� j exp aj�� A SLEDOWATELXNO�
I NERAWENSTWO j exp z� exp aj��


sLEDU��IJ PRIMER� WWIDU EGO FUNDAMENTALXNOJ WAV	
NOSTI� SLEDUET WYDELITX W OTDELXNOE UTWERVDENIE


�a FAKTI�ESKI UTWERVDENIQ ���������z�jzj�� � jexp z�j��
�
�



���

oSNOWNOJ PREDEL DLQ �KSPONENTY� lim
z��

exp z�
z

�� 


dOKAZATELXSTWO
 exp z
def
� lim

n���

�
�� z

�� 
 
 
� zn

n�

�
� PO�TOMU

�DLQ z ����
exp z�

z
�� � lim

n���

�
z
��
� 
 
 
� zn��

n�

�
� TAK �TO

�
�exp z�

z
��

�
��

�
�z 
 lim

n���

�

���

z
��� 
 
 
� zn��

n�

����

� jzj lim
n���

�

���

jzj
�� � 
 
 
� jzjn��

n�

�
�

ESLI �� jzj��� TO
�
�exp z�

z
��

�
�� jzj lim

n���

�

���


��� 
 
 
� 

n�

�
� jzj�

I OSTAETSQ DLQ L�BOGO �ISLA ��� WZQTX ZA � NAIMENX�EE IZ
�ISEL � I �� �TOBY UBEDITXSQ W ISTINNOSTI UTWERVDENIQ

���������z��� jzj�� �
�
�exp z�

z
��

�
���

�

 Q�E�D�

nEPRERYWNOSTX FUNKCII W TO�KE

fUNKCI� y� f�x� PEREMENNOJ� x NAZYWA�T NEPRERYWNOJ
W TO�KE a� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� WYRAVAEMOE FORMU�
LOJ

���������x�jx�aj�� �jf�x��f�a�j��
�
�

SMYSL KOTOROJ� �DLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO POLOVITELXNO�

GO �ISLA SU�ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX TO�KI a� �TO DLQ
L�BOJ TO�KI x IZ �TOJ OKRESTNOSTI ZNA�ENIQ f�x� I f�a�
RAZLI�A�TSQ MENX�E� �EM NA WZQTOE POLOVITELXNOE �ISLO��


�dEJSTWITELXNOJ ILI KOMPLEKSNOJ � S TEM LI�X RAZLI�IEM� �TO
KOMPLEKSNU� PEREMENNU� �A�E OBOZNA�A�T z� A NE x�

�dRUGOJ WARIANT PRO�TENIQ� �DLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO POLOVI�

TELXNOGO �ISLA � SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO �� �TO W

L�BOJ TO�KE x� OTSTOQ�EJ OT TO�KI a MENX�E� �EM NA �� ZNA�ENIE f�x�
OTLI�AETSQ OT ZNA�ENIQ f�a� MENX�E� �EM NA ���



���

wWIDU TOGO� �TO SMYSL FORMULY NE MENQETSQ PRI ZAMENE

W NEJ NERAWENSTWA jx�aj � � NERAWENSTWAMI �� jx�aj � ��
NEPRERYWNOSTX FUNKCII y � f�x� W TO�KE a RAWNOSILXNA

WYPOLNENI� SLEDU��IH USLOWIJ�
A� FUNKCIQ y � f�x� ODNOWREMENNO OPREDELENA I IMEET

PREDEL W TO�KE a�
B� PREDEL �TOJ FUNKCII W TO�KE a I EE ZNA�ENIE W NEJ

SOWPADA�T� lim
x�a

f�x� � f�a�


zDESX PROQWLQETSQ RAZLI�IE PONQTIJ PREDELA I NEPRE�

RYWNOSTI FUNKCII W TO�KE� ESLI PREDEL OTRAVAET POWEDENIE
FUNKCII W OKRESTNOSTI TO�KI� ISKL��AQ SAMU �TU TO�KU �
TO NEPRERYWNOSTX� NAPROTIW� SWQZYWAET POWEDENIE FUNKCII

W OKRESTNOSTI TO�KI I EE ZNA�ENIE W SAMOJ TO�KE


iZ RAZBORA PRIMEROW NA S
 ������� SLEDUET�

�� FUNKCII y � x� y � jxj� y � x� � A TAKVE FUNKCII

y� sin x I y� cos x� QWLQ�TSQ NEPRERYWNYMI W L�BOJ TO�KE
DEJSTWITELXNOJ OSI�

�� FUNKCIQ y � sin 
x
NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE

�� TAK KAK NE IMEET PREDELA W �TOJ TO�KE�

�� FUNKCIQ y � f�x�
def
� lim

n���
�cos�x�n� IME��AQ PREDEL

W KAVDOJ TO�KE DEJSTWITELXNOJ OSI� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ
TOLXKO W TEH IZ NIH� KOTORYE SOOTWETSTWU�T NECELYM �IS	
LAM� W TO�KAH� IZOBRAVA��IH CELYE �ETNYE �ISLA� ZNA�E�
NIE FUNKCII �RAWNOE EDINICE� OTLI�NO OT EE PREDELA �RAW	
NOGO NUL��� W TO�KAH VE� IZOBRAVA��IH CELYE NE�ETNYE

�ISLA� ZNA�ENIE FUNKCII NE OPREDELENO�

	� KAVDAQ IH FUNKCIJ y � n
p
x� n � �� �� � � � QWLQETSQ

NEPRERYWNOJ W L�BOJ TO�KE a� ������



� FUNKCIQ w� ez NEPRERYWNA W L�BOJ TO�KE a �KAK DEJ�
STWITELXNOJ OSI� TAK I KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�




���

III��� kAK �KWIWALENTNO OPREDELQ�T PREDEL

I NEPRERYWNOSTX FUNKCII W TO�KE

kRITERIJ� ��KWIWALENTNOE OPREDELENIE� PREDELA
FUNKCII W TO�KE��EREZ POSLEDOWATELXNOSTI��uTWERV�
DENIE

A� �FUNKCIQ y� f�x� IMEET W TO�KE a PREDEL� RAWNYJ b��
PO OPREDELENI�� WYRAVAEMOE FORMULOJ

���������x��� jx�aj���jf�x�� bj��
�
�

RAWNOSILXNO UTWERVDENI�

B� DLQ L�BOJ� SHODQ�EJSQ K TO�KE a� POSLEDOWATELXNOSTI
fxng TO�EK� OTLI�NYH OT a� ZNA�ENIQ f�xn� OBRAZU�T POSLE�
DOWATELXNOSTX ff�xn�g� SHODQ�U�SQ K �ISLU b�

dOKAZATELXSTWO
 �
 pUSTX ISTINNO UTWERVDENIE a�� I DLQ
PROIZWOLXNO WZQTOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � PUSTX � � TO

POLOVITELXNOE �ISLO� KOTOROE SU�ESTWUET� DLQ WZQTOGO

�ISLA �
 eSLI fxng � KAKAQ	LIBO SHODQ�AQSQ K a POSLEDOWA	
TELXNOSTX TO�EK� OTLI�NYH OT a� TO DLQ UKAZANNOGO �ISLA �
�KAK I DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA� SU�ESTWUET TA	
KOE �ISLO n�� �TO DLQ WSEH NATURALXNYH �ISEL n�n� WYPOL	
NQ�TSQ NERAWENSTWA �� jxn�aj� �� A SLEDOWATELXNO� WWIDU
ISTINNOSTI UTWERVDENIQ A�� I NERAWENSTWO jf�xn�� bj � �

�TIM USTANOWLENA SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g
K �ISLU b� A S NEJ I ISTINNOSTX UTWERVDENIQ B�


�
 pUSTX UTWERVDENIE A� LOVNO� T
 E
 ISTINNO EGO OTRI�
CANIE� WYRAVAEMOE �KAK OTME�ALOSX NA S
 ���� FORMULOJ

� w RAWNOJ STEPENI OTNOSITSQ K FUNKCIQM DEJSTWITELXNOJ I KOMP�

LEKSNOJ PEREMENNOJ� UPOMINAEMYE W NEM �ISLA MOGUT BYTX KAK DEJ�

STWITELXNYMI� TAK I MNIMYMI� A TO�KI � KAK DEJSTWITELXNOJ OSI�
TAK I KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�

� sM� S� ��
� sOGLASNO FORMULE� WYRAVA��EJ UTWERVDENIE a��



���

���������x��� jx�aj�� � ��jf�x�� bj���	�� �f�x���

�pRO�ITYWAQ �TU FORMULU � POSLEDOWATELXNO BERQ ZNA�E	
NIQ � � �� 

�
� 
�
� � � � I OBOZNA�AQ x�� x�� x�� � � � SU�ESTWU�

��IE DLQ �TIH ZNA�ENIJ � ZNA�ENIQ x� POLU�A�T POSLEDO	
WATELXNOSTX fxng TO�EK xn� DLQ KOTORYH �� jxn�aj� 

n
� A

jf�xn��bj�� �LIBO ZNA�ENIE f�xn� NE OPREDELENO�
pOSLEDOWA	
TELXNOSTX fxng SHODITSQ K �ISLU a� EE �LEMENTY OTLI�NY OT

a� ODNAKO POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g NE SHODITSQ K �ISLU
b �LIBO NE OPREDELENA�
 nALI�IE TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI
fxng OZNA�AET LOVNOSTX UTWERVDENIQ B�� Q�E�D�

kRITERIJ ��KWIWALENTNOE OPREDELENIE�NEPRERYW�
NOSTI FUNKCII W TO�KE ��EREZ POSLEDOWATELXNOSTI��
uTWERVDENIE

A� �FUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE a��
PO OPREDELENI�� WYRAVAEMOE FORMULOJ

���������x�jx�aj���jf�x��f�a�j��
�
�

RAWNOSILXNO UTWERVDENI�

B� �DLQ L�BOJ POSLEDOWATELXNOSTI TO�EK fxng� SHODQ�EJ�
SQ K TO�KE a� POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g ZNA�ENIJ FUNKCII
W TO�KAH xn SHODITSQ K ZNA�ENI� f�a��


dOKAZATELXSTWO�
 �
 pUSTX ISTINNO UTWERVDENIE A�
 eSLI
fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K a POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK xn�
TO� WZQW L�BOE �ISLO ��� I SU�ESTWU��EE DLQ NEGO �ISLO

� � �� MOVNO UTWERVDATX �POSKOLXKU limxn � a� SU�ESTWO	
WANIE NATURALXNOGO �ISLA n� SO SWOJSTWOM� ESLI n�n�� TO
jxn� aj��� A SLEDOWATELXNO� jf�xn��f�a�j��
 �TIM DOKAZANA

SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g K �ISLU f�a�


�sM� S� ���
�pO SHEME DOKAZATELXSTWA PREDYDU�EGO UTWERVDENIQ� NO S TEM OT�

LI�IEM� �TO DLQ PEREMENNOJ x �BUDX ONA DEJSTWITELXNOJ ILI KOMP�

LEKSNOJ� ZNA�ENIE x� a NE ISKL��AETSQ�



���

�
 pUSTX UTWERVDENIE A� LOVNO� T
 E
 ISTINNO EGO OTRI	
CANIE

���������x�jx�aj����jf�x��f�a�j��	� �f�x�	� �f�a�
��



pOSLEDOWATELXNO POLAGAQ W �TOJ FORMULE � � �� � �

� � � � �

I OBOZNA�AQ x�� x�� x�� � � � ZNA�ENIQ x� SU�ESTWU��IE DLQ
�TIH ZNA�ENIJ �� POLU�A�T POSLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK
xn� DLQ KOTOROJ ODNOWREMENNO jxn�aj� 

n
I jf�xn��f�a�j��

�LIBO ZNA�ENIQ f�xn� I�ILI f�a� NE OPREDELENY�
 pOSTROEN	
NAQ POSLEDOWATELXNOSTX fxng OBLADAET PO�TOMU SWOJSTWOM�
ONA SHODITSQ K TO�KE a� ODNAKO NE WERNO� �TO POSLEDOWA	
TELXNOSTX ff�xn�g ZNA�ENIJ FUNKCII W TO�KAH xn SHODITSQ

K ZNA�ENI� f�a�
 Q�E�D�

w ROSSIJSKOJ �A TO�NEE� MOSKOWSKOJ� PRAKTIKE PREPODAWANIQ MA�
TEMATI�ESKOGO ANALIZA RASPROSTRANENA �NO NE WSEMI PODDERVIWAETSQ�
TERMINOLOGIQ� SOGLASNO KOTOROJ W WY�EPRIWEDENNYH KRITERIQH �SM�
S� ��� �� FORMULXNYE ZAPISI UTWERVDENIJ A� QWLQ�TSQ OPREDELENI�
QMI PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII y� f�x� W TO�KE a �PO kO�I	�
TOGDA KAK FORMULIROWKI UTWERVDENIJ B� QWLQ�TSQ OPREDELENIQMI PRE�
DELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII W TO�KE a �PO gEJNE	�

pREDPRINQTAQ AWTOROM POPYTKA WYQSNITX STEPENX OBOSNOWANNOSTI

�TOJ TERMINOLOGII OBNARUVILA SLEDU��EE�

� oPREDELENIQ PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII PO PERWOMU SPO�
SOBU � �EREZ NERAWENSTWA S � I � � WWEL W MATEMATI�ESKIJ OBIHOD

wEJER�TRASS W SWOIH ZNAMENITYH �I UVE UPOMINAW�IHSQ NA S� ��� BER�
LINSKIH LEKCIQH� STAW�IH POWOROTNYM PUNKTOM W RAZWITII MATEMA�
TI�ESKOGO ANALIZA�

�� qWNO SFORMULIROWANNOGO OPREDELENIQ PREDELA FUNKCII W RABO�
TAH kO�I NET� pRIWODIT ON �I NEODNOKRATNO POWTORQET� LI�X SLEDU�
��EE� WPOLNE TIPI�NOE DLQ MATEMATI�ESKOJ LITERATURY TOGO WREME�
NI� OPREDELENIE PREDELA PEREMENNOJ� �eSLI ZNA�ENIQ� POSLEDOWATELXNO
PRIDAWAEMYE ODNOJ I TOJ VE PEREMENNOJ� NEOGRANI�ENNO PRIBLIVA�T�
SQ K FIKSIROWANNOMU ZNA�ENI� TAK� �TO OTLI�IE OT NEGO STANOWITSQ

SKOLX UGODNO MALYM� �TO POSLEDNEE ZNA�ENIE NAZYWA�T PREDELOM WSEH

OSTALXNYH ��� mY BUDEM OBOZNA�ATX PREDEL� K KOTOROMU SHODITSQ DAN�



���

NAQ PEREMENNAQ� ABREWIATUROJ lim� STAWQ EE PERED �TOJ PEREMENNOJ���

dRUGOE DELO� �TO PRI OBSUVDENII� PREDELA KONKRETNOJ WELI�INY
f�x
i��f�x�

i
PRI STREMLENII i K NUL��� ON DAL SLEDU��EE TOLKO�

WANIE TOGO� KAK SLEDUET PONIMATX PREDEL �TOJ WELI�INY� �oBOZNA�
�IM �� � DWA O�ENX MALENXKIH �ISLA� PERWOE WYBRANNOE TAKIM� �TO DLQ
ZNA�ENIJ i� ABSOL�TNAQ WELI�INA KOTORYH MENX�E� �EM �� OTNO�ENIE
f�x
i��f�x�

i
WSEGDA OSTAETSQ BOLX�IM� �EM f ��x���� I MENX�IM� �EM

f ��x�
���� lI�X BLAGODARQ wEJER�TRASSU �TO TOLKOWANIE STALO OPRE�
DELENIEM PREDELA FUNKCII W TO�KE �S SOHRANENIEM PO SEJ DENX UPO�
TREBLENIQ W EGO FORMULIROWKE TEH VE GRE�ESKIH BUKW � I ���

sLEDUET OTMETITX� �TO IZLAGAQ WY�EPRIWEDENNOETOLKOWANIE� kO�
�I NIKAK NE OBOZNA�IL NI EGO NOWIZNY� NI SWOEGO AWTORSTWA� HOTQ BYL
WESXMA �EPETILEN W OTNO�ENII SWOEGO PRIORITETA W MATEMATI�ESKIH

DOSTIVENIQH�

�� wZGLQD gEJNE� NA PONQTIE NEPRERYWNOSTI FUNKCII W TO�KE �O
PREDELE FUNKCII KAK TAKOWOM W EGO RABOTAH NI�EGO NET� QSEN IZ SLE�
DU��IH FRAGMENTOW EGO STATXI ��LEMENTY TEORII FUNKCIJ	 ��Die
Elemente der Functionenlehre	� W �vURNALE �ISTOJ I PRIKLADNOJ MA�
TEMATIKI	 ��Journal f�ur die reine und angewandte Mathematik	� ZA ���
G� �T� ��� S� ����

� w ORIGINALE �NAPRIMER� W ����� S� ��� �Lorsque les valeurs
successivement attribu�ees �a une m	eme variable s
approchent ind�e�niment
d
une valeur �xe� de mani�ere �a �nir par en di��erer aussi peu que l
on
voudra� cette derni�ere est appel�ee la limite de toutes les autres ��� Nous
indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donn�ee par
l
abr�eviation lim plac�ee devant cette variable��

� w OPUBLIKOWANNOM W ��� G� T�  EGO R�esum�e des lec�ons donne�es �a
l��Ecole Royale Polytechnique ������ S� ����

� rAZUMEETSQ� i ZDESX SLUVIT U kO�I OBOZNA�ENIEM DEJSTWITELXNOJ
PEREMENNOJ� A NE MNIMOJ EDINICY�

� w ORIGINALE ������ S� ���� �D�esignons par �� � deux nombres tr�es
petits� le premier �etant choisi de telle sorte que� pour des valeurs

num�eriques de i inf�erieures �a �� le rapport
f�x�i��f�x�

i
reste toujours

sup�erieure �a f ��x��� et inf�erieure �a f ��x�
���
�Heine Heinrich Eduard �������� NEMECKIJ MATEMATIK� NASTAW�

NIK I KOLLEGA SWOEGO BOLEE IMENITOGO SOOTE�ESTWENNIKA kANTORA�



���

�oPREDELENIE� fUNKCIQ f�x� NAZYWAETSQ NEPRERYWNOJ PRI OTDELX�
NOM KONKRETNO WZQTOM ZNA�ENII x�X � ESLI DLQ L�BOJ SKOLX UGODNO
MALOJ ZADANNOJ WELI�INY � SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO

�� � �TO NI DLQ KAKOJ POLOVITELXNOJ WELI�INY �� MENX�EJ� �EM �� �
ABSOL�TNOE ZNA�ENIE WELI�INY f�X����f�X� NE PREWOSHODIT ���

i W SNOSKE NA �TOJ VE S� ��� �uTWERVDENIE� �TO FUNKCIQ QWLQETSQ
NEPRERYWNOJ W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA DLQ L�BOJ POSLE�
DOWATELXNOSTI �x� � x� I T�D�� SHODQ�EJSQ� K X � WELI�INA f�X��f�xn�
STANOWITSQ SKOLX UGODNO MALOJ� A TAKVE DOKAZATELXSTWO ��TOGO UTWERV�
DENIQ� Q ZAIMSTWOWAL U G�NA kANTORA���

�� tERMINY PREDEL �NEPRERYWNOSTX� �PO kO�I� I �PO gEJNE� WO�
�LI W OBIHOD SKOREE WSEGO POD WOZDEJSTWIEM AKAD� n�n�lUZINA�� IDEI
I UKAZANIQ KOTOROGO SFORMIROWALI STILX I TERMINOLOGI�ESKIE PRED�
PO�TENIQ EGO U�ENIKOW� U�ENIKOW U�ENIKOW I IH PREEMNIKOW�

rAZUMEETSQ� USLOWNOSTX TEH ILI INYH TERMINOW I �ASTOE IH NESOOT�
WETSTWIE ISTORI�ESKOJ PRAWDE� DELO OBY�NOE NE TOLXKO W MATEMATIKE�
w DANNOM VE SLU�AE UDIWLQET DRUGOE� TERMINOLOGIQ� NE POLU�IW�AQ
PRIZNANIQ W AWTORITETNOJ MATEMATI�ESKOJ LITERATURE �W �ASTNOSTI�
EE NE UPOTREBLQET g�m�fIHTENGOLXC W ������ PRODOLVAET AKTIWNO �ES�
LI NE SKAZATX AGRESSIWNO� PROPAGANDIROWATXSQ ZAMETNOJ �ASTX� WU�
ZOWSKIH PREPODAWATELEJ�

sTOIT OTMETITX� �TO UTWERVDENIQ B�� OBOIH KRITERIEW NE IME�T
SIMWOLI�ESKOJ ZAPISI NA QZYKE L�Real� TAK KAK TREBU�T ZAPRE�ENNO�
GO PRAWILAMI �TOGO QZYKA �SM� pRILOVENIE I� DEJSTWIQ KWANTORA PO
PEREMENNOJ POSLEDOWATELXNOSTI �FUNKCII NATURALXNOJ PEREMENNOJ��

� w ORIGINALE� �De�nition� Eine Function f�x� heisst bei einem

bestimmten einzelnen Werthe x � X continuirlich� wenn� fur jede noch
so klein gegebene Grosse �� eine andere positive Zahl �� von solcher
Bescha�enheit existirt� dass fur keine positive Crosse �� die kleiner als
�� ist� der Zahlwerth von f�X����f�X� das � uberschreitet��
�Den Satz� dass die Function nur und immer continuirlich ist� wenn

f�X��f�xn�� fur jede Zahlenreiche von X beliebig klein wird� mit seinem
Beweise� entlehne ich dem Herrn Cantor��

�lUZIN nIKOLAJ nIKOLAEWI� ��������� � RUKOWODITELX MOSKOW�
SKOJ �KOLY TEORII FUNKCIJ� oBSUVDAEMYE TERMINY MOVNO NAJTI W

EGO U�EBNIKE DLQ PEDWUZOW �����
� w OTLI�IE OT UTWERVDENIJ a��



���

III��� kAKOWY OB�IE SWOJSTWA FUNKCIJ�

IME��IH PREDEL

o TOM� NASKOLXKO �FFEKTIWNYM OKAZYWAETSQ PRIMENE	
NIE DOKAZANNYH KRITERIEW� PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNK�
CII W TO�KE� MOVNO SUDITX PO DOKAZATELXSTWAM SLEDU��IH

UTWERVDENIJ


eSLI FUNKCII y�f�x� I y� g�x� IME�T W TO�KE a PREDELY
�RAWNYE SOOTWETSTWENNO b I c�� TO FUNKCII y � f�x�g�x�

I y� f�x�
g�x�� A ESLI c �� �� TO I FUNKCIQ y�
f�x�
g�x� � TAKVE

IME�T PREDELY W TO�KE a� PRI �TOM

lim
x�a

�
f�x�g�x�

�
� bc� lim

x�a

�
f�x�
g�x��� b
c� lim

x�a

f�x�
g�x� �

b
c
�

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K a
POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK� OTLI�NYH OT a
 w SILU KRITE�
RIQ ��KWIWALENTNOGO OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII POSLE	
DOWATELXNOSTI ff�xn�g I fg�xn�g SHODQTSQ SOOTWETSTWENNO K
�ISLAM b I c
 nO TOGDA �SM
 S
 ��� SHODQTSQ �SOOTWETSTWENNO

K �ISLAM bc� b
c I b
c
� I POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g�xn�g�

ff�xn� 
 g�xn�g I
�f�xn�
g�xn�

�

 pOWTORNOE PRIMENENIE KRITERIQ

PREDELA POZWOLQET SDELATX WYWOD� lim
x�a

�
f�x� g�x�

�
� b c�

lim
x�a

�
f�x�
g�x��� b
c� lim

x�a

f�x�
g�x� �

b
c

 Q�E�D�

eSLI W USLOWII DOKAZANNOGO UTWERVDENIQ DOPOLNITELXNO

PREDPOLOVITX� �TO b � f�a�� A c � g�a�� TO �TO UTWERVDENIE
PEREJDET W SLEDU��EE


eSLI FUNKCII y � f�x� I y � g�x� NEPRERYWNY W TO�KE a�
TO FUNKCII y � f�x�g�x� I y � f�x�
g�x�� A ESLI g�a� �� ��

TO I FUNKCIQ y�
f�x�
g�x� � TAKVE NEPRERYWNY W TO�KE a�

�iLI� ESLI UGODNO� �KWIWALENTNYH OPREDELENIJ �



���

pEREHOD K PREDELU W NERAWENSTWAH

eSLI FUNKCII� y�f�x� I y� g�x� IME�T PREDELY W TO�KE

a I W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI� UDOWLETWORQ�T

NERAWENSTWU f�x�� g�x�� TO lim
x�a

f�x�� lim
x�a

g�x��

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX lim
x�a

f�x� � b� lim
x�a

g�x� � c I PUSTX

fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K TO�KE a POSLEDOWATELXNOSTX TO	
�EK� OTLI�NYH OT a
 sOGLASNO KRITERI� ��KWIWALENTNOMU
OPREDELENI�� PREDELA FUNKCII POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g
I fg�xn�g SHODQTSQ SOOTWETSTWENNO K �ISLAM b I c� I DLQ WSEH
ZNA�ENIJ n� NA�INAQ S NEKOTOROGO� WYPOLNQETSQ NERAWENST	
WO f�xn� � g�xn�
 w SILU USTANOWLENNOGO RANEE �SM
 S
 ���
UTWERVDENIQ O NERAWENSTWAH DLQ PREDELOW POSLEDOWATELX	
NOSTEJ WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO b� c
 Q�E�D�

sLEDU��EE UTWERVDENIE ESTX ANALOG DLQ FUNKCIJ �PRIN	
CIPA S�NDWI�A DLQ POSLEDOWATELXNOSTEJ �SM
 S
 ���


eSLI FUNKCII� y � f�x� I y � g�x� IME�T OB�IJ PREDEL b
W TO�KE a I W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI� WYPOL�
NENY NERAWENSTWA f�x�� h�x�� g�x�� TO SU�ESTWUET TAKVE
lim
x�a

h�x�� b�

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K a
POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK� OTLI�NYH OT a
 tAK KAK W SILU
KRITERIQ PREDELA FUNKCII OBE POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g
I fg�xn�g SHODQTSQ K �ISLU b� PRI�EM f�xn�� h�xn�� g�xn� DLQ
WSEH ZNA�ENIJ n� NA�INAQ S NEKOTOROGO� �PRINCIP S�NDWI�
�A� OBESPE�IWAET SHODIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI fh�xn�g K
TOMU VE �ISLU b
 wTORI�NOE PRIMENENIE KRITERIQ PREDELA
FUNKCII POZWOLQET UTWERVDATX� �TO lim

x�a
h�x�� b
 Q�E�D�

�pRINIMA��IE TOLXKO DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�
�nEWAVNO� WKL��AQ ILI NE WKL��AQ SAMU �TU TO�KU �



���

lOKALXNYE OGRANI�ENNOSTX I SOHRANENIE ZNAKA

eSLI FUNKCIQ y�f�x� IMEET PREDEL W TO�KE a� TO SU�EST�
WUET OKRESTNOSTX �TOJ TO�KI� W KOTOROJ DANNAQ FUNKCIQ
QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ ��

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX lim
x�a

f�x� � b� T
 E
 ISTINNO UTWERV	

DENIE ���������x��� jx�aj���jf�x�� bj��
�

 pO�TOMU�

WZQW KAKOE�LIBO ZNA�ENIE � � � I SU�ESTWU��EE DLQ NEGO

ZNA�ENIE � � �� MOVNO UTWERVDATX� ESLI �� jx� aj� �� TO
jf�x�j� jf�x�� b� bj� jf�x�� bj� jbj��� jbj
� Q�E�D�
eSLI FUNKCIQ� y � f�x� IMEET W TO�KE a POLOVITELXNYJ

�OTRICATELXNYJ� PREDEL� TO SU�ESTWUET OKRESTNOSTX

�TOJ TO�KI	� W KOTOROJ DANNAQ FUNKCIQ PRINIMAET TOLXKO
POLOVITELXNYE �TOLXKO OTRICATELXNYE� ZNA�ENIQ�

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX lim
x�a

f�x� � b� T
 E
 ISTINNO UTWERV	

DENIE �� � ��� � ��x��� jx� aj� � � jf�x�� bj� �
�

 wZQW

POLOVITELXNOE ZNA�ENIE �� jbj I SU�ESTWU��EE DLQ NEGO

POLOVITELXNOE ZNA�ENIE �� MOVNO UTWERVDATX PO�TOMU� ES	
LI �� jx� aj� �� TO b�jbj� f�x�� b� jbj� A SLEDOWATELXNO�
f�x��� W SLU�AE b�� I f�x�� � W SLU�AE b��
 Q�E�D�

wOT PRQMOE SLEDSTWIE DOKAZANNOGO UTWERVDENIQ


eSLI FUNKCIQ� y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE a
I f�a� �� �� TO SU�ESTWUET OKRESTNOSTX TO�KI a� W KOTO�
ROJ ZNA�ENIQ FUNKCII QWLQ�TSQ POLOVITELXNYMI� ESLI
f�a���� I OTRICATELXNYMI� ESLI f�a����

�t� E� ZNA�ENIQ jf�x�j DLQ TO�EK x IZ �TOJ OKRESTNOSTI NE PREWOS�
HODQT NEKOTOROGO POLOVITELXNOGO �ISLA�

�a ESLI FUNKCIQ OPREDELENA I W TO�KE a� TO jf�x�j � �
 jbj
 jf�a�j
PRI jx�aj���

�pRINIMA��AQ TOLXKO DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�
� rASSMATRIWAEMAQ BEZ SAMOJ �TOJ TO�KI�



���

pREDEL I NEPRERYWNOSTX SLOVNOJ FUNKCII

eSLI FUNKCIQ x���t� IMEET W TO�KE 	 PREDEL� RAWNYJ a�
A FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA W TO�KE a� TO KOMPOZICIQ
�TIH FUNKCIJ ILI� KAK �ASTO GOWORQT� SLOVNAQ FUNKCIQ

y�f���t�� IMEET W TO�KE 	 PREDEL� RAWNYJ f�a�


dOKAZATELXSTWO
 sOGLASNO OPREDELENIQM �SM
 S
 ���� ����
PREDPOLOVENIQ O NEPRERYWNOSTI FUNKCII y � f�x� W TO�KE
a I SU�ESTWOWANII PREDELA FUNKCII x � ��t� W TO�KE 	
OZNA�A�T ISTINNOSTX UTWERVDENIJ

�����
���x�jx�aj�
 �jf�x��f�a�j��
�

I

�
�������t��� jt�	j�� �j��t��aj�

�
�

SOEDINENIE IH� WLE�ET ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x��� jt�	j�� �jf���t���f�a�j��
�
�

O SU�ESTWOWANII U FUNKCII y � f���t�� PREDELA W TO�KE 	�
RAWNOGO f�a�
 Q�E�D��

�pO SHEME� DLQ L�BOGO �ISLA ��� SU�ESTWUET �SOGLASNO PERWOMU
UTWERVDENI�� �ISLO ��� S WYPOLNENIEM IMPLIKACII

jx�aj�� � jf�x��f�a�j���
A DLQ �TOGO �ISLA � � W SWO� O�EREDX� SU�ESTWUET �UVE SOGLASNO WTO�
ROMU UTWERVDENI�� �ISLO ��� S WYPOLNENIEM IMPLIKACII

��jt�	j�� �j
�t��aj���
A SLEDOWATELXNO� I WOZMOVNOSTX� PODSTANOWKI x�
�t� W y� f�x�� T� E�
OBRAZOWANIQ SLOVNOJ FUNKCII y� f�
�t��� S WYPOLNENIEM IMPLIKACIJ

��jt�	j�� �j
�t��aj�� �jf�
�t���f�a�j���
� wOT DRUGOE DOKAZATELXSTWO� ISPOLXZU��EE KRITERII PREDELA I NE�

PRERYWNOSTI FUNKCII W TO�KE �SM� S� ��� ��� pUSTX ftng � L�BAQ

SHODQ�AQSQ K 	 POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK tn� OTLI�NYH OT 	� wWIDU
SU�ESTWOWANIQ U FUNKCII 
�t� PREDELA W TO�KE 	� RAWNOGO a� POSLEDO�
WATELXNOSTX f
�tn�g BUDET SHODITXSQ K a� A TAK KAK FUNKCIQ y � f�x�
NEPRERYWNA W TO�KE a� POSLEDOWATELXNOSTX ff�
�tn��g BUDET SHODITXSQ
K f�a��



���

sLEDU��IJ PRIMER POKAZYWAET� �TO USLOWIE NEPRERYWNOSTI FUNK�
CII y�f�x� W TO�KE a NELXZQ OSLABITX� ZAMENIW EGO USLOWIEM SU�EST�
WOWANIQ U FUNKCII PREDELA W �TOJ TO�KE�

pUSTX f�x�
def
�

�
�� ESLI t���

� ESLI t 	���
I 
�t�

def
� t sin


t
� fUNKCIQ y � f�x�

NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE x��� NO IMEET W NEJ PREDEL� RAWNYJ
NUL�� w SWO� O�EREDX� FUNKCIQ x�
�t� IMEET W TO�KE t�� PREDEL� RAW�
NYJ NUL��� wMESTE S TEM KOMPOZICIQ �TIH FUNKCIJ �SLOVNAQ FUNKCIQ�
y�f�
�t�� PREDELA W TO�KE t�� NE IMEET� POSKOLXKU DLQ SHODQ�EJSQ

K NUL� POSLEDOWATELXNOSTI ftng �
�

�
�n

�
TO�EK tn �OTLI�NYH OT NU�

LQ� POSLEDOWATELXNOSTX ZNA�ENIJ FUNKCII W �TIH TO�KAH RASHODITSQ��
f�
�tn��

�
�
�
f� �

�n
sin�n

�
�
�
�� �� � �� � � �

pRQMYM SLEDSTWIEM DOKAZANNOGO UTWERVDENIQ QWLQETSQ

SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI SLOVNOJ FUNKCII�

eSLI FUNKCIQ x ���t� NEPRERYWNA W TO�KE 	� A FUNKCIQ
y � f�x� NEPRERYWNA W TO�KE a � ��	�� TO I KOMPOZICIQ

�TIH FUNKCIJ �SLOVNAQ FUNKCIQ� y�f���t�� BUDET NEPRE�
RYWNA W TO�KE 	


dRUGIM SLEDSTWIEM QWLQETSQ PERESTANOWO�NOSTX SIMWO	
LA NEPRERYWNOJ FUNKCII I SIMWOLA PREDELA��

fUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE a W TOM

I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA RAWENSTWO
lim
t��

f���t�� � f
�
lim
t��

��t�
�

WYPOLNQETSQ DLQ L�BOJ FUNKCII x � ��t� I L�BOJ TO�KI

	� LI�X TOLXKO SU�ESTWUET lim
t��

��t� � a�

��TO SLEDUET IZ TOGO� �TO DLQ L�BOJ SHODQ�EJSQ K NUL� POSLEDOWA�

TELXNOSTI ftng TO�EK tn 	� � POSLEDOWATELXNOSTX f
�tn�g �
�
tn sin


tn

�
KAK PROIZWEDENIE BESKONE�NO MALOJ POSLEDOWATELXNOSTI ftng NA OGRA�
NI�ENNU�

�
sin


tn

�
TAKVE SHODITSQ K NUL��

�nA NEGO UKAZAL bOLXCANO W RABOTE �� G� �SM� ����� S� ����
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III��� �TO NAZYWA�T FORMULAMI �JLERA

I KAK ONI WYWODQTSQ

dLQ L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA t

eit � e�it � 
eit

�� A SLEDOWATELXNO� jeitj�� �

dOKAZATELXSTWO
 w SILU OPREDELENIQ �ISLA eit �SM
 S
 �����
SWOJSTW OPERACII KOMPLEKSNOGO SOPRQVENIQ �SM
 S
 ��� I TO	

GO� �TO lim zn � lim zn DLQ L�BOJ SHODQ�EJSQ POSLEDOWATELX	
NOSTI fzng KOMPLEKSNYH �ISEL�� SPRAWEDLIWY RAWENSTWA�

eit � exp�it� � lim
n���

�
�� it

��
�it��

�� � 
 
 
 � �it�n

n�

�
�

eit � exp�it� � lim
n���

�
�� it

�
�

�it��

��
� 
 
 
 � �it�n

n�

�
�

� lim
n���

�
�� �it

� �
��it��
�� � 
 
 
 � ��it�n

n�

�
� e�it�

oKON�ATELXNO� jeitj�� eiteit � eite�it � e� ��
 Q�E�D�
iZ DOKAZANNOGO UTWERVDENIQ SLEDUET� �TO DLQ L�BOGO

DEJSTWITELXNOGO �ISLA t �ISLO eit IZOBRAVAETSQ TO�KOJ

PLOSKOSTI C � LEVA�EJ NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI �OKRUV	
NOSTI RADIUSA � S CENTROM W NA�ALE KOORDINAT�
 wOPROS O
TOM� KAKOJ KONKRETNO TO�KOJ �TOJ OKRUVNOSTI IZOBRAVA	
ETSQ �ISLO eit� RAZRE�AETSQ SLEDU��IM UTWERVDENIEM


dLQ L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA t

arg�eit�� t �S TO�NOSTX� DO SLAGAEMOGO� KRATNOGO ��� 


�t� E� �ISLOM� OBRATNYM PO OTNO�ENI� K �KSPONENTE eit �ISTO MNI�
MOGO �ISLA it� SLUVIT KOMPLEKSNO SOPRQVENNOE S NEJ �ISLO eit�

� tAK KAK KOMPLEKSNOE SOPRQVENIE NA PLOSKOSTI C ESTX ZERKALXNOE

OTRAVENIE OTNOSITELXNO DEJSTWITELXNOJ OSI� UTWERVDENIQ lim zn� z

I lim zn� z� WYRAVAEMYE FORMULAMI
�����n��n�n�n��jzn�zj��� I �����n��n�n�n��jzn�zj����
QWLQ�TSQ �KWIWALENTNYMI�



���

0 1

exp it
n

eit

exp 2it
n

exp ( �1)n it
n

rIS� �

dOKAZATELXSTWO
 kAKIM BY NI BYLO NATURALXNOE �ISLO

n� KONCEWYE TO�KI WEKTOROW�� IZOBRAVA��IH �ISLA

�� exp it
n
� exp �it

n
� � � � � exp �n���it

n
� exp nit

n
� eit

�W �TOM PORQDKE�� QWLQ�TSQ WER�INAMI PRAWILXNOJ n	ZWEN	
NOJ LOMANOJ� WPISANNOJ W EDINI�NU� OKRUVNOSTX �RIS
 ���

tAK KAK DLINA ODNOGO �PERWOGO� ZWENA �TOJ LOMANOJ RAWNA

jexp it
n
� �j� DLINU ln WSEJ LOMANOJ MOVNO ZAPISATX W WIDE

� wYHODQ�IH IZ NA�ALA KOORDINAT KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�
� tO� �TO WSE �TI TO�KI LEVAT NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� ESTX SLED�

STWIE TOGO� �TO jeitj � � A TAK KAK KAVDOE POSLEDU��EE IZ �ISEL

� exp it
n
� exp �it

n
� � � � � exp �n��	it

n
� exp nit

n
� eit �NA�INAQ SO WTORO�

GO� ESTX REZULXTAT UMNOVENIQ PREDYDU�EGO NA ODNO I TO VE KOMP�
LEKSNOE �ISLO exp it

n
� IZ GEOMETRI�ESKOJ TRAKTOWKI UMNOVENIQ SLEDU�

ET� �TO KAVDYJ POSLEDU��IJ IZ IZOBRAVA��IH �TI �ISLA WEKTOROW
KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI POLU�AETSQ POWOROTOM PREDYDU�EGO NA ODIN

I TOT VE UGOL� RAWNYJ �POKA E�E NEIZWESTNOMU� arg exp it
n
�



���

ln � n jexp it
n
��j� jtj jexp

it
n
�j

j it
n
j � jtj


�
�exp it

n
�

it
n

�
�


tAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX
�it
n

�
SHODITSQ K NUL�� IZ KRI�

TERIQ ��KWIWALENTNOGO OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII ��E�
REZ POSLEDOWATELXNOSTI�� PRIMENENNOGO K OSNOWNOMU PREDE�

LU DLQ �KSPONENTY lim
z��

exp z�
z

� � �SM
 S
 ����� SLEDUET� PO	

SLEDOWATELXNOSTX
�exp it

n
�

it
n

�
SHODITSQ K EDINICE� A POSLEDO	

WATELXNOSTX flng�
�
jtj

�
�exp it

n
�

it
n

�
�� � SOOTWETSTWENNO K �ISLU

jtj
 nO PREDEL �PRI n� ��� POSLEDOWATELXNOSTI flng DLIN
PRAWILXNYH n	ZWENNYH LOMANYH � WPISANNYH W EDINI�NU�

OKRUVNOSTX I IME��IH OB�IE KONCEWYE TO�KI � I eit� ESTX
PO OPREDELENI� DLINA DUGI EDINI�NOJ OKRUVNOSTI MEVDU

UKAZANNYMI TO�KAMI �WOZMOVNO� S DOBAWLENIEM CELOGO KRAT	
NOGO DLINY OKRUVNOSTI �� T
 E
 ��k�
 oPQTX POLXZUQSX TEM�

�TO lim
n���

exp it
n
�

it
n

� �� MOVNO ZAKL��ITX� PRI WSEH DOSTA	

TO�NO BOLX�IH n WEKTOR exp it
n
�� �NAPRAWLQ��IJ DLQ PER	

WOGO ZWENA LOMANOJ� OBRAZUET S WEKTOROM
it
n
OSTRYJ UGOL�

WSLEDSTWIE �EGO PRI t � � NAPRAWLENIE OTS�ETA DLINY DUGI

OT TO�KI � K TO�KE exp�it� � eit QWLQETSQ POLOVITELXNYM

��PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI�� A PRI t � � � OTRICA�

TELXNYM �W PROTIWOPOLOVNOM NAPRAWLENII�
 oKON�ATELX	
NO� ARGUMENT �ISLA eit� IZMERQEMYJ� DLINOJ DUGI EDINI�NOJ

OKRUVNOSTI MEVDU NAPRAWLENIQMI �IZ NA�ALA KOORDINAT�
NA TO�KI � I eit� RAWEN� �ISLU t�

�lOMANYE� SOEDINQQ TO�KI  I eit� MOGUT SKOLXKO�TO RAZ OBOJTI
WOKRUG CENTRA OKRUVNOSTI�

�s TO�NOSTX� DO SLAGAEMOGO� KRATNOGO ���



���

arg eit � t ����k�� Q�E�D�

pEREHOD K POLQRNOJ ZAPISI �ISLA eit S U�ETOM USTANOW	
LENNYH SOOTNO�ENIJ jeitj��� arg eit � t ����k� PRIWODIT K

RAWENSTWU
eit � cos t� i sin t �

NAZYWAEMOMU FORMULOJ �JLERA

kOMBINIRUQ �TO RAWENSTWO S DRUGIM EGO �KZEMPLQROM�

ZAPISANNYM W WIDE e�it � cos t� i sin t� MOVNO POLU�ITX �K	
WIWALENTNYE FORMULE �JLERA RAWENSTWA

cos t� eit
 e�it

�
� sin t� eit� e�it

�i
�

TAKVE NAZYWAEMYM FORMULAMI �JLERA�
 wTOROE IZ NIH W SO	
EDINENII S OSNOWNYM PREDELOM DLQ �KSPONENTY �SM
 S
 ����
PRIWODIT K OSNOWNOMU PREDELU DLQ SINUSA�

lim
t��

sin t
t

� lim
t��

eit� e�it

�it �
it
z

lim
z��

ez� e�z

�z � lim
z��

ez�
� e�z

�z �
�z
�

� 
�

�
lim
z��

ez�
z

� lim
���

e��
�

�
���

EGO STOIT WYDELITX BOLEE ZAMETNO �I S BOLEE TRADICIONNYM
OBOZNA�ENIEM x DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ��

lim
x��

sinx
x

�� 


wARIANT DOKAZATELXSTWA� ESLI fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K NUL�

POSLEDOWATELXNOSTX DEJSTWITELXNYH �ISEL xn 	� �� TO POSLEDOWATELX�

NOSTX
�
eixn��
ixn

�
SHODITSQ K EDINICE� A WMESTE S NEJ SHODITSQ K EDINI�

CE I POSLEDOWATELXNOSTX
�
Re e

ixn��
ixn

�
�
�
Re cosxn� i sin xn��

ixn

�
�
�
sin xn
xn

�
�

OSTAETSQ WOSPOLXZOWATXSQ KRITERIEM ��KWIWALENTNYM OPREDELENIEM�
PREDELA FUNKCII ��EREZ POSLEDOWATELXNOSTI��

�iMENNO W �TOM WIDE �JLER PERWONA�ALXNO POLU�IL NAZWANNYE EGO

IMENEM FORMULY� tOT SPOSOB� KOTORYM �JLER WYWEL �TI FORMULY IZ

FORMULY mUAWRA �SM� S� ���� IZLOVEN W xx ����� EGO ZNAMENITOJ MO�
NOGRAFII �����



���

�UWSTWENNYE L�DI PREDPO�ITA�T NAZYWATX EGO �PERWYM

ZAME�ATELXNYM PREDELOM� I PRIWODITX GEOMETRI�ESKIE EGO

DOKAZATELXSTWA� NE WSE IZ KOTORYH� ODNAKO� LOGI�ESKI BEZ	
UPRE�NY


nA�ALXNYM �AGOM �TIH DOKAZATELXSTW QWLQETSQ WYWOD�

NERAWENSTW sin jxj� jxj� tg jxj� IZ KOTORYH ZATEM POLU�A�T�

NERAWENSTWA �� x
sinx � 

cosx � PEREHOD K PREDELU W KOTORYH �S

U�ETOM TOGO� �TO lim
x��


cosx

��� DAET lim
x��

x
sinx

��� A POTOMU I

lim
x��

sinx
x

��


oBY�NO PREDLAGAEMYJ W KURSAH ANALIZA WYWOD UPOMQNU	
TYH NERAWENSTW SRAWNENIEM PLO�ADEJ � �� RAWNOBEDRENNOGO
TREUGOLXNIKA OAB� �� KRUGOWOGO SEKTORA OAB� �� PRQMO�

UGOLXNOGO TREUGOLXNIKA OCB �
sin jxj
� �

jxj
� �

tg jxj
� �RIS
 �� A�

SODERVIT KLASSI�ESKU� O�IBKU �PORO�NOGO KRUGA� ��circulus
vitiosus��� KOTORU� MNOGIE WIDQT� NO PREDPO�ITA�T NE ZAME	
�ATX
 pOLAGATX PLO�ADX KRUGOWOGO SEKTORA OAB � OPIRA	
��EGOSQ NA DUGU EDINI�NOJ OKRUVNOSTI DLINY jxj� RAWNOJ
jxj
� �TOGDA KAK ONA PO OPREDELENI�� ESTX PREDEL� K KOTORO	
MU STREMITSQ SUMMA PLO�ADEJ RAWNOBEDRENNYH TREUGOLX�

NIKOW� IME��IH OB�EJ WER�INOJ CENTR OKRUVNOSTI� A OS�
NOWANIQMI ZWENXQ PRAWILXNOJ LOMANOJ� WPISANOJ W UKAZAN	
NU� DUGU � PRI NEOGRANI�ENNOM UWELI�ENII �ISLA ZWENXEW�

T
 E
 PREDEL PRI n � �� WELI�INY n
� sin

jxj
n
�� ZNA�IT PRI

WYWODE PREDELXNOGO SOOTNO�ENIQ lim
x��

sinx
x

� � POLXZOWATXSQ

SAMIM �TIM SOOTNO�ENIEM� �TO I ESTX �PORO�NYJ KRUG


� w PREDPOLOVENII� �TO �� jxj� �
�
�

�dELENIEM NA sin jxj I POSLEDU��IM SNQTIEM ZNAKA MODULQ WWIDU

�ETNOSTI WOZNIKA��IH DROBEJ�
� tOMU� KOTORYM RASPOLAGA�T WYPUSKNIKI �KOLY�



���

rIS� �

lOGI�ESKI KORREKTNYJ WYWOD UPOMQNUTYH NERAWENSTW OS	
NOWAN NA SRAWNENII DLIN IZOBRAVENNYH NA RIS
 �� A �

�� HORDY B�B �PERPENDIKULQRNOJ K GORIZONTALXNOJ OSI��
STQGIWA��EJ DUGU B�AB �TOJ OKRUVNOSTI DLINY �jxj���

�� LOMANOJ B�CB� ZWENXQ KOTOROJ KASA�TSQ EDINI�NOJ

OKRUVNOSTI W TO�KAH B� I B

sTANDARTNYJ PROCESS POSLEDOWATELXNOGO �UDWOENIQ �IS	

LA ZWENXEW �EGO NA�ALO PROILL�STRIROWANO NA RIS
 �� A�B�
PRIWODIT K POSLEDOWATELXNOSTQM�

�� WPISANNYH W DUGU B�AB PRAWILXNYH LOMANYH �S �IS	
LOM ZWENXEW ��� ��� ��� � � � �� DLINY ln KOTORYH OBRAZU�T

� WOZ�

RASTA��U� POSLEDOWATELXNOSTX � sin jxj � l�� l�� l�� 
 
 
 �
�� OPISANNYH OKOLO �TOJ DUGI LOMANYH �S �ISLOM ZWENXEW

x� � �� xn � �xn��� ��� DLINY ln KOTORYH OBRAZU�T
� UBYWA�

��U� POSLEDOWATELXNOSTX �tg jxj � l� � l� � l� � 
 
 

tAK KAK ln�ln� A lim

n���
ln � �jxj �DLINA DUGI B�AB�� SLE	

DUET WYWOD� sin jxj� jxj� tg jxj PRI �� jxj� �
� 


� w SILU IZWESTNOGO SWOJSTWA STORON TREUGOLXNIKA� SUMMA DLIN L��
BYH DWUH EGO STORON BOLX�E DLINY TRETXEJ EGO STORONY�



���

III��� kAKIE RAZNOWIDNOSTI IME�T PONQTIQ

PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII

oDNOSTORONNIE PREDELY I NEPRERYWNOSTX

�ISLO b� ESTX PREDEL FUNKCII y � f�x� DEJSTWITELXNOJ
PEREMENNOJ W TO�KE a�R SLEWA� �ZAPISX b�� lim

x�a��
f�x�� ILI

f�x�� b� PRI x� a���� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

���������x�a���x�a � jf�x�� b�j��
�

�

�ISLO b� ESTX PREDEL FUNKCII y � f�x� W TO�KE a � R

SPRAWA� �ZAPISX b� � lim
x�a��

f�x�� ILI f�x�� b� PRI x� a����

ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

���������x�a�x�a�� � jf�x�� b�j��
�



oB�EPRINQTYMI STALI OBOZNA�ENIQ ODNOSTORONNIH PRE�

DELOW SIMWOLAMI	 f�a��� �PREDELA SLEWA� I f�a��� �PREDELA

SPRAWA�� f�a���
def
� lim

x�a��
f�x�� f�a���

def
� lim

x�a��
f�x�


iZ SOPOSTAWLENIQ DANNYH OPREDELENIJ S OPREDELENIEM

PREDELA FUNKCII W TO�KE �SM
 S
 ���� SLEDUET WYWOD�

fUNKCIQ y � f�x� �DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ x� IMEET
W TO�KE a PREDEL� RAWNYJ b� W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE�
KOGDA ONA IMEET W �TOJ TO�KE PREDEL SLEWA I PREDEL SPRAWA�
OBA RAWNYE b


�iLI PRI x� STREMQ�EMSQ K TO�KE a SLEWA�
� �dLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA� OBOZNA�ENNOGO �� SU�ESTWUET

TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO� OBOZNA�ENNOE �� �TO DLQ WSEH ZNA�ENIJ

PEREMENNOJ x IZ INTERWALA �a��� a� � LEWOJ ��OKRESTNOSTI �ILI� KAK
E�E GOWORQT� LEWOJ ��POLUOKRESTNOSTI� TO�KI a � ZNA�ENIE FUNKCII

f�x� OTLI�AETSQ OT �ISLA b� MENX�E� �EM NA ���
�iLI PRI x� STREMQ�EMSQ K TO�KE a SPRAWA�
� wWEDENNYMI W ��� G� NEMECKIM MATEMATIKOM dIRIHL�E �Dirichlet

Gustav Peter Lejeune� �������� NA S� �� EGO OSNOWOPOLAGA��EJ RABO�
TE PO RQDAM fURXE �Repertorium der Physik� I Band� Berlin� �����



���

wOT PRIWODIMOE DLQ POLNOTY EGO DOKAZATELXSTWO � NE DO KONCA

FORMALXNOE� NO S WKRAPLENIEM PRAWIL FORMALXNOGO WYWODA �SM� S� ���

pUSTX SU�ESTWUET lim
x�a

f�x� � b� T� E� ISTINNO UTWERVDENIE

���������x��� jx�aj�� � jf�x�� bj��
�
�

pOLAGAQ A� � �
a��� x� a

�
� A�� � �

a� x� a
�
�
� B � ��� jx�aj� ���

C � �jf�x��bj��
�
I PRIMENQQ SHEMU WYWODA� OSNOWANNU� NATAWTOLOGII

��A�B�
�B�C��� �A�C�� PRIHODQT K ISTINNOSTI UTWERVDENIJ
���������x�a���x�a � jf�x�� bj��

�
�

���������x�a�x�a
� � jf�x�� bj��
�
�

OZNA�A��IH� �TO b � lim
x�a��

f�x� � lim
x�a
�

f�x��

nAOBOROT� PUSTX ISTINNY OBA POSLEDNIH UTWERVDENIQ� I DLQ PRO�
IZWOLXNO WZQTOGO ZNA�ENIQ ��� PUSTX �� I �� � SU�ESTWU��IE DLQ

�TOGO ZNA�ENIQ � �SOOTWETSTWENNO PERWOMU I WTOROMU UTWERVDENIQM�
ZNA�ENIQ �� wOZMOVNOSTX WZQTX � RAWNYM NAIMENX�EMU IZ ZNA�ENIJ

��� �� OBESPE�IWAET ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x��a���x�a�jf�x��bj���
 �a�x�a
��jf�x��bj���
�
�

A ISTINNOSTX �W PREDYDU�IH OBOZNA�ENIQH� IMPLIKACII B� �A��A���
WKUPE S TAWTOLOGIEJ �B��A� �A����
 �A��C�
�A���C�� �B�C� �

ISTINNOSTX UTWERVDENIQ ���������x��� jx�aj�� � jf�x�� bj��
�
�

OZNA�A��EGO� �TO lim
x�a

f�x� � b� Q�E�D�

fUNKCI� y�f�x� NAZYWA�T NEPRERYWNOJ SLEWA W TO�KE

a� R � ESLI f�a��� �f�a� � I� SOOTWETSTWENNO� NEPRERYWNOJ

SPRAWA� ESLI f�a����f�a� � NEPRERYWNOSTX VE FUNKCII W

�TOJ TO�KE OZNA�AET� �TO f�a��� � f�a���� f�a� 


pO ANALOGII S ODNOSTORONNIMI PREDELAMI WWODQT ZAPISX

lim
x�a

f�x� � b��� OBOZNA�AQ E� ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x��� jx�aj�� � b���f�x��b
�
�

I� SOOTWETSTWENNO� lim
x�a

f�x� � b�� � DLQ OBOZNA�ENIQ ISTIN�
NOSTI UTWERVDENIQ

���������x��� jx�aj�� � b�f�x��b��
�





���

pREDELY W BESKONE�NOSTI I BESKONE�NYE PREDELY

pONQTIQMI� RODSTWENNYMI ODNOSTORONNIM PREDELAM� QW	
LQ�TSQ PREDELY FUNKCII �DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ� W
BESKONE�NO UDALENNYH TO�KAH �� I ��


�ISLO b NAZYWA�T PREDELOM FUNKCII y � f�x� PRI x�
STREMQ�EMSQ K �� �S OBOZNA�ENIQMI �TOGO lim

x���
f�x� � b

ILI f�x�� b PRI x����� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

�����c���x�x�c � jf�x�� bj��
�

��

IME��EE SLEDU��IJ SMYSL� �KAKOWO BY NI BYLO POLOVI�

TELXNOE �ISLO �� SU�ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX �LEMENTA

�� �PROMEVUTOK WIDA �c������ �TO DLQ WSQKOJ TO�KI x
IZ �TOJ OKRESTNOSTI ZNA�ENIE f�x� OTLI�AETSQ OT �ISLA b
MENX�E� �EM NA ���

�ISLO b NAZYWA�T PREDELOM FUNKCII y � f�x� PRI x�
STREMQ�EMSQ K �� �S OBOZNA�ENIQMI �TOGO lim

x���
f�x� � b

ILI f�x�� b PRI x����� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

�����c���x�x��c � jf�x�� bj��
�



s�ITA�T PO OPREDELENI�� �TO FUNKCIQ y�f�x� IMEET W
TO�KE a BESKONE�NYJ PREDEL �� �S ZAPISX� lim

x�a
f�x� ����

ILI f�x���� PRI x� a�� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

�c�������x��� jx�aj�� � f�x��c
�
�

IME��EE SLEDU��IJ SMYSL� �DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO

�ISLA c SU�ESTWUET TAKAQ OKRESTNOSTX TO�KI a� �TO DLQ

WSEH �OTLI�NYH OT a� TO�EK x IZ �TOJ OKRESTNOSTI� ZNA�E�
NIQ f�x� OKAZYWA�TSQ B�OLX�IMI �ISLA c�


� wARIANT PRO�TENIQ� �DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � SU�
�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO c� �TO DLQ WSEH ZNA�ENIJ x�
B�OLX�IH c� ZNA�ENIQ f�x� OTLI�A�TSQ OT �ISLA b MENX�E� �EM NA �	�



���

sOOTWETSTWENNO� ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

�c�������x��� jx�aj�� � f�x���c�
OZNA�AET PO OPREDELENI�� �TO FUNKCIQ y � f�x� IMEET W

TO�KE a BESKONE�NYJ PREDEL �� �S ZAPISX� lim
x�a

f�x� ����

ILI f�x���� PRI x� a�


fUNKCI� y� f�x� NAZYWA�T BESKONE�NO BOLX�OJ PRI x�
STREMQ�EMSQ K a� ESLI lim

x�a
jf�x�j���


wY�EPRIWEDENNYE RAZNOWIDNOSTI PONQTIQ PREDELA FUNK�

CII W TO�KE DOPUSKA�T �IROKU� GIBRIDIZACI� W WIDE TA	
KIH SOOTNO�ENIJ� KAK� A� lim

x���
f�x�� b��� B� lim

x�a��
f�x�� b���

W� lim
x�a��

f�x� ���� G� lim
x���

f�x� ���� WYPOLNENIE KOTORYH

PO OPREDELENI� OZNA�AET ISTINNOSTX UTWERVDENIJ� WYRAVA	
EMYH FORMULAMI�

A� �����c���x�x��c � b�f�x��b��
�
�

B� ���������x�a�x�a�� � b���f�x��b
�
�

W� �c�������x�a���x�a � f�x��c
�
�

G� �c���d���x�x�d � f�x���c�

dLQ KAVDOGO IZ �TIH �I IM PODOBNYH� WARIANTOW PONQTIQ

PREDELA FUNKCII ESTX ANALOGI�NYJ DOKAZANNOMU NA S
 ����
��� KRITERIJ ��KWIWALENTNOE OPREDELENIE� ��EREZ POSLEDO	
WATELXNOSTI
 wOT� K PRIMERU� KAK ON WYGLQDIT PRIMENI	
TELXNO K PERWOMU IZ PERE�ISLENNYH


lim
x���

f�x�� b�� W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA ISTIN�

NO UTWERVDENIE� �KAKOWA BY NI BYLA POSLEDOWATELXNOSTX

fxng DEJSTWITELXNYH �ISEL� RASHODQ�AQSQ K ��� SOOT�
WETSTWU��AQ EJ POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g SHODITSQ K

�ISLU b TAK� �TO WSE EE �LEMENTY f�xn� OSTA�TSQ B�OLX�IMI
�ISLA b 




���

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX lim
x���

f�x� � b��� T
 E
 ISTINNO
UTWERVDENIE

�����c���x�x��c � b�f�x��b��
�
�

I PUSTX fxng � L�BAQ POSLEDOWATELXNOSTX DEJSTWITELX�

NYH �ISEL� RASHODQ�AQSQ K ��
 eSLI � � PROIZWOLXNO WZQ	
TOE POLOVITELXNOE �ISLO� TO �TAK KAK limxn � ��� DLQ
SU�ESTWU��EGO �W SILU UKAZANNOGO UTWERVDENIQ� �ISLA c
�KAK I DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA� SU�ESTWUET TA	
KOE NATURALXNOE �ISLO n�� �TO DLQ WSEH NATURALXNYH �I	
SEL ��NOMEROW� n� B�OLX�IH n�� SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

xn � �c� A SLEDOWATELXNO� I NERAWENSTWA b � f�xn� � b� �

w SILU PROIZWOLXNOSTI WYBORA �ISLA � � � �TO OZNA�AET�
�TO POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g SHODITSQ K �ISLU b� PRI�EM
f�xn��b PRI WSEH n


pUSTX TEPERX SOOTNO�ENIE lim
x���

f�x� � b�� NE WYPOLNQ�

ETSQ� T
 E
 UTWERVDENIE

�����c���x�x��c � b�f�x��b��
�

LOVNO� I ISTINNO EGO OTRICANIE

�����c���x�x��c � �f�x�� b 	 f�x�� b�� 	 ��f�x���

bERQ ODNO ZA DRUGIM ZNA�ENIQ c � �� �� �� � � � I OBOZNA�AQ

x�� x�� x�� � � � ZNA�ENIQ x� SU�ESTWU��IE �SOGLASNO POSLED	
NEJ FORMULE� DLQ �TIH ZNA�ENIJ c� POLU�A�T POSLEDOWATELX	
NOSTX fxng TO�EK DEJSTWITELXNOJ OSI SO SWOJSTWOM� xn��n
PRI n � �� �� �� � � � � A KAVDOE IZ ZNA�ENIJ f�xn� LIBO NE

BOLX�E �ISLA b� LIBO NE MENX�E �ISLA b��� LIBO WOOB�E NE
OPREDELENO
 �TO OZNA�AET� �TO POSLEDOWATELXNOSTX fxng RAS�
HODITSQ K ��� PRI �TOM NEWERNO� �TO POSLEDOWATELXNOSTX
ff�xn�g SHODITSQ K �ISLU b I WSE EE �LEMENTY f�xn� BOLX�E
�ISLA b
 Q�E�D�

�oTRICANIEM UTWERVDENIQ b � f�x�� b
� QWLQETSQ UTWERVDENIE�
�LIBO f�x��b� LIBO f�x�� b
�� LIBO ZNA�ENIE f�x� NE OPREDELENO��



���

pREDEL FUNKCII W TO�KE PO MNOVESTWU

sLEDU��IJ WARIANT PONQTIQ PREDELA FUNKCII W TO�KE

PREDPOLAGAET� �TO FUNKCIQ y � f�x� OPREDELENA NA MNOVES	
TWE X�R � DLQ KOTOROGO �TA TO�KA QWLQETSQ PREDELXNOJ�


�ISLO b NAZYWA�T PREDELOM FUNKCII y � f�x� W TO�KE�

a PO MNOVESTWU X �S OBOZNA�ENIEM �TOGO lim
X�x�a

f�x� � b��

ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� �DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO

�ISLA �OBOZNA�AEMOGO �� SU�ESTWUET OKRESTNOSTX TO�KI a�
W KAVDOJ TO�KE KOTOROJ� PRINADLEVA�EJ MNOVESTWU X � NO
OTLI�NOJ OT a� ZNA�ENIE FUNKCII OTLI�AETSQ OT �ISLA b
MENX�E� �EM NA ��� FORMULXNO�

���������x��x�X�� ��� jx�aj��� � jf�x�� bj��
�

�

sLEDUET POD�ERKNUTX� DANNOE OPREDELENIE IMEET SMYSL

LI�X ESLI ONO PREDWARENO USLOWIEM� �TO a ESTX PREDELX�

NAQ TO�KA MNOVESTWA X 
	 dELO W TOM� �TO ESLI �TO USLOWIE
NE WYPOLNENO� TO PRI DOSTATO�NO MALYH ZNA�ENIQH � � �
UTWERVDENIE �x�X�� ��� jx�aj��� OKAZYWAETSQ LOVNYM�
A UTWERVDENIE

�tO�KA a NAZYWAETSQ PREDELXNOJ �PO�DRUGOMU� TO�KOJ NAKOPLENIQ�
TO�KOJ SGU�ENIQ� DLQ MNOVESTWAX � ESLI W L�BOJ OKRESTNOSTI TO�KI
a ESTX TO�KI� PRINADLEVA�IE MNOVESTWU a� OTLI�NYE OT a� FORMULX�
NO� �����x�x�X
 �� jx�aj���� ESLI a � TO�KA DEJSTWITELXNOJ OSI

�ILI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�� �c���x�x�X 
 x�c�� ESLI a�
�� I
����x�x�X
 x��c�� ESLI a����

�iLI PRI STREMLENII x K TO�KE�
�a ESLI a�
� ILI a���� TO SOOTWETSTWENNO

�����c���x��x�X�
 �x�c�� jf�x��bj��
�
�

�����c���x��x�X�
 �x��c�� jf�x��bj��
�
�

�pO �TOJ PRI�INE DANNOE USLOWIE PREDPO�TITELXNEE WKL��ATX W

SAMU FORMULU�

� lim
X�x�a

f�x�� b	
def�������x�x�X 
 �� jx�aj���

�


����������x��x�X�
��� jx�aj���� jf�x��bj��

��
�



���

���������x��x�X�� ��� jx�aj��� � jf�x�� bj��
�
�

SOOTWETSTWENNO�� ISTINNYM� TOGDA KAK GOWORITX W DANNOJ

SITUACII �KOGDA WBLIZI TO�KI a NET OTLI�NYH OT NEE TO�EK�
PRINADLEVA�IH MNOVESTWU X � O PREDELE FUNKCII y � f�x�
PRI x� STREMQ�EMSQ K a PO MNOVESTWU X � BESSMYSLENNO


eSLI MNOVESTWO X� NA KOTOROM ZADANA FUNKCIQ y�f�x��
SODERVIT CELIKOM NEKOTORU� OKRESTNOSTX TO�KI a�� TO PO	
NQTIQ PREDELA FUNKCII W TO�KE PO MNOVESTWU I PREDE�

LA FUNKCII W TO�KE W IZNA�ALXNOM OPREDELENII �SM
 S
 ����
SOWPADA�T� lim

X�x�a
f�x� � lim

x�a
f�x�
 �TO SLEDUET IZ TOGO� �TO

ESLI �ISLO � � � DOSTATO�NO MALO� TO WYPOLNENIE NERA�

WENSTW � � jx� aj � � WLE�ET WYPOLNENIE USLOWIQ x � X �
A POTOMU FORMULY

���������x��x�X�� ��� jx�aj��� � jf�x�� bj��
�

I ���������x��� jx�aj�� � jf�x�� bj��
�

OKAZYWA�TSQ RAWNOZNA�NYMI


pODOBNO �TOMU� ESLI MNOVESTWO X PREDSTAWLQET SOBOJ

LEWU� OKRESTNOSTX TO�KI a� TO lim
X�x�a

f�x� � lim
x�a��

f�x�� A ES	

LI W KA�ESTWE MNOVESTWA X WYSTUPAET PRAWAQ OKRESTNOSTX

TO�KI a� TO lim
X�x�a

f�x� � lim
x�a��

f�x�


tO�NO TAK VE� ESLI a � ��� A MNOVESTWO X SODERVIT

PROMEVUTOK WIDA �c����� TO lim
X�x�a

f�x� � lim
x���

f�x�� A ESLI

a���� I MNOVESTWO X SODERVIT PROMEVUTOK WIDA ���� c��
TO lim

X�x�a
f�x� � lim

x���
f�x�


eSLI a � 
�� A X � N � MNOVESTWO NATURALXNYH �ISEL� TO

lim
X�x�a

f�x� � lim
n�
�

f�n� ESTX PREDEL POSLEDOWATELXNOSTI ff�n�g�

�sOGLASNO PRAWILU ISTINNOSTI IMPLIKACII �SM� pRILOVENIE I ��
�iSKL��AQ� WOZMOVNO� SAMU �TU TO�KU �



���

wOT KRITERIJ ��KWIWALENTNOE OPREDELENIE� ��EREZ POSLE�
DOWATELXNOSTI� PREDELA FUNKCII W TO�KE PO MNOVESTWU �

w PREDPOLOVENII� �TO a � PREDELXNAQ TO�KA MNOVESTWA

X �NA KOTOROM ZADANA FUNKCIQ y�f�x��� WYPOLNENIE SOOT�
NO�ENIQ lim

X�x�a
f�x� � b RAWNOSILXNO ISTINNOSTI UTWERV�

DENIQ� �KAKOWA BY NI BYLA POSLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK
xn � X� xn �� a� ESLI ONA IMEET PREDEL�� RAWNYJ a� TO PO�
SLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g IMEET PREDEL�� RAWNYJ b


dOKAZATELXSTWO
 pUSTX lim
X�x�a

f�x� � b� T
 E
 ISTINNYM
QWLQETSQ UTWERVDENIE

���������x��x�X�� ��� jx�aj��� � jf�x��bj��
�
�� ���

eSLI fxng� L�BAQ POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK xn�X� xn �� a�
DLQ KOTOROJ limxn� a� TO KAKOWO BY NI BYLO �ISLO ���� DLQ
SU�ESTWU��EJ DLQ NEGO �W SILU UTWERVDENIQ ���� OKREST�

NOSTI TO�KI a SU�ESTWUET TAKOE NATURALXNOE �ISLO n�� �TO
WSE TO�KI xn S �NOMERAMI n�n� POPADA�T W �TU OKREST�

NOSTX� TAK �TO �OPQTX W SILU UTWERVDENIQ ���� jf�xn��bj��
I� SLEDOWATELXNO� limf�xn� � b


nAOBOROT� ESLI NE WERNO� �TO lim
X�x�a

f�x� � b� T
 E
 ISTINNO

OTRICANIE UTWERVDENIQ ��� � UTWERVDENIE

���������x��x�X�� ���aj���� �jf�x�� bj���
�
��

TO� BERQ ODNO ZA DRUGIM ZNA�ENIQ ���� � �

� � � � �

	 I ZAPISYWAQ

x�� x�� x�� � � � SU�ESTWU��IE DLQ NIH �SOGLASNO POSLEDNE	
MU UTWERVDENI�� ZNA�ENIQ x� POLU�A�T POSLEDOWATELXNOSTX
fxng TO�EK xn�X� xn �� a� DLQ KOTOROJ limxn� a� NO NE WER�
NO� �TO limf�xn� � b
 Q�E�D�

�kONE�NYJ ILI BESKONE�NYJ�
� s UKAZANNYMI W SNOSKE � NA S� �� EGO WARIANTAMI DLQ a����
� s ZAMENOJ PRI a��� NERAWENSTW ��jx�aj�� NA x�c ILI x��c�
� sOOTWETSTWENNO� c�� �� �� � � � PRI a����



���

wERHNIJ I NIVNIJ PREDELY FUNKCII

pO ANALOGII S PONQTIQMI WERHNEGO I NIVNEGO PREDELOW POSLEDO�
WATELXNOSTI �SM� S� ��� WWODQT PONQTIQ WERHNEGO I NIVNEGO PREDELOW

FUNKCII y � f�x� W TO�KE a �WKL��AQ SLU�AI a � ��� STREMLENIQ K
TO�KE a SLEWA� SPRAWA ILI PO NEKOTOROMU MNOVESTWU X��

w �ASTNOSTI� ZAPISX lim
x�a
�

f�x� � b PO OPREDELENI� OZNA�AET� �TO�

a� SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK xn�a� DLQ KOTOROJ
limxn� a� A limf�xn�� b�

B� NE SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTI fxng TO�EK xn�a� DLQ KO�
TOROJ limxn� a� A limf�xn��b�

A ZAPISX lim
x�
�

f�x� � b OZNA�AET� �TO�

a� SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTXfxng� RASHODQ�AQSQ K 
�� DLQ
KOTOROJ limf�xn�� b�

B� NE SU�ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTI fxng� RASHODQ�EJSQ K 
��
DLQ KOTOROJ limf�xn��b�

nAPRIMER� lim
x����

sin

x
�� A lim

x����
sin


x
���

uSLOWIE lim
x�a

f�x� � lim
x�a

f�x� � b NEOBHODIMO I DOSTATO�NO DLQ TOGO�

�TOBY FUNKCIQ� y�f�x� IMELA W TO�KE a PREDEL� RAWNYJ b��

dOKAZATELXSTWO� eSLI lim
x�a

f�x�� b� TO� KAKOWA BY NI BYLA SHODQ�A�

QSQ K a POSLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK xn 	�a� SOOTWETSTWU��AQ POSLE�
DOWATELXNOSTX ff�xn�g SHODITSQ K b� A POTOMU lim

x�a

f�x�� lim
x�a

f�x�� b�

nAOBOROT� PUSTX �TI SOOTNO�ENIQ WYPOLNENY� NO DLQ NEKOTOROJ

POSLEDOWATELXNOSTI fxng TO�EK xn 	�a� SHODQ�EJSQ K a� POSLEDOWATELX�

NOSTX ff�xn�g NE SHODITSQ K b� T� E� LIBO lim f�xn� � eb 	� b� LIBO U

POSLEDOWATELXNOSTI ff�xn�g NET �NI KONE�NOGO� NI BESKONE�NOGO� PRE�
DELA� wO WTOROM SLU�AE limf�xn� 	� limf�xn�� W SILU �EGO SU�ESTWOWUET
PODPOSLEDOWATELXNOSTX fxnkg POSLEDOWATELXNOSTI fxng �TAKVE SHODQ�
�EJSQ K a�� DLQ KOTOROJ lim f�xnk� �

eb 	� b� w OBOIH SLU�AQH WOZNIKAET

PROTIWORE�IE S TEM� �TO lim
x�a

f�x�� lim
x�a

f�x�� b� Q�E�D�

� zADANNAQ W OKRESTNOSTI TO�KI a �KROME� WOZMOVNO� EE SAMOJ��
�uTWERVDENIE WERNO I DLQ a���� x� a� �� b����
� w SILU KRITERIQ ��KWIWALENTNOGO OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII

��EREZ POSLEDOWATELXNOSTI� �SM� S� ����



���

III��� �TO NAZYWA�T KRITERIEM kO�I

SU�ESTWOWANIQ PREDELA FUNKCII

kRITERIJ kO�I SU�ESTWOWANIQ PREDELA FUNKCII

W TO�KE�
 fUNKCIQ y � f�x� IMEET PREDEL� W TO�KE a TOGDA

I TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA

� SU�ESTWUET OKRESTNOSTX TO�KI a� W KOTOROJ� ZNA�ENIQ

FUNKCII RAZNQTSQ MEVDU SOBOJ MENX�E� �EM NA ��

�b�b�lim
x�a

f�x�
������������x��x������ jx��aj����

���� jx���aj���� jf�x���f�x���j��
�

	

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX PREDEL FUNKCII y�f�x� W TO�KE
a SU�ESTWUET I PUSTX lim

x�a
f�x� � b
 wZQW L�BOE POLOVITELX�

NOE �ISLO �� MOVNO UTWERVDATX� �TO DLQ �ISLA �
� �KAK I DLQ

L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA� SU�ESTWUET TAKOE POLOVI�

TELXNOE �ISLO �� �TO DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ x� UDOWLETWORQ	
��EGO NERAWENSTWAM �� jx�aj��� WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO
jf�x��bj� �

�

 pO�TOMU DLQ L�BYH DWUH TAKIH ZNA�ENIJ x�� x��

jf�x���f�x���j� jf�x���f�x��� bj� jf�x���bj� jf�x����bj���

T
 E
 ISTINNO UTWERVDENIE

���������x��x������ jx��aj������� jx���aj����
� jf�x���f�x���j��

�



�nA SAMOM DELE AWTOR �TOGO KRITERIQ �ANALOGA KRITERIQ kO�I SHO�
DIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTI� � NEMECKIJ MATEMATIK d�BUA�rEJMON
�Du Bois�Reymond Paul� �������� SFORMULIROWAW�IJ EGO W GL� V
�oB�EJ TEORII FUNKCIJ	 ���� KAK �oB�IJ PRINCIP SHODIMOSTI I RAS�
HODIMOSTI	 ��Das allgemeine Convergenz� und Divergenzprincip	��

� tERMIN PREDEL� NE SOPROWOVDAEMYJ PRILAGATELXNYM BESKONE��

NYJ� PODRAZUMEWAET KONE�NOE �ISLO�
� eSLI ISKL��ITX IZ NEE SAMU TO�KU a�
� wARIANTY KRITERIQ DLQ ODNOSTORONNIH PREDELOW DANY NA S� ���



���

nAOBOROT� PUSTX �TO UTWERVDENIE ISTINNO� I DLQ PRO	
IZWOLXNO WZQTOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � PUSTX � � TO

POLOVITELXNOE �ISLO� KOTOROE �W SILU �TOGO UTWERVDENIQ�
SU�ESTWUET DLQ �TOGO �ISLA �
 eSLI fxng � L�BAQ SHODQ�

�AQSQ K a POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK xn �� a� TO DLQ UKA	
ZANNOGO �ISLA � �KAK I DLQ WSQKOGO POLOVITELXNOGO �ISLA�
SU�ESTWUET TAKOE �ISLO n�� �TO DLQ WSEH B�OLX�IH EGO NATU�
RALXNYH �ISEL n� m WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO jxn�xmj� ��
A SLEDOWATELXNO� I NERAWENSTWO jf�xn��f�xm�j��
 �TO OZNA	
�AET� �TO POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g QWLQETSQ FUNDAMEN�

TALXNOJ �SM
 S
 ���� A POTOMU �W SILU KRITERIQ kO�I DLQ

POSLEDOWATELXNOSTEJ� I SHODQ�EJSQ K NEKOTOROMU �ISLU b

oSTAETSQ DOKAZATX� �TO �TO �ISLO b NA SAMOM DELE QWLQETSQ

OB�IM PREDELOM WSEH TAKIH POSLEDOWATELXNOSTEJ ff�xn�g�
OTWE�A��IH WSEWOZMOVNYM POSLEDOWATELXNOSTQM fxng TO	
�EK xn �� a� SHODQ�IMSQ K TO�KE a
� eSLI BY DLQ KAKOJ	TO
POSLEDOWATELXNOSTI fx�ng OTLI�NYH OT a TO�EK� SHODQ�EJSQ
K a� POSLEDOWATELXNOSTX ff�x�n�g SHODILASX K �ISLU b� �� b� TO
DLQ POSLEDOWATELXNOSTI x�� x

�

�� x�� x
�

	� � � � �TAKVE SHODQ�EJ�
SQ K a I SOSTOQ�EJ IZ TO�EK� OTLI�NYH OT a� POSLEDOWATELX	
NOSTX f�x��� f�x

�

��� f�x��� f�x
�

	�� � � � � S ODNOJ STORONY �PO UVE
DOKAZANNOMU�� BYLA BY FUNDAMENTALXNOJ� A SLEDOWATELXNO�
SHODQ�EJSQ� TOGDA KAK� S DRUGOJ STORONY� IMEQ PODPOSLEDO�
WATELXNOSTI f�x��� f�x��� f�x��� � � � I f�x���� f�x

�

	�� f�x
�

��� � � � �
SHODQ�IESQ K RAZRYM PREDELAM� OKAZYWALASX BY RASHODQ�

�EJSQ � PROTIWORE�IE
 Q�E�D�

wOT WAVNYJ DLQ PRILOVENIJ �W WOPROSAH SHODIMOSTI

NESOBSTWENNYH INTEGRALOW� WARIANT DOKAZANNOGO KRITERIQ
DLQ ODNOSTORONNIH PREDELOW �NA PRIMERE LEWOSTORONNEGO�


� w SILU KRITERIQ ��KWIWALENTNOGO OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII
��EREZ POSLEDOWATELXNOSTI� �TO I BUDET OZNA�ATX� �TO b�lim

x�a
f�x��



���

fUNKCIQ y � f�x� �DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ� IMEET W

TO�KE a �WKL��AQ SLU�AJ a � ��� PREDEL SLEWA TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA

� SU�ESTWUET LEWAQ OKRESTNOSTX TO�KI a� W KOTOROJ ZNA�
�ENIQ FUNKCII RAZNQTSQ MEVDU SOBOJ MENX�E� �EM NA ��
FORMULXNO �SOOTWETSTWENNO SLU�AQM a�R I a�����

�b�b� lim
x�a��

f�x�
������������x��x���a���x��x���a�

� jf�x���f�x���j��
�
�

�b�b� lim
x���

f�x�
��������c���x��x���c�x��x�� �

� jf�x���f�x���j��
�



oGRANI�ENNOSTX I MONOTONNOSTX FUNKCIJ

fUNKCI� y � f�x� �S DEJSTWITELXNYMI ZNA�ENIQMI� NA�
ZYWA�T OGRANI�ENNOJ SWERHU NA MNOVESTWE X � ESLI ISTIN�

NO UTWERVDENIE �b�x�x�X � f�x�� b
�
� OZNA�A��EE� �TO

OGRANI�ENO SWERHU MNOVESTWO YX
def
� ff�x� j x �Xg WSEH ZNA�

�ENIJ� PRINIMAEMYH FUNKCIEJ NA MNOVESTWE X �RIS
 ��


x X

b

y
y�� y= ( )f x

rIS� �



���

zAMENA W POSLEDNEJ FORMULE NERAWENSTWA f�x�� b PROTI	
WOPOLOVNO NAPRAWLENNYM f�x�� b PRIWODIT K OPREDELENI�
FUNKCII� OGRANI�ENNOJ SNIZU NA MNOVESTWE X 


gOWORQ OB OGRANI�ENNOSTI FUNKCII y � f�x� �PRINIMA	
��EJ DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ NA MNOVESTWE X�� PODRAZU	
MEWA�T EE OGRANI�ENNOSTX SWERHU I SNIZU � �TO RAWNOSILXNO

ISTINNOSTI UTWERVDENIQ �c���x�x�X � jf�x�j� c
�

�

pRIMER
 fUNKCIQ y� 
x
NA MNOVESTWE X � ������ OGRA�

NI�ENA SNIZU � NO NE OGRANI�ENA SWERHU � �x�x� � � �� 
x

�
�

NO �b�x�x�� � 
x
�b
� �

DOSTATO�NO WZQTX x� 
jbj


�



eSLI FUNKCIQ y � f�x� OGRANI�ENA SWERHU NA MNOVESTWE

X � TO �ISLO y � sup YX � TO�NU� WERHN�� GRANX MNOVES	
TWA ZNA�ENIJ �TOJ FUNKCII� �SM
 RIS
 �� � PRINIMA�T ZA

TO�NU� WERHN�� GRANX FUNKCII y � f�x� NA MNOVESTWE X

S OBOZNA�ENIEM y� sup
X

f�x�� FORMULXNO � y� sup
X

f�x�
def��

def���x�x�X� f�x��y
�������x�x�X � f�x��y��

�



pODOBNYM OBRAZOM OPREDELQ�T TO�NU� NIVN�� GRANX

FUNKCII NA MNOVESTWE � y� inf
X
f�x�

def��
def���x�x�X� f�x��y

�������x�x�X � f�x��y��
�



eSLI VE FUNKCIQ y � f�x� NE OGRANI�ENA SWERHU NA MNO	
VESTWE X � T
 E
 ISTINNO UTWERVDENIE �b�x�x�X � f�x��b

�
�

TO POLAGA�T sup
X

f�x� � ��� SOOTWETSTWENNO� S�ITA�T� �TO

inf
X
f�x� ��� DLQ NE OGRANI�ENNOJ SNIZU FUNKCII


�pOSLEDNQQ FORMULA RASPROSTRANQET PONQTIE OGRANI�ENNOSTI NA

KOMPLEKSNOZNA�NYE FUNKCII� DLQ KOTORYH PONQTIQ OGRANI�ENNOSTI

SWERHU I OGRANI�ENNOSTI SNIZU LI�ENY SMYSLA�
� sM� S� ��� TEOREMA O SU�ESTWOWANII TO�NYH GRANEJ �



���

fUNKCI� y�f�x� DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ NAZYWA�T
NEUBYWA��EJ NA MNOVESTWE X � R � ESLI ISTINNO UTWERV�
DENIE �x��x���x��X � x��X � x��x�� � f�x��� f�x���

�
� ZAME�

NA W �TOJ FORMULE NERAWENSTWA f�x��� f�x��� NERAWENSTWAMI
f�x���f�x���� f�x���f�x���� f�x���f�x��� PRIWODIT K OPREDE�
LENIQM SOOTWETSTWENNO WOZRASTA��EJ� NEWOZRASTA��EJ I

UBYWA��EJ FUNKCII NA MNOVESTWE X �
pERE�ISLENNYE WIDY FUNKCIJ OB�EDINQ�T OB�IM NAZWA�

NIEM MONOTONNYE FUNKCII NA MNOVESTWE X � PRI �TOM WOZ�

RASTA��IE I UBYWA��IE FUNKCII �A ONI QWLQ�TSQ �ASTNY�
MI SLU�AQMI SOOTWETSTWENNO NEUBYWA��IH I NEWOZRASTA��

�IH�� NAZYWA�T STROGO MONOTONNYMI
�

w DALXNEJ�EM MONOTONNYE FUNKCII BUDUT RASSMATRI	
WATXSQ ISKL��ITELXNO NA PROMEVUTKAH � TEH MNOVESTWAH

DEJSTWITELXNOJ OSI�� KOTORYE WMESTE S L�BYMI DWUMQ SWO	
IMI TO�KAMI SODERVAT I WSE PROMEVUTO�NYE MEVDU NIMI�
T
 E
 NA OTREZKAH � INTERWALAH � POLUINTERWALAH � LU�AH I NA
WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI


eSLI I � PROMEVUTOK � TO L�BAQ EGO TO�KA� OTLI�NAQ
OT KONCEWOJ� QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO�KOJ �TOGO PROMEVUT	
KA� ONA PRINADLEVAT EMU WMESTE S NEKOTOROJ OKRESTNOS�

TX�
 pROMEVUTOK� W KOTORYJ NE WKL��ENY EGO KONCEWYE

TO�KI� NAZYWA�T OTKRYTYM �KAVDYJ TAKOJ PROMEVUTOK

IMEET WID �a� b�� GDE ���a�b����


�tO� �TO DOKAZANO DLQ NEUBYWA��IH FUNKCIJ� SPRAWEDLIWO I DLQ
WOZRASTA��IH �I TO VE W OTNO�ENII NEWOZRASTA��IH I UBYWA��IH

FUNKCIJ��
�dLQ FUNKCIJ KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ I FUNKCIJ� PRINIMA��IH

KOMPLEKSNYE ZNA�ENIQ� PONQTIE MONOTONNOSTI LI�ENO SMYSLA�
eSLI W KA�ESTWE X WYSTUPAET MNOVESTWO N NATURALXNYH �ISEL� TO

DANNYE OPREDELENIQ MONOTONNYH FUNKCIJ PEREHODQT W PRIWEDENNYE

NA S� �� OPREDELENIQ MONOTONNYH POSLEDOWATELXNOSTEJ�
� sODERVA�IH BOLEE ODNOJ TO�KI�



���

tEOREMA O PREDELAH NEUBYWA��EJ FUNKCII� eSLI
y � f�x� � NEUBYWA��AQ FUNKCIQ NA PROMEVUTKE I � R�
TO W TO�KAH c �TOGO PROMEVUTKA� OTLI�NYH OT EGO LEWOJ

KONCEWOJ TO�KI� SU�ESTWUET PREDEL SLEWA f�c���� A W TO�KAH
c PROMEVUTKA� OTLI�NYH OT EGO PRAWOJ KONCEWOJ TO�KI� �
PREDEL SPRAWA f�c���� PRI �TOM f�c����f�c��f�c���
�

dOKAZATELXSTWO�
 pUSTX TO�KA c PROMEVUTKA I NE QWLQET	
SQ EGO LEWOJ KONCEWOJ TO�KOJ
 mNOVESTWO ff�x� j x� I�x�cg
�ZNA�ENIJ FUNKCII W TO�KAH PROMEVUTKA I � LEVA�IH SLE�

WA OT TO�KI c�� QWLQQSX NEPUSTYM I OGRANI�ENNYM SWERHU

��ISLOM f�c��� IMEET TO�NU� WERHN�� GRANX
 oBOZNA�IW EE
y �PRI �TOM y� f�c��� OSTAETSQ DOKAZATX� �TO y � lim

x�c��
f�x�


tAK KAK y� sup�f�x� j x� I � x�cg� IZ OPREDELENIQ TO��
NOJ WERHNEJ GRANI MNOVESTWA �SM
 S
 ��� SLEDUET� �TO�

A� f�x�� y DLQ WSEH x� I� x�c�
B� KAKIM BY NI BYLO POLOVITELXNOE �ISLO �� W NEKOTOROJ

TO�KE x�� I� x��c FUNKCIQ PRINIMAET ZNA�ENIE f�x���y��

bERQ � � c�x� I ISPOLXZUQ NEUBYWANIE FUNKCII y � f�x�

NA PROMEVUTKE I � MOVNO PO�TOMU UTWERVDATX� �TO DLQ WSEH
x� �c��� c� WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA y���f�x��y� IZ �EGO
SLEDUET� �TO �ISLO y �NE PREWOSHODQ�EE �ISLA f�c�� QWLQETSQ
DLQ FUNKCII y�f�x� PREDELOM SLEWA W TO�KE c
 Q�E�D�

zAME�ANIE
 pO �TOJ VE SHEME DOKAZYWAETSQ� �TO ESLI LE�

WAQ �SOOTWETSTWENNO� PRAWAQ� KONCEWAQ TO�KA PROMEVUTKA

I NE WKL��AETSQ W �TOT PROMEVUTOK� TO W NEJ SU�ESTWU	
ET �WOZMOVNO� BESKONE�NYJ� PREDEL SPRAWA �SOOTWETSTWENNO�
SLEWA�� SOWPADA��IJ S inf

I
f�x� �SOOTWETSTWENNO� c sup

I

f�x��


�tAKOE VE UTWERVDENIE � S ZAMENOJ POSLEDNIH NERAWENSTW NA PRO�
TIWOPOLOVNO NAPRAWLENNYE � SPRAWEDLIWO DLQ L�BOJ NEWOZRASTA��

�EJ FUNKCII NA PROMEVUTKE�
�nAPRIMER� DLQ PREDELA SLEWA�



���

III�	� kAK PONIMA�T NEPRERYWNOSTX

FUNKCII NA MNOVESTWE

fUNKCI� y � f�x� NAZYWA�T NEPRERYWNOJ NA MNOVEST�

WE X�� ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� WYRAVAEMOE FORMULOJ

�ex���������x�ex�X�x�X�jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
��

LIBO RAWNOSILXNOE EMU UTWERVDENIE�

�dLQ L�BOJ TO�KI ex MNOVESTWA X I L�BOJ SHODQ�EJSQ

K NEJ POSLEDOWATELXNOSTI fxng TO�EK �TOGO MNOVESTWA
POSLEDOWATELXNOSTX ff�xn�g ZNA�ENIJ FUNKCII W TO�KAH
xn SHODITSQ K ZNA�ENI� FUNKCII W TO�KE ex��
wOT DOKAZATELXSTWO RAWNOSILXNOSTI �TIH UTWERVDENIJ


�
 pUSTX DLQ FUNKCII y � f�x� I MNOVESTWA X PRIWE	
DENNAQ WY�E FORMULA IMEET ZNA�ENIE �ISTINA
 eSLI ex �

L�BAQ TO�KA MNOVESTWA X I fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K

NEJ POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK MNOVESTWA X � TO� WZQW PROIZ	
WOLXNO POLOVITELXNOE �ISLO � I SU�ESTWU��EE DLQ NEGO

�SOGLASNO FORMULE� POLOVITELXNOE �ISLO �� MOVNO UTWERV	
DATX SU�ESTWOWANIE NATURALXNOGO �ISLA n� SO SWOJSTWOM�
ESLI n�n�� TO jxn� exj��� A SLEDOWATELXNO� �W SILU FORMU�
LY� jf�xn��f�ex�j��
 �TIM DOKAZANA SHODIMOSTX POSLEDOWA	
TELXNOSTI ff�xn�g K ZNA�ENI� f�ex�


�
 pUSTX DLQ FUNKCII y � f�x� I MNOVESTWA X WY�E	
PRIWEDENNAQ FORMULA IMEET ZNA�ENIE �LOVX� T
 E
 ZNA�ENIE
�ISTINA IMEET EE OTRICANIE

�dEJSTWITELXNOJ OSI ILI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI� mNOVESTWO X
PREDPOLAGAETSQ WHODQ�IM W MNOVESTWO OPREDELENIQ DANNOJ FUNKCII�

��ITAETSQ� �kAKOWA BY NI BYLA TO�KA ex MNOVESTWA X � DLQ L�BOGO
POLOVITELXNOGO �ISLA � SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO ��
�TO DLQ L�BOJ TO�KI MNOVESTWAX� OTSTOQ�EJ OT TO�KI ex MENX�E� �EM
NA �� ZNA�ENIQ f�x� I f�ex� RAZLI�A�TSQ MENX�E� �EM NA ���



���

�ex���������x�ex�X�x�X � jx�exj�� � jf�x��f�ex�j���

pOSLEDOWATELXNO POLAGAQ W �TOJ FORMULE � � �� � �


� � � � � I

OBOZNA�AQ x�� x�� x�� � � � SU�ESTWU��IE DLQ �TIH ZNA�ENIJ
� TO�KI x � X � POLU�A�T POSLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK

MNOVESTWA X SO SWOJSTWOM� jxn�exj� 
n
� A jf�xn�� f�ex�j� �

DLQ n��� �� � � � �TO OZNA�AET� �TO POSLEDOWATELXNOSTX fxng
SHODITSQ K TO�KE ex� NO PRI �TOM NE WERNO� �TO POSLEDOWA	
TELXNOSTX ff�xn�g SHODITSQ K ZNA�ENI� f�ex�
 Q�E�D�

sLEDUET IMETX W WIDU� �TO TREBOWANIQ�

A� NEPRERYWNOSTI FUNKCII y�f�x� NA MNOVESTWE X I

B� EE NEPRERYWNOSTI W KAVDOJ TO�KE �TOGO MNOVESTWA

NERAWNOSILXNY� TO�NEE� PERWOE TREBOWANIE� ESTX SLEDSTWIE
WTOROGO�� ODNAKO WTOROE NE WYTEKAET IZ PERWOGO
�

oTME�ENNYJ FAKT MOVNO NAGLQDNO PROILL�STRIROWATX


pRIMERY
 �
 fUNKCIQ y � f�x�� ZADANNAQ NA WSEJ DEJST�

WITELXNOJ OSI PRAWILOM f�x��

	
�� ESLI x� �a� b��

�� ESLI x �� �a� b��
QWLQETSQ

NEPRERYWNOJ NA OTREZKE �a� b�� NE QWLQQSX PRI �TOM NEPRE�

RYWNOJ W TO�KAH a I b �TOGO OTREZKA �W KOTORYH ONA QWLQ	
ETSQ NEPRERYWNOJ TOLXKO SPRAWA ILI TOLXKO SLEWA�


� wYRAVAEMOE FORMULOJ

�ex���������x�ex�X
x�X
jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
� ���

� wYRAVAEMOGO FORMULOJ

�ex���������x�ex�X
jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�

����
I OZNA�A��EGO� �TO W L�BOJ TO�KE MNOVESTWA X FUNKCIQ IMEET PRE�

DEL� RAWNYJ EE ZNA�ENI� W �TOJ TO�KE �SM� S� �������
�iSKL��ENIE SOSTAWLQET SLU�AJ OTKRYTOGO MNOVESTWA X �U KO�

TOROGO KAVDAQ TO�KA QWLQETSQ WNUTRENNEJ� T� E� IMEET OKRESTNOSTX�
PRINADLEVA�U� �TOMU MNOVESTWU�� DLQ L�BOJ TO�KI ex TAKOGO MNOVES�
TWA �I DOSTATO�NO MALOGO POLOVITELXNOGO �ISLA �� WYPOLNENIE USLO�
WIQ ex�X
jx�exj�� WLE�ET WYPOLNENIE USLOWIQ ex�X
x�X
jx�exj�� �
TAK �TO FORMULA ���� OKAZYWAETSQ SLEDSTWIEM FORMULY ����



���

�
fUNKCIQ ��x�
def
�

	
�� ESLI x� RACIONALXNOE �ISLO�

�� ESLI x� IRRACIONALXNOE �ISLO�
QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA MNOVESTWE Q WSEH RACIONALXNYH

�ISEL� NE QWLQQSX PRI �TOM NEPRERYWNOJ NI W ODNOJ TO�KE

�TOGO MNOVESTWA�


�
 fUNKCI� y � f�x�� OPREDELENNU� W ODNOJ LI�X TO�KEex � R � SLEDUET S�ITATX NEPRERYWNOJ NA ODNO�LEMENTNOM

MNOVESTWE X �fexg �POSKOLXKU UTWERVDENIE

�ex���������x�ex�X�x�X�jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�

DLQ DANNOJ FUNKCII I DANNOGO MNOVESTWA ISTINNO�� GOWO	
RITX VE O NEPRERYWNOSTI �TOJ FUNKCII W TO�KE ex �T
 E

WYPOLNENII DLQ NEE SOOTNO�ENIQ lim

x�ex
f�x� � f�ex�� POPROSTU

LI�ENO SMYSLA

sTOIT OTMETITX� �TO I �E�SKIJ MATEMATIK bOLXCANO �W UVE UPO�

MINAW�EJSQ NA S� �� RABOTE �� G� � PERWOJ� GDE DANO SOWREMENNOE
OPREDELENIE NEPRERYWNOSTI FUNKCII�� I FRANCUZSKIJ MATEMATIK kO�
�I �W WY�ED�EM W �� G��kURSE ANALIZA	 ����� OPREDELQLI NEPRE�

RYWNOSTX FUNKCII ISKL��ITELXNO NA OTKRYTYH PROMEVUTKAH �KOG�
DA NESTYKOWOK TIPA OTME�ENNYH W PREDYDU�IH PRIMERAH NE WOZNI�
KAET�� wOT �TO MOVNO PRO�ITATX W RUSSKOM PEREWODE UPOMQNUTOJ RA�
BOTY bOLXCANO ������ S� ������� �sOGLASNO PRAWILXNOMU OB�QSNENI�
PONIMA�T POD WYRAVENIEM� �TO FUNKCIQ f�x� IZMENQETSQ PO ZAKO�

NU NEPRERYWNOSTI DLQ WSEH ZNA�ENIJ x� KOTORYE LEVAT WNUTRI ILI

WNE IZWESTNYH GRANIC� LI�X TO� �TO ESLI x � KAKOE�NIBUDX IZ �TIH

ZNA�ENIJ� TO RAZNOSTX f�x
��f�x� MOVET BYTX SDELANA MENX�E�

�EM L�BAQ ZADANNAQ WELI�INA� ESLI MOVNO PRINQTX  STOLX MALYM�

SKOLXKO MY HOTIM��

�pERWOE IZ SLEDU��IH DWUH UTWERVDENIJ ISTINNO� A WTOROE LOVNO�

A� DLQ L�BOJ TO�KI ex �Q �T� E� RACIONALXNOGO �ISLA� I L�BOJ SHO�

DQ�EJSQ K NEJ POSLEDOWATELXNOSTI fxng RACIONALXNYH �ISEL POSLEDO�
WATELXNOSTX f
�xn�g ZNA�ENIJ FUNKCII SHODITSQ K ZNA�ENI� 
�ex��
B� DLQ L�BOJ TO�KI ex �Q �T� E� RACIONALXNOGO �ISLA� I L�BOJ SHO�

DQ�EJSQ K NEJ POSLEDOWATELXNOSTI fxng DEJSTWITELXNYH �ISEL POSLE�
DOWATELXNOSTX f
�xn�g ZNA�ENIJ FUNKCII SHODITSQ K ZNA�ENI� 
�ex��



���

sOPOSTAWLQQ OPREDELENIQ NEPRERYWNOSTI FUNKCII�� A� W
TO�KE �SM
 S
 ����� B� W TO�KE SLEWA ILI SPRAWA �SM
 S
 �����
W� NA MNOVESTWE �SM
 S
 ����� MOVNO SDELATX PROSTOJ� NO
WAVNYJ WYWOD�

fUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA PROMEVUTKE

I TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA �TA FUNKCIQ�

A� NEPRERYWNA W L�BOJ WNUTRENNEJ TO�KE PROMEVUTKA I �

B� NEPRERYWNA SPRAWA W LEWOJ KONCEWOJ I NEPRERYWNA SLE�
WA W PRAWOJ KONCEWOJ TO�KAH �TOGO PROMEVUTKA�


w �ASTNOSTI�

nEPRERYWNOSTX FUNKCII NA OTKRYTOM PROMEVUTKE �KO�
NE�NOM ILI BESKONE�NOM�� � �TO TO VE SAMOE� �TO EE NE�
PRERYWNOSTX W KAVDOJ TO�KE �TOGO PROMEVUTKA�

nEPRERYWNOSTX FUNKCII NA OTREZKE �a� b� ESTX EE NEPRE�
RYWNOSTX W KAVDOJ TO�KE INTERWALA �a� b�� NEPRERYW�

NOSTX SPRAWA W TO�KE a I SLEWA W TO�KE b�

iZ SOPOSTAWLENIQVE OPREDELENIJ NEPRERYWNOSTI FUNKCII NA MNO�

VESTWE �SM� S� ��� I PREDELA FUNKCII W TO�KE PO MNOVESTWU �SM�
S� ��� WYTEKAET SLEDU��EE UTWERVDENIE ��ASTNYMI SLU�AQMI KOTORO�
GO QWLQ�TSQ DWA PREDYDU�IH��

fUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA MNOVESTWE X TOGDA I

TOLXKO TOGDA� KOGDA W L�BOJ NEIZOLIROWANNOJ TO�KE x �TOGO MNOVES�
TWA� WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE lim

X�z�x
f�z�� f�x��

dLQ FUNKCIJ� NEPRERYWNYH NA KAKOM	LIBO MNOVESTWE �

X� SPRAWEDLIWO SLEDU��EE UTWERVDENIE� ANALOGI�NOE DOKA	
ZANNOMU NA S
 ��� DLQ FUNKCIJ� NEPRERYWNYH W TO�KE


�dEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ�
� w SLU�AQH WHOVDENIQ ODNOJ ILI OBEIH �TIH TO�EK W PROMEVUTOK I �
� t� E� PROMEVUTKE WIDA �a� b�� GDE ���a�b�
��
� t� E� TO�KE� PRINADLEVA�EJ MNOVESTWU X I QWLQ��EJSQ PREDELX�

NOJ DLQ �TOGO MNOVESTWA� x�X
�����z��� jz�xj��
z�X��
�dEJSTWITELXNOJ OSI ILI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�



���

eSLI FUNKCII y � f�x� I y � g�x� NEPRERYWNY NA MNOVES�
TWE X � TO FUNKCII y � f�x� g�x� I y � f�x�
g�x� TAKVE
NEPRERYWNY NA MNOVESTWE X � DLQ FUNKCII VE y �

f�x�
g�x�

NEPRERYWNOSTX GARANTIROWANA NA MNOVESTWE X S ISKL��

�ENNYMI TO�KAMI x� W KOTORYH g�x� � ��

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX x � L�BAQ TO�KA MNOVESTWA X I

fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K NEJ POSLEDOWATELXNOSTX TO�EK

�TOGO MNOVESTWA
 sOGLASNO USLOWI�� OBE POSLEDOWATELXNOS	
TI ff�xn�g I fg�xn�g SHODQTSQ SOOTWETSTWENNO K �ISLAM f�x�
I g�x�� TAK �TO WWIDU ARIFMETI�ESKIH SWOJSTW SHODQ�IHSQ
POSLEDOWATELXNOSTEJ �SM
 S
 ��� SHODQTSQ � SOOTWETSTWEN	
NO K �ISLAM f�x� g�x� I f�x� 
 g�x� � POSLEDOWATELXNOSTI

ff�xn�g�xn�g I ff�xn�
g�xn�g� �TO I DOKAZYWAET NEPRERYW�

NOSTX FUNKCIJ y�f�x�g�x� I y�f�x�
g�x� NA MNOVESTWE

X 
 tE VE RASSUVDENIQ� DOKAZYWA�T NEPRERYWNOSTX NA MNO�
VESTWE X S ISKL��ENNYMI KORNQMI URAWNENIQ g�x� � � I

FUNKCII y�
f�x�
g�x�


 Q�E�D�

pRIMENENIE �TOGO UTWERVDENIQ K NEPRERYWNYM NA WSEJ

DEJSTWITELXNOJ OSI FUNKCIQM y � x� y � sinx I y � cos x

�SM
 S
 ���� DAET�

fUNKCII WIDA y � a�x
n � a�x

n�� � 
 
 
 � an��x � an �T
 E

MNOGO�LENY� NEPRERYWNY NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI� A

FUNKCII y �
a�x

n
a�x
n��
 ���
an��x
an

b�xm
b�xm��
 ���
bm��x
bm
�RACIONALXNYE��

y � tgx �TANGENS� I y � ctgx �KOTANGENS� � NA WSEJ

DEJSTWITELXNOJ OSI S ISKL��ENNYMI KORNQMI URAWNENIJ

b�x
m� b�x

m��� 
 
 
 � bm��x� bm � �� cos x � � I sinx � �
SOOTWETSTWENNO�
�s U�ETOM RAWNOSILXNOGO OPREDELENIQ NEPRERYWNOSTI FUNKCII NA

MNOVESTWE �EREZ POSLEDOWATELXNOSTI �SM� S� ����
� eSLI OGRANI�ITXSQ TO�KAMI x� X � W KOTORYH g�x� 	���



���

III�
� kAKIE SWOJSTWA IME�T FUNKCII�

NEPRERYWNYE NA OTREZKE

tEOREMA O PROHOVDENII NEPRERYWNOJ FUNKCII �E�
REZ NULX�� eSLI FUNKCIQ� y� f�x� NEPRERYWNA NA OTREZKE
I PRINIMAET NA KONCAH �TOGO OTREZKA ZNA�ENIQ RAZNYH ZNA�

KOW� TO WNUTRI �TOGO OTREZKA ESTX TO�KA�� W KOTOROJ ZNA�E�
NIE FUNKCII RAWNO NUL��

dOKAZATELXSTWO
 pUSTX �TIM OTREZKOM QWLQETSQ �a� b� I

PUSTX� NAPRIMER� f�a� � �� A f�b� � �
 eSLI W TO�KE
a
b
�

�T
 E
 SEREDINE OTREZKA �a� b�� ZNA�ENIE FUNKCII RAWNO NU�

L�� TO ISKOMAQ TO�KA NAJDENA� W PROTIWNOM SLU�AE �ESLI

f
�a
b

�

� ���� IZ DWUH OTREZKOW


a� a
b�

�
�

a
b

� � b
�
ODIN� OBOZNA	

�AEMYJ �a�� b��� OBLADAET TEM SWOJSTWOM� �TO ZNA�ENIE FUNK	
CII NA EGO LEWOM KONCE OTRICATELXNO� A NA PRAWOM KONCE

POLOVITELXNO
 eSLI W TO�KE a�
b�
�

ZNA�ENIE FUNKCII RAWNO

NUL�� TO ISKOMAQ TO�KA NAJDENA� W PROTIWNOM SLU�AE ODIN IZ

DWUH OTREZKOW


a� �

a�
b�
�

�
�

a�
b�

� � b�
�
� OBOZNA�AEMYJ �a�� b���

BUDET OBLADATX TEM SWOJSTWOM� �TO f�a�� � �� A f�b�� � �
I T
D
 oPISANNYJ PROCESS �DELENIQ OTREZKOW POPOLAM LI	
BO ZAKON�ITSQ �EREZ KONE�NOE �ISLO �AGOW �S NAHOVDENIEM
TO�KI� W KOTOROJ FUNKCIQ RAWNA NUL��� LIBO PRIWEDET K PO�
SLEDOWATELXNOSTI WLOVENNYH OTREZKOW

�a� b�� �a�� b��� �a�� b��� 
 
 
 � �an� bn�� �an��� bn���� 
 
 
 �
�pERWYM DOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY� BAZIRU��EESQ NE NA NA�

GLQDNOM PREDSTAWLENII O NEPRERYWNOSTI FUNKCII� A NA �ETKOM OPRE�

DELENII �TOGO PONQTIQ� DAL bOLXCANO W UVE UPOMINAW�EJSQ �NA S� ���
RABOTE �� G� w WY�ED�EM �ETYRXMQ GODAMI POZVE �kURSE ANALIZA	
kO�I ���� PRIWEDENY DWA DOKAZATELXSTWA �TOJ TEOREMY� LI�X ODNO IZ
KOTORYH PRIEMLEMO S SOWREMENNYH POZICIJ�

�pRINIMA��AQ DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�
�hOTQ BY ODNA�



���

DLQ KOTORYH f�an����f�bn�� n� �� �� � � � pRINCIP WLOVEN�
NYH OTREZKOW �SM
 S
 ��� GARANTIRUET SU�ESTWOWANIE TO�KI
DEJSTWITELXNOJ OSI� PRINADLEVA�AQ WSEM �TIM OTREZKAM

�W �ASTNOSTI� OTREZKU �a� b��
 oBOZNA�IW EE c I U�ITYWAQ�

�TO POSLEDOWATELXNOSTX
�
b�a
�n

�
DLIN UKAZANNYH OTREZKOW

QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ� MOVNO UTWERVDATX �TO L�BAQ
OKRESTNOSTX TO�KI c SODERVIT WSE OTREZKI �an� bn�� NA�INAQ
S NEKOTOROGO �NOMERA n� TAK �TO liman� c I lim bn� c
 wWI	
DU NEPRERYWNOSTI FUNKCII NA OTREZKE �a� b� OTS�DA SLEDU	
ET� �TO limf�an� � f�c� � limf�bn�� A S U�ETOM NERAWENSTW

f�an����f�bn� � �TO f�c����f�c� �SM
 S
 ���� T
 E
 f�c� � �

tAK KAK c � �a� b�� A f�a�f�b�� �� TO�KA c LEVIT WNUTRI OT	
REZKA �a� b�
 Q�E�D�

kAK WIDNO NA PRIMERE FUNKCII y� eix� cosx
 i sinx �SM� S� ����
DLQ NEPRERYWNYH KOMPLEKSNOZNA�NYH FUNKCIJ NA OTREZKE UTWERVDE�
NIE TEOREMY NEWERNO� NA KONCAH OTREZKA ��� �� �TA FUNKCIQ PRINIMAET
ZNA�ENIQ ei�� I ei���� HOTQ jeixj� DLQ L�BOJ TO�KI x DEJSTWI�
TELXNOJ OSI �SM� S� ���

tEOREMY w�EJER�TRASSA�

tEOREMA 	� eSLI FUNKCIQ� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA

OTREZKE� TO ONA OGRANI�ENA NA �TOM OTREZKE�


dOKAZATELXSTWO
 pRIMENQQ METOD DOKAZATELXSTWA �OT
PROTIWNOGO� SLEDUET PRIJTI K PROTIWORE�I�� PREDPOLOVIW
SU�ESTWOWANIE FUNKCII y � f�x�� NEPRERYWNOJ NA OTREZKE

�a� b�� DLQ KOTOROJ LOVNYM QWLQETSQ UTWERVDENIE

�c���x�x� �a� b� � jf�x�j�c�
�tAK OBY�NO NAZYWA�T SLEDU��IE DWE TEOREMY� POSKOLXKU IMENNO

w�EJER�TRASS PERWYM DAL IH WNQTNYE FORMULIROWKI I DOKAZATELXSTWA
W SWOIH BERLINSKIH LEKCIQH �SM� S� ����

�kAK DEJSTWITELXNOZNA�NAQ� TAK I KOMPLEKSNOZNA�NAQ�
� t� E� DLQ FUNKCII y�f�x�� NEPRERYWNOJ NA OTREZKE �a� b�� ISTINNO

UTWERVDENIE �h���x�x� �a� b�� jf�x�j�h
�
�SM� S� ����



���

O EE OGRANI�ENNOSTI NA �TOM OTREZKE� T
 E
 ISTINNYM OKAZY	
WAETSQ EGO OTRICANIE �c���x�x� �a� b� � jf�x�j�c

�



�pRO�ITYWAQ POSLEDN�� FORMULU � BERQ W NEJ POSLEDO	
WATELXNO ZNA�ENIQ c��� �� � � � I OBOZNA�AQ x�� x�� � � � SU�EST�

WU��IE DLQ �TIH ZNA�ENIJ c TO�KI x� �a� b�� POLU�A�T PO	
SLEDOWATELXNOSTX fxng TO�EK OTREZKA �a� b� SO SWOJSTWOM

jf�xn�j�n� n��� �� � � �
pOSLEDOWATELXNOSTX fxng QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ �a�xn� b�
I PO TEOREME bOLXCANO�wEJER�TRASSA �SM
 S
 ������ IME	
ET PODPOSLEDOWATELXNOSTX fxnkg� SHODQ�U�SQ K NEKOTOROJ

TO�KE ex� PRINADLEVA�EJ � OTREZKU �a� b�
 wWIDU NEPRERYW�

NOSTI FUNKCII y � f�x� NA �TOM OTREZKE POSLEDOWATELX	
NOSTX ff�xnk�g SHODITSQ �K �ISLU f�ex��� A POTOMU QWLQETSQ
OGRANI�ENNOJ �SM
 S
 ���
 wOZNIKAET PROTIWORE�IE� TAK KAK
PO POSTROENI� jf�xnk�j � nk � k PRI k � �� �� � � � tAK KAK

PROTIWORE�IE WOZNIKLO IZ PREDPOLOVENIQ O SU�ESTWOWANII

NEPRERYWNOJ FUNKCII NA OTREZKE� NE OGRANI�ENNOJ NA �TOM

OTREZKE� �TO PREDPOLOVENIE LOVNO
 Q�E�D�

tEOREMA 
� eSLI FUNKCIQ� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA

OTREZKE� TO ONA DOSTIGAET NA �TOM OTREZKE SWOIH TO�NOJ

NIVNEJ I TO�NOJ WERHNEJ GRANEJ �


dOKAZATELXSTWO �NAPRIMER� DOSTIVIMOSTI TO�NOJ WERH�
NEJ GRANI�
 pO TEOREME � FUNKCIQ y� f�x�� NEPRERYWNAQ NA

�kAK POKAZYWAET PEREHOD K PREDELU W NERAWENSTWAH a � xnk � b

�SM� S� ���� sLEDUET OTMETITX� �TO ESLI BY RE�X W TEOREME �LA NE OB

OTREZKE� A OB INTERWALE �a� b�� TO IZ NERAWENSTW a�xnk�b WYTEKALI

BY LI�X NERAWENSTWA a� ex� b� TAK �TO UTWERVDATX PRINADLEVNOSTX
TO�KI ex INTERWALU �a� b� BYLO BY NELXZQ�

�pRINIMA��AQ DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�
� t� E� DLQ L�BOJ FUNKCII y � f�x�� NEPRERYWNOJ NA OTREZKE �a�b��

ISTINNY UTWERVDENIQ

�x�x� �a�b� 
 f�x�� inf
�a�b�

f�x�
�

I �x�x� �a�b� 
 f�x�� sup
�a�b�

f�x�
�
�



���

OTREZKE �a� b�� OGRANI�ENA NA �TOM OTREZKE
 w �ASTNOSTI� ONA
OGRANI�ENA SWERHU � A POTOMU U MNOVESTWA Ya�b� ZNA�ENIJ

�TOJ FUNKCII NA OTREZKE �a�b� SU�ESTWUET TO�NAQ WERHNQQ

GRANX� � DEJSTWITELXNOE �ISLO y SO SWOJSTWOM�

�x�x� �a�b�� f�x��y
�������x�x� �a� b�� f�x��y��

�



�pRO�ITYWAQ �TU FORMULU � BERQ W NEJ POSLEDOWATELXNO ZNA	
�ENIQ ���� 

� �

� � � � � I OBOZNA�AQ x�� x�� x�� � � � SU�ESTWU��

�IE DLQ �TIH ZNA�ENIJ � TO�KI x � �a� b�� POLU�A�T POSLE	
DOWATELXNOSTX fxng TO�EK OTREZKA �a� b� SO SWOJSTWOM

y� 
n
�f�xn�� y� n��� �� � � �

tAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX fxng QWLQETSQ OGRANI�EN�

NOJ �a � xn � b�� PO TEOREME bOLXCANO�wEJER�TRASSA �SM

S
 ������ U NEE ESTX PODPOSLEDOWATELXNOSTX fxnkg� SHODQ�
�AQSQ K NEKOTOROJ TO�KE x� KOTORAQ PRINADLEVIT �W SILU
NERAWENSTW a� xnk� b� OTREZKU �a� b�
 wWIDU NEPRERYWNOS�

TI FUNKCII y � f�x� NA �TOM OTREZKE POSLEDOWATELXNOSTX

ff�xnk�g SHODITSQ K �ISLU f�ex�� TOGDA KAK PRIMENENIE K NE	
RAWENSTWAM y� 

n
�f�xn�� y� n � �� �� � � � � PRINCIPA S�N	

DWI�A �SM
 S
 ��� SWIDETELXSTWUET O TOM� �TO POSLEDOWATELX	
NOSTX ff�xn�g SHODITSQ K �ISLU y
 sLEDUET WYWOD�

y� limf�xn� � limf�xnk� � f�x�
 Q�E�D�

pRIMER FUNKCII y� 
x
� QWLQ��EJSQ NEPRERYWNOJ� NO NE

OGRANI�ENNOJ NA L�BOM INTERWALE ��� a� I NE DOSTIGA��

�EJ NA �TOM INTERWALE SWOEJ TO�NOJ NIVNEJ GRANI �� POKA	
ZYWAET� �TO NA FUNKCII� NEPRERYWNYE NA PROMEVUTKE� NE
QWLQ��EMSQ OTREZKOM� TEOREMY wEJER�TRASSA NE RASPRO	
STRANQ�TSQ


�nAZYWAEMAQ TAKVETO�NOJ WERHNEJ GRANX� DANNOJ FUNKCII NA OT�

REZKE �a� b��
� sup
���a	


x
�
�� A inf

���a	


x
�


a
�


x
PRI ��x�a�



���

pRIMER VE FUNKCII y� x��x� �DROBNAQ �ASTX �ISLA x��
DLQ KOTOROJ lim

x����
�x��x�� � �� TOGDA KAK ����� � �� GOWORIT O

TOM� �TO FUNKCIQ� NE QWLQ��AQSQ NEPRERYWNOJ NA OTREZKE�
NE OBQZANA DOSTIGATX NA NEM TO�NOJ WERHNEJ GRANI


rAWNOMERNAQ NEPRERYWNOSTX FUNKCII NA MNOVESTWE

fUNKCI� y� f�x� NAZYWA�T RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ NA
MNOVESTWE X � ESLI DLQ NEE ISTINNO UTWERVDENIE� WYRAVA�
EMOE FORMULOJ

���������x�x�x�X�ex�X�jx�exj���jf�x��f�ex�j��
�
�

SMYSL KOTOROJ� �DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � SU�
�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO �� �TO W L�BYH DWUH
TO�KAH MNOVESTWA X� OTSTOQ�IH DRUG OT DRUGA MENX�E� �EM
NA �� ZNA�ENIQ FUNKCII RAZNQTSQ MENX�E� �EM NA ��


sOOTNESTI �TO PONQTIE S PONQTIEM NEPRERYWNOSTI FUNK	
CII NA MNOVESTWE POZWOLQET ANALIZ FORMUL� WYRAVA��IH
�TI PONQTIQ
 oBE FORMULY STROQTSQ NA OSNOWE ODNOGO I TOGO

VE PREDIKATA x�X� ex�X�jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��� I
RAZLI�IE ZALOVENNOGO W NIH SODERVANIQ OPREDELQETSQ RAZ	
LI�IEM PORQDKA SLEDOWANIQ KWANTOROW
 w FORMULE

�ex���������x�x�X�ex�X�jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
�

ZNA�ENIE PEREMENNOJ � �� ZAWISIT OT WYBORA ZNA�ENIJ KAK
PEREMENNOJ ���� TAK I PEREMENNOJ ex�X 
 w FORMULE VE

���������x�ex�x�X�ex�X�jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
�

ZNA�ENIE PEREMENNOJ � � � ZAWISIT LI�X OT WYBORA ZNA�E	
NIQ PEREMENNOJ � � �� INA�E GOWORQ� �ISLO � OPREDELQETSQ

ISKL��ITELXNO PO �ISLU � I NE ZAWISIT OT TO�KI ex�X 


� wYRAVA��EJ SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI FUNKCII y� f�x� NA MNO�
VESTWE X �

�a ONA WYRAVAET SWOJSTWO RAWNOMERNOJ NEPRERYWNOSTI FUNKCII

y�f�x� NA MNOVESTWE X �



���

wYWOD� FUNKCIQ� RAWNOMERNO NEPRERYWNAQ NA MNOVESTWE�
QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA �TOM MNOVESTWE� NO UTWERVDATX

OBRATNOE W OB�EM SLU�AE OSNOWANIJ NET
 pODTWERVDA�T �TO
SLEDU��IE PRIMERY


�
 fUNKCIQ y�
p
x RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA WSEM MNO	

VESTWE SWOEGO OPREDELENIQ � PROMEVUTKE ������
�

dOKAZATX �TO� T
 E
 USTANOWITX ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x�ex�x�� � ex�� � jx�exj�� � jpx �
pexj��

�
�

MOVNO WYBOROM DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � ZNA	
�ENIQ �� �� � ESLI x��� ex�� I jx�exj���� TO� jpx�

pexj��


�
 fUNKCIQ y� x� �

A� NEPRERYWNA NA DEJSTWITELXNOJ OSI�� NO

B� NE QWLQETSQ NA NEJ RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ


A� tAK KAK jx��ex�j� jx�exj
jx�exj� j�ex��x�ex�j
jx�exj�
NERAWENSTWO jx��ex�j� � �PRI ZADANNOM ex I PEREMENNOM x�
OKAZYWAETSQ SLEDSTWIEM NERAWENSTWA jx�exj�� LI�X W TOM

SLU�AE� KOGDA ��jexj����� �� T
 E
 PRI ���jexj�pex���� �
�jexj 


�a SLEDOWATELXNO� I NA L�BOM PODMNOVESTWE �TOGO PROMEVUTKA�
L�BAQ FUNKCIQ� RAWNOMERNO NEPRERYWNAQ NA MNOVESTWE X � QWLQETSQ
RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ I NA L�BOM PODMNOVESTWE X��X � TAK KAK
ESLI ISTINNO UTWERVDENIE

���������x�ex�x�X
ex�X
jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
�

TO �PO ZAKONU CEPNOGO UMOZAKL��ENIQ �A � B� 
 �B � C� � �A � C��
ISTINNO I UTWERVDENIE

���������x�ex�x�X�
ex�X�
jx�exj�� �jf�x��f�ex�j��
�
�

RAZUMEETSQ� �TO VE OTNOSITSQ I K PONQTI� NEPRERYWNOSTI FUNKCII NA

MNOVESTWE�

�pOSKOLXKU jx�exj� j�px 

pex��px �

pex�j� jpx �
pexj��

� �TO UVE BYLO USTANOWLENO RANEE �SM� S� ���� NO ZDESX BUDET DANO
DRUGOE DOKAZATELXSTWO� ISHODQ IZ FORMULY� WYRAVA��EJ NEPRERYW�
NOSTX FUNKCII NA MNOVESTWE�



���

�TIM DOKAZANA ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

�ex���������x�jx�exj���jx��ex�j��
�

�O NEPRERYWNOSTI FUNKCII y� x� NA DEJSTWITELXNO OSI��


B� dOKAZATX� �TO FUNKCIQ y� x� NE QWLQETSQ RAWNOMERNO
NEPRERYWNOJ NA DEJSTWITELXNOJ OSI � ZNA�IT USTANOWITX

ISTINNOSTX OTRICANIQ UTWERVDENIQ

���������x�ex�jx�exj�� �jx��ex�j��
�
�

UTWERVDENIQ

���������x�x�jx�exj�� � jx��ex�j���

eSLI DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � WZQTX ex � 

�
� A

x� 
�
� �

� � TO ODNOWREMENNO BUDUT WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWA

jx�exj�� I jx��ex�j��� �TO DOKAZYWAET ISTINNOSTX SFORMU	
LIROWANNOGO UTWERVDENIQ �POSKOLXKU MOVNO WZQTX ����


wYPOLNENI� USLOWIQ RAWNOMERNOJ NEPRERYWNOSTI FUNK	
CII y � f�x� NA MNOVESTWE X � R �I� NAOBOROT� NE WYPOL	
NENI� �TOGO USLOWIQ� MOVNO DATX SLEDU��U� NAGLQDNU�

ILL�STRACI�

eSLI DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA � SU�ESTWUET TA	

KOJ PRQMOUGOLXNIK S WERTIKALXNYMI STORONAMI DLINY ���
�TO PRI PARALLELXNOM PEREME�ENII �TOGO PRQMOUGOLXNIKA

TAK� �TO EGO CENTR OSTAETSQ NA GRAFIKE FUNKCII� NI OD	
NA TO�KA GRAFIKA NE OKAZYWAETSQ NAD ILI POD �TIM PRQMO�

UGOLXNIKOM �RIS
 �� A�� TO DANNAQ FUNKCIQ BUDET RAWNOMERNO
NEPRERYWNOJ NA MNOVESTWE X 


�i ODNOWREMENNO POKAZANO� �TO NADEQTXSQ NA RAWNOMERNU� NEPRE�

RYWNOSTX �TOJ FUNKCII NA DEJSTWITELXNOJ OSI �ILI L�BOM NEOGRA�

NI�ENNOM EE PODMNOVESTWE� � ISTINNOSTX UTWERVDENIQ

���������x�ex�jx�exj�� �jx��ex�j��
�
�

NE PRIHODITSQ� NET POLOVITELXNOGO �ISLA �� ZAWISQ�EGO LI�X OT ��
DLQ KOTOROGO NERAWENSTWO ��

�
�jexj WYPOLNQLOSX BY SRAZU DLQ WSEH ex�



���

eSLI VE SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO �� �TO
KAKOW BY NI BYL PRQMOUGOLXNIK S WERTIKALXNYMI STORO	
NAMI DLINY �� �I SKOLX UGODNO MALYMI GORIZONTALXNYMI

STORONAMI�� PRI PARALLELXNOM PEREME�ENII �TOGO PRQMO	
UGOLXNIKA TAK� �TO EGO CENTR NE POKIDAET GRAFIKA FUNK	
CII� NEPREMENNO NAJDETSQ POLOVENIE� PRI KOTOROM KAKAQ	TO
TO�KA GRAFIKA OKAZYWAETSQ NAD ILI POD �TIM PRQMOUGOLX�

NIKOM �RIS
 �� B�� TO DANNAQ FUNKCIQ NE BUDET RAWNOMERNO

NEPRERYWNOJ NA MNOVESTWE X 


rIS� �

pONQTIE FUNKCII� RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ OT a DO b
�gleichm�assig continuirlich von x � a bis x � b� WWEL gEJNE

�TO�NEE� hAJNE� W EGO UVE UPOMINAW�EJSQ NA S
 ��� PUBLI	
KACII ���� G
 W J
reine und angew
 Math
 ZA ���� G
 �T
 ���
S
 ����
 w TOJ VE PUBLIKACII �NA S
 ���� SFORMULIROWANA I
DOKAZANA SLEDU��AQ TEOREMA �� Lehrsatz�� AWTOROM KOTOROJ

W PRAKTIKE ROSSIJSKOGO PREPODAWANIQ ANALIZA PRINQTO S�I	
TATX kANTORA � U�ENIKA I BOLEE IMENITOGO KOLLEGU gEJNE
�

�o WAVNOSTI �TOJ TEOREMY MOVNO SUDITX HOTQ BY PO TOMU� �TO
ONA QWLQETSQ CENTRALXNYM PUNKTOM DOKAZATELXSTWA INTEGRIRUEMOSTI

L�BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII NA OTREZKE�



���

tEOREMA kANTORA O RAWNOMERNOJ NEPRERYWNOSTI�
eSLI FUNKCIQ NEPRERYWNA NA OTREZKE� TO ONA QWLQETSQ NA
NEM RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ


dOKAZATELXSTWO ��OT PROTIWNOGO�
 pUSTX NEKAQ FUNKCIQ
y � f�x�� NEPRERYWNAQ NA OTREZKE �a� b�� NE QWLQETSQ NA NEM
RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ� TAK �TO LOVNO UTWERVDENIE

���������x�ex�x� �a�b� � ex� �a�b� � jx�exj�� �
�jf�x��f�ex�j��

�
�

T
 E
 ISTINNO EGO OTRICANIE

���������x�ex�x� �a�b� � ex� �a�b� � jx�exj���
�jf�x��f�ex�j���


�pRO�ITYWAQ POSLEDN�� FORMULU � POLAGAQ W NEJ POSLEDO	
WATELXNO ZNA�ENIQ ���� 

� �

� � � � � I OBOZNA�AQ x�� ex�� x�� ex��

x�� ex�� � � � SU�ESTWU��IE DLQ �TIH ZNA�ENIJ � PARY TO�EK

x � �a� b� I ex � �a� b�� POLU�A�T DWE POSLEDOWATELXNOSTI fxng
I fexng TO�EK OTREZKA �a� b� SO SWOJSTWOM�

jxn�exnj� 
n
� A jf�xn��f�exn�j� �� n��� �� � � �

pOSLEDOWATELXNOSTX fexng �KAK I POSLEDOWATELXNOSTX fxng�
QWLQETSQ OGRANI�ENNOJ �a� exn� b� I PO TEOREME bOLXCANO

�wEJER�TRASSA IMEET PODPOSLEDOWATELXNOSTX fexnkg� SHO�
DQ�U�SQ K NEKOTOROJ TO�KE ex� PRINADLEVA�EJ �W SILU NE	
RAWENSTW a � exnk � b� OTREZKU �a� b�
 s U�ETOM TOGO� �TO

jxnk�exnkj� 
nk
�


k
� PODPOSLEDOWATELXNOSTX fxnkg POSLEDO�

WATELXNOSTI fxng SHODITSQ K TOJ VE TO�KE ex
 wWIDU NE�

PRERYWNOSTI FUNKCII y � f�x� NA OTREZKE �a� b� WYPOLNQ	
�TSQ SOOTNO�ENIQ limf�exnk� � f�ex� I limf�xnk� � f�ex�� TAK
�TO POSLEDOWATELXNOSTX ff�xnk��f�exnk�g QWLQETSQ BESKONE��
NO MALOJ
 wOZNIKAET PROTIWORE�IE S WYPOLNQ��IMSQ DLQ

L�BOGO n NERAWENSTWOM jf�xn��f�exn�j� �
 �TO OZNA�AET� �TO
FUNKCII� NEPRERYWNOJ NA OTREZKE� NE QWLQ��EJSQ NA NEM
RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ� NE SU�ESTWUET
 Q�E�D�



���

nA FUNKCII� NEPRERYWNYE NA PROMEVUTKAH � NE QWLQ�	
�IHSQ OTREZKAMI� UTWERVDENIE TEOREMY NE RASPROSTRANQ	
ETSQ
 pRI NEWOZMOVNOSTI PRQMOGO PRIMENENIQ TEOREMY E�

POLXZU�TSQ WKUPE S DRUGIMI SOOBRAVENIQMI


pRIMER
 fUNKCIQ y � sinx
x

RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA

MNOVESTWE X �Rrf�g �DEJSTWITELXNOJ OSI BEZ TO�KI ��


tAK KAK
sinx
x
� � PRI x � �� PRIMENENIE KRITERIQ

kO�I SU�ESTWOWANIQ PREDELA FUNKCII �SM
 S
 �������� POZ	
WOLQET ZAKL��ITX� DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA �
SU�ESTWU�T TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO c� �TO DLQ L�	
BYH DWUH TO�EK x� ex KAVDOGO IZ PROMEVUTKOW �����c� I
�c���� �OKRESTNOSTEJ �LEMENTOW �� WYPOLNENO NERAWEN	

STWO
�
� sinx

x
� sin exex �

���


tAK KAK lim
x��

sinx
x

�� �SM
 S
 ����� FUNKCIQ

y� f�x�
def
�

	
sinx
x

� ESLI x ����

�� ESLI x���

OKAZYWAETSQ NEPRERYWNOJ NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI I� W
�ASTNOSTI� NA OTREZKE ���c� �c�
 pO DOKAZANNOJ TEOREME �TA
FUNKCIQ QWLQETSQ RAWNOMERNO NEPRERYWNOJ NA �TOM OTREZ�

KE� A SLEDOWATELXNO DLQ WZQTOGO POLOVITELXNOGO �ISLA �
SU�ESTWUET TAKOE POLOVITELXNOE �ISLO e�� �TO DLQ L�BYH
DWUH TO�EK x� ex� ���c� �c� WYPOLNENIE NERAWENSTWA jx�exj� e�
OBESPE�IWAET WYPOLNENIE NERAWENSTWA jf�x��f�ex�j��


eSLI TEPERX WZQTX ZA � NAIMENX�EE IZ POLOVITELXNYH

�ISEL e� I c� TO DLQ L�BYH �OTLI�NYH OT NULQ� DWUH TO�EK
x� ex DEJSTWITELXNOJ OSI� DLQ KOTORYH jx�exj� �� BUDET WY	

POLNQTXSQ NERAWENSTWO
�
� sinx

x
� sin exex �

���
�

�dOSTATO�NO ZAMETITX� �TO OBE TO�KI x� ex NEPREMENNO POPADA�T W

ODIN I TOT VE IZ PROMEVUTKOW �����c�� ���c� �c�� �c�
���



���

III��� kAKIE MONOTONNYE FUNKCII QWLQ�TSQ

NEPRERYWNYMI NA PROMEVUTKAH

iZ TEOREMY O PROHOVDENII NEPRERYWNOJ FUNKCII �EREZ

NULX �SM� S� ���� WYTEKAET SLEDU��EE UTWERVDENIE�

tEOREMA O PROMEVUTO�NYH ZNA�ENIQH� eSLI FUNK�
CIQ y � f�x� NEPRERYWNA NA PROMEVUTKE I � R I W NEKOTO�
RYH TO�KAH x� I x� �TOGO PROMEVUTKA PRINIMAET ZNA�ENIQ

y� I y� �y� �� y��� TO �TA FUNKCIQ PRINIMAET NA PROMEVUTKE

I I WSE ZNA�ENIQ� PROMEVUTO�NYE MEVDU y� I y��
kRATKAQ FORMULIROWKA�

mNOVESTWOM ZNA�ENIJ FUNKCII� NEPRERYWNOJ NA PROME�

VUTKE� TAKVE QWLQETSQ PROMEVUTOK �

dOKAZATELXSTWO� pUSTX YI � ff�x�j x � Ig � MNOVESTWO

ZNA�ENIJ	 PRINIMAEMYH FUNKCIEJ y� f�x�	 NEPRERYWNOJ NA
PROMEVUTKE I � dOKAZATX	 �TO �TO MNOVESTWO ESTX PROMEVU�

TOK �SM� S� �
�	 � ZNA�IT DOKAZATX	 �TO KAKOWY BY NI BYLI

�ISLA y�� y�� YI 	 L�BOE �ISLO ey	 PROMEVUTO�NOE MEVDU y�
I y�	 PRINADLEVIT MNOVESTWU YI � pUSTX x� I x� � TE TO��
KI PROMEVUTKA I	 W KOTORYH FUNKCIQ PRINIMAET ZNA�ENIQ

y� I y�	 A ey � L�BOE �ISLO	 PROMEVUTO�NOE MEVDU y� I

y�� tAK KAK PO USLOWI� I ESTX PROMEVUTOK 	 EMU PRINAD�
LEVIT OTREZOK S KONCEWYMI TO�KAMI x� I x�	 A POTOMU NA
�TOM OTREZKE FUNKCIQ y � f�x�	 A WMESTE S NEJ I FUNKCIQ

y � f�x�� ey	 QWLQETSQ NEPRERYWNOJ� pRIMENENIE KO WTOROJ
FUNKCII �A ONA W TO�KAH x� I x� PRINIMAET ZNA�ENIQ y��ey I
y��ey RAZNYH ZNAKOW� TEOREMY O PROHOVDENII NEPRERYWNOJ

FUNKCII �EREZ NULX POZWOLQET ZAKL��ITX� MEVDU TO�KAMI
x� I x� �A SLEDOWATELXNO	 NA PROMEVUTKE I � ESTX �HOTQ BY
ODNA� TO�KA ex	 W KOTOROJ ZNA�ENIE FUNKCII y� f�x��ey RAWNO
NUL�	 T� E� f�ex�� ey� Q�E�D�

dLQ MONOTONNYH FUNKCIJ WERNO OBRATNOE UTWERVDENIE�



���

kRITERIJ NEPRERYWNOSTI MONOTONNOJ FUNKCII�

dLQ TOGO �TOBY FUNKCIQ� MONOTONNAQ NA PROMEVUTKE� BYLA
NA NEM NEPRERYWNOJ� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY MNO�

VESTWO ZNA�ENIJ �TOJ FUNKCII BYLO PROMEVUTKOM�

dOKAZATELXSTWO� pO PREDYDU�EJ TEOREME MNOVESTWO ZNA�
�ENIJ L�BOJ �MONOTONNOJ ILI NEMONOTONONOJ� NEPRERYW�
NOJ FUNKCII NA PROMEVUTKE QWLQETSQ PROMEVUTKOM	 TAK
�TO DOKAZATELXSTWA TREBUET LI�X DOSTATO�NOSTX SFORMULI�
ROWANNOGO USLOWIQ�

pUSTX y � f�x� � NEUBYWA��AQ �DLQ OPREDELENNOSTI�
FUNKCIQ NA PROMEVUTKE I � R I PUSTX MNOVESTWO EE ZNA�

�ENIJ NA �TOM PROMEVUTKE TAKVE QWLQETSQ PROMEVUTKOM�
�TOBY DOKAZATX NEPRERYWNOSTX FUNKCII y� f�x� NA PROME�
VUTKE I METODOM OT PROTIWNOGO�	 SLEDUET PREDPOLOVITX	
�TO W NEKOTOROJ TO�KE c PROMEVUTKA I NE WYPOLNQETSQ HO�
TQ BY ODNO IZ RAWENSTW f�c� �� � f�c� � f�c���� s U�ETOM

TOGO	 �TO W SILU TEOREMY O PREDELAH NEUBYWA��EJ FUNK�
CII �SM� S� �
�� W L�BOJ TO�KE c� I WYPOLNQ�TSQ SOOTNO�E�
NIQ� f�c��� � f�c� � f�c���	 �TO BUDET OZNA�ATX	 �TO LIBO
f�c���� f�c�	 LIBO f�c�� f�c���� eSLI PREDPOLOVITX	 �TO
WYPOLNQETSQ	 NAPRIMER	 PERWOE NERAWENSTWO	 TO DLQ POLO�

VITELXNOGO �ISLA � �
f�c��f�c���

� BUDET SU�ESTWOWATX TA�
KAQ LEWAQ OKRESTNOSTX TO�KI c	 DLQ WSEH TO�EK x KOTOROJ

BUDUT WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWA f�c������f�x��f�c�����	
A SLEDOWATELXNO	 I NERAWENSTWA f�x��

f�c��f�c���
� �f�c�� �TO

OZNA�AET	 �TO FUNKCIQ NE PRINIMAET ZNA�ENIE
f�c��f�c���

�
	

PROMEVUTO�NOE MEVDU EE ZNA�ENIQMI W TO�KE c I W TO�KAH

PROMEVUTKA I 	 LEVA�IH SLEWA OT TO�KI c	 � PROTIWORE�IE�

�iLI � ESLI c QWLQETSQ KONCEWOJ TO�KOJ PROMEVUTKA I �PRINADLE�
VA�EJ �TOMU PROMEVUTKU� � ODNO IZ �TIH SOOTNO�ENIJ�



���

tEOREMA OB OBRATNOJ FUNKCII� eSLI NA PROMEVUT�

KE I � R FUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ I STROGO

MONOTONNOJ� TO NA MNOVESTWE YI � ff�x�j x � Ig ZNA�ENIJ�
PRINIMAEMYH �TOJ FUNKCII NA PROMEVUTKE� I � OPREDELENA
OBRATNAQ K y�f�x� FUNKCIQ� x�f���y�� TAKVE QWLQ��AQ�
SQ NEPRERYWNOJ I STROGO MONOTONNOJ �RIS� ����

x

y

y f x= ( )

x f y= ( )
�1

YI

I

rIS� 	�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX y � f�x� � STROGO MONOTONNAQ

�DLQ OPREDELENOSTI	 WOZRASTA��AQ� FUNKCIQ	 NEPRERYWNAQ
NA PROMEVUTKE I � tAK KAK DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ y � YI SU�
�ESTWUET ROWNO ODNO ZNA�ENIE� x� I	 DLQ KOTOROGO f�x� � y	
NA PROMEVUTKE YI OPREDELENA OBRATNAQ K y � f�x� FUNK�
CIQ x�f���y�	� MNOVESTWOM ZNA�ENIJ DLQ KOTOROJ SLUVIT

�pO TEOREME O PROMEVUTO�NYH ZNA�ENIQH �SM� S� 	

� MNOVESTWO YI
TAKVE QWLQETSQ PROMEVUTKOM�

� wOSSTANAWLIWA��AQ ZNA�ENIQ x� I PO ZNA�ENIQM y�f�x��YI �
� w SILU STROGOJ MONOTONNOSTI FUNKCII y�f�x��
�pO OPREDELENI� �TO OZNA�AET� �TO f���f�x�� � x DLQ L�BOGO x� I �

RAWNO KAK f�f���y��� y DLQ L�BOGO y�YI �



���

PROMEVUTOK I � w SILU PREDYDU�EGO KRITERIQ DLQ DOKA�
ZATELXSTWA NEPRERYWNOSTI FUNKCII x � f���y� NA PROME�
VUTKE YI DOSTATO�NO DOKAZATX EE MONOTONNOSTX �A IMEN�
NO	 WOZRASTANIE� NA UKAZANNOM PROMEVUTKE	 T� E� WYPOLNE�
NIE DLQ L�BOJ PARY TO�EK y�� y� � YI � y� � y�	 NERAWENST�
WA f���y�� � f���y��� dOPUSTIW �ESLI RASSUVDATX OT PRO�
TIWNOGO��	 �TO f���y�� � f���y�� DLQ KAKOJ�TO PARY TO�EK

y�� y� � YI � y� � y�	 PRIHODQT �S U�ETOM WOZRASTANIQ FUNK�
CII y � f�x� NA ISHODNOM PROMEVUTKE I� K PROTIWORE�I��
y��f�f���y����f�f���y��� � y�� Q�E�D�

zAME�ANIE� gRAFIK FUNKCII x�f���y� SOWPADAET S GRA�
FIKOM FUNKCII y � f�x�	 A PRI PEREHODE K ZAPISI y � f���x�
OKAZYWAETSQ SIMMETRI�NYM EMU OTNOSITELXNO BISSEKTRISY

PERWOGO I TRETXEGO KOORDINATNYH UGLOW�

wOT NESKOLXKO PRIMEROW	 ILL�STRIRU��IH PRAKTI�ES�
KU� ZNA�IMOSTX DOKAZANNOJ TEOREMY�

�� fUNKCIQ y � x�	 QWLQ��AQSQ NEPRERYWNOJ W L�BOJ

TO�KE DEJSTWITELXNOJ OSI �SM� S� ����	 WOZRASTAET NA PRO�
MEVUTKE �������� w SILU KRITERIQ NEPRERYWNOSTI MONO�
TONNOJ FUNKCII �SM� S� ��� � MNOVESTWOM ZNA�ENIJ FUNK�
CII y � x� QWLQETSQ PROMEVUTOK 	 A S U�ETOM TOGO	 �TO
lim

x���
x� � ��	 �TIM PROMEVUTKOM QWLQETSQ ������� pO

TEOREME OB OBRATNOJ FUNKCII NA PROMEVUTKE ������ OPRE�
DELENA OBRATNAQ K y � x� FUNKCIQ x �

p
y	 ILI �POSLE PE�

REOBOZNA�ENIQ PEREMENNYH� y�
p
x �DRUGAQ ZAPISX y� x

�

� ��	
WOZRASTA��AQ I NEPRERYWNAQ NA UKAZANNOM PROMEVUTKE�

rAZOBRANNYJ PRIMER DOPUSKAET SLEDU��EE OBOB�ENIE�

��� fUNKCIQ y� xn �PRI FIKSIROWANNOM NATURALXNOM n�

� eSLI ��x��x�� TO x���x��� �x��x���x��x�����
� tAKIM OBRAZOM�

p
x� � x I �

p
x��� x DLQ L�BOGO x���



���

NEPRERYWNA � W L�BOJ TO�KE DEJSTWITELXNOJ OSI� w SILU VE

FORMULY RAZNOSTI STEPENEJ �SM� S� 

� ONA WOZRASTAET NA

PROMEVUTKE ������ �A PRI NE�ETNOM n � NA WSEJ DEJST�

WITELXNOJ OSI�	 POSKOLXKU

xn��xn� � �x��x���x
n��
� �xn��� x�� � � �� x�x

n��
� �xn��� ���

DLQ NEOTRICATELXNYH x� � x� �A PRI NE�ETNOM n TAKVE

I DLQ OTRICATELXNYH x� � x��� wSLEDSTWIE KRITERIQ NE�
PRERYWNOSTI MONOTONNOJ FUNKCII �SM� S� ���� MNOVESTWOM

ZNA�ENIJ FUNKCII y � xn QWLQETSQ PROMEVUTOK 	 A S U�E�
TOM TOGO	 �TO lim

x���
xn ���	 �TIM PROMEVUTKOM QWLQETSQ

������ PRI �ETNOM n I ������� PRI NE�ETNOM n� pO
TEOREME OB OBRATNOJ FUNKCII NA �TOM PROMEVUTKE OPREDE�
LENA OBRATNAQ K y � xn FUNKCIQ x� n

p
y	 ILI �POSLE PEREO�

BOZNA�ENIQ PEREMENNYH� y � n

p
x �DRUGAQ ZAPISX y � x

�

n ��	
WOZRASTA��AQ I NEPRERYWNAQ NA UKAZANNOM PROMEVUTKE�

�� oBE FUNKCII y � sin x I y � cos x NEPRERYWNY NA

WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI �SM� S� ����	 PRI�EM PERWAQ WOZ�

RASTAET NA OTREZKE
���

� �
�
�

�
	 A WTORAQ UBYWAET NA OTREZ�

KE ��� ���� sLEDUET WYWOD� NA OTREZKE ���� �� �QWLQ��EMSQ
MNOVESTWOM ZNA�ENIJ DLQ TOJ I DRUGOJ FUNKCII� OPREDE�
LENY OBRATNYE K NIM FUNKCII x � arcsin y I x � arccos y	
NEPRERYWNYE NA �TOM OTREZKE	 PRI�EM PERWAQ QWLQETSQ WOZ�

RASTA��EJ	 IMEQ MNOVESTWOM ZNA�ENIJ OTREZOK
���

� �
�
�

�
	 A

WTORAQ � UBYWA��EJ S MNOVESTWOM ZNA�ENIJ ��� ���

�kAK PROIZWEDENIE y �

nz �� �
x� � �x NEPRERYWNYH FUNKCIJ �SM� S� 	��

		���
�tAKIM OBRAZOM� SPRAWEDLIWY TOVDESTWA n

p
xn � x� �n

p
x�n� x�

� �TO SLEDUET IZ TOGO� �TO

sinx��sinx��� cos x��x�
�

sin x��x�
�

��� ESLI ��
�
�x��x��

�
�
�

cosx��cosx���� sin x��x�
�

sin x��x�
�

��� ESLI ��x��x�� ��



���

�� fUNKCIQ y � tgx NEPRERYWNA �KAK OTNO�ENIE NEPRE�
RYWNYH FUNKCIJ y � sinx I y � cos x� NA DEJSTWITELX�

NOJ OSI	 ISKL��AQ TO�KI
�
� ��k� k � Z	 I QWLQETSQ WOZ�

RASTA��EJ NA INTERWALE
���

� �
�
�

�
� ESLI ��

�� x�� x��
�
� 	

TO tgx�� tg x� �
sinx�
cosx�

� sinx�
cosx�

�
sin�x��x��
cosx� cosx�

� �� wWIDU TOGO	

�TO lim
x����

�
��	

sinx
cosx � ��	 PROMEVUTKOM ZNA�ENIJ FUNKCII

y� tgx SLUVIT WSQ DEJSTWITELXNAQ OSX	 NA KOTOROJ PO TE�
OREME OB OBRATNOJ FUNKCII OPREDELENA OBRATNAQ K y� tgx
FUNKCIQ x� arctg y	 QWLQ��AQSQ NEPRERYWNOJ I WOZRASTA�

��EJ NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI I IME��AQ MNOVESTWOM

ZNA�ENIJ INTERWAL
���

� �
�
�

�
�

pO �TOJ VE SHEME � S ZAMENOJ INTERWALA
���

� �
�
�

�
IN�

TERWALOM ��� �� � USTANAWLIWAETSQ SU�ESTWOWANIE FUNKCII

x � arcctg y �OBRATNOJ K y � ctgx�	 QWLQ��EJSQ NEPRERYW�
NOJ I UBYWA��EJ NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI I IME��EJ

MNOVESTWOM ZNA�ENIJ INTERWAL ��� ���

gLAWNYM VE PRILOVENIEM TEOREMY OB OBRATNOJ FUNKCII

QWLQETSQ OPREDELENIE LOGARIFMA � FUNKCII	 OBRATNOJ K

�KSPONENCIALXNOJ NA DEJSTWITELXNOJ OSI�

oPREDELENIE I SWOJSTWA LOGARIFMA

�KSPONENCIALXNAQ FUNKCIQ ��KSPONENTA�	 OBOZNA�AEMAQ
y � exp x �A TAKVE y � ex� I OPREDELQEMAQ DLQ WSEH �I DEJ�

STWITELXNYH 	 I MNIMYH� ZNA�ENIJ PEREMENNOJ x KAK

exp x
def
� lim

n���

�
�� x

	� �
x�

�� � � � � � xn

n�

�
	

OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI �SM� S� ��	 ���	 �����
�� exp x� exp x�� exp�x��x��� OSNOWNOE TOVDESTWO	

�� lim
x�a

exp x� exp a � SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI	

�� lim
x��

expx�	
x �� � OSNOWNOJ PREDEL�



���

eSLI OGRANI�ITXSQ LI�X DEJSTWITELXNYMI ZNA�ENIQ�
MI x �T� E� RASSMATRIWATX �KSPONENCIALXNU� FUNKCI� NA

DEJSTWITELXNOJ OSI�	 TO K UVE PERE�ISLENNYM SWOJSTWAM

NADLEVIT DOBAWITX SLEDU��IE�

�� lim
x���

exp x���� A lim
x���

exp x����

dOKAZATELXSTWO� pERWOE SOOTNO�ENIE WYTEKAET WYTEKAET
IZ TOGO	 �TO DLQ POLOVITELXNYH ZNA�ENIJ x

exp x� lim
n���

�
�� x

	� �
x�

�� � � � � � xn

n�

�
���x	

A DLQ DOKAZATELXSTWA WTOROGO DOSTATO�NO ZAMETITX	 �TO

lim
x���

exp x� lim
��x	���

	
exp��x� � �� Q�E�D�

�� nA DEJSTWITELXNOJ OSI FUNKCIQ y � exp x QWLQETSQ

WOZRASTA��EJ I IMEET MNOVESTWOM ZNA�ENIJ PROMEVUTOK

�������

dOKAZATELXSTWO� tAK KAK PRI x��

exp x� lim
n���

�
�� x

	� �
x�

�� � � � � � xn

n�

�
���x ���

A exp x exp��x� � exp � � �	 FUNKCIQ y � exp x W TO�KAH

DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET LI�X POLOVITELXNYE ZNA�
�ENIQ	 I ESLI x��x� 	 TO

exp x� � exp�x��x��x�� � exp�x��x�� exp x�� exp x�	

�tO�NEE� lim
x���

expx � ��� �SM� S� 	���� eSLI �U�ITYWAQ �TO SWOJ�

STWO� RASPROSTRANITX OPREDELENIE �KSPONENCIALXNOJ FUNKCII NA WS�
RAS�IRENNU� SISTEMU DEJSTWITELXNYH �ISEL �SM� S� ���� POLAGAQ PO

OPREDELENI� exp���� ���� exp���� � � � TO SWOJSTWO PERESTANO�

WO�NOSTI SIMWOLOW �KSPONENCIALXNOJ FUNKCII I PREDELA � RAWENSTWO

lim
t��

exp
�
��t�

�
� exp

�
lim
t��

��t�
�

� BUDET WYPOLNQTXSQ WSQKIJ RAZ� KOGDA

FUNKCIQ y���t� IMEET W �KONE�NOJ ILI BESKONE�NOJ� TO�KE � KONE��

NYJ ILI BESKONE�NYJ PREDEL�



���

�TO DOKAZYWAET WOZRASTANIE FUNKCII y � exp x NA DEJST�
WITELXNOJ OSI� w SILU KRITERIQ NEPRERYWNOSTI MONOTONNOJ

FUNKCII MNOVESTWO ZNA�ENIJ �TOJ FUNKCII ESTX PROME�

VUTOK 	 A TAK KAK �TOT PROMEVUTOK SODERVIT LI�X POLO�

VITELXNYE �ISLA	 W TOM �ISLE �SWOJSTWO ��� SKOLX UGODNO
BOLX�IE I SKOLX UGODNO BLIZKIE K NUL�	 �TIM PROMEVUT�

KOM QWLQETSQ ������� Q�E�D�

w SO�ETANII S TEOREMOJ OB OBRATNOJ FUNKCII TOLXKO �TO

DOKAZANNOE SWOJSTWO �KSPONENCIALXNOJ FUNKCII POZWOLQET

SDELATX SLEDU��IJ WAVNYJ WYWOD�

fUNKCIQ y � exp x� RASSMATRIWAEMAQ NA DEJSTWITELX�
NOJ OSI� IMEET OBRATNU� FUNKCI�� OPREDELENNU� NA PRO�
MEVUTKE ������ I QWLQ��U�SQ NA NEM NEPRERYWNOJ I

WOZRASTA��EJ� �TU FUNKCI� NAZYWA�T LOGARIFMI�ESKOJ

�LOGARIFMOM�� I OBOZNA�A�T x� ln y � TAKIM OBRAZOM�

ln�exp x� � x DLQ WSEH x�R � exp�ln y� � y DLQ WSEH y �� �

oPERIRUQ OSNOWNYM TOVDESTWOM DLQ �KSPONENTY �SWOJ�
STWO ���	 MOVNO WYWESTI PRIWY�NYE SWOJSTWA LOGARIFMA�

dLQ L�BYH �ISEL a� b� � SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

ln�ab� � ln a�ln b� ln 	
b ��ln b� ln a

b � lna� ln b �

dOKAZATELXSTWO�

ln a�ln b � ln
�
exp�ln a�ln b�

�
� ln

�
exp�ln a� exp�ln b�

�
� ln�ab��

�� ln�� ln
�	
b b
�
� ln	b�ln b� ln a� ln

�a
b b
�
� lnab �ln b� Q�E�D�

�lOGARIFMY I SAMO �TO SLOWO �GRE�� ��o�o	 �
���o	 � �ISLO OT�
NO�ENIQ� WWEL W OBIHOD �OTLADSKIJ BARON n�EPER �Neper ILI Napier�
John� Laird of Merchiston� 	

��	�	�� W IZDANNOM W 	�	� G� �oPISANII
UDIWITELXNYH TABLIC LOGARIFMOW� ��Miri�ci Logarithmorum Canonis
descriptio��� o nEPERE I EGO LOGARIFMAH �A ONI OTLI�ALISX OT NYNE��
NIH I RAWNQLISX 	�� ln�	��x���� MOVNO PO�ITATX W ��� I �����



��


wYPOLNQ�TSQ PREDELXNYE SOOTNO�ENIQ�

A	 lim
x���

lnx���	 B	 lim
x����

lnx���	

T� E� ISTINNY UTWERVDENIQ� WYRAVAEMYE FORMULAMI�

A	 �c��	d���x�x�d
 lnx�c
�
I

B	 �c��	����x���x�� 
 lnx��c��
dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO�NO WZQTX W �TIH FORMULAH

d� ec	 �� e�c I PRIMENITX WOZRASTANIE FUNKCII y� lnx�

oSNOWNOJ PREDEL DLQ LOGARIFMA lim
x��

ln�	�x�
x

�� �

dOKAZATELXSTWO� uDOBNO PRIMENITX KRITERII ��KWIWA�
LENTNYE OPREDELENIQ� PREDELA I NEPRERYWNOSTI FUNKCII W

TO�KE �SM� S� ��������� pUSTX fxng � L�BAQ POSLEDOWATELX�
NOSTX DEJSTWITELXNYH �ISEL xn �� �	 SHODQ�AQSQ K NUL�� pO�
SLEDOWATELXNOSTX f��xng BUDET TOGDA SHODITXSQ K EDINICE	
I KAVDOE �ISLO �� xn BUDET OTLI�NYM OT EDINICY� wWI�
DU NEPRERYWNOSTI I WOZRASTANIQ �NA PROMEVUTKE �������

FUNKCII y� lnx POSLEDOWATELXNOSTX fyng�
�
ln���xn�

�
ZNA�

�ENIJ �TOJ FUNKCII BUDET SHODITXSQ K ln � � ln�exp �� � �	

PRI �TOM WSE �ISLA yn � ln���xn� BUDUT OTLI�NY OT NULQ�
w SILU OSNOWNOGO PREDELA DLQ �KSPONENTY �SWOJSTWO ��� PO�

SLEDOWATELXNOSTX
�
exp yn�	

yn

�
BUDET SHODITXSQ K EDINICE	 A

TAK KAK
exp yn�	

yn
�

exp�ln�	�xn���	
ln�	�xn�

� xn
ln�	�xn�

	 TO SHODITXSQ

K EDINICE BUDET I POSLEDOWATELXNOSTX

�
ln�	�xn�

xn

�
� oSTAETSQ

E�E RAZ WOSPOLXZOWATXSQ KRITERIEM ��KWIWALENTNYM OPRE�
DELENIEM� PREDELA FUNKCII W TO�KE	 W SOOTWETSTWII S KO�

TORYM FUNKCIQ y �
ln�	�x�

x IMEET W TO�KE x � � PREDEL	

RAWNYJ EDINICE� Q�E�D�



���

III���� kAKOWO OB�EE OPREDELENIE STEPENI

POLOVITELXNOGO �ISLA

dLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA a I L�BOGO DEJSTWI�

TELXNOGO �ISLA b POLAGA�T PO OPREDELENI�� ab� exp�b lna� �

pERWOE	 �TO NADLEVIT SDELATX	 � �TO PROWERITX SOGLA�

SOWANNOSTX DANNOGO OPREDELENIQ STEPENI c TRADICIONNYM
W SLU�AE CELOGO ILI RACIONALXNOGO POKAZATELQ �SM� S� 
���

eSLI b�n �NATURALXNOE �ISLO�	 TO

ab� exp�b lna� � exp�n lna�exp�

nz �� 	
lna� � � ��lna� �

�

nz �� 	
exp�lna� � � �exp�lna� �

nz �� 	
a � � �a� an�

ESLI b��n �CELOE OTRICATELXNOE �ISLO�	 TO

ab� exp�b lna� � exp��n lna� � 	
exp�n lna� �

	
an �

ESLI b� �	 TO ab� exp�b lna� � exp � � ��

ESLI VE b�m
n �RACIONALXNOE �ISLO�	 TO

�ab�n� exp
�
n ln�exp�b ln a�

�
� exp

�
n�b lna�

�
� am	

TAK �TO �ISLO ab � exp
�m
n
lna

�
UDOWLETWORQET URAWNENI�

xn� am I PO�TOMU SOWPADAET S �ISLOM n

p
am�

pROWEDENNAQ PROWERKA POKAZYWAET	 �TO	 K PRIMERU	 �IS�
LO �� MOVNO �KWIWALENTNO PONIMATX I KAK � � � � �	 I KAK

exp�
 ln ��	 A �ISLO �
�

� � I KAK
�
p
�	 I KAK exp� 	

�
ln ��� �ISLO

VE �
p
� SLEDUET PONIMATX ISKL��ITELXNO KAK exp�

p

 ln ���

dANNOE OPREDELENIE STEPENI WMESTE S OSNOWNYM TOV�
DESTWOM DLQ �KSPONENTY exp x� exp x�� exp�x��x�� POZWOLQET

PROSTO I AKKURATNO WYWESTI PRIWY�NYE SWOJSTWA STEPENI�

�iNYE IME��IESQ OPREDELENIQ �SM�� NAPRIMER� ����� n� 	�� GROMOZD�
KI� TREBU�T SLOVNOGO OBOSNOWANIQ I NEUDOBNY W OBRA�ENII�



���

dLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO �ISLA a I L�BYH DEJSTWI�

TELXNYH �ISEL a� b SPRAWEDLIWY RAWENSTWA�

ab�c� abac� �ab�c� abc� a�b� 	
ab �

dOKAZATELXSTWO�

ab�c� exp
�
�b�c� lna

�
� exp�b lna� exp�c lna� � abac�

�ab�c� exp
�
c ln

�
exp�b lna�

��
� exp�cb lna� � abc�

a�b� exp��b lna� � 	
exp�b ln a� �

	
ab � Q�E�D�

pOLXZUQSX OPREDELENIEM STEPENI	 SWOJSTWOM NEPRERYW�

NOSTI �KSPONENTY� I OSNOWNYM PREDELOM DLQ LOGARIFMA

�SM� S� ��
�	 MOVNO POLU�ITX PREDELXNOE SOOTNO�ENIE

lim
x��

�
��x

��
x� lim

x��
exp

� 	
x
ln���x�

�
� exp

�
lim
x��

ln�	�x�
x

�
� exp�� e	

KOTOROE MOVNO PREDSTAWITX� W WIDE lim
x��

�
�� 	

x

�
x
� e �

oTPRAWNYM PUNKTOM TRADICIONNOGO WYWODA �TOGO SOOTNO�ENIQ �SM��
NAPRIMER� ����� n�
�� SLUVIT �PREDWARITELXNO USTANAWLIWAEMAQ� SHO�

DIMOSTX POSLEDOWATELXNOSTI
��
	� �

n

�n�
� PREDEL KOTOROJ PO OPREDELE�

NI� I ESTX �ISLO e�
sLEDU��IJ �AG SOSTOIT W NAPISANII DLQ ZNA�ENIJ x � �n� n�	�

NERAWENSTW
�
	� �

n��

�n
�

�
	� �

x

�x
�

�
	� �

n

�n��
� �TOBY �TOT �AG BYL LO�

GI�ESKI SOSTOQTELXNYM� NEOBHODIMO� A� PREDWARITELXNO DATX WNQTNOE

I IS�ERPYWA��EE OPREDELENIE TOGO� �TO PONIMAETSQ POD
�
	� �

x

�x
DLQ

L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA x �� �� B� NA BAZE �TOGO OPREDELENIQ
OBOSNOWATX �A NE PROSTO NAPISATX� PRIWEDENNYE NERAWENSTWA� w PRO�
TIWNOM SLU�AE� A IMENNO ON QWLQETSQ TIPI�NYM DLQ WUZOWSKIH KURSOW

ANALIZA � �TOT I POSLEDU��IE �AGI WYWODA �ZAME�ATELXNOGO PREDE�
LA� lim

x��

�
�� �

x

�x
� e NE IME�T DOKAZATELXNOJ SILY�

�a KONKRETNO � PERESTANOWO�NOSTX� SIMWOLA �KSPONENTY S SIM�
WOLOM PREDELA �SM� S� 	�	��

�pERENOSQ OBOZNA�ENIE x NA PEREMENNU�
�
x
� STREMQ�U�SQ K � �BEZ

ZNAKA��



���

sTEPENNAQ FUNKCIQ

pRI FIKSIROWANNOM � � R � � �� �� STEPENNAQ FUNKCIQ
y � x� QWLQETSQ NEPRERYWNOJ I STROGO MONOTONNOJ� NA

PROMEVUTKE ������ I IMEET MNOVESTWOM ZNA�ENIJ �TOT

VE PROMEVUTOK� OBRATNOJ PO OTNO�ENI� K NEJ �NA �TOM

PROMEVUTKE� SLUVIT STEPENNAQ FUNKCIQ x� y
�

� �

dOKAZATELXSTWO� nEPRERYWNOSTX FUNKCII y� x� NA PRO�
MEVUTKE ������ ESTX PRQMOE SLEDSTWIE NEPRERYWNOSTI NA

�TOM PROMEVUTKE LOGARIFMA �SM� S� ���� I SWOJSTWA PERE�

STANOWO�NOSTI SIMWOLOW NEPRERYWNOJ FUNKCII �W DANNOM
SLU�AE �KSPONENTY� I PREDELA � KAKOWA BY NI BYLA TO�KA

x��������	

lim
x�x�

x� � lim
x�x�

exp�� lnx� � exp
�
lim
x�x�

�� lnx�
�
�

� exp�� lnx�� � x�
��

eSLI � � x� � x� 	 TO �W SILU WOZRASTANIQ LOGARIFMA�
� lnx��� lnx� 	 ESLI ���	 I � lnx��� lnx� 	 ESLI ���	 TAK

�TO �S U�ETOM WOZRASTANIQ �KSPONENTY�

x�
�� exp�� lnx��� exp�� lnx�� � x�

�� ESLI ���	

x�
�� exp�� lnx��� exp�� lnx�� � x�

�� ESLI ����

tAK KAK PRI � �� � FUNKCII y � lnx I y � � lnx IME�T

NA PROMEVUTKE ������ OB�EE MNOVESTWO ZNA�ENIJ � WS�

DEJSTWITELXNU� OSX	 � FUNKCIQ y � x�
def
� exp�� lnx� �PRI

L�BOM � �� �� IMEET MNOVESTWOM ZNA�ENIJ NA PROMEVUTKE

������ �TOT VE PROMEVUTOK	 A POSKOLXKU DLQ L�BOGO x��

�x��
�

� � exp
�
	
� ln

�
exp�� lnx�

��
� exp�lnx� � x	

FUNKCIQ x� y
�

� SLUVIT OBRATNOJ PO OTNO�ENI� K y� x��

�a IMENNO� WOZRASTA��EJ� ESLI ���� I UBYWA��EJ� ESLI ����



���

oSNOWNOJ PREDEL DLQ STEPENNOJ FUNKCII� dLQ L��

BOGO �ISLA � ��� SU�ESTWUET lim
x��

�	�x���	
x � � �

dOKAZATELXSTWO� lim
x��

�	�x���	
x � lim

x��

exp�� ln�	�x���	
x �

� lim
x��

exp�� ln�	�x���	
� ln�	�x�

� ln�	�x�
x �� lim

y��

expy�	
y lim

x��

� ln�	�x�
x � ��

wOT RAS�IFROWKA ZAPISANNYH SOOTNO�ENIJ NA OSNOWE KRI�
TERIQ ��KWIWALENTNOGO OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII W TO��
KE 
�EREZ POSLEDOWATELXNOSTI��

pUSTX fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K NUL� POSLEDOWATELX�
NOSTX DEJSTWITELXNYH �ISEL	 OTLI�NYH OT NULQ� tAK KAK

FUNKCIQ y � ln���x� NEPRERYWNA I WOZRASTAET �	 POSLEDO�
WATELXNOSTX fyng � f� ln���xn�g BUDET SHODITXSQ K �ISLU

ln� � �	 PRI�EM WSE �ISLA yn BUDUT OTLI�NY OT NULQ� pO�
SKOLXKU

lim
y��

expy�	
y

�� I lim
x��

ln�	�x�
x

�� �SM� S� ���	 ��
�	

OBE POSLEDOWATELXNOSTI
�
exp yn�	

yn

�
I
�ln�	�xn�

xn

�
SHODQTSQ K

EDINICE	 A TAK KAK
�	�xn�

��	
xn

�
exp�� ln�	�xn���	

xn
�

exp�� ln�	�xn���	
� ln�	�xn�

�

� ln�	�xn�
xn

�

�
expyn�	

yn
�

ln�	�xn�
xn

�	

POSLEDOWATELXNOSTX
��	�xn�

��	
xn

�
SHODITSQ K �ISLU �� w SO�

OTWETSTWII S KRITERIEM ��KWIWALENTNYM OPREDELENIEM� PRE�
DELA FUNKCII W TO�KE 
�EREZ POSLEDOWATELXNOSTI� SU�EST�

WUET lim
x��

�	�x���	
x

� �� Q�E�D�

�s WWEDENIEM PEREMENNOJ y�� ln�	�x� �y� � PRI x� ���
�nA PROMEVUTKE ��	�����



���

pOKAZATELXNAQ FUNKCIQ I OBRATNAQ K NEJ

pRI FIKSIROWANNOM a��� a ���� POKAZATELXNAQ FUNKCIQ
y � ax QWLQETSQ NEPRERYWNOJ I STROGO MONOTONNOJ� NA

DEJSTWITELXNOJ OSI I IMEET MNOVESTWOM ZNA�ENIJ PRO�
MEVUTOK ������� OBRATNOJ PO OTNO�ENI� K NEJ �NA �TOM
PROMEVUTKE� SLUVIT FUNKCIQ� OBOZNA�AEMAQ x � logay I

NAZYWAEMAQ LOGARIFMOM PO OSNOWANI� a�

dOKAZATELXSTWO� tO	 �TO FUNKCIQ y � ax
def
� exp�x lna� NA

DEJSTWITELXNOJ OSI QWLQETSQ NEPRERYWNOJ	 STROGO MONO�

TONNOJ�	 IMEET MNOVESTWOM ZNA�ENIJ PROMEVUTOK ������	
I NA �TOM PROMEVUTKE OPREDELENA OBRATNAQ K NEJ FUNKCIQ	
TAKVE QWLQ��AQSQ NEPRERYWNOJ I STROGO MONOTONNOJ	 NA�
PRQMU� WYTEKAET IZ TOGO	 �TO �TIMI SWOJSTWAMI OBLADAET

�KSPONENCIALXNAQ FUNKCIQ	 I TEOREMY OB OBRATNOJ FUNK�
CII� dOPOLNITELXNO SLEDUET LI�X UKAZATX NA SWQZX MEV�
DU LOGARIFMAMI loga I ln� pO OPREDELENI� logaa

x � x DLQ

L�BOGO DEJSTWITELXNOGO �ISLA x� pOLAGAQ ax � y	 MOV�
NO ZAKL��ITX	 �TO y � alogay DLQ L�BOGO POLOVITELXNOGO

�ISLA y� iZ POSLEDNEGO RAWENSTWA	 W SWO� O�EREDX	 SLEDU�

ET� lny � ln
�
exp�loga y lna�

�
� loga y lna	 TAK �TO loga y �

lny
lna

PRI y���

oSNOWNOJ PREDEL DLQ POKAZATELXNOJ FUNKCII� dLQ

L�BOGO �ISLA a��� a ��� SU�ESTWUET lim
x��

ax�	
x � lna �

dOKAZATELXSTWO� lim
x��

ax�	
x

� lim
x��

exp�x lna��	
x

lna
lna

�

� lim
x��

exp�x lna��	
x lna

lna� lna� Q�E�D�

�a IMENNO� WOZRASTA��EJ� ESLI a�	� I UBYWA��EJ� ESLI a�	�
� wOZRASTA��EJ PRI a�	 �KOGDA ln a���� I UBYWA��EJ� ESLI a�	

�KOGDA ln a����



���

wOT RAS�IFROWKA �TOJ CEPO�KI RAWENSTW�

pUSTX fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K NUL� POSLEDOWATELX�
NOSTX DEJSTWITELXNYH �ISEL	 OTLI�NYH OT NULQ� tAK KAK

POSLEDOWATELXNOSTX fyng� fxn lnag TOVE SHODITSQ K NUL�	 I
PRI �TOM WSE yn OTLI�NY OT NULQ	 IZ OSNOWNOGO PREDELA DLQ

�KSPONENTY lim
y��

expy�	
y � � �SM� S� ���� SLEDUET� POSLEDOWA�

TELXNOSTX
�
exp yn�	

yn

�
�
�exp�xn lna��	

xn lna

�
SHODITSQ K EDINICE	

A POTOMU POSLEDOWATELXNOSTX
�axn�	

xn

�
�
�exp�xn lna��	

xn

�
SHO�

DITSQ K �ISLU lna� pRIMENENIE KRITERIQ ��KWIWALENTNOGO
OPREDELENIQ� PREDELA FUNKCII 
�EREZ POSLEDOWATELXNOSTI�

POZWOLQET ZAKL��ITX� SU�ESTWUET lim
x��

ax�	
x � lna� Q�E�D�

dOKAZANNYM PREDELXNYM SOOTNO�ENIEM ZAWER�AETSQ

sPISOK OSNOWNYH PREDELOW DLQ �LEMENTARNYH� FUNKCIJ�

lim
x��

sinx
x

� � �S� ����� lim
x��

ln�	�x�
x

� � �S� ��
��

lim
x��

�	�x���	
x � � �S� ����� lim

x��

ax�	
x � ln a �S� �����

lim
x��

���x�
�

x

� e� ILI lim
x��

�
�� 	

x

�
x
� e �S� �����

sLEDUET POD�ERKNUTX� WSE ONI BYLI WYWEDENY ISHODQ IZ

OSNOWNOGO PREDELA DLQ �KSPONENTY lim
z��

exp z�	
z � � 	 TAK �TO

ESLI UV ISPOLXZOWATX TERMIN ZAME�ATELXNYJ PREDEL�	 TO
IMENNO ON BOLX�E WSEH EGO ZASLUVIWAET�

�k �LEMENTARNYM PRINQTO OTNOSITX TE FUNKCII �DEJSTWITELXNOJ
I KOMPLEKSNOJ PEREMENNOJ�� KOTORYE MOVNO WYRAZITX �EREZ PEREMEN�
NU� I KONSTANTY� PROIZWODQ KONE�NOE �ISLO DEJSTWIJ SLOVENIQ� WY�

�ITANIQ� UMNOVENIQ� DELENIQ� WZQTIQ �KSPONENTY I LOGARIFMA �SM�
���� S� ���



���

III���� kAK OPERIRU�T SIMWOLAMI o I O I

PONQTIEM �KWIWALENTNOSTI FUNKCIJ

nA PERWYH STRANICAH WTOROGO TOMA lEKCIJ PO TEORII

�ISEL� ���� ����� G�� NEMECKIJ MATEMATIK ��lANDAU �Landau
Edmund	 �������
�� WWEL SLEDU��IE OBOZNA�ENIQ	 STAW�IE
OB�EPRINQTYMI POD NAZWANIEM 
o I O SIMWOLIKI��

pO OPREDELENI��

ZAPISX f�x� � o���� x�x� 	
� OZNA�AET	 �TO lim

x�x�
f�x� � ���

ZAPISX f�x� � o
�
g�x�

�
� x� x� 	

� WYRAVAET TOT FAKT	 �TO

lim
x�x�

f�x�
g�x�

� �	 T� E�
f�x�
g�x�

� o���� x�x� �
�

ZAPISX f�x� � O���� x� x� 	

 OZNA�AET	 �TO PRI STREM�

LENII x K x� FUNKCIQ y � f�x� OSTAETSQ OGRANI�ENNOJ	 T� E�
jf�x�j�h DLQ NEKOTOROGO �ISLA h�� I WSEH x IZ NEKOTOROJ

OKRESTNOSTI TO�KI x� �

ZAPISX f�x� � O
�
g�x�

�
� x� x� 	 WYRAVAET TOT FAKT	 �TO

f�x�
g�x� � O���� x� x� 	 T� E� OTNO�ENIE

f�x�
g�x� OSTAETSQ OGRANI�

�ENNYM W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI x� �

��ITAETSQ� �f�x� ESTX o MALOE OT EDINICY PRI STREMLENII x K x���
� t� E� FUNKCIQ y � f�x� STANOWITSQ BESKONE�NO MALOJ� KOGDA TO�KA

x STREMITSQ K TO�KE x� � tO�KA x� MOVET BYTX KAK KONE�NOJ� TAK I
BESKONE�NOJ� A STREMLENIE x K NEJ � STREMLENIEM SPRAWA ILI SLEWA�
��lANDAU W ����� WWODQ �TU SIMWOLIKU� OPERIROWAL TO�KOJ x�����

��ITAETSQ� �f�x� ESTX �o MALOE� OT g�x� PRI STREMLENII x K x���
GOWORQT TAKVE� �TO �FUNKCIQ y� f�x� QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ OT�
NOSITELXNO FUNKCII y�g�x� PRI STREMLENII x K x���

� �TO POZWOLQET PEREPISATX SOOTNO�ENIE f�x� � o
�
g�x�

�
� x � x� �

W WIDE f�x� � o�	�g�x�� x� x� � OZNA�A��EM� �TO f�x� � ��x�g�x�� GDE
��x�� o�	�� x�x� �PRI �TOM DOPUSKAETSQ WOZMOVNOSTX ODNOWREMENNOGO
OBRA�ENIQ W NULX ZNA�ENIJ f�x� I g�x� WBLIZI TO�KI x���

��ITAETSQ� �f�x� ESTX �O BOLX�OE� OT EDINICY PRI STREMLENII x
K x���



���

sIMWOLY o I O POZWOLQ�T WIDOIZMENQTX �I �ASTO SOKRA�
�ATX� ZAPISX STANDARTNYH FRAZ I UTWERVDENIJ KASATELXNO
PREDELOW FUNKCIJ� nAPRIMER	 TO	 �TO lim

x�x���
f�x�� b	 MOVNO

ALXTERNATIWNO ZAPISATX W WIDE f�x�� b � o���� x� x�� ��
SIMWOLI�ESKIE VE RAWENSTWA

A	 o��� �O���	 B	 o����o��� � o���	 W	 o���O��� � o���

KRATKO WYRAVA�T SOOTWETSTWENNO UTWERVDENIQ�

A	 FUNKCIQ	 BESKONE�NO MALAQ �PRI x � x��	 QWLQETSQ
OGRANI�ENNOJ �W OKRESTNOSTI TO�KI x���

B	 SUMMA �I RAZNOSTX� DWUH BESKONE�NO MALYH FUNKCIJ
ESTX BESKONE�NO MALAQ FUNKCIQ�

W	 PROIZWEDENIE BESKONE�NO MALOJ FUNKCII NA OGRANI�

�ENNU� ESTX BESKONE�NO MALAQ FUNKCIQ�

sLEDUET OSOBO POD�ERKNUTX�
A	 ZNAK � W SIMWOLIKE o I O NE QWLQETSQ ZNAKOM RAWEN�

STWA W OBY�NOM SMYSLE �W �ASTNOSTI	 o��� � O��� � WERNOE

UTWERVDENIE	 A O��� � o��� � NET��

B	 ZAPISX f�x� � o��� �I EJ PODOBNYE� NE IMEET SMYSLA BEZ
SOPROWOVDAEMOGO �ILI PODRAZUMEWAEMOGO� UKAZANIQ	 K �EMU
STREMITSQ PEREMENNAQ x �NAPRIMER	 sinx � o�x�� x ��	 �

WERNOE UTWERVDENIE	 A sin x� o�x�� x��	 � NET��

wESXMA �ASTO OPERIRU�T SOOTNO�ENIQMI TIPA
o�g�x��
g�x�

� o��� I o�g
�
x�
�
h�x� � o

�
g�x�h�x�

�
�A TAKVE IH ANALOGAMI DLQ O�� I BOLEE PRODWINUTYMI�

�kAVDOE IZ NIH PREDPOLAGAET STREMLENIE x K NEKOTOROMU ZNA�E�
NI� x� I NAPRQMU� WYTEKAET IZ OPREDELENIJ� ESLI f�x� � o

�
g�x�

�

�SOOTWETSTWENNO� f�x� � O
�
g�x�

�
� PRI x � x� � TO OTNO�ENIQ

f�x�
g�x� I

f�x�h�x�
g�x�h�x� OKAZYWA�TSQ �PRI x�x�� BESKONE�NO MALYMI �SOOTWETSTWEN�

NO� OGRANI�ENNYMI��



���

o
�
g�x�

�
O
�
h�x�

�
� o

�
g�x�h�x�

�
� O

�
g�x�

�
O
�
h�x�

�
�O

�
g�x�h�x�

�
�

o
�
O�g�x�

�
� o

�
g�x�

�
� O

�
O�g�x�

�
�O

�
g�x�

�
� O

�
o�g�x�

�
� o

�
g�x�

�
�

wOT	 K PRIMERU	 DOKAZATELXSTWA PERWOGO I POSLEDNEGO IZ
�TOGO SPISKA�

ESLI �PRI x� x�� f��x� � o
�
g�x�

�
	 A f��x� � O

�
h�x�

�
	 T� E�

OTNO�ENIE
f��x�
g�x� STREMITSQ K NUL�	 A OTNO�ENIE

f��x�
h�x� OSTA�

ETSQ OGRANI�ENNYM	 TO OTNO�ENIE
f��x�f��x�
g�x�h�x�

STREMITSQ K

NUL�	 A POTOMU f��x�f��x� � o
�
g�x�h�x�

�
�PRI x�x���

ESLI �PRI x� x�� f�x� � O
�
h�x�

�
	 A h�x� � o

�
g�x�

�
	 T� E�

OTNO�ENIE
f�x�
h�x� OSTAETSQ OGRANI�ENNYM	 A OTNO�ENIE

h�x�
g�x�

STREMITSQ K NUL�	 TO OTNO�ENIE
f�x�
g�x� �

f�x�
h�x�

h�x�
g�x� STREMIT�

SQ K NUL�	 A �TO I OZNA�AET	 �TO f�x� � o
�
g�x�

�
�PRI x�x���

fUNKCII y � f�x� I y � g�x� S�ITA�T �KWIWALENTNYMI

PRI x�x� �ZAPISX� f�x��g�x�� x�x��	 ESLI lim
x�x�

f�x�
g�x� ���

wOT PRQMOE SLEDSTWIE PRIWEDENNYH OPREDELENIJ�

f�x� � g�x�� x� x� � W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA

g�x�� f�x�� x� x�� I W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA

f�x�� g�x�� o
�
g�x�

�
� x�x��

pRIMERY� �� x��x� � x�� x� �	 NO x��x� � x�� x���

�� lnx � o�x��� x���	 PRI L�BOM � ���
�
w SILU OPRE�

DELENIQ �KSPONENTY exp t
def
� lim

n���

�
�� t

	�
� t�

��
� � � � � tn

n�

�
�

t�

��

DLQ t��	 IZ �EGO SLEDUET	 �TO lim
t���

t
exp t � lim

t���
t

t���� ��� POLA�

GAQ lnx�� t	 MOVNO ZAKL��ITX� lim
x���

lnx
x� � lim

t���
	
�

t
exp t ��

�
�



��


sLEDU��EE PROSTOE PRAWILO POZWOLQET UPROSTITX WY�
�ISLENIE PREDELOW PROIZWEDENIJ I OTNO�ENIJ FUNKCIJ�

oTYSKIWAQ PREDELY PROIZWEDENIJ I OTNO�ENIJ FUNKCIJ�
WHODQ�IE W NIH SOMNOVITELI� MOVNO ZAMENQTX �KWIWA�

LENTNYMI IM FUNKCIQMI� ESLI f�x�� ef �x�� A g�x��eg�x� �W
OBOIH SLU�AQH x�x��	 TO lim

x�x�

f�x�h�x�
g�x� � lim

x�x�

ef�x�h�x�
eg�x� �ESLI

KAKOJ�TO IZ �TIH PREDELOW SU�ESTWUET��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX f�x�� ef�x� I g�x�� eg�x�	 x� x� 	

T� E� lim
x�x�

f�x�
ef�x� � � I lim

x�x�

eg�x�
g�x�

� �� tOGDA ESLI lim
x�x�

ef�x�h�x�
eg�x� � b	

TO I lim
x�x�

f�x�h�x�
g�x�

� lim
x�x�

f�x�
ef�x�

ef�x�h�x�
eg�x�

eg�x�
g�x�

� b� Q�E�D�

bAZOJ DLQ PRAKTI�ESKOGO PRIMENENIQ SFORMULIROWANNO�
GO PRAWILA SLUVIT SLEDU��EE UTWERVDENIE�

eSLI FUNKCIQ y � 	�x� QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ PRI

x � x� � PRI�EM 	�x� �� � DLQ WSEH x �� x� IZ NEKOTOROJ

OKRESTNOSTI TO�KI x� � TO SPRAWEDLIWY SLEDU��IE OT�

NO�ENIQ �KWIWALENTNOSTI �PRI x�x���

exp	�x���� 	�x�� sin	�x�� 	�x�� ln
�
��	�x�

�� 	�x��

tg	�x�� 	�x��

a��x	��� lna � 	�x�� ���	�x�
���� � � �	�x���

f�	�x��� b	 DLQ L�BOJ FUNKCII y� f�t�	 IME��EJ
lim
t��

f�t� � b ����

dOKAZATELXSTWO �NAPRIMER	 PERWOGO I DWUH POSLEDNIH���

�nO NE SLAGAEMYE�
� w PREDPOLOVENII� �TO a��� a ��	� A � ����
�dOKAZATELXSTWA OSTALXNYH � PO TOJ VE SHEME�



���

pUSTX fxng � L�BAQ SHODQ�AQSQ K x� POSLEDOWATELXNOSTX

DEJSTWITELXNYH �ISEL	 OTLI�NYH OT x�� tOGDA POSLEDOWA�
TELXNOSTX f	�xn�g BUDET SHODITXSQ K NUL�	 PRI�EM WSE �LE�
MENTY 	�xn� �TOJ POSLEDOWATELXNOSTI BUDUT OTLI�NY OT

NULQ� tAK KAK lim
t��

exp t�	
t ��	 lim

t��

�	�t���	
t � �	 A lim

t��
f�t� � b	

KRITERIJ ��KWIWALENTNOE OPREDELENIE� PREDELA FUNKCII W

TO�KE 
�EREZ POSLEDOWATELXNOSTI� POZWOLQET ZAKL��ITX� PO�

SLEDOWATELXNOSTI
�exp��xn��	

��xn�

�
	
��	���xn��

��	
��xn�

�
I
�
f�	�xn��

�
SHODQTSQ SOOTWETSTWENNO K EDINICE	 �ISLU � I �ISLU b� pO�
WTORNO PRIMENQQ WY�EUPOMQNUTYJ KRITERIJ	 MOVNO PRIJ�
TI K WYWODU�

lim
x�x�

exp��x��	
��x� ��	 lim

x�x�

�	���x����	
��x� �� I lim

x�x�
f�	�x�� � b�

tAK KAK PO PREDPOLOVENI� � ��� I b ���	 �TO OZNA�AET	 �TO

exp 	�x���� 	�x��
�
��	�x�

����� � �	�x� I f�	�x��� b

PRI x�x� � Q�E�D�

zAME�ANIE� pRI OTYSKANII PREDELOW PROIZWEDENIJ I OT�

NO�ENIJ FUNKCIJ ZAMENQTX �KWIWALENTNYMI FUNKCIQMI

MOVNO LI�X WHODQ�IE W NIH SOMNOVITELI	 NO NI W KOEM

SLU�AE NE SLAGAEMYE � ZAMENA W HODE WY�ISLENIQ lim
x��

��cos x
x�

WY�ITAEMOGO cos x NA �KWIWALENTNU� EMU �PRI x��� EDI�
NICU DAET NEPRAWILXNYJ OTWET NULX	 TOGDA KAK NA SAMOM

DELE lim
x��

��cos x
x�

� lim
x��

� sin� x�
x�

� lim
x��

��x� �
�

x�
� 	

� �

pRIMERY� �� lim
x� �

�

ln tg x
��ctg x � lim

x� �

�

ln����tg x���
��ctg x �

� lim
x� �

�

tg x��
��ctg x � lim

x� �

�

tg x ���



���

�� lim
x��

�
�x��
�x�	

�x�	
� lim

x��
exp

�
�x��� ln �x��

�x�	

�
�

� lim
x��

exp
�
�x��� ln

�
�� ��

�x�	

��
� exp

�
lim
x��

���x�	�
�x�	

�
� e���

�� lim
x�a

�
sin x
sin a

� 	
x�a � lim

x�a
exp
�

�
x�a ln

sin x
sin a

�
�

� lim
x�a

exp
�

�
x�a ln

�
��

sinx�sin a
sin a

��
� lim

x�a

sin x�sin a
�x�a� sin a �

� lim
x�a

� cos x�a� sin x�a
�

�x�a� sin a � lim
x�a

cos x�a�
sin a � ctg a�

�� lim
x��

ln 	�x
	�x

arctg���x��arctg���x� ��

� lim
x��

ln
�
�� �x

	�x
�

tg�arctg���x��arctg���x�� �

� lim
x��

�x
	�x

tg�arctg�	�x���tg�arctg�	�x��
	�tg�arctg�	�x��tg�arctg�	�x��

�

� lim
x��

�x
	�x

�	�x���	�x�
	��	�x��	�x�

� ��

�� lim
x���

x
�p

x��� � x
�
� lim

x���
x�
�p

��x�� ��
�
�

� lim
x���

x�
	
�x

��� 	
� �

lim
x���

x
�p

x��� � x
�
� lim

x���
��x���p��x�� ��

�
����

�� lim
x��

x
�

��x � lim
x��

exp
� 	
	�x lnx

�
� lim

x��
exp

ln�	��x�	��
��	�x� � e���

�tAK KAK arctg�	�x�� arctg�	�x�� � PRI x� ��
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w SLEDU��IH PRIMERAH a I b � POLOVITELXNYE �ISLA�

� lim
x�a

ax�xa

x�a � lim
x�a

�ax�aa�� �xa�aa�
x�a �

� lim
x�a

aa�ax�a����aa��xa�
a���

x�a �

� lim
x�a

aa
�
ax�a��
x�a � ���x�a

a �a��

x�a
�
� aa�ln a� ���

�� lim
x�a

xx�aa

x�a � lim
x�a

xx�ax�ax�aa

x�c �

� lim
x�a

ax��xa�
x����aa�ax�a���

x�a �

� lim
x�a

�
ax

exp�x ln x
a���

x�a � aa
ax�a��
x�a

�
�

� lim
x�a

�
ax

x ln���x�a
a �

x�a � aa
ax�a��
x�a

�
�

� aa � aa ln a�

�� lim
x��

ax
��bx

�

�ax�bx��
� lim

x��

bx
�

b�x
�ab�

x���
��ab�

x���� � lim
x��

x� ln a
b

�x ln a
b �

� �
�

ln a
b
�

��� lim
x��

�
ax

�
�bx

�

ax�bx

�	
x� lim

x��
exp
�
�
x
ln
ax

�
�bx

�

ax�bx

�
��

� exp
�
lim
x��

�
�
x
ln
�
��

ax
��ax�bx

��bx

ax�bx

���
�

� exp
�
lim
x��

�
ax�ax

��x���
x�ax�bx� �

bx�bx
��x���

x�ax�bx�

��
�

� exp
�
lim
x��

��x��x� ln a
x�� �

�x��x� ln b
x��

��
�

�p
ab

�

�s U�ETOM WOZMOVNOSTI PERESTANOWKI SIMWOLOW �KSPONENTY I PRE�

DELA �SM� S� 	�	��
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wYDELENIE GLAWNOJ �ASTI FUNKCII

sREDI OTNO�ENIJ �KWIWALENTNOSTI f�x��g�x�� x�x� 	
OSOBO WYDELQ�T TE	 KOTORYE IME�T WID

f�x��c��x�x��
�� x�x� �

� I f�x��c�x�� x�� �ILI ����

PRI �TOM c��x�x��� �SOOTWETSTWENNO	 c�x�� NAZYWA�T GLAWNOJ
�ASTX�	 A POKAZATELX 
 PORQDKOM FUNKCII y� f�x� OTNOSI�
TELXNO BESKONE�NO MALOJ x�x� PRI x�x� �SOOTWETSTWENNO	
OTNOSITELXNO BESKONE�NO BOLX�OJ x PRI x�����

pRIMERY� �� gLAWNAQ �ASTX FUNKCII y� sinx�tg x PRI

x�� NAHODITSQ IZ USLOWIQ lim
x��

sinx�tgx
c�x� ��� TAK KAK

lim
x��

sinx�tg x
c�x� � lim

x��

sinx�cosx�	�
c�x� cosx � lim

x��

�� sin� x
�
sinx

c�x� cosx � lim
x��

���x
�
�
�
x

c�x� 	

DANNOE USLOWIE WYPOLNQETSQ PRI c�� 	
� I 
�
��

�� gLAWNAQ �ASTX FUNKCII y � �
p
x��� � �

p
x��� PRI

x�� I�UT IZ SOOTNO�ENIQ lim
x��

�
p
x��	� �

p
x��	

c�x� ��� tAK KAK

lim
x��

�
p
x��	� �

p
x��	

c�x� � lim
x��

� �
p
x��	�

��� �
p
x��	��

c�x����px��	��� �
p
x��	 �

p
x��	���

p
x��	��� �

� lim
x��

�

c�x���
� ���
p
	�x���

�
� �
p
	�x�����

p
	�x�����

	

SLEDUET WZQTX c� �
� I 
�� �

� �
�

� w SLU�AE x��R �S DOPUSTIMOSTX� PRI �TOM WARIANTOW x�x�����
�pRI OTRICATELXNOM � �A�E GOWORQT O �ISLE �� KAK O PORQDKE

FUNKCII y�f�x� OTNOSITELXNO BESKONE�NO BOLX�OJ
	

x�x� PRI x�x�

�SOOTWETSTWENNO� OTNOSITELXNO BESKONE�NO MALOJ
	
x PRI x����

� tAK �TO sinx�tgx PRI x�� ESTX BESKONE�NO MALAQ ��GO PORQDKA

OTNOSITELXNO BESKONE�NO MALOJ x�
�mOVNO SKAZATX� �TO FUNKCIQ y� �

p
x��	� �

p
x��	 ESTX BESKONE�NO

MALAQ PORQDKA
�
� OTNOSITELXNO BESKONE�NO MALOJ

	
x PRI x����



���

�� pOSKOLXKUq
��

p
��

p
x �

r
�� �

p
x

q
�
p
x�
��
�� �

� �
p
x

r
� �
p
x�
��
�

q
�
p
x�
��

�� � �
p
x PRI x���	

GLAWNOJ �ASTX� FUNKCII y �

q
��

p
��

p
x PRI x� ��

QWLQETSQ x
�

� � BESKONE�NO BOLX�AQ PORQDKA
	

OTNOSITELXNO

BESKONE�NO BOLX�OJ x �PRI x�����

�� dLQ NAHOVDENIQ GLAWNOJ �ASTI FUNKCII y� xx�� PRI
x� � TREBUETSQ NAJTI DEJSTWITELXNYE �ISLA c I 
 S TEM	

�TOBY lim
x��

xx�	
c��x�	�� ��� tAK KAK xx�� � exp�x lnx���� x lnx	

A lnx� ln����x����� x�� PRI x��	 GLAWNAQ �ASTX FUNKCII
y� xx�� PRI x�� ESTX BESKONE�NO MALAQ x���

�� tAK KAK lnx � o�x��� x� ��	 PRI L�BOM � � � �SM�
S� �����	 FUNKCIQ y� lnx NE IMEET GLAWNOJ �ASTI WIDA c �x�
PRI x���� zAMENA VE W SOOTNO�ENII lim

x���
lnx
x�

� � PERE�

MENNOJ x NA
	
x 	 PRIWODQ�AQ K SOOTNO�ENI� lim

x����
x� lnx��

�PRI L�BOM � ��� POZWOLQET SDELATX WYWOD� FUNKCIQ y� lnx

NE IMEET GLAWNOJ �ASTI WIDA c�
�
	
x

��
PRI x�����

�� lim
x����

xx
x�� � lim

x����
exp

�
�exp�x lnx�� �� lnx

�
��

� lim
x����

exp�x ln�x��� exp �� �	

IZ �EGO SLEDUET	 �TO GLAWNOJ �ASTX� FUNKCII y � xx
x

PRI

x� ��� QWLQETSQ BESKONE�NO MALAQ x�

��ASTO �TO WYRAVA�T SLOWAMI� �lnx RASTET PRI x��� MEDLENNEE

L�BOJ STEPENI x��
�s U�ETOM TOGOG� �TO lim

x����
x� lnx �� PRI L�BOM � �� �SM� PREDY�

DU�IJ PRIMER��
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III���� �TO PODRAZUMEWA�T POD TO�KAMI

RAZRYWA FUNKCII

tO�KAMI RAZRYWA FUNKCII ESTESTWENNO NAZYWATX TE TO��
KI	 W KOTORYH NARU�AETSQ NEPRERYWNOSTX DANNOJ FUNKCII��
nEOVIDANNO WOZNIKA��AQ PRI �TOM TRUDNOSTX SOSTOIT W

TOM	 �TO NE WSQKU� TO�KU	 W KOTOROJ FUNKCIQ NE QWLQETSQ

NEPRERYWNOJ	 RAZUMNO S�ITATX TO�KOJ RAZRYWA �TOJ FUNK�
CII� NAPRIMER	 FUNKCIQ y�arcsinx NE QWLQETSQ NEPRERYW�

NOJ PRI x � �	 ODNAKO x � � NE ESTX TO�KA RAZRYWA �TOJ

FUNKCII�

dATX WSEOHWATNOE OPREDELENIE TO�KI RAZRYWA FUNKCII

OKAZYWAETSQ NE TAK PROSTO	 I TO	 K �EMU UDALOSX PRIJTI W

RAMKAH MATEMATI�ESKOGO ANALIZA	 SWODITSQ K WYDELENI�

SLEDU��IH WIDOW TO�EK RAZRYWA FUNKCIJ DEJSTWITELXNOJ

PEREMENNOJ��

I� dWUHSTORONNIE RAZRYWY FUNKCII�

tO�KU x�� R S�ITA�T TO�KOJ DWUHSTORONNEGO RAZRYWA�

FUNKCII y � f�x�	 ESLI �TA FUNKCIQ OPREDELENA W NEKOTO�
ROJ OKRESTNOSTI TO�KI x� 	 ISKL��AQ	 WOZMOVNO	 SAMU �TU
TO�KU	 I NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE x� NI SLEWA	 NI
SPRAWA��

� wOT �TO OB �TOM PISAL kO�I ������ S� �
�� �ESLI FUNKCIQ f�x� PE�
RESTAET BYTX NEPRERYWNOJ W OKRESTNOSTI KONKRETNOGO ZNA�ENIQ PERE�
MENNOJ x� TO GOWORQT� �TO ONA STANOWITSQ RAZRYWNOJ I �TO PRI �TOM

KONKRETNOM ZNA�ENII PEREMENNOJ PROISHODIT RAZRYW�� �w ORIGINALE�
�lorsqu�une fonction f�x� cesse d��etre continue dans le voisinage d�une
valeur particuli�ere de la variable x� on dit qu�elle devient alors discontinue�
et qu�il y a pour cette valeur particuli�ere solution de continuit�e�	�

� s TEMI ILI INYMI OGOWORKAMI I RASHOVDENIQMI W DETALQH�
�iLI� DLQ KRATKOSTI� PROSTO TO�KOJ RAZRYWA�
�iNOGDA DOPOLNITELXNO TREBU�T� �TOBY W TO�KAH x ��x� UKAZANNOJ

OKRESTNOSTI FUNKCIQ y�f�x� BYLA NEPRERYWNOJ�
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dWUHSTORONNIJ RAZRYW FUNKCII W TO�KE BYWAET ODNOJ

IZ SLEDU��IH TREH RAZNOWIDNOSTEJ�

USTRANIMYJ RAZRYW � KOGDA FUNKCIQ y � f�x� IMEET W

TO�KE x� �KONE�NYJ� PREDEL �ILI	 �TO RAWNOSILXNO	 RAWNYE
MEVDU SOBOJ PREDELY SLEWA I SPRAWA�	 NO PRI �TOM NE QWLQ�

ETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE x� 	 T� E� NE WYPOLNQETSQ RAWENSTWO
lim
x�x�

f�x� � f�x�� � TO LI IZ�ZA TOGO	 �TO NE OPREDELENO ZNA�

�ENIE f�x��	 TO LI IZ�ZA TOGO	 �TO ZNA�ENIE f�x�� NE RAWNO
PREDELU FUNKCII W TO�KE x� �

RAZRYW ��GO RODA� KOGDA FUNKCIQ y� f�x� IMEET W TO�KE
x� �KONE�NYE� PREDELY SLEWA I SPRAWA	 NO ONI NE RAWNY DRUG

DRUGU� lim
x�x���

f�x� �� lim
x�x���

f�x��

RAZRYW ��GO RODA � KOGDA FUNKCIQ y � f�x� NE IMEET

W TO�KE x� LIBO PREDELA SLEWA	 LIBO PREDELA SPRAWA �LIBO
OBOIH�	 LIBO ODIN IZ NIH �ILI OBA� QWLQ�TSQ BESKONE�NYMI�

tERMIN USTRANIMYJ RAZRYW OB�QSNQETSQ TEM� �TO ESLI FUNKCIQ

y�f�x� IMEET W TO�KE x� PREDEL� RAWNYJ b� NO PRI �TOM LIBO b ��f�x���
LIBO ZNA�ENIE f�x�� NE OPREDELENO� TO POSLE IZMENENIQ FUNKCII W OD�

NOJ LI�X TO�KE x� PRISWOENIEM EJ NOWOGO ZNA�ENIQ f�x��
def
� b FUNKCIQ

STANOWITSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE x� � T� E� RAZRYW USTRANQETSQ� nAPRO�
TIW� RAZRYWY ��GO I ��GO RODA QWLQ�TSQ NEUSTRANIMYMI� NI PRI KAKOM
OPREDELENII �ILI IZMENENII� ZNA�ENIQ f�x�� SOOTNO�ENIE NEPRERYW�
NOSTI lim

x�x�

f�x� �f�x�� NE MOVET BYTX DOSTIGNUTO�

II� oDNOSTORONNIE RAZRYWY FUNKCII�

tO�KU x� � R S�ITA�T TO�KOJ LEWOSTORONNEGO RAZRYWA

FUNKCII y� f�x�	 ESLI �TA FUNKCIQ OPREDELENA W NEKOTOROJ
LEWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� 	 WKL��AQ SAMU �TU TO�KU	 NO
NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ SLEWA W TO�KE x� �SPRAWA OT TO�KI
x� FUNKCIQ MOVET BYTX OPREDELENA ILI NE OPREDELENA	 NO
ESLI UV ONA OPREDELENA W PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� 	 TO
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ONA DOLVNA BYTX NEPRERYWNOJ SPRAWA W �TOJ TO�KE���

lEWOSTORONNIE RAZRYWY BYWA�T SLEDU��IH DWUH WIDOW�

LEWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA � KOGDA FUNKCIQ IME�
ET W TO�KE x� �KONE�NYJ� PREDEL SLEWA	 NO ON NE RAWEN ZNA�E�
NI� FUNKCII W �TOJ TO�KE� �ISLO f�x��� lim

x�x���
f�x� NAZYWA�T

PRI �TOM SKA�KOM SLEWA W TO�KE x� FUNKCII y� f�x��

LEWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA� KOGDA U FUNKCII NET

�KONE�NOGO� PREDELA SLEWA W TO�KE x� �

pO �TOJ VE SHEME OPREDELQ�T I KLASSIFICIRU�T TO�KI

PRAWOSTORONNEGO RAZRYWA�

tO�KU x��R S�ITA�TTO�KOJ PRAWOSTORONNEGO RAZRYWA

FUNKCII y� f�x�	 ESLI �TA FUNKCIQ OPREDELENA W NEKOTOROJ
PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� 	 WKL��AQ SAMU �TU TO�KU	 NO
NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ SPRAWA W TO�KE x� �SLEWA OT TO�KI
x� FUNKCIQ MOVET BYTX KAK OPREDELENA	 TAK I NE OPREDELENA	
NO W SLU�AE	 ESLI ONA OPREDELENA W NEKOTOROJ LEWOJ OKREST�
NOSTI TO�KI x� 	 ONA DOLVNA BYTX NEPRERYWNOJ SLEWA W �TOJ
TO�KE���

w �TOJ SITUACII REALIZUETSQ ODNA IZ SLEDU��IH DWUH

WOZMOVNOSTEJ�

PRAWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA� KOGDA FUNKCIQ IME�
ET W TO�KE x� �KONE�NYJ� PREDEL SPRAWA	 NO ON NE RAWEN ZNA�
�ENI� FUNKCII W �TOJ TO�KE� RAZNOSTX lim

x�x���
f�x��f�x�� NA�

ZYWA�T W �TOM SLU�AE SKA�KOM SPRAWA W TO�KE x� FUNKCII

y� f�x��

PRAWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA � KOGDA U FUNKCII

NET �KONE�NOGO� PREDELA SPRAWA W TO�KE x� �

� w PROTIWNOM SLU�AE x� OKAZYWAETSQ TO�KOJ DWUHSTORONNEGO RAZ�

RYWA FUNKCII y�f�x��



���

pRO�IE RAZNOWIDNOSTI NARU�ENIQ NEPRERYWNOSTI FUNK�
CII WTO�KE LIBO RASSMATRIWA�T OTDELXNO �PO WOZMOVNOSTI
RASPROSTRANQQ NA NIH WY�EIZLOVENNU� KLASSIFIKACI��	
LIBO WYWODQT ZA RAMKI MATEMATI�ESKOGO ANALIZA	 OTNO�
SQ IH K OTPO�KOWAW�EMUSQ OT NEGO RAZDELU TEORIQ FUNKCIJ

DEJSTWITELXNOJ PEREMENNOJ�

pRIMERY� �� dLQ FUNKCIJ y�
sinx
sinx 	 y�

sin x
j sinxj 	 y�

x
sin x

KAVDOE IZ ZNA�ENIJ x � ��������� � � � QWLQETSQ TO�KOJ

RAZRYWA	 PRI�EM DLQ PERWOJ FUNKCII�TO�KOJ USTRANIMO�

GO RAZRYWA	 A DLQ WTOROJ � TO�KOJ RAZRYWA ��GO RODA� DLQ
TRETXEJ VE FUNKCII ZNA�ENIE x�� QWLQETSQTO�KOJ USTRA�
NIMOGO RAZRYWA	 A KAVDOE IZ ZNA�ENIJ x �������� � � � �

TO�KOJ RAZRYWA ��GO RODA�

�� fUNKCIQ y � lim
n���

cosn x �



�� ESLI x �� k��

�� ESLI x��k���
k � Z	

IMEET USTRANIMYE RAZRYWY PRI x� �k� k�Z �RIS� ����

x

y

� 2� 3�0

1

���2�

rIS� 		

�� dLQ OBEIH FUNKCIJ y � �
�

x I y � sin 	
x ZNA�ENIE x� �

ESTX TO�KA RAZRYWA ��GO RODA�

�a W TO�KAH x���k�	�� ZNA�ENIQ FUNKCII NE OPREDELENY�



��


�� fUNKCIQ y� tgx	 ESLI EE RASSMATRIWATX LI�X NA IN�

TERWALE
�
��

� 	
�
�

�
	 NE IMEET TO�EK RAZRYWA� NA DEJSTWITELX�

NOJ VE OSI KAVDOE IZ ZNA�ENIJ x� �
���k� k������ �� � � � 	

QWLQETSQ DLQ FUNKCII y� tgx TO�KOJ RAZRYWA ��GO RODA�

�� dLQ FUNKCII y � lim
n���

xn�x�n
xn�x�n �

����
��� ESLI �� jxj���

�� ESLI jxj���

�� ESLI jxj����

ZNA�ENIE x � � QWLQETSQ TO�KOJ USTRANIMOGO RAZRYWA	 A
ZNA�ENIQ x��� � TO�KAMI RAZRYWA ��GO RODA �RIS� ����

x

y

0

1

1

�1

�1

rIS� 	�

�� w RABOTE ���� G� �Journal f�ur die reine und angewandte
Mathematik�	 Bd� IV	 S� ���� NEMECKIJ MATEMATIK dIRIHLE

�UVE UPOMINAW�IJSQ NA S� ���� RASSMOTREL W KA�ESTWE PRI�
MERA FUNKCI� y�	�x�	 PRINIMA��U� WSEGO LI�X DWA ZNA�
�ENIQ� ODNO DLQ WSEH RACIONALXNYH ZNA�ENIJ x	 A DRUGOE DLQ
WSEH IRRACIONALXNYH ZNA�ENIJ x� �TA FUNKCIQ	 WO�ED�AQ W
MATEMATI�ESKIJ OBIHOD KAK FUNKCIQ dIRIHLE�	 IMEET RAZ�
RYW ��GO RODA W L�BOJ TO�KE DEJSTWITELXNOJ OSI�

�a PRI x�� ZNA�ENIE FUNKCII NE OPREDELENO�



���

� dLQ FUNKCII y � �x� �CELAQ �ASTX �ISLA x� RIS� �
�
KAVDOE CELOE ZNA�ENIE x QWLQETSQ TO�KOJ LEWOSTORONNEGO

RAZRYWA ��GO RODA �SO SKA�KOM ���

x

y

0

1

3

�1

�2 �1 1 2

rIS� 	�

�� fUNKCIQ y � lim
n���

n

p
x �



�� ESLI x���

�� ESLI x���
IMEET PRI

x�� PRAWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA �SO SKA�KOM ���

�� fUNKCIQ y � lnx NE IMEET TO�EK RAZRYWA	 TOGDA KAK

FUNKCIQ y� lim
n���

n�
�
n

p
x �n��

p
x
�
�



� � ESLI x���

lnx� ESLI x���
IMEET

PRI x�� PRAWOSTORONNIJ RAZRYW ��GO RODA�

��� dLQ FUNKCIJ y�
sin 	

x

sin 	
x
I y�

sin 	
x

j sin 	
x j

ZNA�ENIQ x� 	
�k 	

k ������� � � � 	 QWLQ�TSQ TO�KAMI RAZRYWA� USTRANIMOGO
DLQ PERWOJ FUNKCII I ��GO RODA DLQ WTOROJ� zNA�ENIE VE
x � � WYHODIT ZA RAMKI DANNOGO WY�E OPREDELENIQ TO�KI

RAZRYWA	 ODNAKO	 NAIBOLEE RAZUMNO	 PO�WIDIMOMU	 S�ITATX
x� � TO�KOJ USTRANIMOGO RAZRYWA DLQ PERWOJ FUNKCII I

TO�KOJ RAZRYWA ��GO RODA DLQ WTOROJ�



���

IV�pROIZWODNAQ I DIFFERENCIAL FUNKCII

IV��� �TO NAZYWA�T PROIZWODNOJ FUNKCII

I EE DIFFERENCIALOM

dIFFERENCIALXNOE IS�ISLENIE WOZNIKLO W KONCE XVII W�
W RABOTAH nX�TONA I lEJBNICA� KAK METOD IZU�ENIQ FUNK�
CIJ PUTEM SRAWNENIQ �BESKONE�NO UMALQ��IHSQ� RAZNOSTEJ
x�x� I y�y� � f	x
�f	x�
 � ZNA�ENIJ PEREMENNOJ x I EE

FUNKCII y � f	x
� �TI RAZNOSTI STALI OBOZNA�ATX Mx I

M y 	ILI Mf 
 I NAZYWATX PRIRA�ENIQMI PEREMENNOJ x I

FUNKCII y�f	x
 �TOJ PEREMENNOJ W TO�KE x� �
pRIRA�ENIE My � f	x
�f	x�
 � f	x��Mx
�f	x�
 	FUNKCII

y � f	x
 W TO�KE x�
 QWLQETSQ PRI �TOM FUNKCIEJ PRIRA�E�

NIQ Mx 	PEREMENNOJ x W TO�KE x�
� A DOPUSTIMYMI ZNA�E�
NIQMI PRIRA�ENIQ Mx QWLQ�TSQ WSE TE 	NENULEWYE
 �ISLA�
DLQ KOTORYH ZNA�ENIE f	x��Mx
 OPREDELENO

��
pRIMER� eSLI y� x�� A x� � L�BAQ TO�KA DEJSTWITELXNOJ

OSI� TO DOPUSTIMYM ZNA�ENIEM Mx QWLQETSQ L�BOE 	NENULE�
WOE
 �ISLO� A My �x��x �

� �	x��Mx

��x �

� �x�Mx �	Mx
��

oSNOWNYE PONQTIQ DIFFERENCIALXNOGO IS�ISLENIQ � �TO

DIFFERENCIAL FUNKCII I EE PROIZWODNAQ�

pERWOE WNQTNOE 	I DEJSTWU��EE PO SEJ DENX
 OPREDELENIE
DIFFERENCIALA FUNKCII DAL PORTUGALXSKIJ MATEMATIK DA

k�UNXQ� 	NAZYWAW�IJ DIFFERENCIAL �FL�KSIEJ��
�

� wYDERVKI IZ �TIH RABOT �W RUSSKOM PEREWODE� MOVNO NAJTI W HRES�
TOMATII ���� �S� �	
����� tERMIN DIFFERENCIALXNOE IS�ISLENIE WWEL

lEJBNIC �LAT� di�erentia � RAZLI�IE� RAZNOSTX��
� w �ASTNOSTI ESLI FUNKCIQ OPREDELENA W ��OKRESTNOSTI TO�KI x� 

TO DOPUSTIMYMI DLQ Mx BUDUT WSE �NENULEWYE� ZNA�ENIQ S jMxj�� �
�Da Cunha Joseph�Anastase ����
�����
�lAT� �uxio � TE�ENIE� nX�TON �W OTLI�IE OT DA kUNXI� NAZYWAL

FL�KSIEJ TO �TO SEJ�AS NAZYWA�T PROIZWODNOJ�



���

dIFFERENCIALOM FUNKCII y � f	x
 	W TO�KE x�
 NAZYWA�
�T OBOZNA�AEMU� dy 	ILI df 
 I ZAWISQ�U� OT PRIRA�ENIQ

Mx�x�x� WELI�INU � KOTORAQ�
A� PROPORCIONALXNA Mx 	T� E� IMEET WID dy� a�Mx
�
B� OTLI�AETSQ OT PRIRA�ENIQ FUNKCII My 	WYZWANNOGO

PRIRA�ENIEM Mx PEREMENNOJ x
 NA BESKONE�NO MALU� OTNO�
SITELXNO Mx� T� E� My�dy� o	Mx
 PRI Mx����

fUNKCI�� U KOTOROJ SU�ESTWUET DIFFERENCIAL W TO�KE

x�� NAZYWA�T DIFFERENCIRUEMOJ W �TOJ TO�KE�

nAPRIMER� PRIRA�ENIE FUNKCII y� x� W KAKOJ�LIBO TO��
KE x� ESTX My � 	x��Mx


�� x�
� ��x�

�Mx��x�	Mx

� �	Mx
�� IZ

�EGO SLEDUET� �TO DANNAQ FUNKCIQ DIFFERENCIRUEMA W L��
BOJ TO�KE x� � IMEQ W NEJ DIFFERENCIAL dy � �x�

�Mx�

pROIZWODNOJ FUNKCII y � f	x
 	W TO�KE x�
 NAZYWA�T

�ISLO f �	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

f�x��Mx��f�x��
Mx

	PRI USLOWII� �TO

�TOT PREDEL SU�ESTWUET��

�dOSLOWNO �NA S� ��� FRANCUZSKOGO IZDANIQ UDIWITELXNOGO PO �ET�
KOSTI I KRATKOSTI IZLOVENIQ U�EBNIKA DA kUNXI ������ � ��� on d�esigne
de m�eme par d�x� et on appelle �uxion de �x� la grandeur qui rendroit
d�x
dx

constante� et
��x�dx���x

dx
� d�x

dx
in�niti	eme ou z�ero� si dx devenoit

in�niti	eme� et si tout ce qui ne d�epend pas de dx demeroit constant
�
�nARAWNE S f ��x�� PI�UT y��x��� tERMIN PROIZWODNAQ �fonction

d�eriv�ee� I �TRIH �ZNAK PRIM� KAK SIMWOL WZQTIQ PROIZWODNOJ WWEL

FRANCUZSKIJ MATEMATIK lAGR�ANV �Lagrange Joseph Louis ����
������
PROIZWODNU� ON OPREDELQL �NA S� �� W ����� �ISTO ALGEBRAI�ESKI NE PRI�
BEGAQ K PREDELU  O �EM I GOWORIT POLNOE NAZWANIE EGO MONOGRAFII �����
�tEORIQ ANALITI�ESKIH FUNKCIJ SODERVA�AQ PRINCIPY DIFFERENCI�
ALXNOGO IS�ISLENIQ O�I�ENNYE OT KAKOGO BY TO NI BYLO RASSMOTRE�
NIQ BESKONE�NO MALYH ILI IS�EZA��IH PREDELOW ILI FL�KSIJ I SWE�
DENNYE K ALGEBRAI�ESKOMU ANALIZU KONE�NYH WELI�IN� ��Th�eorie des
fonctions analytiques contenant les principes du calcul di��erentiel d�egag�es
de toute consid�eration d�in�niment petits ou d��evanouissans de limites ou
de �uxions et r�eduits �a l�analyse alg�ebrique des quantit�es �nies���



���

fUNKCIQ y � f	x
 QWLQETSQ DIFFERENCIRUEMOJ W TO�KE x�
TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA ONA IMEET W �TOJ TO�KE PROIZ�
WODNU�� PRI �TOM PROIZWODNAQ I DIFFERENCIAL FUNKCII

	W TO�KE x�
 SWQZANY SOOTNO�ENIEM df �f �	x�
Mx�

dOKAZATELXSTWO� sU�ESTWOWANIE W TO�KE x� PROIZWODNOJ

f �	x�

def
� lim
Mx��

Mf
Mx

OZNA�AET� �TO
Mf
Mx
�f �	x�
 � o	�
 PRI Mx� ���

ILI� �TO TO VE SAMOE� Mf � f �	x�
Mx � o	Mx
 PRI Mx� ��
A �TO I OZNA�AET SU�ESTWOWANIE U FUNKCII y � f	x
 DIFFE�
RENCIALA df � f �	x�
Mx W TO�KE x�� Q�E�D�

zAME�ANIE� wWIDU DOKAZANNOJ RAWNOSILXNOSTI TREBOWA�
NIJ DIFFERENCIRUEMOSTI I SU�ESTWOWANIQ PROIZWODNOJ IH

NEREDKO SME�IWA�T� NAZYWAQ FUNKCI� DIFFERENCIRUEMOJ�
ESLI ONA IMEET PROIZWODNU�� �TOGO NE STOIT DELATX HOTQ BY
POTOMU �TO PRI PEREHODE K FUNKCIQM NESKOLXKIH PEREMEN�
NYH UKAZANNYE TREBOWANIQ STANOWQTSQ NERAWNOSILXNYMI�

sLEDU��EE UTWERVDENIE �ASTO NAZYWA�T NEOBHODIMYM

USLOWIEM DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII�

eSLI FUNKCIQ DIFFERENCIRUEMA� W TO�KE� TO ONA NEPRE�

RYWNA W �TOJ TO�KE�
dOKAZATELXSTWO� pEREHODOM K PRIRA�ENIQM Mx � x�x�

I Mf � f	x
� f	x�
 USLOWIE lim
x�x�

f	x
 � f	x�
 NEPRERYWNOS�

TI FUNKCII W TO�KE x� PREOBRAZUETSQ K WIDU lim
Mx��

Mf � ��

�TOBY DOKAZATX WYPOLNENIE POSLEDNEGO SOOTNO�ENIQ W SLU�
�AE DIFFERENCIRUEMOSTI 	A SLEDOWATELXNO SU�ESTWOWANIQ
PROIZWODNOJ
 FUNKCII y� f	x
 W TO�KE x� DOSTATO�NO ZAPI�

SATX� lim
Mx��

Mf � lim
Mx��

Mf
Mx
Mx� f �	x�
��� �� Q�E�D�

�t� E� RAZNOSTX MEVDU OTNO�ENIEM
Mf
Mx

I �ISLOM f ��x�� ESTX BESKO�

NE�NO MALAQ PRI Mx���
�iLI �TO �KWIWALENTNO IMEET PROIZWODNU��



���

tO� �TO NEPRERYWNOSTX QWLQETSQ LI�X NEOBHODIMYM 	NO
NE DOSTATO�NYM
 USLOWIEM DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII�
WIDNO IZ SLEDU��IH DWUH PRIMEROW�

�� y � jx�x�j� pRIRA�ENI� Mx � x�x� SOOTWETSTWUET

PRIRA�ENIE My� jx�x�j� IZ �EGO SLEDUET�
A� lim

Mx��
Mf � lim

Mx��
jMxj � �� A POTOMU FUNKCIQ y � jx�x�j

QWLQETSQ NEPRERYWNOJ W TO�KE x� �

B� U FUNKCII y� jx�x�j NET PROIZWODNOJ W TO�KE x� � OT�

NO�ENIE
My
Mx

�
jx�x�j
x�x� NE IMEET PREDELA W TO�KE x� � POSKOLXKU

lim
x�x���

jx�x�j
x�x� ���� A lim

x�x���

jx�x�j
x�x� ���

zAME�ANIE� w PODOBNYH SLU�AQH 	KOGDA OTNO�ENIE
My
Mx

�
NE IMEQ PREDELA PRI x � �� IMEET PREDEL PRI x � �� �
I�ILI x� � � �
 GOWORQT� �TO FUNKCIQ y � f	x
� NE IMEQ

PROIZWODNOJ W TO�KE x�� IMEET W �TOJ TO�KE LEWU� I�ILI

PRAWU� PROIZWODNYE y ��	x�

def
� lim
Mx����

My
Mx

I y ��	x�

def
� lim
Mx����

My
Mx

�

�� y �

�
x sin �

x
� ESLI x ����

� � ESLI x���
pRIRA�ENIQMI PEREMENNYH

x I y W TO�KE x�� W DANNOM SLU�AE QWLQ�TSQ Mx� x I

My� x sin �
x
� IZ �EGO SLEDUET�

A� lim
Mx��

My� lim
x��

x�sin �
x
� ��� T� E� DANNAQ FUNKCIQ NEPRE�

RYWNA W TO�KE ��

B� ZNA�ENIE y �	�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
x��

sin �
x
NE OPREDELENO��

�kAK PROIZWEDENIE BESKONE�NO MALOJ �PRI x��� NA OGRANI�ENNU��
�nE OPREDELENY W DANNOM SLU�AE I ZNA�ENIQ y �

�
���

def
� lim
Mx����

My
Mx

I

y �����
def
� lim
Mx����

My
Mx

� LEWAQ I PRAWAQ PROIZWODNYE FUNKCII PRI x���



���

pROIZWODNYE KOMBINACIJ FUNKCIJ

eSLI OBE FUNKCII y� f	x
 I y� g	x
 IME�T PROIZWODNYE

	SOOTWETSTWENNO f �	x�
 I g �	x�

 W TO�KE x�� TO W �TOJ TO�KE
IME�T PROIZWODNYE TAKVE SUMMA� RAZNOSTX I PROIZWEDE�

NIE �TIH FUNKCIJ� A PRI USLOWII g	x�
 �� � I IH �ASTNOE�

PRI �TOM

	f�g
�	x�
 � f �	x�
� g �	x�
�

	f �g
�	x�
 � f �	x�
g	x�
 �f	x�
g
�	x�
��

f
g

��
	x�
 �

f ��x��g�x���f�x��g ��x��
g��x��

�

dOKAZATELXSTWO� eSLI Mx� x�x� � TO

Mf � f	x
�f	x�
� Mg� g	x
�g	x�
�
W SILU �EGO

M	f�g
 �
�
f	x
�g	x


���f	x�
�g	x�

�
�Mf�Mg�

M	f �g
� f	x
�g	x
�f	x�
�g	x�
�
�
�
f	x�
�Mf

���g	x�
�Mg���f	x�
�g	x�
��
�Mf �g	x�
�f	x�
�Mg �Mf �Mg�

M
�
f
g

�
�

f�x�
g�x� �

f�x��
g�x��

�
�f�x���Mf�g�x����g�x���Mg�f�x��

�g�x���Mg�g�x��
�

�
Mf�g�x���f�x���Mg
�g�x���Mg��g�x�� �

POSLEDU��IM DELENIEM NA Mx I USTREMLENIEM EGO K NUL��

USTANAWLIWAETSQ SU�ESTWOWANIE

lim
Mx��

M�f�g�
Mx

�f �	x�
� g �	x�
�

lim
Mx��

M�f�g�
Mx

� f �	x�
g	x�
 �f	x�
g
�	x�
�

�pRI �TOM Mf I Mg TAKVE STREMQTSQ K NUL��



���

lim
Mx��

M

�
f
g

�
Mx

�
f ��x��g�x���f�x��g ��x��

g��x��
� Q�E�D��

tEOREMA O PROIZWODNOJ SLOVNOJ FUNKCII� eSLI

FUNKCIQ x � �	t
 IMEET W TO�KE t� PROIZWODNU� � �	t�
� A
FUNKCIQ y � f	x
 IMEET W TO�KE x� � �	t�
 PROIZWODNU�

f �	x�
� TO KOMPOZICIQ y � f
�
�	t


�
�TIH FUNKCIJ� IMEET W

TO�KE t� PROIZWODNU� y �	t�
 � f �	x�
�
�	t�
 ��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX M t � t� t� � L�BOE� NO DOSTA�
TO�NO MALOE PO ABSOL�TNOJ WELI�INE PRIRA�ENIE PEREMEN�
NOJ t W TO�KE t� �

� sOOTWETSTWU��EE �TOMU PRIRA�ENI� Mt

PRIRA�ENIE Mx � x�x� � �	t
��	t�
 PREDSTAWIMO 	WWIDU
DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII x��	t
 W TO�KE t�
 W FORME

Mx���	t�
Mt�o	Mt
� Mt���
W SWO� O�EREDX OTWE�A��EE �TOMU PRIRA�ENI� Mx PRIRA�

�ENIE My� f	t
�f	t�
 PREDSTAWIMO 	WWIDU DIFFERENCIRUE�
MOSTI FUNKCII y�f	x
 W TO�KE x�
 W FORME

My� f �	x�
Mx�o	Mx
� Mx���

pODSTANOWKA W PRAWU� �ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA WMES�
TO Mx EGO PREDSTAWLENIQ Mx���	t�
Mt�o	Mt
 S U�ETOM TOGO�

�tAK KAK PROIZWODNAQ POSTOQNNOJ FUNKCII RAWNA NUL� SLEDSTWI�
EM DOKAZANNOGO UTWERVDENIQ QWLQETSQ FORMULA PROIZWODNOJ LINEJNOJ

KOMBINACII FUNKCIJ � ���f�� �g���x���� �f ��x���� �g��x��  GDE �� � �

L�BYE �DEJSTWITELXNYE ILI MNIMYE� �ISLA�
�iLI KAK E�E GOWORQT SLOVNAQ FUNKCIQ�
�fORMULA PROIZWODNOJ SLOVNOJ FUNKCII ILI �CEPNOE PRAWILO��
�oNO BUDET DOPUSTIMYM KAK DLQ FUNKCII x � ��t� TAK I DLQ

FUNKCII y � f
�
��t�
�
� ESLI ZNA�ENIE jMtj DOSTATO�NO MALO TO TO�KA

t� t��Mt POPADAET W TU OKRESTNOSTX TO�KI t�  W KOTOROJ OPREDELENA
FUNKCIQ x���t� TAK VE KAK �POSKOLXKU Mt� � �� Mx� �� ZNA�ENIE
��t�� x�x��Mx OKAZYWAETSQ W TOJ OKRESTNOSTI TO�KI x�  W KOTOROJ
OPREDELENA FUNKCIQ y�f�x��



���

�TO 	W SILU �TOGO VE PREDSTAWLENIQ
 Mx�O	Mt
 PRI Mt���
POZWOLQET� ZAPISATX PRIRA�ENIE My W WIDE

My� f �	x�

�
��	t�
Mt�o	Mt


�
�o

�
��	t�
Mt�o	Mt
� �z �

O�Mt	

�
�

� f �	x�
�
�	t�
Mt�f �	x�
o	Mt
� �z �

o�Mt	

�o	O	M t

� �z �
o�Mt	

�

� f �	x�
�
�	t�
Mt�o	Mt
� M t��� Q�E�D�

tEOREMA O PROIZWODNOJ OBRATNOJ FUNKCII� eSLI
NEPRERYWNAQ I STROGO MONOTONNAQ NA PROMEVUTKE I FUNK�
CIQ y � f	x
 IMEET W TO�KE x� �TOGO PROMEVUTKA PROIZWOD�

NU� f �	x�
� NE RAWNU� NUL�� TO OBRATNAQ K y� f	x
 FUNKCIQ
x� f��	y
 	OPREDELENNAQ NA PROMEVUTKE ZNA�ENIJ FUNKCII

y � f	x
 I QWLQ��AQSQ NA �TOM PROMEVUTKE NEPRERYWNOJ I

STROGO MONOTONNOJ
� IMEET W TO�KE y�� f	x�
 PROIZWODNU�

	f��

�
	y�
�

�
f ��x��

�

dOKAZATELXSTWO� w TO WREMQ KAK FUNKCIQ y � f	x
 PO

PRIRA�ENI� Mx� x�x� PEREMENNOJ x 	W TO�KE x�
 OPREDE�
LQET PRIRA�ENIE My � f	x
�f	x�
 PEREMENNOJ y� OBRATNAQ
K NEJ FUNKCIQ Mx� f��	y
 PO PRIRA�ENI� My� y�y� PERE�
MENNOJ y 	W TO�KE y�
 WOSSTANAWLIWAET ISHODNOE PRIRA�ENIE
Mx � x� x� � f��	y
� f��	y�
 � sTROGAQ MONOTONNOSTX I

NEPRERYWNOSTX OBEIH FUNKCIJ y � f	x
 I x � f��	y
 	SM�
S� ���
 POZWOLQET UTWERVDATX� �TO

A� Mx ����� My ���� B� Mx� ���My� ��

A TAK KAK SU�ESTWUET f �	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx
�� �� TO SU�ESTWUET I

	f��

�
	y�


def
� lim
My��

Mx
My

� lim
Mx��

�
My
Mx

� �
f ��x��

� Q�E�D�

�oPERIRUQ PO PRAWILAM DEJSTWIJ S o I O �SM� S� ���
�� ��
� sOGLASNO TEOREME OB OBRATNOJ FUNKCII �SM� S� �	���



��

pRIMERY� �� y� exp x� l�BOMU PRIRA�ENI� Mx� x�x�
PEREMENNOJ x W PROIZWOLXNO WZQTOJ TO�KE x� SOOTWETSTWUET

PRIRA�ENIE My � exp x� exp x� � exp x�	expM x��
� WWIDU
OSNOWNOGO PREDELA DLQ �KSPONENTY 	SM� S� ���
 SU�ESTWUET

y�	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

expx��expMx���
Mx

�exp x��

�� fUNKCIQ y � lnx� �� x���� OBRATNAQ PO OTNO�E�
NI� K NEPRERYWNOJ WOZRASTA��EJ 	NA DEJSTWITELXNOJ OSI

FUNKCII x � ey 	SM� S� ��
 S PROIZWODNOJ x�	y�
 � ey� �� �
	PREDYDU�IJ PRIMER
� PO TEOREME O PROIZWODNOJ OBRATNOJ

FUNKCII IMEET W L�BOJ TO�KE x�	 	����
 PROIZWODNU�

y�	x�
 �
�

x��y��
� �

ey�
� �

x�
�

wOT DRUGOJ WYWOD PROIZWODNOJ FUNKCII y� lnx� kAKOWY
BY NI BYLI ZNA�ENIQ x� � x � �� PRIRA�ENI� Mx � x� x�
OTWE�AET PRIRA�ENIE My � lnx� lnx� � ln x

x�
� lnx��Mx

x�
� I

PRIMENENIE OSNOWNOGO PREDELA DLQ LOGARIFMA 	S� ���
 DAET�

y�	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

�
Mx

lnx��Mx
x�

� lim
Mx��

�
Mx

ln
�
��Mx

x�

�
�

� lim
Mx��

�
x�

x�
Mx

ln
�
��Mx

x�

�
� �

x�
�

�� y � x�� tAK KAK SOGLASNO OB�EMU OPREDELENI� STE�
PENI 	SM� S� ���
 x� � exp	� lnx
 	PRI L�BOM � I POLOVI�

TELXNYH x
� MOVNO PRIMENITX FORMULU PROIZWODNOJ SLOV�
NOJ FUNKCII I WOSPOLXZOWATXSQ UVE WY�ISLENNYMI PROIZ�
WODNYMI �KSPONENTY I LOGARIFMA �

y �	x�
 � exp	� lnx�
�	�� �
x�


 � �x�
���

� x����

w SLU�AE VE� KOGDA POKAZATELX � ESTX NATURALXNOE �ISLO

n 	DLQ FUNKCII y � xn
 PROIZWODNAQ y �	x�
 SU�ESTWUET W

L�BOJ TO�KE x� DEJSTWITELXNOJ OSI�



���

y�	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

xn� x�
n

Mx
��

� lim
Mx��

�x�x���xn���xn��x�� ����xx�
n���x�

n���
Mx

�nx�
n��

�

ESLI VE ���n � CELOE OTRICATELXNOE �ISLO� T� E� y� �
xn

�

TO PRIMENENIE FORMULY PROIZWODNOJ �ASTNOGO 	SM� S� ���

DAET�

y �	x�
 �
�n�x��n��
�x���n

��n	x�
�n�� ��	x�

���� x� ����

W TOM SLU�AE� KOGDA � � �
n
� T� E� y � n

p
x� ILI x � yn� TE�

OREMA O PROIZWODNOJ OBRATNOJ FUNKCII 	S� ���
 POZWOLQET
ZAKL��ITX�

y �	x�
�
�

x��y��
� �

ny�n��
� �

n�n
p
x��n��

� �
n
	x�


�

n
����	x�


���

	DLQ x��� PRI �ETNOM n I DLQ x� ��� PRI NE�ETNOM n
�

�� y � ax� zAPISAW 	SOGLASNO OPREDELENI� STEPENI
 �TU
FUNKCI� W WIDE y�exp	x ln a
� MOVNO PRIMENITX TEOREMU O
PROIZWODNOJ SLOVNOJ FUNKCII�

y �	x�
 � exp	x� lna
 lna� ax lna�

	� fUNKCIQ y � loga x� QWLQ��AQSQ OBRATNOJ K x � ay

	SM� S� ���
� PO TEOREME O PROIZWODNOJ OBRATNOJ FUNKCII

IMEET PROIZWODNU�

y �	x�
�
�

x��y��
� �

ay� loga
� �

x�loga �


� y � sin x� pRIRA�ENI� Mx � x�x� OTWE�AET PRIRA�

�ENIE My � sin x� sin x� �  cos x�x� sinx�x�
 � A PO�TOMU� W

L�BOJ TO�KE x� SU�ESTWUET

y �	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

 
Mx

cos
�
x��

Mx
 

�
sinMx � cos x� �

�sM� S� �� FORMULA RAZNOSTI STEPENEJ �
� wWIDU NEPRERYWNOSTI KOSINUSA �SM� S� ���� I S PRIMENENIEM OS�

NOWNOGO PREDELA DLQ SINUSA �SM� S� �  ��



���

�� y � cos x� pRIRA�ENI� Mx � x�x� OTWE�AET PRIRA�

�ENIE My� cos x� cos x� �� sin x�x�
 

sinx�x�
 

� PO�TOMU

y �	x�

def
� lim
Mx��

My
Mx

� lim
Mx��

� 
Mx

sin
�
x��

Mx
 

�
sinMx ��sinx� �

pROIZWODNYE SINUSA I KOSINUSA MOGUT BYTX POLU�ENY� I NA OSNO�

WE FORMUL �JLERA sinx �
eix� e�ix

 i  cosx �
eix� e�ix

 �SM� S� �  � I
PROIZWODNOJ LINEJNOJ KOMBINACII FUNKCIJ �

sin�x� �
ieix����i�e�ix�

 i �
eix�� e�ix�

 � cos x� 

cos�x� �
ieix�� ie�ix�

 � � eix�� e�ix�

 i �� sin x� �

�� gIPERBOLI�ESKIJ SINUS sh x
def
� ex� e�x

 I GIPERBOLI�

�ESKIJ KOSINUS ch x
def
� ex� e�x

 �� IME�T PROIZWODNYE

sh�x� �
ex����e�x��

 � ch x� � ch�x� �
ex����e�x��

 � sh x� �

� y � tg x� tAK KAK tg x � sinx
cosx � PRIMENENIE FORMULY

PROIZWODNOJ �ASTNOGO DAET�

y �	x�
 �
�cosx�� cosx�� sinx��� sinx��

�cosx���
� �

cos�x�
�

��� y� ctg x� tAK KAK ctg x� cosx
sinx �

y �	x�
 �
�� sinx�� sinx�� �cosx�� cosx�

�sinx���
�� �

sin�x�
�

�kAK NAPRIMER U NE PRIZNAWAW�EGO PONQTIQ PREDELA lAGRANVA

�SM� S� ���� NA S�  �
 	 EGO KNIGI �����
� wWEDENNYE W ��	� G� ITALXQNSKIM MATEMATIKOM rIKK�ATI �Riccati

Vicenzo ����
���	� I NAZWANNYE TAK S ODNOJ STORONY IZ�ZA SHODSTWA
S PREDSTAWLENIQMI �EREZ �KSPONENTU OBY�NYH �KRUGOWYH� SINUSA I KO�
SINUSA �PO FORMULAM �JLERA� A S DRUGOJ � WWIDU TOGO �TO W ZAPISI
x� ch t� y� sh t ONI UDOWLETWORQ�T URAWNENI� GIPERBOLY x��y����



���

��� fUNKCI� y�arcsinx OPREDELQ�T NA OTREZKE ���� ��
KAK OBRATNU� K FUNKCII x� sin y� RASSMATRIWAEMOJ NA OT�

REZKE
�
��

 �
�
 

�
	SM� S� ���
�tAK KAK sin� x� � cos x� ��� W L�BOJ

TO�KE x� INTERWALA
�
��

 
� �
 

�
� TO PO TEOREME O PROIZWODNOJ

OBRATNOJ FUNKCII

y �	x�
�
�

x��y��
� �

cosx�
�� �p

�� sin�y�
� �p

���x���
�

GDE x� � L�BAQ TO�KA INTERWALA 	��� �
 � MNOVESTWA ZNA�
�ENIJ FUNKCII x� sin y� NA INTERWALE ��

 �y�
�
 �

pODOBNO �TOMU FUNKCIQ y�arccos x� KOTORAQ OPREDELENA
NA OTREZKE ������ KAK OBRATNAQ K FUNKCII x � cos y 	RAS�
SMATRIWAEMOJ NA OTREZKE ��� ��
� IMEET W KAVDOJ TO�KE x�
INTERWALA 	��� �
 PROIZWODNU�

y �	x�
�
�

x��y��
� �

� sinx�
� � �

�
p

�� cos�y�
�� �p

���x���
�

��� dLQ FUNKCII y � arctg x� ���x���� OPREDELQE�
MOJ KAK OBRATNAQ K FUNKCII x� tg y� RASSMATRIWAEMOJ NA

INTERWALE
�
��

 �
�
 

�
�

y �	x�
�
�

x��y��
�

�
�

cos� y�

���
� �

��tg�y�
� �

���x���
�

GDE x� � L�BAQ TO�KA DEJSTWITELXNOJ OSI�

tAK VE DLQ FUNKCII y�arcctg x� ���x���� QWLQ��
�EJSQ OBRATNOJ K FUNKCII x � ctg y� RASSMATRIWAEMOJ NA

INTERWALE 	�� �
�

y �	x�
�
�

x��y��
�

�
� �

sin� y�

���
� � �

��ctg�y�
� � �

���x���
�

eSLI TO�KU x� � W KOTOROJ BERETSQ PROIZWODNAQ FUNKCII

�s U�ETOM TOGO �TO cosx�� DLQ x�
�
��

�
 �
�

�
�

� s U�ETOM TOGO �TO sinx�� DLQ x� ��� ���



���

y� f	x
� S�ITATX PEREMENNOJ�� TO WY�ISLENNAQ W �TOJ TO�KE
PROIZWODNAQ SAMA STANOWITSQ FUNKCIEJ y � f �	x
 �TOJ TO��
KI� �TU FUNKCI� FRANCUZSKIJ MATEMATIK lAGRANV NAZWAL

PROIZWODNOJ FUNKCIEJ� PO OTNO�ENI� K FUNKCII y � f	x
�
PREDLOVIW NAZYWATX POSLEDN�� PERWOOBR�AZNOJ FUNKCIEJ�

PO OTNO�ENI� K FUNKCII y� f �	x
 	����� S� � �����
�

rEZULXTATY RAZBORA WY�EPRIWEDENNYH PRIMEROW MOVNO

OFORMITX W WIDE SLEDU��EGO SPISKA PROIZWODNYH NAIBOLEE

UPOTREBITELXNYH W ANALIZE FUNKCIJ�

	exp x
�� exp x� 	lnx
�� �
x
� 	x�
���x��� � 	ax
�� ax ln a�

	loga x

� � �

x ln a � sin� x� cos x� cos�x�� sinx�

sh� x� ch x� ch� x� sh x� tg�x� �
cos� x � ctg�x�� �

sin� x
�

arcsin�x� �p
��x� � arccos�x�� �p

��x� �

arctg�x� �

��x�
� arcctg�x�� �

��x�
�

kAVDOE IZ �TIH RAWENSTW PREDPOLAGAET� �TO PEREMENNAQ
x MOVET PRINIMATX L�BOE ZNA�ENIE� DLQ KOTOROGO OPREDE�
LENY LEWAQ I PRAWAQ �ASTI DANNOGO RAWENSTWA� kASATELXNO
PROIZWODNOJ LOGARIFMA MOVNO DOBAWITX� �TO PERWOOBRAZ�

NOJ FUNKCIEJ PO OTNO�ENI� K y� �
x
QWLQETSQ y� ln jxj� TAK

KAK 	ln jxj
��
�
�
 lnx

�
��
� �

 
�x���

x�
� �

x
�

�oPUSKAQ PRI �TOM INDEKS W EE OBOZNA�ENII�
�Fonction d�eriv�ee�
�Fonction primitive�



���

IV��� �TO PONIMA�T POD INWARIANTNOSTX�

FORMY ZAPISI DIFFERENCIALA

wOSPRINIMAQ NEZAWISIMU� PEREMENNU�� x KAK FUNKCI��
ZAWISQ�U� LI�X OT �SAMOJ SEBQ� 	x � x
� S PROIZWODNOJ

x� � lim
Mx

Mx
Mx

� � I DIFFERENCIALOM dx � x��Mx �Mx 	W L��

BOJ TO�KE
� MOVNO SDELATX WYWOD� DIFFERENCIAL dx FUNKCII

x� x� IMEQ WID dx�Mx� ESTX TO VE SAMOE� �TO EE PRIRA�E�
NIE Mx� nA OSNOWE �TOGO NABL�DENIQ PRINIMA�T SLEDU��EE
OPREDELENIE�

dIFFERENCIALOM dx NEZAWISIMOJ 	SWOBODNOJ
 PEREMEN�
NOJ x 	W L�BOJ TO�KE x� MNOVESTWA EE ZNA�ENIJ
 S�ITA�T
PROIZWOLXNOE PRIRA�ENIE Mx� x�x� �TOJ PEREMENNOJ�

s PRINQTIEM �TOGO OPREDELENIQ DIFFERENCIAL dy L�BOJ

	DIFFERENCIRUEMOJ W TO�KE x�
 FUNKCII y � f	x
 PRIOB�
RETAET BOLEE SIMMETRI�NYJ� NEVELI dy � f �	x�
 M x� WID

dy� f �	x�
dx ��

pOMIMO SIMMETRII ZAPISX DIFFERENCIALA dy� f �	x�
dx
IMEET I BOLEE WAVNOE PREIMU�ESTWO PERED EGO IZNA�ALXNOJ

ZAPISX� dy� f �	x�
Mx � SWOJSTWO INWARIANTNOSTI�
pOD �TIM PONIMAETSQ SLEDU��EE� pUSTX x QWLQETSQ NE

SWOBODNOJ PEREMENNOJ� A FUNKCIEJ x � �	t
 NEKOTOROJ DRU�
GOJ 	POKA PREDPOLAGAEMOJ SWOBODNOJ
 PEREMENNOJ t� eSLI
PRI �TOM FUNKCIQ x��	t
 IMEET PROIZWODNU� � �	t�
 W TO�KE
t� � TO PRIMENENIE TEOREMY O PROIZWODNOJ SLOVNOJ FUNKCII

	S� ���
 DAET� KAKOWA BY NI BYLA FUNKCIQ y� f	x
� IME��AQ
W TO�KE x� � �	t�
 PROIZWODNU� f �	x�
� FUNKCIQ y � f

�
�	t


�
�t� E� NE QWLQ��EJSQ FUNKCIEJ DRUGIH PEREMENNYH�
� sOOTWETSTWENNO PROIZWODNAQ FUNKCII W TO�KE x� OBRETAET ZAPISX

f ��x�� �
df
dx

�ILI VE y ��x�� �
dy
dx

� W WIDE OTNO�ENIQ DIFFERENCIALOW

PEREMENNYH x I y�f�x� W �TOJ TO�KE�



���

IMEET W TO�KE t� PROIZWODNU� y �	t�
 � f �	x�
�
�	t�
 I� SOOTWET�

STWENNO� DIFFERENCIAL dy� f �	x�
�
�	t�
dt�

pOSKOLXKU PEREMENNAQ t PREDPOLAGAETSQ 	POKA
 SWOBOD�
NOJ� MNOVITELX dt W PRAWOJ �ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA

ESTX PROIZWOLXNOE PRIRA�ENIE Mt � t� t� PEREMENNOJ t 	W
TO�KE t�
� nO PROIZWEDENIE ��	t�
dt ESTX NE �TO INOE� KAK
DIFFERENCIAL dx FUNKCII x��	t
 W TO�KE t� � I �TO POZWO�
LQET PREDSTAWITX DIFFERENCIAL dy FUNKCII y � f

�
�	t


�
W

WIDE dy� f �	x�
dx� T� E� TOM VE SAMOM� �TO I W SLU�AE� KOGDA
PEREMENNAQ x BYLA SWOBODNOJ�

wYWOD� DIFFERENCIAL FUNKCII y � f	x
 	W L�BOJ TO�KE

x� GDE �TA FUNKCIQ IMEET PROIZWODNU�
 WNE ZAWISIMOSTI

OT TOGO� QWLQETSQ PEREMENNAQ x SWOBODNOJ ILI� NAOBOROT�
FUNKCIEJ x � �	t
 KAKOJ�TO DRUGOJ PEREMENNOJ� IMEET ODIN

I TOT VE WID dy� f �	x
dx � SWOJSTWO INWARIANTNOSTI

	NEIZMENNOSTI
 DANNOJ FORMY ZAPISI DIFFERENCIALA ��

nEOBHODIMO POD�ERKNUTX� �TO PRI PEREHODE OT SLU�AQ

SWOBODNOJ PEREMENNOJ x K SLU�A� ZAWISIMOJ 	x � �	t

 ZA�
PISX DIFFERENCIALA dy� f �	x
dx� SOHRANQQ NEIZMENNOJ FOR�
MU � MENQET SODERVANIE� eSLI W PERWOM SLU�AE dx�Mx ESTX

PROIZWOLXNO WZQTOE PRIRA�ENIE PEREMENNOJ x� NE ZAWISQ�

�EE OT TO�KI� W KOTOROJ ONO BERETSQ�� TO WO WTOROM SLU�AE

dx���	t
dt ESTX WELI�INA� ZAWISQ�AQ OT x 	POSKOLXKU KAK
x��	t
� TAK I dx���	t
dt ZAWISQT OT t
�

�TO KASAETSQ ZAPISI DIFFERENCIALA W WIDE dy� f �	x
Mx�
GDE Mx � PRIRA�ENIE PEREMENNOJ x 	W TOJ TO�KE� W KOTO�
ROJ WZQTA PROIZWODNAQ
� TO INWARIANTNOJ ONA NE QWLQETSQ�

�oDNOWREMENNO �TO OZNA�AET �TO PERWONA�ALXNOE PREDPOLOVENIE
�TO x���t� ESTX FUNKCIQ SWOBODNOJ PEREMENNOJ t MOVET BYTX SNQTO�

�pRIRA�ENIE Mx BERUT ODNIM I TEM VE WO WSEH TO�KAH x DLQ
KOTORYH DANNOE ZNA�ENIE Mx QWLQETSQ DOPUSTIMYM �SM� S� ��	��



���

POSKOLXKU STANOWITSQ NEWERNOJ PRI PEREHODE OT SWOBODNOJ

PEREMENNOJ x K ZAWISIMOJ 	x��	t

 OT DRUGOJ PEREMENNOJ�

uBEDITXSQ W �TOM MOVNO NA PROSTOM PRIMERE ZAWISIMOJ

PEREMENNOJ x � t�� PODSTANOWKA W PRAWU� �ASTX RAWENSTWA

dy � f �	x
Mx PRIRA�ENIQ Mx � 	t�Mt
�� t� � tMt�	Mt
�

PRIWODIT K WYRAVENI� f �	t�
	tMt�	Mt
�
� NE SOWPADA��EMU
S DIFFERENCIALOM dy � f �	t�
tMt FUNKCII y � f	t�
� KOTO�
RYJ MOVNO POLU�ITX PODSTANOWKOJ W INWARIANTNU� FORMU

DIFFERENCIALA dy� f �	x
dx ZNA�ENIJ x� t� I dx�tdt�

iZ PRAWIL PROIZWODNOJ SUMMY� RAZNOSTI� PROIZWEDENIQ I
�ASTNOGO FUNKCIJ 	S� ���
 WYTEKAET SOOTWETSTWU��IE PRA�
WILA DLQ DIFFERENCIALOW �

eSLI FUNKCII y � f	x
 I y � g	x
 IME�T W TO�KE x� DIF�

FERENCIALY df � f �	x�
dx I dg� g �	x�
dx� TO W �TOJ TO�KE
IME�T DIFFERENCIALY TAKVE SUMMA� RAZNOSTX I PROIZWE�

DENIE �TIH FUNKCIJ� A PRI USLOWII g	x�
 ��� I IH �ASTNOE�
PRI �TOM�

d	f�g
 � df�dg �

d	f �g
� df �g �f �dg �
d
�
f
g

�
�

df �g �f �dg
g�

�

dOKAZATELXSTWO 	NAPRIMER� W OTNO�ENII DIFFERENCIALA
�ASTNOGO
�

d
�
f
g

�
�
�
f
g

��
dx �

f �� g�f �g �
g�

dx �
f �dx �g�f �g �dx

g�
�

�
df �g �f �dg

g�
� Q�E�D�

�s ISPOLXZOWANIEM KRATKOJ ZAPISI f I g DLQ ZNA�ENIJ FUNKCIJ

y � f�x� I y � g�x� W TOJ TO�KE W KOTOROJ WY�ISLENY DIFFERENCIALY

df I dg �



��

pRIMERY� �� nAJTI darctg u
v
W TEH TO�KAH x� W KOTORYH

DIFFERENCIRUEMY FUNKCII u� u	x
 I v � v	x
 I v	x
 ����

wOSPRINIMAQ �ASTNOE
u
v
FUNKCIJ u� u	x
 I v � v	x
 KAK

NOWU� PEREMENNU� 	ZAWISQ�U� OT x
 I POLXZUQSX INWARI�
ANTNOSTX� FORMY DIFFERENCIALA� ZNA�ENIEM PROIZWODNOJ

ARKTANGENSA I PRAWILOM DIFFERENCIALA �ASTNOGO� MOVNO
PRIJTI K RAWENSTWAM�

darctg u
v
� arctg� u

v
d
�
u
v

�
� �

���u
v
��

du �v�u �dv
v�

� du �v�u �dv
u��v�

�

�� dLQ PRIBLIVENNOGO WY�ISLENIQ ZNA�ENIQ ��
p
���� PO�

LAGA�T f	x
 � ��
p
x� x����� � �� I Mx���� tOGDA

��
p
���� � f	x��Mx
 � f	x�
�Mf 
 f	x�
�df �

� f	x�
�f �	x�
Mx�
��
p
�� � �

��
��
p

� ����
	��
 �

� � �
��� 
 �� �����

�� lINIQ NA PLOSKOSTI x� y� ZADANNAQ W POLQRNYH KOORDI�
NATAH r� � URAWNENIEM r� a� 	S POLOVITELXNOJ POSTOQNNOJ
a �� �
� NAZYWAETSQ LOGARIFMI�ESKOJ SPIRALX��� pOLXZUQSX
FORMULAMI PEREHODA x� r cos�� y� r sin� I SWOJSTWOM IN�

WARIANTNOSTI DIFFERENCIALA� MOVNO WY�ISLITX PROIZWOD�
NYE y �x FUNKCIJ y � y	x
� OPREDELQEMYH URAWNENIEM r � a�

	IZ GRAFIKOW �TIH FUNKCIJ I SKLADYWAETSQ LOGARIFMI�ES�

KAQ SPIRALX
�

dy� sin�dr�r cos�d� � sin�a� lnad��a� cos�d��

dx� cos�dr�r sin�d� � cos�a� ln ad��a� sin�d��
OTKUDA

y �x �
dy
dx

�
sin� ln a�cos�
cos� ln a�sin�

�
�

ln a �tg�

�� �
ln a tg�

� tg	arctg �
ln a

��
�

�pO �TOJ SPIRALI ZAKRU�ENY �DOMIKI� ULITOK I DRUGIH MOLL�SKOW
A EE DUGI PROSMATRIWA�TSQ W RASPOLOVENII SEME�EK W PODSOLNUHE�



��

IV��� kAKU� PRQMU� S�ITA�T KASATELXNOJ

K GRAFIKU FUNKCII

pRQMU� L NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI PEREMENNYH x� y

NAZYWA�T KASATELXNOJ K GRAFIKU FUNKCII y� f	x
 W TO�KE

P�	x�� f	x�

� ESLI

A� �TA PRQMAQ PROHODIT �EREZ TO�KU P� �

B� WELI�INY �	P �L
 I �	P �P�
 � RASSTOQNIQ OT PERE�

MENNOJ TO�KI P 	x�f	x

 GRAFIKA FUNKCII SOOTWETSTWENNO

DO PRQMOJ L I DO TO�KI KASANIQ P� 	RIS� ��
 � SWQZANY

SOOTNO�ENIEM �	P�L
� o
�
�	P�P�


�
PRI �	P�P�
�� 	�USLO�

WIEM KASANIQ�
� PRINIMA��IM� ESLI FUNKCIQ y � f	x
 NE�

PRERYWNA W TO�KE x� � WID
� lim

x�x�

	�P �L�
	�P�P��

�� �

x0 x0

P0

P

y0

y

L

y=f x( )

rIS� ��

�tAK KAK 	�P�P�� �
p
�x�x��� � �f�x��f�x���� IZ NEPRERYWNOSTI

FUNKCII y�f�x� W TO�KE x� WYTEKAET �TO 	�P�P���� �� x�x� �



�

eSLI FUNKCIQ y � f	x
 IMEET PROIZWODNU� W TO�KE x� �
TO PRQMAQ L� ZADANNAQ NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI URAW�

NENIEM y � f �	x�
	x�x�
 �f	x�
� QWLQETSQ KASATELXNOJ K

GRAFIKU �TOJ FUNKCII W TO�KE P�	x�� f	x�

�
�

dOKAZATELXSTWO� pRQMAQ L� KOTORU� ZADAET URAWNENIE

y� f �	x�
	x�x�
�f	x�
� OBLADAET SWOJSTWAMI�

A� ONA PROHODIT �EREZ TO�KU P�	x�� f	x�

�

B� WELI�INY �	P�L
 I �	P�P�
 DLQ �TOJ PRQMOJ� IMEQ
ZNA�ENIQ SOOTWETSTWENNO

�	P�L
 � jf ��x���x�x����f�x��f�x���jp
�f ��x������

I

�	P�P�
 �
p

	x�x�
��	f	x
�f	x�

��

STREMQTSQ K NUL� PRI x�x� � PRI �TOM

	�P �L�
	�P�P��

�
jf ��x���x�x����f�x��f�x���jp

�f ��x������
p

�x�x�����f�x��f�x����
�

�

��f ��x��� f�x	�f�x�	
x�x�

��
p

�f ��x������

r
��
�
f�x	�f�x�	

x�x�

�� ��x�x�
��

sOGLASNO DANNOMU WY�E OPREDELENI� PRQMAQ L� ZADANNAQ
URAWNENIEM y � f �	x�
	x�x�
�f	x�
� QWLQETSQ KASATELXNOJ
K GRAFIKU FUNKCII y� f	x
 W TO�KE P�	x�� f	x�

�

� Q�E�D�

zAME�ANIE� eSLI DLQ FUNKCII y � f	x
 W TO�KE x� SU�
�ESTWU�T LI�X LEWAQ I�ILI PRAWAQ PROIZWODNYE

�iLI KAK DLQ KRATKOSTI GOWORQT KASATELXNOJ W TO�KE x� �
� zAPISAW PROIZWODNU� f ��x�� KAK OTNO�ENIE DIFFERENCIALOW �W

TO�KE x�� URAWNENIE KASATELXNOJ MOVNO PREDSTAWITX W WIDE PROPOR�

CII
y�y�
x�x�

�
dy
dx

�ILI
dx

x�x�
�

dy
y�y�

� GDE y��f�x���



��

f ��	x�

def
� lim

x�x���

f�x��f�x��
x�x� � f ��	x�


def
� lim

x�x���

f�x��f�x��
x�x� ��

TO URAWNENIQ

y� f ��	x�
	x�x�
�f	x�
 I y� f ��	x�
	x�x�
�f	x�

ZADA�T PRQMYE� KOTORYE NAZYWA�T SOOTWETSTWENNO LEWOJ I
PRAWOJ KASATELXNYMI K GRAFIKU FUNKCII y � f	x
 W TO�KE

P�	x�� f	x�

� USLOWIQ KASANIQ DLQ NIH IME�T WID SOOTWET�

STWENNO lim
x�x���

	�P �L�
	�P�P��

�� I lim
x�x���

	�P �L�
	�P�P��

���

eSLI DLQ FUNKCII y � f	x
� NEPRERYWNOJ W TO�KE x� � WY�

POLNQETSQ USLOWIE�
f�x��f�x��

x�x�
��
x�x�

�� TO �WERTIKALXNAQ�

PRQMAQ x � x� QWLQETSQ KASATELXNOJ K GRAFIKU FUNKCII

y� f	x
 W TO�KE P�	x�� f	x�
�

�TO SLEDUET IZ TOGO� �TO W DANNOM SLU�AE
	�P �L�
	�P�P��

�
jx�x�jp

�x�x�����f�x��f�x����
� �r

��
�
f�x	�f�x�	

x�x�

�� ��x�x�
��

pRIMERY� �� tAK KAK FUNKCIQ y �
�
p
sinx� IMEET PRI

x � � PROIZWODNU� y �	�
 � lim
x��

�
p

sinx�� �
x��

� lim
x��

�

q
sinx�

x�
� ��

PRQMAQ y � x� QWLQETSQ KASATELXNOJ K GRAFIKU �TOJ FUNK�
CII W TO�KE 	���
� w SWO� O�EREDX OSX y SLUVIT KASATELXNOJ

K GRAFIKU FUNKCII y� �
p
sin x W NA�ALE KOORDINAT�

�kAK NAPRIMER W SLU�AE FUNKCII f�x�� arcsin
 x

��x�  DLQ KOTOROJ

f �
�
���� lim

x����

arcsin �x
��x�

� �
�

x�� � lim
x����

sin
�
arcsin �x

��x�
� �

�

�
x�� �

� lim
x����

�cos
�
arcsin �x

��x�

�
x�� � lim

x����

�
q
��� �x

��x�
��

x�� �� A f ���������
� w TAKOM SLU�AE GOWORQT �TO FUNKCIQ y � f�x� IMEET W TO�KE x�

BESKONE�NU� PROIZWODNU��



��

�� uRAWNENIE
�
p
x� � �

p
y��

�
p
a�� GDE a � POLOVITELXNOE

�ISLO� OPREDELQET NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI LINI�� NAZY�
WAEMU� ASTROIDOJ�� wZQW DIFFERENCIALY OBEIH �ASTEJ EE

URAWNENIQ� MOVNO NAJTI URAWNENIE KASATELXNOJ PRQMOJ K

ASTROIDE W L�BOJ EE TO�KE 	x� � y�
�
 

� �
p

x�
dx�  

� �
p

y�
dy � ��

PO�TOMU
dy
dx

��
�
p

y�
�
p

x�
� TAK �TO

y�y�
x�x�

��
�
p

y�
�
p

x�
ESTX URAWNENIE

KASATELXNOJ K ASTROIDE W EE TO�KE 	x� � y�
�

tAK KAK �TA PRQMAQ PERESEKAET OSX y PRI x� x��
�

p
y�x

�
�  A OSX x

PRI y� y��
�

p
x�y

�
�  WY�ISLENIEM SUMMY �x��

�

p
y�x

�
��

� ��y��
�

p
x�y

�
��

�

�RAWNOJ a�� USTANAWLIWAETSQ SLEDU��EE SWOJSTWO KASATELXNOJ K AST�

ROIDE� EE OTREZOK MEVDU OSQMI KOORDINAT IMEET POSTOQNNU� DLINU�

pONQTIEM� BLIZKIM KASATELXNOJ PRQMOJ 	�KASATELXNOJ
W BESKONE�NOSTI�
� QWLQETSQ AS�IMPT�OTA� � PRQMAQ L S TEM

SWOJSTWOM� �TO DLQ NEKOTOROGO MNOVESTWA X 	IZ MNOVESTWA
ZADANIQ FUNKCII y � f	x

 I NEKOTOROJ TO�KI x� 	KONE�NOJ
ILI BESKONE�NOJ
 WELI�INY �	P�L
 I �	P�O
 � RASSTOQNIQ

OT TO�KI P 	x�f	x

 SOOTWETSTWENNO DO PRQMOJ L I DO NA�ALA

KOORDINAT O � UDOWLETWORQ�T SOOTNO�ENIQM�

lim
x�x�
x�X

�	P�L
 � �� TOGDA KAK lim
x�x�
x�X

�	P�O
 �����

dLQ �WERTIKALXNOJ� PRQMOJ L 	S URAWNENIEM x� a
 OBA
�TI SOOTNO�ENIQ WYPOLNQ�TSQ W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE�

�oT LAT� astrum � ZWEZDA� pREDSTAWITX ASTROIDU MOVNO SOPOSTA�
WIW EE S LINIQMI ZADANNYMI URAWNENIQMI x��y��a� I

p
x��

p
y��

p
a� �

� w SLOWARQH WSTRE�A�TSQ DWA WARIANTA UDARENIQ�
� t� E� PRI NEOGRANI�ENNOM UDALENII TO�KI P WDOLX NEKOTOROJ �WET�

WI� GRAFIKA FUNKCII RASSTOQNIE OT �TOJ TO�KI DO PRQMOJ L STREMITSQ

K NUL�� nAZWANIE ASIMPTOTA �GRE�� �
�����o� � NESOWPADA��IJ�
OB�QSNQETSQ TEM �TO IZNA�ALXNO W OPREDELENIE ASIMPTOTY WHODILO

TREBOWANIE NEDOSTIVIMOSTI TO�KOJ P PRQMOJ L�



��

KOGDA WYPOLNENO SOOTNO�ENIE� lim
x�a��

f	x
 ��� w SLU�AE VE

PRQMOJ L S URAWNENIEM y� kx�b �� KOGDA

�	P�L
� jkx�f�x��bjp
k���

� W TO WREMQ KAK �	P�O
�
p
x���f�x����

WYPOLNENIE UKAZANNYH SOOTNO�ENIJ RAWNOSILXNO TOMU� �TO
lim

x���
	kx�f	x
� b
 � ��� W SILU �EGO

k� lim
x���

f�x�
x

� A b � lim
x���

�
f	x
�kx

�
�

pRIMERY� �� gRAFIK FUNKCII y� x�

x��� IMEET �WERTIKALX�
NYE� ASIMPTOTY x��� I �NAKLONNU�� ASIMPTOTU y� x�

�� pRQMAQ y � � QWLQETSQ �GORIZONTELXNOJ� ASIMPTOTOJ

GRAFIKA FUNKCII y� sinx
x
�

�� dLQ FUNKCII y� y	x
� ZADANNOJ PARAMETRI�ESKI URAW�

NENIQMI x� t�

t�� � y�
t

t��� � IZ SOOTNO�ENIJ�

A� lim
t�����

x	t
 ���
 � lim

t�����
y	t
 ����

B� lim
t����

x	t
 ���� lim
t����

y�t�
x�t� �

�
 � lim

t����

�
y	t
� �

 x	t

�
�� �

� �

W� lim
t���

x	t
 ���� lim
t���

y�t�
x�t� ��� lim

t���

�
y	t
���x	t
���

SLEDUET� �TO GRAFIK �TOJ FUNKCII IMEET�

A� �WERTIKALXNU�� ASIMPTOTU x�� �
 �

B� �NAKLONNU�� ASIMPTOTU y� �
 
x� �

�
�

W� �GORIZONTALXNU�� ASIMPTOTU y���

�t� E� FUNKCIQ y�f�x� STANOWITSQ BESKONE�NO BOLX�OJ PRI STREM�
LENII PEREMENNOJ x K ZNA�ENI� a SLEWA I!ILI SPRAWA �ROLX TO�KI x�
WYPOLNQET a A MNOVESTWA X � EE LEWAQ I!ILI PRAWAQ OKRESTNOSTX�

� t� E� �NAKLONNOJ� ILI �GORIZONTALXNOJ� �PRI k����
� t� E� W KA�ESTWE TO�KI x� WYSTUPA�T �	 ILI �	 A W KA�ESTWE

MNOVESTWAX �ZADA��EGO �WETWX� GRAFIKA�� OKRESTNOSTX TO�KI�	
ILI �	�



��

IV��� w �EM SUTX METODA fERMA I TEOREM

rOLLQ� lAGRANVA I kO�I

dLQ FUNKCII y � f	x
� PRINIMA��EJ NA MNOVESTWE� X

DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ� TO�KU x� 	X NAZYWA�T�

A� TO�KOJ ABSOL�TNOGO 	ILI GLOBALXNOGO
 MAKSIMUMA�
ESLI ISTINNO UTWERVDENIE� WYRAVAEMOE FORMULOJ

�x�x	X� x ��x� � f	x
� f	x�

�
�

SMYSL KOTOROJ� �SREDI WSEH ZNA�ENIJ FUNKCII y � f	x
 NA

MNOVESTWE X ZNA�ENIE f	x�
 QWLQETSQ NAIBOLX�IM���

B� TO�KOJ LOKALXNOGO MAKSIMUMA� ESLI ISTINNO UTWERV�
DENIE� WYRAVAEMOE FORMULOJ

	���x�x	X� �� jx�x�j�	 � f	x
� f	x�

�
�

SMYSL KOTOROJ� �SU�ESTWUET OKRESTNOSTX TO�KI x� � W L��
BOJ TO�KE x KOTOROJ� OTLI�NOJ OT x� � NO PRINADLEVA�EJ

MNOVESTWU X � ZNA�ENIE f	x
 NE PREWOSHODIT ZNA�ENIQ f	x�
��

ESLI ISTINNOSTX �TIH UTWERVDENIJ SOHRANQETSQ PRI ZA�
MENE W NIH NERAWENSTWA f	x
� f	x�
 NA f	x
�f	x�
� TO TO�KU
x� NAZYWA�T TO�KOJ STROGOGO MAKSIMUMA � ABSOL�TNOGO

ILI LOKALXNOGO � FUNKCII y�f	x
 NA MNOVESTWE X�

tAKIM VE OBRAZOM 	S ZAMENOJ NERAWENSTW f	x
� f	x�
 I
f	x
�f	x�
 PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLENNYMI
 DA�T OPREDE�
LENIQ TO�EK MINIMUMA 	ABSOL�TNOGO I LOKALXNOGO
 FUNK�

CII y�f	x
 NA MNOVESTWE X �

tO�KI MAKSIMUMA I TO�KI MINIMUMA FUNKCII OB�EDI�
NQ�T TERMINOM TO�KI �KSTREMUMA �TOJ FUNKCII�

�tO�EK DEJSTWITELXNOJ OSI �ILI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI��
� �KWIWALENTNO� �x� � TO�KA MNOVESTWA X � W KOTOROJ FUNKCIQ

y � f�x� DOSTIGAET SWOEJ TO�NOJ WERHNEJ GRANI NA �TOM MNOVEST�
WE
� �tAKAQ TO�KA NE OBQZATELXNO SU�ESTWUET A ESLI SU�ESTWUET TO
NE OBQZATELXNO QWLQETSQ EDINSTWENNOJ��



��

nEOBHODIMOE USLOWIE TO�KI �KSTREMUMA ��METOD
fERM�A���� eSLI TO�KOJ �KSTREMUMA� FUNKCII y�f	x
 NA
PROMEVUTKE I � R SLUVIT KAKAQ�LIBO WNUTRENNQQ TO�KA c

�TOGO PROMEVUTKA� TO LIBO f �	c
 � �� LIBO W TO�KE c DANNAQ

FUNKCIQ NE IMEET PROIZWODNOJ ��

dOKAZATELXSTWO� eSLI TO�KOJ �KSTREMUMA 	DLQ OPREDE�
LENNOSTI MAKSIMUMA
� FUNKCII y � f	x
 NA PROMEVUTKE I

QWLQETSQ NEKOTORAQ WNUTRENNQQ TO�KA c �TOGO PROMEVUTKA�
TO DLQ L�BOGO DOSTATO�NO MALOGO 	PO MODUL�
 PRIRA�ENIQ
Mx � x� c PRIRA�ENIE Mf � f	x
�f	c
 OKAZYWAETSQ NEPO�

LOVITELXNYM� TAK �TO
Mf
Mx
� � PRI Mx � � I

Mf
Mx
� � PRI

Mx� �� sLEDOWATELXNO� ESLI SU�ESTWUET f �	c

def
� lim
Mx��

Mf
Mx

� TO

f �	c
� �� Q�E�D�

�pROOBRAZOM �TOGO UTWERVDENIQ QWLQETSQ �METOD OTYSKANIQ NAI�
BOLX�IH I NAIMENX�IH ZNA�ENIJ� PRIMENIMYJ K MNOGO�LENAM I OPI�
SANNYJ W SO�INENII ���� G� �S TEM VE NAZWANIEM� FRANCUZSKOGO MATEMA�
TIKA fERM�A �Fermat Pierre ����
���	�� RUSSKIJ PEREWOD �TOGO SO�INE�
NIQ WKL��EN W RUSSKOE IZDANIE �gEOMETRII� dEKARTA ����mETOD SOSTO�
IT W TOM �TO ZAPISAW DLQ MNOGO�LENA p�x� RAWENSTWO p�x�� p�x�h� SLE�
DUET SOKRATITX OB�IE �LENY RAZDELITX OSTAW�IESQ NA h I OTBROSITX

WSE TE W KOTORYH OSTALSQ MNOVITELX h �ILI EGO STEPENX�� POLU�ENNOE
W REZULXTATE URAWNENIE IMEET RE�ENIQMI ISKOMYE TO�KI MAKSIMUMA

I MINIMUMA MNOGO�LENA p�x�� eSLI OPERIROWATX PONQTIEM PROIZWOD�

NOJ �KOTORYM fERMA NE RASPOLAGAL� TO �TO URAWNENIE PRINIMAET WID
p��x�� ��

�mAKSIMUMA ILI MINIMUMA ABSOL�TNOGO ILI LOKALXNOGO STRO�
GOGO ILI NET�

�iSKATX TO�KI �KSTREMUMA FUNKCII NA PROMEVUTKE SLEDUET PO�
�TOMU LI�X SREDI TEH EGO WNUTRENNIH TO�EK W KOTORYH PROIZWODNAQ
FUNKCII LIBO RAWNA NUL� �TAKIE TO�KI NAZYWA�T STACIONARNYMI�
LIBO NE SU�ESTWUET I SREDI KONCEWYH TO�EK PROMEVUTKA� pRIMER
FUNKCII y � x� POKAZYWAET �TO WYPOLNENIE USLOWIQ f ��c� � � E�E NE

GARANTIRUET NALI�IQ �KSTREMUMA FUNKCII W TO�KE c�
�aBSOL�TNOGO ILI LOKALXNOGO �STROGOGO ILI NET��



��

tEOREMA r�OLLQ�� eSLI FUNKCIQ� y�f	x
�

A� NEPRERYWNA NA OTREZKE I �R ��
B� IMEET PROIZWODNU� f �	x
 W L�BOJ WNUTRENNEJ TO�KE

x �TOGO OTREZKA�

W� NA KONCAH OTREZKA I PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA�E�
NIE�

TO f �	c
 � � HOTQ BY W ODNOJ WNUTRENNEJ TO�KE c �TOGO OT�
REZKA�

dOKAZATELXSTWO� eSLI W L�BOJ TO�KE OTREZKA I FUNKCIQ

y�f	x
 PRINIMAET TO VE SAMOE ZNA�ENIE� �TO I NA EGO KON�
CAH � TO ONA QWLQETSQ POSTOQNNOJ NA �TOM OTREZKE� I POTOMU
f �	x
 � � W L�BOJ WNUTRENNEJ TO�KE x OTREZKA I � eSLI VE

SREDI ZNA�ENIJ FUNKCII NA OTREZKE I ESTX OTLI�NYE OT EE

ZNA�ENIQ NA EGO KONCAH � TO LIBO TO�NAQ WERHNQQ� LIBO TO��
NAQ NIVNQQ GRANX �TOJ FUNKCII� NA OTREZKE I DOSTIGAETSQ

W NEKOTOROJ EGO WNUTRENNEJ TO�KE c� OKAZYWA��EJSQ W SILU
�TOGO LIBO TO�KOJ ABSOL�TNOGO MAKSIMUMA� LIBO TO�KOJ

�fRANCUZSKIJ ALGEBRAIST rOLLX �Rolle Michel ��	 
����� W IZDAN�
NOM W ���� G� SO�INENII �dOKAZATELXSTWO ODNOGO METODA RE�ENIQ URAW�
NENIJ WSEH STEPENEJ� ��D�emonstration d�une m�ethode pour r�esoudre les
�egalit�es de tous les degr�es�� USTANOWIL LI�X SLEDU��EE� W DWUH SOSEDNIH
ODNOKRATNYH KORNQH MNOGO�LENA PROIZWODNAQ �TOGO MNOGO�LENA PRI�
NIMAET ZNA�ENIQ PROTIWOPOLOVNYH ZNAKOW� rOLLX OPERIROWAL �ISTO
ALGEBRAI�ESKI I W KA�ESTWE TOGO �TO SEJ�AS NAZYWA�T PROIZWODNOJ

MNOGO�LENA p�x� U NEGO WYSTUPAL �KAK RAZ RAWNYJ p��x�� KO�FFICIENT
PRI z W RAZLOVENII MNOGO�LENA p�x�z� PO STEPENQM z � sOWREMENNU�
FORMULIROWKU �TEOREMY rOLLQ� DAL wEJER�TRASS W SWOIH �UVE UPO�
MINAW�IHSQ NA S� �	� LEKCIQH PO DIFFERENCIALXNOMU IS�ISLENI��

�pRINIMA��AQ DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ� NA KOMPLEKSNOZNA�NYE
FUNKCII UTWERVDENIE TEOREMY NE RASPROSTRANQETSQ �PRIMER NIVE��

� t� E� �SM� S� ���� NEPRERYWNA W KAVDOJ WNUTRENNEJ TO�KE �TOGO OT�
REZKA I NEPRERYWNA SLEWA ILI SPRAWA W EGO KONCEWYH TO�KAH�

�a OBE ONI DOSTIGA�TSQ NA OTREZKE I �SM� S� ��� TEOREMA ��



��

ABSOL�TNOGO MINIMUMA� FUNKCII y � f	x
 NA OTREZKE I � w
OBOIH SLU�AQH f �	c
 � � W SILU NEOBHODIMOGO USLOWIQ TO�KI

�KSTREMUMA 	SM� S� ��
� Q�E�D�

tO �TO NA KOMPLEKSNOZNA�NYE FUNKCII TEOREMA rOLLQ NE RSPRO�
STRANQETSQ WIDNO NA PRIMERE FUNKCII y� eix KOTORAQ

A� NEPRERYWNA NA OTREZKE ��� ���

B� IMEET PROIZWODNU�
�
eix
�
�

� ieix W L�BOJ WNUTRENNEJ TO�KE �TOGO

OTREZKA�

W� ei�� ei����

NO PROIZWODNAQ KOTOROJ
�
eix
�
�

� ieix OTLI�NA OT NULQ PRI L�BOM ZNA�
�ENII x �

tEOREMA lAGR�ANVA�� eSLI FUNKCIQ� y�f	x
�

A� NEPRERYWNA NA OTREZKE I �R �

B� IMEET PROIZWODNU� f �	x
 W L�BOJ WNUTRENNEJ TO�KE

x �TOGO OTREZKA�

TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWO


f	b
�f	a
 �f �	c
	b�a
 �

GDE a I b � KONCEWYE TO�KI� OTREZKA I � A c � NEKOTORAQ

WNUTRENNQQ TO�KA �TOGO OTREZKA�

�sOOTWETSTWENNO SLU�AQM f�c�� sup
I

f�x� I f�c�� inf
I
f�x��

�kAK I WOOB�E W L�BOJ TO�KE DEJSTWITELXNOJ OSI �I KOMPLEKSNOJ
PLOSKOSTI��

� eE MOVNO NAJTI NA S� �� �tEORII ANALITI�ESKIH FUNKCIJ� ����
FRANCUZSKOGO MATEMATIKA lAGRANVA KAK �ASTNYJ SLU�AJ TOGO �TO
SEJ�AS NAZYWA�T FORMULOJ tEJLORA S OSTATKOM W ZAPISI lAGRANVA
O KOTOROJ NIVE �SM� S�  ����

�pRINIMA��AQ DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�


 zAPISANNOE W WIDE f ��c� �
f�b��f�a�

b�a
 �TO RAWENSTWO OZNA�AET �TO

PRQMAQ KASATELXNAQ K GRAFIKU FUNKCII y � f�x� W TO�KE �c�f�c��
PARALLELXNA �ILI SOWPADAET S� PRQMOJ PROWEDENNOJ �EREZ KONCEWYE

TO�KI �a�f�a�� I �b�f�b�� GRAFIKA�
� wNE ZAWISIMOSTI OT TOGO a�b ILI a�b�



��

dOKAZATELXSTWO� eSLI FUNKCIQ y � f	x
 UDOWLETWORQET
USLOWIQM TEOREMY 	A ONI SOWPADA�T S PERWYMI DWUMQ USLO�
WIQMI TEOREMY rOLLQ
� TO FUNKCIQ

y�f	x
� f�b��f�a�
b�a

	x�a
�

TAKVE UDOWLETWORQ��AQ �TIM USLOWIQM� UDOWLETWORQET E�E
I TRETXEMU USLOWI� TEOREMY rOLLQ� W TO�KAH a I b ONA

PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA�ENIE f	a
� pO TEOREME rOLLQ
PROIZWODNAQ�

f	x
� f�b��f�a�
b�a

	x�a

�
�
� f �	x
� f�b��f�a�

b�a

�TOJ FUNKCII RAWNA NUL� W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO�KE c

OTREZKA I � T� E� f �	c
�
f�b��f�a�

b�a
� Q�E�D�

sLEDSTWIQ IZ TEOREMY lAGRANVA

�� fORMULA KONE�NYH PRIRA�ENIJ� eSLI FUNKCIQ

y � f	x
 IMEET PROIZWODNU� NE TOLXKO W TO�KE x� � NO I W

NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI� TO DLQ L�BOJ TO�KI x IZ �TOJ

OKRESTNOSTI PRIRA�ENIE Mf � f	x
�f	x�
 WYRAVAETSQ �EREZ
PRIRA�ENIE Mx� x�x� FORMULOJ KONE�NYH PRIRA�ENIJ

Mf � f �	x��
Mx
Mx� ��
�� ��

dOKAZATELXSTWO� wZQW W UPOMQNUTOJ OKRESTNOSTI TO�KI
x� L�BU� 	OTLI�NU� OT x�
 TO�KU x� DOSTATO�NO PRIMENITX

�kONKRETNOE ZNA�ENIE � �A ONO ZAWISIT OT PRIRA�ENIQ Mx� W RAM�
KAH DANNOJ FORMULY NE UTO�NQETSQ�
pO DAWNEJ TRADICII PRIRA�ENIQ Mx�x�x� I Mf �f�x��f�x�� NAZY�

WA�T �KONE�NYMI� DLQ UKAZANIQ NA IH OTLI�IE OT �BESKONE�NO MALYH�

PRIRA�ENIJ dx I df �TAK W PREVNIE WREMENA PONIMALI DIFFERENCI�

ALY� SWQZX MEVDU KOTORYMI WYRAVAETSQ FORMULOJ df �f ��x��dx �

�kONE�NOSTX� PRIRA�ENIJ Mx� x�x� I Mf �f�x��f�x�� SLEDUET PO�
NIMATX PO�TOMU W TOM SMYSLE �TO ZA x MOVET BYTX WZQTA L�BAQ TO�KA

DEJSTWITELXNOJ OSI NE WYHODQ�AQ LI�X ZA PREDELY TOJ OKRESTNOSTI

TO�KI x�  W KOTOROJ FUNKCIQ y�f�x� IMEET PROIZWODNU��



��

TEOREMU lAGRANVA K FUNKCII y � f	x
 NA OTREZKE I S KON�

CEWYMI TO�KAMI x� I x �

Mf � f	x
�f	x�
 � f �	c
	x�x�
 � f �	x��
Mx
Mx�

GDE c � NEKOTORAQ TO�KA� PROMEVUTO�NAQ MEVDU x� I x� A
POTOMU PREDSTAWIMAQ W WIDE c � x��
	x�x�
� ��
���

	� kRITERIJ POSTOQNSTWA FUNKCII NA PROMEVUT

KE� dLQ TOGO �TOBY FUNKCIQ y � f	x
 BYLA POSTOQNNOJ NA

PROMEVUTKE I � R � NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY �TA

FUNKCIQ IMELA RAWNU� NUL� PROIZWODNU� WO WSEH WNUTREN�

NIH TO�KAH PROMEVUTKA I I BYLA NEPRERYWNOJ 	SLEWA ILI

SPRAWA
 W KONCEWYH TO�KAH �TOGO PROMEVUTKA��

dOKAZATELXSTWO� eSLI f	x
 � c NA PROMEVUTKE I � I x� �

WNUTRENNQQ TO�KA �TOGO PROMEVUTKA� TO

f �	x�
 � lim
x�x�

f�x��f�x��
x�x� � lim

x�x�

c�c
x�x� ���

ESLI VE x� � WKL��AEMAQ W PROMEVUTOK I EGO KONECEWAQ

	NAPRIMER� PRAWAQ
� TO f	x�
 � c I lim
x�x���

f	x
 � c� T� E� WY�

POLNENO USLOWIE NEPRERYWNOSTI SLEWA FUNKCII W TO�KE x� �
oBRATNO� ESLI FUNKCIQ y� f	x
 WO WSEH WNUTRENNIH TO��

KAH PROMEVUTKA I IMEET PROIZWODNU�� RAWNU� NUL�� A W EGO
KONCEWYH TO�KAH� NEPRERYWNA SLEWA ILI SPRAWA� TO DLQ L��

BYH DWUH TO�EK x� � x� 	 I PRIMENENIE TEOREMY lAGRANVA K

FUNKCII y � f	x
 NA OTREZKE� SOEDINQ��EM �TI TO�KI� DA�
ET� f	x�
�f	x�
 � ��	x��x�
� �� T� E� f	x�
 � f	x�
 DLQ L�BYH
DWUH TO�EK x�� x�	 I � Q�E�D�

pRIMER� fUNKCIQ y � arcsin x�arccos x NEPRERYWNA NA

OTREZKE ������ 	SM� S� ���
 I IMEET WNUTRI �TOGO OTREZKA

PROIZWODNU�� RAWNU� NUL�� SLEDOWATELXNO�

arcsinx�arccos x � arcsin��arccos�� �
 � ���x� ��

� w TOM SLU�AE ESLI ONI WKL��A�TSQ W PROMEVUTOK I �



�

�� pRIZNAK WOZRASTANIQ FUNKCII NA PROMEVUTKE�
eSLI FUNKCIQ y�f	x
� QWLQQSX NEPRERYWNOJ NA PROMEVUTKE
I � IMEET PROIZWODNU� f �	x
�� W KAVDOJ WNUTRENNEJ TO�KE

�TOGO PROMEVUTKA 	ZA WOZMOVNYM ISKL��ENIEM KONE�NOGO

�ISLA EGO TO�EK
� TO FUNKCIQ y�f	x
 QWLQETSQ WOZRASTA��

�EJ NA PROMEVUTKE I �

dOKAZATELXSTWO� pUSTX x� I x� � L�BYE DWE TO�KI PRO�
MEVUTKA I � PRI�EM x� � x� � eSLI f �	x
� � W KAVDOJ TO�KE

x 	 	x�� x�
� TO PRIMENENIE TEOREMY lAGRANVA K FUNKCII

y�f	x
 NA OTREZKE �x�� x�� DAET� f	x�
�f	x�
 � f �	c
	x��x�
�
GDE x� � c � x� � TAK �TO 	POSKOLXKU f �	c
 � �
 WYPOLNQETSQ
NERAWENSTWO f	x�
�f	x�
�

eSLI VE SREDI TO�EK� PROMEVUTO�NYH MEVDU x� I x� �
ESTX 	DLQ OPREDELENNOSTI
 DWE TO�KI c� I c� � W KOTORYH NE
WYPOLNENO USLOWIE f �	x
� �� TO K NERAWENSTWU f	x�
�f	x�

MOVNO PRIJTI� PRIMENQQ TEOREMU lAGRANVA NA KAVDOM IZ

OTREZKOW �x�� c��� �c�� c��� �c�� x�� I �SKLADYWAQ� POLU�ENNYE

NERAWENSTWA f	c�
�f	x�
��� f	c�
�f	c�
��� f	x�
�f	c�
���
tEM SAMYM DLQ TO�EK x�� x� 	 I DOKAZANO WYPOLNENIE IM�
PLIKACII x��x� � f	x�
�f	x�
� Q�E�D�

��� pRIZNAK UBYWANIQ FUNKCII NA PROMEVUTKE�
eSLI FUNKCIQ y�f	x
� QWLQQSX NEPRERYWNOJ NA PROMEVUTKE
I � IMEET PROIZWODNU� f �	x
�� W KAVDOJ WNUTRENNEJ TO�KE

�TOGO PROMEVUTKA 	ZA WOZMOVNYM ISKL��ENIEM KONE�NOGO

�ISLA EGO TO�EK
� TO FUNKCIQ y � f	x
 QWLQETSQ UBYWA��EJ
NA PROMEVUTKE I �

pRIMERY� �� fUNKCIQ y � x� DLQ KOTOROJ 	x�
�� �x� � �
PRI x ���� QWLQETSQ WOZRASTA��EJ NA DEJSTWITELXNOJ OSI�

�� fUNKCIQ y � cos x� IMEQ PROIZWODNU� cos� x ��sin x�
OTRICATELXNU� WO WSEH WNUTRENNIH TO�KAH OTREZKA ��� ���
QWLQETSQ UBYWA��EJ NA �TOM OTREZKE�



��

�� kAKIH RAZRYWOW NE BYWAET U PROIZWODNOJ FUNK

CII� eSLI NA PROMEVUTKE I FUNKCIQ y� f	x
 QWLQETSQ PRO�
IZWODNOJ NEKOTOROJ FUNKCII y��	x
 	T� E� f	x
 ���	x
 DLQ
WSEH x	I 
� TO FUNKCIQ y� f	x
 NE IMEET NA PROMEVUTKE I

TO�EK USTRANIMOGO RAZRYWA ILI RAZRYWA ��GO RODA��

dOKAZATELXSTWO� pUSTX x� � TO�KA PROMEVUTKA I � W KO�
TOROJ FUNKCIQ y� f	x
 IMEET PREDEL SPRAWA lim

x�x���
f	x
� b�

pO OPREDELENI� 	SM� S� ��
 �TO OZNA�AET� �TO DLQ L�BOGO

�ISLA ��� SU�ESTWUET TAKOE �ISLO 	 ��� �TO DLQ WSEH ZNA�
�ENIJ x	 	x�� x��	
 WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO jf	x
� bj���
wZQW L�BOE ZNA�ENIE x 	 	x�� x��	
 I PRIMENIW K FUNKCII
y��	x
 NA OTREZKE �x�� x� TEOREMU lAGRANVA

�� POLU�A�T�

��x����x��
x�x� �

���c��x�x��
x�x� � f	c
� GDE x�� c�x�x��	�

TAK �TO�
���x����x��

x�x� �b

�
�� jf	c
� bj��� ESLI x��x�x��	�

�TO OZNA�AET� �TO b � lim
x�x���

��x����x��
x�x� � IZ �EGO SLEDUET

	WWIDU SU�ESTWOWANIQ PROIZWODNOJ ��	x�
 � lim
x�x�

��x����x��
x�x� 
�

�TO b � ��	x�
 � f	x�
� tEM SAMYM USTANOWLENO� �TO ESLI

FUNKCIQ y � f	x
 � ��	x
 IMEET W TO�KE x� 	 I PREDEL SPRA�

WA� TO WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE lim
x�x���

f	x
 � f	x�
� w SILU

TAKIH VE RASSUVDENIJ� ESLI FUNKCIQ y� f	x
 ���	x�
 IMEET
W TO�KE x�	 I PREDEL SLEWA� TO lim

x�x���
f	x
� f	x�
� Q�E�D�

�iNA�E GOWORQ ESLI f�x�����x� NA PROMEVUTKE I  TO W L�BOJ TO�KE
x� �TOGO PROMEVUTKA FUNKCIQ y�f�x� LIBO QWLQETSQ NEPRERYWNOJ �A
ESLI x� � KONCEWAQ TO�KA PROMEVUTKA I  TO NEPRERYWNOJ SLEWA ILI

SPRAWA� LIBO IMEET W NEJ RAZRYW ��GO RODA�
� tAK KAK FUNKCIQ y � ��x� IMEET PROIZWODNU� ����x� � f�x�� NA

PROMEVUTKE I  ONA QWLQETSQ NEPRERYWNOJ NA OTREZKE �x� �x�
I �



��

tEOREMA kO�I�� eSLI FUNKCII� y�f	x
 I y� g	x
�

A� NEPRERYWNY NA OTREZKE I �R �

B� IME�T PROIZWODNYE f �	x
 I g �	x
 WO WSEH WNUTRENNIH
TO�KAH x �TOGO OTREZKA� PRI�EM g �	x
 ��� W L�BOJ IZ NIH�

TO
f�b��f�a�
g�b��g�a�

�
f ��c�
g ��c�

���

GDE a I b � KONCEWYE TO�KI� OTREZKA I � A c � NEKOTORAQ

WNUTRENNQQ TO�KA �TOGO OTREZKA�

dOKAZATELXSTWO
� nA OTREZKE I FUNKCIQ

y� f	x
� f�b��f�a�
g�b��g�a�

�
g	x
�g	a


�
UDOWLETWORQET WSEM TREM USLOWIQM TEOREMY rOLLQ 	S� ��
�
W SILU KOTOROJ PROIZWODNAQ�

f	x
� f�b��f�a�
g�b��g�a�

�
g	x
�g	a


���
� f �	x
� f�b��f�a�

g�b��g�a� g
�	x


�TOJ FUNKCII RAWNA NUL� W NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO�KE c

OTREZKA I � T� E� f �	c
�
f�b��f�a�
g�b��g�a� g

�	c
� Q�E�D�

sTAW�IJ KLASSI�ESKIM �KZAMENACIONNYJ WOPROS NE WYTEKAET LI
TEOREMA kO�I IZ TEOREMY lAGRANVA PRIMENENNOJ �NA TOM VE OTREZKE
I� K FUNKCIQM y�f�x� I y� g�x� �S POSLEDU��IM �DELENIEM� UTWERV�
DAEMYH DLQ NIH TEOREMOJ lAGRANVA RAWENSTW� IMEET SLEDU��IJ OT�
WET� RASSUVDAQ UKAZANNYM OBRAZOM MOVNO POLU�ITX LI�X RAWENSTWO

f�b��f�a�
g�b��g�a� �

f ��c��
g ��c��

 W KOTOROM c� I c� � NEKOTORYE WNUTRENNIE TO�KI

OTREZKA I �NE OBQZATELXNO SOWPADA��IE��

� wPERWYE SFORMULIROWANA I DOKAZANA FRANCUZSKIM MATEMATIKOM

kO�I W �� � G� ����� S�  ����
�pRINIMA��IE DEJSTWITELXNYE ZNA�ENIQ�
� zNAMENATELI W OBEIH �ASTQH �TOGO RAWENSTWA NE RAWNY NUL� W

SILU PREDPOLOVENIQ �TO g��x� ��� WNUTRI OTREZKA I �
� wNE ZAWISIMOSTI OT TOGO a�b ILI a�b�

pO SHEME DOKAZATELXSTWA TEOREMY lAGRANVA �SM� S�  ����



��

IV��� w �EM SOSTOIT PRAWILO lOPITALQ

w PISXME OT � I�NQ ���� G� MARKIZ DE lOPITALX� POPROSIL SWOEGO
NASTAWNIKA W MATEMATIKE iOGANNA bERNULLI UKAZATX �SPOSOB RE�ITX

URAWNENIE y�

p
 a�x�x� �a �

p
aax

a� �p
ax�

PRI x�a
 �� w OTWETNOM PISXME OT

  I�LQ ���� G� i�bERNULLI SOOB�IL OB�EE PRAWILO ��r�egle g�en�erale��
SOSTOQ�EE W TOM �TO ����NADO RAZDELITX DIFFERENCIAL �ISLITELQ DRO�
BI NA DIFFERENCIAL ZNAMENATELQ���
�� s SOGLASIQ i�bERNULLI lOPI�
TALX WKL��IL SOOB�ENNOE EMU PRAWILO �ILL�STRIRUQ EGO TEM VE PRI�
MEROM� W SWOJ U�EBNIK ����� S� ���
���� W REZULXTATE �EGO I WOZNIK I
UTWERDILSQ �K DOSADE i�bERNULLI� TERMIN �PRAWILO lOPITALQ��

w SOWREMENNOJ FORMULIROWKE PRAWILO lOPITALQ 	�RAS�

KRYTIQ NEOPREDELENNOSTEJ
�
� I

	
	�
 IMEET SLEDU��IJ WID�

pUSTX W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO�KI� a OBE FUNKCII

y � f	x
 I y � g	x
 IME�T PROIZWODNYE� PRI�EM g �	x
 ����
I PUSTX LIBO

�� lim
x�a

f	x
 � � I lim
x�a

g	x
 � ��

LIBO

�� lim
x�a

f	x
 �� I lim
x�a

g	x
 ���

TOGDA IZ TOGO� �TO lim
x�a

f ��x�
g��x�

� b� SLEDUET� �TO lim
x�a

f�x�
g�x�

� b�


�Guillaume Francois Marquis de l�H"opital �����
����� OFICER FRAN�
CUZSKOJ KAWALERII PO SLABOSTI ZRENIQ OSTAWIW�IJ WOENNU� SLUVBU I

ZANQW�IJSQ MATEMATIKOJ� s ODOBRENIQ lEJBNICA NAPISAL I W ���� G�
IZDAL PERWYJ W ISTORII U�EBNIK PO DIFFERENCIALXNOMU IS�ISLENI�

�Analyse des in�niment petits� IME��IJSQ I W RUSSKOM PEREWODE �����
� sEJ�AS BY SKAZALI� NAJTI PREDEL PRI x�a� w ORIGINALE �NA S�   �

IZDANNOJ PEREPISKI i�bERNULLI ����� �la mani	ere de r�esoudre l��equation

y�

p
 a�x�x� �a �

p
aax

a� �p
ax�

lorsque x�a
 �aa TOGDA NE PISALI KAK a���

� w ORIGINALE �NA S�  �	 W ������ ���� il faut diviser la di��erentielle du
num�erateur de la fraction g�en�erale par la di��erentielle du d�enum�erateur���


�kONE�NOJ ILI BESKONE�NOJ I NE WKL��AEMOJ W �TU OKRESTNOSTX�

pRI �TOM b MOVET BYTX KAK KONE�NYM �ISLOM TAK I �	�



��

dANNOE UTWERVDENIE WYTEKAET IZ SLEDU��EGO EGO WARI�
ANTA DLQ PREDELOW SPRAWA� ESLI U�ESTX� �TO SPRAWEDLIW I

�SIMMETRI�NYJ� EMU WARIANT DLQ PREDELOW SLEWA�

pUSTX W NEKOTOROJ PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI� a FUNKCII

y � f	x
 I y � g	x
 IME�T PROIZWODNYE� PRI�EM g �	x
 ����
I PUSTX LIBO

�� lim
x�a��

f	x
 � � I lim
x�a��

g	x
 � ��

LIBO

�� lim
x�a��

f	x
 �� I lim
x�a��

g	x
 ���

TOGDA ESLI lim
x�a��

f ��x�
g��x� � b�� TO I lim

x�a��

f�x�
g�x� � b�

dOKAZATELXSTWO� pUSTX 	a�d
 � TA PRAWAQ OKRESTNOSTX

TO�KI a� W KOTOROJ FUNKCII y�f	x
 I y� g	x
 IME�T PROIZ�

WODNYE� PRI�EM g �	x
 ���� eSLI SU�ESTWUET lim
x�a��

f ��x�
g��x� � b�TO�

WZQW L�BOE POLOVITELXNOE �ISLO �� MOVNO� �UMENX�AQ�
OKRESTNOSTX 	a�d
 	SDWIGAQ TO�KU d WLEWO
� MOVNO DOBITXSQ
TOGO� �TOBY DLQ WSEH x	 	a�d
 WYPOLNQLISX NERAWENSTWA

b� �
 �

f ��x�
g��x� � b� �

 �
�

eSLI WYPOLNENO USLOWIE �� lim
x�a��

f	x
 � � I lim
x�a��

g	x
 � ��

TO� WZQW 	PROIZWOLXNO
 TO�KU x 	 	a�d
 I TO�KU x� 	 	a�x

I PRIMENIW K FUNKCIQM y � f	x
 I y � g	x
 NA OTREZKE

�x�� x� TEOREMU kO�I� POLU�IW TAKIM OBRAZOM SOOTNO�ENIE

f�x��f�x��
g�x��g�x��

�
f ��c�
g ��c� � GDE x��c�x 	A SLEDOWATELXNO� c	 	a� d

�

� a MOVET BYTX TO�KOJ DEJSTWITELXNOJ OSI ILI �	 �W POSLEDNEM
SLU�AE ZAPISX x�a�� OZNA�AET �TO x��	�

� b MOVET BYTX KAK KONE�NYM �ISLOM TAK I �	�

� w SLU�AE KONE�NOGO b  I NERAWENSTWA  ��
f ��x�
g��x� ILI

f ��x�
g��x� �� �

SOOTWETSTWENNO SLU�AQM b��	 I b��	�



��

MOVNO ZAKL��ITX 	WWIDU PREDYDU�IH NERAWENSTW DLQ
f ��x�
g��x�


�

b� �
 �

f�x��f�x��
g�x��g�x��

� b� �
 �

� LI�X TOLXKO a�x��x�d�

PEREHOD W �TIH NERAWENSTWAH K PREDELU PRI x��a�� 	I FIK�

SIROWANNOM x
 DAET� b� �
 
�

f�x�
g�x�

� b� �
 

	A SLEDOWATELXNO���f�x�
g�x� � b

����
� KAK TOLXKO a�x�c� T� E� lim
x�a��

f�x�
g�x� � b�

pRI USLOWII VE �� lim
x�a��

f	x
 �� I lim
x�a��

g	x
 �� TAKVE

SLEDUET PRIMENITX TEOREMU kO�I� NO NA SEJ RAZ NA OTREZKE
�x�x��� GDE a�x�x��d� pRIJDQ K NERAWENSTWAM

b� �
 �

f�x��f�x��
g�x��g�x��

� b� �
 �

� ESLI a�x�x��d�

MOVNO� WZQW W NIH x 	NE MENQQ x�
 DOSTATO�NO BLIZKIM K a

	S TEM� �TOBY ZNA�ENIE
g�x��g�x��

g�x�
BYLO POLOVITELXNYM
�

PRIWESTI IH 	UMNOVENIEM NA
g�x��g�x��

g�x� 
 K WIDU

g�x��g�x��
g�x�

�
b� �

 

�
�

f�x��
g�x� �

f�x�
g�x� �

f�x��
g�x� �

g�x��g�x��
g�x�

�
b� �

 

�

�

�s ZAMENOJ W SLU�AE BESKONE�NOGO b �TIH NERAWENSTW NERAWENSTWOM

 ��
f�x��f�x��
g�x��g�x��

PRI b��	 I NERAWENSTWOM
f�x��f�x��
g�x��g�x��

�� � PRI
b��	�

� sOOTWETSTWENNO ��
f�x�
g�x� PRI b��	 I

f�x�
g�x� ��� PRI b��	�

� s ZAMENOJ IH NERAWENSTWOM  ��
f�x��f�x��
g�x��g�x��

PRI b��	 I NERA�

WENSTWOM
f�x��f�x��
g�x��g�x��

�� � PRI b��	�

� sLEDUET U�ESTX �TO lim
x�a��

g�x��g�x��
g�x�

� ��


 sOOTWETSTWENNO  �
g�x��g�x��

g�x� �
f�x��
g�x� �

f�x�
g�x� PRI b � �	 I

f�x�
g�x�

�� � g�x��g�x��
g�x�

�
f�x��
g�x�

�



��

wWIDU TOGO� �TO lim
x�a��

g�x��g�x��
g�x�

��� A lim
x�a��

f�x��
g�x�

� �� IZ

�TIH NERAWENSTW SLEDUET� �TO DLQ WSEH x� DOSTATO�NO BLIZ�

KIH K a� WYPOLNQ�TSQ NERAWENSTWA b� ��
f�x�
g�x�

� b� ��� T� E�

lim
x�a��

f�x�
g�x� � b� Q�E�D�

pRIMER FUNKCIJ f	x
 � x� sin �
x
I g	x
 � sinx� BESKONE�NO

MALYH PRI x��� POKAZYWAET NEOBRATIMOSTX PRAWILA lOPI�

TALQ� DLQ �TIH FUNKCIJ lim
x��

f�x�
g�x�

� �� TOGDA KAK lim
x��

f ��x�
g��x�

NE

SU�ESTWUET�

nA PRIMERE VE FUNKCIJ f	x
 � exp
�� �

x�

�
� g	x
 � x 	OBE

ONI BESKONE�NO MALYE PRI x� �
 WIDNO� �TO PRQMOE PRI�
MENENIE PRAWILA lOPITALQ MOVET LI�X USLOVNITX �RAS�

KRYTIE NEOPREDELENNOSTI�� lim
x��

f ��x�
g �x� � lim

x��

 exp
�
� �

x�

�
x�

NAJ�

TI NE PRO�E� �EM lim
x��

f�x�
g�x� � lim

x��

exp
�
� �

x�

�
x

� w DANNOM SLU�AE

PRAWILO lOPITALQ LU��E PRIMENITX� PEREHODQ K BESKONE�NO
BOLX�IM 	PRI x��
 FUNKCIQM f	x
 � �

x
I g	x
 � exp �

x�
�

lim
x��

exp
�
� �

x�

�
x

� lim
x��

�
x

exp �
x�

��

�
lim
x��

� �
x
��

�exp �
x�

��
� lim

x��

� �
x�

� �
x�

exp �
x�

� lim
x��

x
 exp

�� �
x�

�
��

�TO�NO TAK VE POLU�A�T �TO lim
x��

exp
�
� �

x�

�
x�

�� A PRIMENQQ PRAWILO

lOPITALQ NESKOLXKO RAZ � �TO lim
x��

exp
�
� �

x�

�
xn

�� PRI n� ��

�sOOTWETSTWENNO ��
f�x�
g�x�

PRI b��	 I
f�x�
g�x�

��� PRI b��	�



���

V�wYS�IE PROIZWODNYE I DIFFERENCIALY

V��� kAK OPREDELQ�T WYS�IE PROIZWODNYE

I DIFFERENCIALY FUNKCIJ

pROIZWODNYMI I DIFFERENCIALAMI WYS�IH �WTOROGO I

SLEDU��IH� PORQDKOW NAZYWA�T PROIZWODNYE PROIZWODNYH �
DIFFERENCIALY DIFFERENCIALOW I T�D�

s PONIMANIEM TOGO� �TO S�ITATX PROIZWODNYMI WYS�IH
PORQDKOW� SLOVNOSTEJ NE WOZNIKAET�� KAK PISAL W �	�
 G�
kO�I�� �IZ DANNOJ FUNKCII y� f�x� W OB�EM SLU�AE MOVNO

WYWESTI MNOVESTWO NOWYH FUNKCIJ� KAVDAQ IZ KOTORYH BU�
DET PROIZWODNOJ PREDYDU�EJ� �TI NOWYE FUNKCII ESTX TO�
�TO NAZYWA�T PROIZWODNYMI RAZLI�NYH PORQDKOW DLQ y ILI

f�x�� S ISPOLXZOWANIEM DLQ NIH OBOZNA�ENIJ

y �� y ��� y���� yIV� yV� � � � � y�n�

ILI
f ��x�� f ���x�� f ����x�� fIV �x�� fV �x�� � � � � f �n��x��� �

qSNO� �TO PRI TAKOM PONIMANII PROIZWODNOJ PORQDKA n

DLQ EE SU�ESTWOWANIQ W TO�KE x� NEOBHODIMO �NO NE DOSTA�
TO�NO�� �TOBY PROIZWODNAQ PORQDKA n�� SU�ESTWOWALA NE

TOLXKO W �TOJ TO�KE� NO I W NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI�

�oSTA�TSQ LI�X WOPROSY� W KAKIH TO�KAH ONI SU�ESTWU�T� KAK IH
WY�ISLQTX I �EMU ONI RAWNY�

�iSPOLXZUEMYE kO�I OBOZNA�ENIQ PROIZWODNYH NE PRETERPELI IZ�
MENENIQ� NADO LI�X DOBAWITX� �TO POD PROIZWODNOJ NULEWOGO PORQDKA

PONIMA�T SAMU FUNKCI�� y���
def
� y � f ����x�

def
� f�x��

� w ORIGINALE �	��
� S� ���� ���� d�une fonction donn�ee y � f�x� on
pourra d�eduire en g�en�eral une multitude de fonctions nouvelles dont
chacune sera la d�eriv�ee de la pr�ec�edente� Ces fonctions nouvelles sont ce
qu�un nomme les d�eriv�ees des diverses ordres de y ou f�x�� et on les
indique �a l�aide des notations

y �� y��� y���� yIV� yV� � � � � y�n�

ou
f ��x�� f ���x�� f ����x�� fIV �x�� fV �x�� � � � � f �n��x���



���

tAK� FUNKCIQ y�

�
xn� ESLI x  RACIONALXNOE �ISLO�

�� ESLI x  IRRACIONALXNOE �ISLO�

IMEET �PRI L�BOM n��� PROIZWODNU� �RAWNU� NUL�� TOLX
KO W TO�KE x��� A POTOMU PROIZWODNOJ WTOROGO PORQDKA �I
SLEDU��IH� �TA FUNKCIQ NE IMEET NI W ODNOJ TO�KE�

fORMULA PROIZWODNOJ PROIZWEDENIQ �f �g��� f �g�f g � IME
ET OBOB�ENIE NA PROIZWODNYE WYS�IH PORQDKOW� NAZYWAEMOE

FORMULOJ lEJBNICA�� �f �g��n��
nX

k��

Ck
nf

�k�g�n�k� �

wYWESTI �TU FORMULU MOVNO �KAK �TO I DELAL lEJBNIC��

SWODQ EE K FORMULE BINOMA nX�TONA �f�g�n �
nP

k��

Ck
nf

kgn�k

�SM� S� ���� DOSTATO�NO ZAMETITX� �TO ESLI PROIZWODNYM FUNK
CIJ f I g SOPOSTAWITX IH STEPENI �S TEMI VE POKAZATELQ�
MI� �TO I PORQDKI PROIZWODNYH�� TO

A� PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA �f �g�� � f �g�fg � BUDET SOOT
WETSTWOWATX PERWAQ STEPENX BINOMA f�g�

B� PEREHOD OT �f �g��n��� K �f �g��n�� ��f �g��n����� BUDET PRO
IZWODITXSQ PO TOMU VE PRAWILU� �TO I PEREHOD OT �f�g�n�� K
�f�g�n��f�g�n���f�g�� PODOBNO TOMU KAK KAVDOE SLAGAEMOE W
�f�g�n�� �POSLE RASKRYTIQ SKOBOK� PRI UMNOVENII NA f�g

ZAMENQETSQ DWUMQ� W ODNOM IZ KOTORYH UWELI�IWAETSQ NA

EDINICU POKAZATELX STEPENI f � A W DRUGOM  POKAZATELX

STEPENI g� KAVDOE SLAGAEMOE W �f �g��n��� �POSLE RASKRYTIQ
SKOBOK� PRI WZQTII PROIZWODNOJ ZAMENQETSQ DWUMQ� W ODNOM
IZ KOTORYH UWELI�IWAETSQ NA EDINICU PORQDOK PROIZWODNOJ

f � A W DRUGOM  PORQDOK PROIZWODNOJ g�

� wPERWYE �TA FORMULA �PRAWDA� PRIMENITELXNO NE K PROIZWODNYM�
A K DIFFERENCIALAM� WSTRE�AETSQ W PISXMAH ���� G� lEJBNICA K i�
bERNULLI �	��
� S� ���� �����



���

s DIFFERENCIALAMI �WTOROGO I SLEDU��IH PORQDKOW�
DELO OBSTOIT SLOVNEE� �EM S PROIZWODNYMI�

pRI�INA �TOGO TAKOWA� pODOBNO TOMU KAK PONQTIE DIFFERENCIALA
FUNKCII BAZIRUETSQ NA PONQTII PRIRA�ENIQ FUNKCII� PONQTIE DIFFE�
RENCIALA DIFFERENCIALA FUNKCII y� f�x� W TO�KE x� BAZIRUETSQ NA

PONQTII PRIRA�ENIQ DIFFERENCIALA M df � f ��x��Mx�dx � f ��x��dx
�TOJ FUNKCII W �TOJ TO�KE� eSLI x QWLQETSQ NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ�
TO dx ESTX NE �TO INOE� KAK PRIRA�ENIE Mx �TOJ PEREMENNOJ� WZQTOE W
TO�KE x��Mx TEM VE SAMYM� �TO I W TO�KE x� � eSLI VE PEREMENNAQ x

QWLQETSQ FUNKCIEJ �x���t�� DRUGOJ PEREMENNOJ� TO MNOVITELI dx PRI

f ��x��Mx� I f ��x�� RAZLI�A�TSQ MEVDU SOBOJ
�� POSKOLXKU NA SEJ RAZ

ONI QWLQ�TSQ DIFFERENCIALAMI FUNKCII �x���t�� W RAZNYH TO�KAH�

wNE�NE �TO PROQWLQETSQ W RAZLI�II ZAPISI DIFFERENCI
ALOW WTOROGO I SLEDU��IH PORQDKOW DLQ� A� FUNKCIJ NEZA�

WISIMOJ PEREMENNOJ I B� FUNKCIJ FUNKCIJ��

sNA�ALA PUSTX y � f�x�  FUNKCIQ NEZAWISIMOJ PERE
MENNOJ x� I PUSTX �TA FUNKCIQ IMEET PROIZWODNU� f ��x�� A
SLEDOWATELXNO� I DIFFERENCIAL df � f ��x�Mx �SM� S� �	�� NE
TOLXKO W TO�KE x� � NO I W NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI� eSLI
W TO�KE x� I WSEH BLIZKIH K NEJ TO�KAH WZQTX ODNO I TO VE�

PRIRA�ENIE Mx� TO SOOTWETSTWU��EE EMU PRIRA�ENIE Mdf
DIFFERENCIALA FUNKCII y � f�x� �W TO�KE x�� PRIMET WID�
Mdf � f ��x��Mx�Mx �f ��x��Mx�

oSTAETSQ PRIMENITX SHEMU OPREDELENIQ DIFFERENCIALA

FUNKCII W TO�KE �SM� S� �	��� �TOBY PRIJTI K SLEDU��EMU

OPREDELENI� WTOROGO DIFFERENCIALA W TO�KE x� FUNKCII

y�f�x� NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x�

�iSKL��AQ SLU�AJ� KOGDA x ESTX LINEJNAQ FUNKCIQ �x � kt� b�
NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ�

�pROISHODIT� KAK GOWORQT� �NARU�ENIE SWOJSTWA INWARIANTNOSTI
FORMY �SM� S� ���� DLQ DIFFERENCIALOW WYS�IH PORQDKOW��

�pRI �TOM DOSTATO�NO MALOE PO ABSOL�TNOJ WELI�INE� �TOBY DLQ

WSEH x� BLIZKIH K x� � TO�KA x�Mx NE WYHODILA IZ TOJ OKRESTNOSTI

TO�KI x� � GDE FUNKCIQ y�f�x� IMEET DIFFERENCIAL�



���

wTOROJ DIFFERENCIAL� FUNKCII y � f�x� NEZAWISIMOJ
PEREMENNOJ x W TO�KE x� ESTX OBOZNA�AEMAQ d�y �ILI d�f � I
ZAWISQ�AQ OT PRIRA�ENIQ Mx� x�x� WELI�INA� KOTORAQ�

A� PROPORCIONALXNA �Mx�� �T� E� IMEET WID d�y� a ��Mx����
B� OTLI�AETSQ OT PRIRA�ENIQ Mdf DIFFERENCIALA FUNK�

CII� NA BESKONE�NO MALU� OTNOSITELXNO �Mx�� � T� E� WYPOL�
NQETSQ SOOTNO�ENIE Mdf�d�f � o��Mx��� PRI Mx���

fUNKCIQ� U KOTOROJ ESTX WTOROJ DIFFERENCIAL W TO�KE

x� � NAZYWAETSQ DWAVDY DIFFERENCIRUEMOJ W �TOJ TO�KE�

nAPRIMER� DLQ FUNKCII y � x� DIFFERENCIAL� OTWE�E�
�IJ PRIRA�ENI� Mx �WZQTOMU W KAKOJLIBO TO�KE x� ESTX
dy � 
x�Mx �S� �	��� TAK �TO EGO PRIRA�ENIE W TO�KE x� 

�TO Mdy� 
�x��Mx�
�Mx� 
x��Mx� �x��Mx�

� � 
�Mx��� IZ �EGO
SLEDUET� FUNKCIQ y � x� QWLQETSQ DWAVDY DIFFERENCIRU�

EMOJ W �PROIZWOLXNO WZQTOJ� TO�KE x� � IMEQ W NEJ WTOROJ

DIFFERENCIAL d�y � �x��Mx�
��

fUNKCIQ y � f�x� �NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x� DWAVDY

DIFFERENCIRUEMA W TO�KE x� TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA
ONA IMEET W �TOJ TO�KE WTORU� PROIZWODNU�� PRI �TOM

WTORAQ PROIZWODNAQ I WTOROJ DIFFERENCIAL FUNKCII �W
TO�KE x�� SWQZANY SOOTNO�ENIEM d�f � f ���x���Mx�

��

dOKAZATELXSTWO� rAWENSTWO f ���x�� � lim
Mx��

f ��x��Mx��f ��x��
Mx

�OPREDELQ��EE WTORU� PROIZWODNU� FUNKCII W TO�KE x��
RAWNOSILXNO WYPOLNENI� SOOTNO�ENIQ

f ��x��Mx��f ��x���f ���x��Mx � o�Mx� PRI Mx� ��

W SWO� O�EREDX� RAWNOSILXNOGO SOOTNO�ENI�

�iLI DIFFERENCIAL WTOROGO PORQDKA�
� w PREDPOLOVENII� �TO DIFFERENCIAL df OPREDELEN WO WSEH BLIZKIH

K x� TO�KAH x I OTWE�AET WZQTOMU W KAVDOJ IZ NIH PRIRA�ENI� Mx

�ODNOMU I TOMU VE DLQ WSEH �TIH TO�EK��



��


f ��x��Mx�Mx�f ��x��Mx�f ���x���Mx�
� � o��Mx��� PRI Mx� ��

KAK RAZ I OZNA�A��EMU� �TO

Mdf �f ���x���Mx�
� � o��Mx��� PRI Mx� �� Q�E�D�

tAK KAK DIFFERENCIAL dx NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x �W
TO�KE x�� PO OPREDELENI� �SM� S� ���� ESTX TO VE SAMOE� �TO EE
PRIRA�ENIE Mx� x�x� W �TOJ TO�KE� WTOROJ DIFFERENCIAL

d�f � f ���x���Mx�
� �W TO�KE x�� FUNKCII y � f�x� NEZAWISI�

MOJ PEREMENNOJ x MOVNO ZAPISATX W WIDE� d�f �f ���x��dx
� �

pUSTX TEPERX y � f�x�  FUNKCIQ PEREMENNOJ x� KOTO
RAQ SAMA QWLQETSQ FUNKCIEJ x � ��t� DRUGOJ �UVE NEZAWI�
SIMOJ� PEREMENNOJ t� eSLI FUNKCIQ x � ��t� IMEET W TO�KE
t� WTORU� PROIZWODNU� � ���t��� A FUNKCIQ y � f�x� IMEET W
TO�KE x� � ��t�� WTORU� PROIZWODNU� f ���x���

� TO PO TEORE�
ME O PROIZWODNOJ SLOVNOJ FUNKCII �SM� S� ���� KOMPOZICIQ
�TIH FUNKCIJ y � f���t�� IMEET W OKRESTNOSTI TO�KI t�
PROIZWODNU� y � � f ����t��� ��t�� A PO PRAWILU PROIZWODNOJ

PROIZWEDENIQ �SM� S� �	��  W TO�KE t� WTORU� PROIZWODNU�

y ���t���
�
f ����t����

��t��
��
� f �����t�����

��t���
��f ����t����

���t���

kAK SLEDSTWIE� FUNKCIQ y� f���t�� IMEET W TO�KE t� WTO�
ROJ DIFFERENCIAL

d�f � y ���t���Mt�
� � f �����t�����

��t��Mt�
��f ����t����

���t���Mt�
��

KOTORYJ� ESLI U�ESTX� �TO � ��t��Mt I � ���t���Mt�
�
� �TO SOOT

WETSTWENNO DIFFERENCIAL dx I WTOROJ DIFFERENCIAL d�x

�pOZWOLQ��EM PREDSTAWITX WTORU� PROIZWODNU� FUNKCII �W L��

BOJ TO�KE x� � GDE ONA SU�ESTWUET� W WIDE f ���x�� �
d�f

dx�
 OTNO�ENIQ

WTOROGO DIFFERENCIALA FUNKCII �W TO�KE x�� K KWADRATU DIFFEREN�
CIALA NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x �WEZDE dx� PONIMAETSQ KAK �dx����

�dLQ �EGO NEOBHODIMO� �TOBY IH �PERWYE� PROIZWODNYE ���t� I f ��x�
SU�ESTWOWALI W OKRESTNOSTQH SOOTWETSTWENNO TO�KI t� I TO�KI x� �



���

FUNKCII x���t� NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ t W TO�KE t� � PRI

NIMAET WID d�f � f ���x��dx
��f ��x��d

�x � OTLI�NYJ OT TOGO�

KOTORYJ ON IMEL W SLU�AE NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x�
zAME�ANIE� pRI WYWODE FORMULY d�f � f ���x�dx� �f ��x�d�x WTO�

ROGO DIFFERENCIALA FUNKCII y� f�x� ZAWISIMOJ PEREMENNOJ x���t�
BYLO SDELANO PREDPOLOVENIE� �TO t � NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ� KOTO�
ROE MOVNO TEPERX SNQTX� iMENNO� ESLI t TOVE ESTX FUNKCIQ t � ����
KAKOJ�TO PEREMENNOJ � �WREMENNO PREDPOLAGAEMOJ NEZAWISIMOJ�� T� E�
y�f���������� TO TAK KAK y �����f ������������������� ����� A

y ������f ��������������������� �������

�f ����������
�
����������� ������ � ��������� �����

�
�

SOOTNO�ENIQ t������ dt�� ����M� � d�t�� ������M��� � A TAKVE x���t��
dx����t�dt I d�x�����t�dt�����t�d�t POZWOLQ�T ZAPISATX�

d�y� y ������M��� �f ��������������������� ����M����

�f ����������
�
����������� ����M��� ���������� ������M���

�
�

�f �����t������t�dt�� � f ����t��
�
����t�dt� � ���t�d�t

�
�

�f ���x�dx� � f ��x�d�x�

fORMULU WTOROGO DIFFERENCIALA FUNKCII y � f�x� ZA�
WISIMOJ PEREMENNOJ x OBY�NO POLU�A�T� NE UTRUVDAQ SEBQ
TO�NYM OPREDELENIEM WTOROGO DIFFERENCIALA� A DEJSTWUQ
ISKL��ITELXNO PO PRAWILU DIFFERENCIALA PROIZWEDENIQ �

d�f � d�df� � d
�
f ��x�dx

�
� d

�
f ��x��dx� f ��x�d�dx� �

� f ���x�dx� � f ��x�d�x�
pRIEM �FORMALXNOGO� PRIMENENIQ PRAWIL DLQ DIFFE�

RENCIALOW �SM� c����� ISPOLXZU�T I PRI PRAKTI�ESKOM NA
HOVDENII WTORYH DIFFERENCIALOW�tAK �W PRODOLVENIE PRI
MERA � NA S� �����

d�arctg u
v
� d

�
d
�
arctg u

v

��
� d

du �v�u�dv
u��v�

�

�
d�du �v�u�dv��u��v����du �v�u�dv�d�u��v��

�u��v��� �

�
�d�u �v�u�d�v��u��v����uv�du��dv�����u��v��dudv

�u��v���
�



���

dIFFERENCIAL PORQDKA n FUNKCII y � f�x� W TO�KE x�
OPREDELQETSQ �PODOBNO EE WTOROMU DIFFERENCIALU� KAK DIF�
FERENCIAL DIFFERENCIALA PORQDKA n��� a IMENNO�

dIFFERENCIAL PORQDKA n FUNKCII y �f�x� NEZAWISIMOJ
PEREMENNOJ x W TO�KE x� ESTX OBOZNA�AEMAQ dny �ILI dnf � I
ZAWISQ�AQ OT PRIRA�ENIQ Mx� x�x� WELI�INA� KOTORAQ�

A� PROPORCIONALXNA �Mx�n �T� E� IMEET WID dny� a��Mx�n��
B� OTLI�AETSQ OT PRIRA�ENIQ Mdn��f DIFFERENCIALA

PORQDKA n�� FUNKCII� NA BESKONE�NO MALU� OTNOSITELXNO

�Mx�n � T� E� Mdn��f�dnf � o��Mx�n� PRI Mx���

fUNKCIQ y � f�x� �NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x� IMEET W

TO�KE x� DIFFERENCIAL PORQDKA n TOGDA I TOLXKO TOGDA�
KOGDA ONA IMEET W �TOJ TO�KE PROIZWODNU� PORQDKA n� PRI
�TOM PROIZWODNAQ I DIFFERENCIAL FUNKCII PORQDKA n �W

TO�KE x�� SWQZANY SOOTNO�ENIEM dnf � f �n��x���Mx�
n � ILI�

�TO TO VE SAMOE �� dnf � f �n��x��dx
n �

dOKAZATELXSTWO� sU�ESTWOWANIE U FUNKCII y� f�x� n�J

PROIZWODNOJ f �n��x��
def
� lim
Mx��

f �n����x��Mx��f �n����x��
Mx

OZNA�AET�

f �n����x��Mx��f �n����x���f �n��x��Mx � o�Mx� PRI Mx� ��

ILI �POSLE UMNOVENIQ NA �Mx�n���

f �n����x��Mx��Mx�
n��
�f �n����x���Mx�

n��
�f �n��x���Mx�

n� o��Mx�n��

T� E� Mdn��f�f �n��x���Mx�
n � o��Mx�n� PRI Mx� �� Q�E�D�

eSLI y� f�x� ESTX FUNKCIQ ZAWISIMOJ PEREMENNOJ x� TO
OBE ZAPISI dnf � f �n��x���Mx�

n I dnf � f �n��x��dx
n UTRA�I

�pRI USLOWII� �TO �TOT DIFFERENCIAL OPREDELEN WO WSEH BLIZKIH K
x� TO�KAH x I OTWE�AET WZQTOMU W KAVDOJ IZ NIH PRIRA�ENI� �ODNOMU
I TOMU VE�Mx�

�pOSKOLXKU dx�Mx DLQ NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ x�



���

WA�T SILU� nAPRIMER� ESLI x QWLQETSQ FUNKCIEJ x � ��t�
DRUGOJ �UVE NEZAWISIMOJ� PEREMENNOJ t� TO POSLEDOWATELX
NOE WY�ISLENIE PROIZWODNYH SLOVNOJ FUNKCII� y� f���t� ��

y ��t� � f ����t�����t��

y ���t� � f �����t������t��� �f ����t������t��

y ����t� � f ������t������t��� �f �����t������t�����t��

�f �����t�����t�����t� � f ����t�������t��

yIV �t� � f IV ���t������t��	 �f ������t��
����t�������t��

�

�
f ������t������t�������t� � f �����t���

�
�����t�������t������t�

��
�

�f �����t�����t������t��f ����t���IV �t�

I POSLEDU��EE UMNOVENIE IH NA SOOTWETSTWU��IE STEPENI

DIFFERENCIALA dt NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ �T� E� PROIZWOLX
NO WZQTOGO W TO�KE t PRIRA�ENIQ Mt �TOJ PEREMENNOJ� PRIWO
DQT K FORMULAM DIFFERENCIALOW TRETXEGO I �ETWERTOGO

PORQDKOW FUNKCII y� f�x� ZAWISIMOJ PEREMENNOJ x�

d�f � y ����t�dt� � f ����x�dx� � 
f ���x�dxd�x �f ��x�d�x�

d	f � yIV �t�dt	 � f IV �x�dx	 � �f ����x�dx�d�x�

�
f ���x��d�x�� � �f ���x�dxd�x�f ��x�d	x�

k �TIM VE FORMULAM MOVNO PRIJTI �MEHANI�ESKIM� DIF�
FERENCIROWANIEM RANEE POLU�ENNOJ FORMULY WTOROGO DIF�

FERENCIALA d�f � f ���x�dx��f ��x�d�x �

d�f � d
�
d�f

�
� d

�
f ���x�dx��f ��x�d�x

�
�

� d
�
f ���x�

�
dx��f ���x�d

�
dx�

�
�d
�
f ��x�

�
d�x�f ��x�d

�
d�x

�
�

� f ����x�dx� � f ���x��dxd�x� f ���x�dxd�x�f ��x�d�x�

d	f � d
�
f ����x�dx� � 
f ���x�dxd�x �f ��x�d�x

�
� � � �

� w PREDPOLOVENII� �TO FUNKCII x ���t� I y � f�x� IME�T PROIZ�
WODNYE TREBUEMYH PORQDKOW �SOOTWETSTWENNO W TO�KAH t I x���t���



���

V��� �TO NAZYWA�T FORMULOJ tEJLORA

fORMULA tEJLORA �W �IROKOM SMYSLE� ESTX OB�EE NA
ZWANIE SWQZANNYH MEVDU SOBOJ� NO RAZNYH PO PRILOVENIQM
FORMUL� POZWOLQ��IH PO ZNA�ENIQM FUNKCII I EE PROIZWOD
NYH� WY�ISLENNYM W KAKOJTO ODNOJ TO�KE� SOSTAWITX PRED
STAWLENIE O POWEDENII FUNKCII I EE KONKRETNYH ZNA�ENIQH

W DRUGIH TO�KAH �
iSHODNYMI OB�EKTAMI W �TIH FORMULAH WYSTUPA�T TAK

NAZYWAEMYE MNOGO�LENY t�EJLORA pn�x � x�� TOGO ILI INO
GO PORQDKA n PO PEREMENNOJ x� x� � KONSTRUIRUEMYE �PRI
USLOWII SU�ESTWOWANIQ U FUNKCII y � f�x� W TO�KE x� PRO�

IZWODNOJ PORQDKA NE NIVE n�� PO PRAWILU�

pn�x�x��
def
� f�x���

f ��x��
�� �x�x�� � � � � � f �n��x��

n� �x�x��
n�

w NAIBOLEE WAVNOM DLQ PRILOVENIJ SLU�AE TO�KI x� ��
�TOT MNOGO�LEN PRINIMAET WID

pn�x�
def
� f����

f ����
��

x� � � � � � f �n����
n�

xn �

I EGO OBY�NO NAZYWA�T MNOGO�LENOM mAKL�ORENA PORQDKA n

FUNKCII y�f�x��

rOVDENIE FORMULY tEJLORA PRINQTO DATIROWATX WYHODOM W ���� G�
RABOTY tEJLORA� �pRQMOJ I OBRATNYJ METOD PRIRA�ENIJ� 	��
� W KO�
TOROJ �NA S� ������ ON� OPIRAQSX NA REZULXTATY nX�TONA� PREDSTAWIL
PRIRA�ENIE ODNOGO �PEREMENNOGO KOLI�ESTWA� x W WIDE SUMMY �TO��
NEE� RQDA� STEPENEJ PRIRA�ENIQ DRUGOGO �PEREMENNOGO KOLI�ESTWA� z �
WZQTYH S KO�FFICIENTAMI� SODERVA�IMI PROIZWODNYE ��FL�KSII�� x�
WY�ISLENNYE PRI NEKOTOROM NA�ALXNOM ZNA�ENII z � w SWO� O�EREDX�
mAKL�OREN� NA S� ������� WTOROGO TOMA �tRAKTATA O FL�KSIQH� 	��
�
PRIZNAWAQ PRIRORITET tEJLORA� DAL DRUGOJ WYWOD �TOGO PREDSTAWLE�
NIQ� BERQ W KA�ESTWE NA�ALXNOGO ZNA�ENIQ z���

�sLEDUET OTMETITX� �TO ESLI f �n��x�� � �� TO STEPENX MNOGO�LENA
pn�x�x�� FAKTI�ESKI OKAZYWAETSQ MENX�EJ n�

� Taylor� Brook ����������� � ANGLIJSKIJ MATEMATIK�
�Maclaurin� Colin ����������� � �OTLANDSKIJ MATEMATIK�



��	

nAPRIMER� DLQ FUNKCII y � cos x MNOGO�LENAMI mAKLO
RENA NA�ALXNYH STEPENEJ QWLQ�TSQ�

p��x� � p��x� � ��

p��x� � p��x� � �� x�

�� �

p	�x� � p
�x� � �� x�

�� �
x�

�� �

IH GRAFIKI �WMESTE S GRAFIKOM SAMOJ FUNKCII y � cos x�
PREDSTAWLENY NA RIS� ��� nAGLQDNO ILL�STRIRUETSQ OTME
�AW�AQSQ WY�E WOZMOVNOSTX TOGO� �TO MNOGO�LEN mAKLORE
NA PORQDKA n MOVET IMETX STEPENX� MENX�U�� �EM n�

rIS� ��



���

aSIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA

dLQ FUNKCIQ y � f�x�� IME��EJ W TO�KE x� PROIZWODNU�

PORQDKA n� WERNA ASIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA

f�x� � f�x���
f ��x��
�� �x�x�� � � � � � f �n��x��

n� �x�x��
n�

�o
�
�x�x��

n
�
PRI x�x� �

�

dOKAZATELXSTWO� pRI n�� UTWERVDENIE PRINIMAET WID�

ESLI FUNKCIQ y� f�x� IMEET W TO�KE x� PROIZWODNU� f ��x���
TO

f�x��f�x�� �f ��x���x�x�� � o�x�x�� PRI x�x� �

T� E� �W ZAPISI x�x� �Mx� f�x��f�x�� �Mf �

Mf �f ��x��Mx � o�Mx� PRI x�x� �

�TO PO OPREDELENI� �SM� S� �	�� OZNA�AET DIFFERENCIRUE�

MOSTX FUNKCII y� f�x� W TO�KE x� �RAWNOSILXNU� SU�EST�

WOWANI� PROIZWODNOJ f ��x����
dLQ DOKAZATELXSTWA UTWERVDENIQ DOSTATO�NO� PREDPOLO

VIW� �TO ONO WERNO DLQ KAKOGO�TO NATURALXNOGO �ISLA n�
WYWESTI EGO SPRAWEDLIWOSTX DLQ �ISLA n��� �TO POZWOLQET
SDELATX PRAWILO lOPITALQ �SM� S� �����

eSLI FUNKCIQ y � f�x� IMEET W TO�KE x� PROIZWODNU�

PORQDKA n��� TO PRIMENENIE DANNOGO PRAWILA K FUNKCIQM

y� f�x�� �f�x��� f ��x��
�� �x�x�� � � � �� f �n����x��

�n���� �x�x��
n��
�
I

�t� E� lim
x�x�

f�x��
�
f�x���

f ��x��

�	
�x�x��� � � �� f�n��x��

n	
�x�x��n

�

�x�x��n
���

aSIMPTOTI�ESKIMI NAZYWA�T FORMULY� SODERVA�IE SIMWOLY

o �O I � �SM� S� ���� ����� dANNU� FORMULU NAZYWA�T E�E

FORMULOJ t�EJLORA S OSTATKOM W ZAPISI pE�ANO� WPERWYE ONA WSTRE�A�
ETSQ �PRI x��� S ZAPISX� OSTATKA �IT� resto� o�xn� W WIDE xnlim�� U
pEANO NA S� ����� EGO �lEKCIJ PO ANALIZU BESKONE�NO MALYH� 	��
�



�
�

y� �x�x��
n�� POZWOLQET ZAKL��ITX� POSKOLXKU

�
f�x�� �f�x��� f ��x��

�� �x�x�� � � � �� f �n����x��
�n���� �x�x��

n��
���

�

� f ��x�� ��� f ��x��
�� � � � � �� f �n����x��

�n���� �n����x�x��
n
�
�

� f ��x�� �f ��x��� f ���x��
�� �x�x�� � � � �� f �n����x��

n� �x�x��
n
�

ESTX RAZNOSTX MEVDU FUNKCIEJ y� f ��x� �A ONA IMEET W TO�
KE x� PROIZWODNU� PORQDKA n�� I EE MNOGO�LENOM tEJLORA

PORQDKA n� A POTOMU�

f ��x�� �f ��x��� f ���x��
�� �x�x�� � � � �� f �n����x��

n� �x�x��
n
�
�

� o
�
�x�x��n

�
PRI x�x� �

TAK �TO

lim
x�x�

�
f�x��

�
f�x���

f ��x��

�	
�x�x��� � � �� f�n����x��

�n���	
�x�x��n��

���

��x�x��n����
�

� lim
x�x�

f ��x��
�
f ��x���

f ���x��

�	
�x�x��� � � �� f�n����x��

n	
�x�x��n

�

�n����x�x��n
� ��

W SOOTWETSTWII S PRAWILOM lOPITALQ

lim
x�x�

f�x��
�
f�x���

f ��x��

�	
�x�x��� � � �� f�n����x��

�n���	
�x�x��n��

�

�x�x��n��
� ��

T� E�

f�x�� �f�x��� f ��x��
�� �x�x�� � � � � � f �n����x��

�n���� �x�x��
n��
�
�

� o
�
�x�x��n��

�
PRI x�x� � Q�E�D�

�pOSKOLXKU PO PREDPOLOVENI� FUNKCIQ y � f�x� IMEET W TO�KE x�
PROIZWODNU� PORQDKA n���

� w SILU SDELANNOGO PREDPOLOVENIQ O SPRAWEDLIWOSTI DOKAZYWAEMO�
GO UTWERVDENIQ DLQ NATURALXNOGO n�



�
�

zAME�ANIE �� aSIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA OBLA
DAET SLEDU��IM SWOJSTWOM EDINSTWENNOSTI�

eSLI DLQ FUNKCII y � f�x� IMEET MESTO ASIMPTOTI�ESKOE
RAWENSTWO

f�x� � a��a��x�x��� � � � �an�x�x��n�o
�
�x�x��n

�
� x�x� �

TO �W PREDPOLOVENII�� �TO FUNKCIQ IMEET W TO�KE x� PRO�

IZWODNU� PORQDKA n� NEPREMENNO

a� � f�x��� a� �
f ��x��
�� � � � � � an�

f�n��x��
n� �

T� E� �TO ASIMPTOTI�ESKOE RAWENSTWO NA SAMOM DELE ESTX

ASIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA ��

dOKAZATELXSTWO� rEZULXTAT WY�ITANIQ ASIMPTOTI�ESKOJ
FORMULY tEJLORA IZ DANNOGO ASIMPTOTI�ESKOGO RAWENSTWA

ESTX ASIMPTOTI�ESKOE RAWENSTWO

� �
�
a��f�x��

�
�
�
a�� f ��x��

��

�
�x�x��� � � � �

�
�
an� f �n��x��

n�

�
�x�x��n�o

�
�x�x��n

�
� x�x� �

PEREHOD W KOTOROM K PREDELU PRI x�x� DAET� a��f�x�� � ��
pOSKOLXKU �x�x�� OKAZYWAETSQ OB�IM MNOVITELEM PRAWOJ

�ASTI� SOKRA�ENIE NA NEGO PREOBRAZUET RAWENSTWO W

� �
�
a�� f ��x��

��

�
� � � � �

�
�
an� f �n��x��

n�

�
�x�x��n���o

�
�x�x��n��

�
� x�x� �

TAK �TO �KAK POKAZYWAETSQ PEREHOD K PREDELU PRI x� x��

a�� f ��x��
�� � �� A SLEDOWATELXNO� �x�x�� OPQTX OKAZYWAETSQ

OB�IM MNOVITELEM PRAWOJ �ASTI I T�D� nA nM �AGE POLU

�A�T� an� f �n��x��
n� � �� Q�E�D�

��TO SU�ESTWENNOE PREDPOLOVENIE �SM� ZAME�ANIE � NIVE��
�pERWYM NA �TOT FAKT UKAZAL mAKLOREN �	��
� S� ���������



�
�

zAME�ANIE �� oBOZNA�ENIQ f�x��f�x�� �Mf � x�x� �Mx
PRIDA�T ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULE tEJLORA WID

Mf�x� � f ��x��Mx�
f ���x��
��

�Mx��� � � � � f �n��x��
n�

�Mx�n�o
�
�Mx�n

�
�

ILI� �TO TO VE SAMOE�

Mf�x� � df� �
�� d

�f � � � � � �
n� d

nf � o
�
�Mx�n

�
� PRI Mx� ��

zAME�ANIE 	� wYPOLNENIE �W TEH VE OBOZNA�ENIQH� ASIMP�
TOTI�ESKOGO RAWENSTWA

Mf � a�Mx� � � � � an�Mx�
n� o

�
�Mx�n

�
� Mx� ��

OBESPE�IWAET SU�ESTWOWANIE U FUNKCII y� f�x� W TO�KE x�
LI�X PERWOJ PROIZWODNOJ I PERWOGO DIFFERENCIALA�� TOG
DA KAK SU�ESTWOWANIE W �TOJ TO�KE WTOROJ PROIZWODNOJ I

WTOROGO DIFFERENCIALA �RAWNO KAK I SLEDU��IH� NE GARAN�
TIROWANO� pODTWERVDAET �TO PRIMER FUNKCII

f�x�
def
� a�� a��x�x�� � a��x�x��

��

�

�
�x�x��

�� ESLI x  RACIONALXNOE �ISLO�

� � ESLI x  IRRACIONALXNOE �ISLO�

DLQ KOTOROJ �PRI L�BOM WYBORE �ISEL a� � a� � a�� WYPOLNQ
ETSQ ASIMPTOTI�ESKOE RAWENSTWO

Mf � a�Mx� a��Mx�
�� o

�
�Mx��

�
� Mx� ��

NO KOTORAQ IMEET PROIZWODNU� f ��x�� � lim
Mx��

Mf
Mx

� a� I DIF�

FERENCIAL df � a�Mx TOLXKO W TO�KE x� �
� sLEDUET POD�ERK

NUTX� a��Mx�
� W DANNOM SLU�AE  �TO NE

�
��
d�f � RASSMATRI

WAEMAQ FUNKCIQ NE IMEET W TO�KE x� �KAK I W L�BOJ DRUGOJ
TO�KE� NI WTOROJ PROIZWODNOJ� NI WTOROGO DIFFERENCIALA�

pRI x��� ASIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA IMEET WID

�pRI �TOM f ��x��� a� � df � a�Mx�
� w L�BOJ DRUGOJ TO�KE x �TA FUNKCIQ NE QWLQETSQ NEPRERYWNOJ� A

POTOMU �S� ���� NE IMEET PROIZWODNOJ�



�



f�x� � f����
f ����
�� x � � � � � f �n����

n� xn� o
�
xn
�
PRI x� �

I �A�E NAZYWAETSQ ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULOJ mAKL�ORENA

�SM� S� �����
tAK VE� KAK I BOLEE OB�AQ FORMULA tEJLORA� �TO NA SAMOM DELE

NE ODNA FORMULA� A �W SLU�AE� ESLI FUNKCIQ y � f�x� IMEET W TO�KE

� PROIZWODNYE WSEH PORQDKOW� POSLEDOWATELXNOSTX WSE BOLEE TO�NYH
�NO I WSE BOLEE GROMOZDKIH� ASIMPTOTI�ESKIH FORMUL �

f�x� �f����f ����x� o�x� �FORMULA ��GO PORQDKA��

f�x� �f����f ����x �
f �����
��

x�� o�x�� �FORMULA ��GO PORQDKA� �

f�x��f����f ����x�
f �����
�� x��

f ������
�� x��o�x�� �FORMULA ��GO PORQDKA��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�WSE PRI x����

pQTX GLAWNYH ASIMPTOTI�ESKIH RAZLOVENIJ

wAVNEJ�U� ROLX W ANALIZE I EGO PRILOVENIQH IGRA
�T SLEDU��IE ASIMPTOTI�ESKIE FORMULY mAKLORENA �ILI�
KAK E�E GOWORQT� ASIMPTOTI�ESKIE RAZLOVENIQ��

exp x� �� x
���

x�

�� � � � � � xn

n� �o�xn��

sinx� x� x�

��
� x


��
� x�

��
� � � � �����n x�n��

��n����
�o�x�n��� ��

cos x��� x�

�� �
x�

���
x�

�� � � � � �����n x�n

��n�� �o�x�n��� ��

ln���x� � x� x�

� � x�

� �
x�

� � � � � �����n�� xn
n

�o�xn��

���x�� ��� �
� x�

�������
��� x�� � � ���������������n���

��� � � �n xn�o�xn��

�tAK KAK MOVNO S�ITATX� �TO PRED�ESTWU��IJ MNOGO�LEN QWLQET�
SQ DLQ DANNOJ FUNKCII MNOGO�LENOM mAKLORENA PORQDKA� NA EDINICU
B�OLX�EGO� �EM STEPENX �TOGO MNOGO�LENA�



�
�

pRIMEROM IH PRIMENENIQ MOVET SLUVITX NAHOVDENIE

GLAWNOJ �ASTI FUNKCII y � sin�sinx��x �
p
��x� PRI x� ��

SWODQ�EESQ �SM� S� ���� K OTYSKANI� TAKIH �ISEL c I �� �TO

lim
x��

sin�sinx��x
�
p
��x�

c�x� ���

pRIMENQQ WTOROE I POSLEDNEE IZ PQTI GLAWNYH ASIMPTO�
TI�ESKIH RAZLOVENIJ� OGRANI�IWAQSX PRI �TOM STEPENQMI

x� NE WY�E TRETXEJ� MOVNO PRIJTI K SLEDU��IM�

sin�sinx� � sinx� �sinx��

��
�o
�
�sin x��

�
�

� x� x�

�� �o�x��� �x�o�x���

�� �o
�
x�
�
�

� x� x�

�� �o�x��� x�

�� �o�x�� � x� x�

� �o�x���

x �
p
��x� � x

�
��

�
�

� ��x�� � o�x��
�
� x� x�

� �o�x���

sTANOWITSQ QSNO� �TO WZQTOJ TO�NOSTI ASIMPTOTI�ESKIH
RAZLOVENIJ �DO TRETXEJ STEPENI x� DLQ RE�ENIQ DANNOJ

ZADA�I OKAZYWAETSQ NEDOSTATO�NO� pOWY�ENIE IH TO�NOSTI
DO PQTOJ STEPENI x PRIWODIT K SLEDU��IM�

sin�sinx� � sin x� �sinx��

�� �
�sinx�


�� �o
�
�sinx�


�
�

� x� x�

�� � x


�� �o�x
�� �x� x�

�	 �o�x����

�� �
�x�o�x��


�� �o
�
x

�
�

� x� x�

�� � x


�� �o�x
�� x���x



�	 �o�x
�

�� �
x
�o�x
�

�� �o�x
� �

� x� x�

�
� x


��
�o�x
��

x �
p
��x� � x

�
��

�
�

� ��x���
�
� �� �

��

��� x	� o�x	�
�
�

� x� x�

�
� x


�
�o�x
��

sin�sinx�� x
�
p
��x� � ��x


�� �o�x
��

oKON�ATELXNO� ISKOMAQ GLAWNAQ �ASTX ESTX ��
��x


�



�
�

fORMULA tEJLORA S OSTATKAMI W ZAPISI lAGRANVA

I kO�I

oSTATKOM FORMULY tEJLORA NAZYWA�T RAZNOSTX MEVDU

FUNKCIEJ I EE MNOGO�LENOM tEJLORA �TOGO ILI INOGO PORQD�
KA n��

rn�x�x��def�f�x��
�
f�x���

f ��x��
��

�x�x��� � � �� f �n��x��
n�

�x�x��n
�
�

aSIMPTOTI�ESKAQ FORMULA tEJLORA �SM� S� ���� UTWERV
DAET�� �TO WELI�INA rn�x�x�� PRI x� x� STREMITSQ K NU
L� BYSTREE� �EM �x�x��

n� NO NE DAET NIKAKOJ INFORMACII

O KONKRETNYH ZNA�ENIQH �TOJ WELI�INY W OTDELXNO WZQTYH

TO�KAH x ��x� � pOLU�ITX TAKU� INFORMACI� POZWOLQET SLE
DU��AQ FORMULA tEJLORA S OSTATKAMI W ZAPISI lAGRANVA

I kO�I�

eSLI FUNKCIQ y � f�x� IMEET PROIZWODNU� PORQDKA n��
NE TOLXKO W TO�KE x� � NO I W NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI� TO
DLQ L�BOGO �OTLI�NOGO OT x�� ZNA�ENIQ x IZ �TOJ OKREST�

NOSTI IMEET MESTO FORMULA t�EJLORA

f�x� � f�x���
f ��x��
�� �x�x��� � � � � f �n��x��

n� �x�x��n�rn�x�x��
S OSTATKOM rn�x�x�� W ZAPISI �

LIBO lAGR�ANVA� rn�x�x���
f �n����c�
�n���� �x�x��

n�� � GDE c 	

NEKOTOROE ZNA�ENIE� PROMEVUTO�NOE MEVDU x� I x�

LIBOkO��I� rn�x�x�� �
f �n����x����x�x���

n� �����n�x�x��
n�� �

GDE ���� ��	

� w PREDPOLOVENII� �TO FUNKCIQ y � f�x� IMEET W TO�KE x� PROIZ�

WODNU� PORQDKA n�
� wPERWYE WSTRE�A��EJSQ U lAGRANVA �	��
� S� ����
�pREDLOVENNOJ kO�I �	��
� S� ���������
�dOPOLNITELXNOJ INFORMACII O ZNA�ENIQH c I � NET�



�
�

dOKAZATELXSTWO�� pUSTX x� x ��x�  PROIZWOLXNO WZQTOE�
NO FIKSIROWANNOE ZNA�ENIE PEREMENNOJ IZ TOJ OKRESTNOSTI

TO�KI x� � W KOTOROJ FUNKCIQ IMEET PROIZWODNU� PORQDKA

n��� oBOZNA�AQ z PEREMENNU�� PROBEGA��U� OTREZOK I S

KONCEWYMI TO�KAMI x� I x� WWODQT WSPOMOGATELXNU� FUNK
CI� y���z�� KONSTRUIRUEMU� PUTEM ZAMENY W OPREDELENII

OSTATKA TO�KI x� NA PEREMENNU� z �

��z� � f�x��
�
f�z��

f ��z�
�� �x�z� � � � �� f �n��z�

n� �x�z�n
�
�

POLAGA�T TAKVE ��z� � �x� z�p� GDE p MOVET BYTX L�BYM

NATURALXNYM �ISLOM� pOSKOLXKU OTREZOK I PRINADLEVIT

TOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� � W KOTOROJ FUNKCIQ y � f �x�
PO PREDPOLOVENI� IMEET PROIZWODNU� PORQDKA n��� DLQ
PARY FUNKCIJ y � ��z� I y � ��z� WYPOLNENY �DAVE S IZ
BYTKOM� USLOWIQ TEOREMY kO�I �SM� S� ����� OBE FUNKCII
IME�T PROIZWODNYE ���z� I � ��z� W L�BOJ TO�KE OTREZKA I �
PRI�EM � ��z� ��� WO WSEH WNUTRENNIH TO�KAH z �TOGO OTREZ
KA� sOGLASNO �TOJ TEOREME DLQ NEKOTOROJ WNUTRENNEJ TO�

KI c OTREZKA I WYPOLNQETSQ RAWENSTWO
��x����x��
��x����x��

�
���c�
� ��c� � nO

PO SAMOMU OPREDELENI� FUNKCIJ y � ��z� I y � ��z� LEWAQ

�ASTX �TOGO RAWENSTWA ESTX
�� rn�x�x��
�� �x�x��p

� A S U�ETOM TOGO� �TO

���z���
�
f�z��

f ��z�
��

�x�z�� f ���z�
��

�x�z��� � � � � f �n��z�
n�

�x�z�n���
��f ��z�� f ���z�

�� �x�z��f ��z�� f ����z�
�� �x�z��� f ���z�

�� ��x�z��

� f �n����z�
n� �x�z�n�

f �n��z�
n� n�x�z�n���

�� f�n����z�
n�

�x�z�n

� wZQTOE U g�m� fIHTENGOLXCA �	��
� S� ��������� ISPOLXZOWAW�EGO�
W SWO� O�EREDX� RASSUVDENIQ I OBOZNA�ENIQ kO�I �	��
� S� ���������



�
�

I � ��z� �
�
�x� z�p

��
� �p�x� z�p��� EGO PRAWAQ �ASTX ESTX

f�n����c�
n�p

�x�c�n�p��� w REZULXTATE RAWENSTWO
��x����x��
��x����x��

�
���c�
� ��c�

PRIOBRETAET WID
rn�x�x��
�x�x��p

�
f�n����c�

n�p �x�c�n�p��� ILI� �TO TO
VE SAMOE�

rn�x�x�� �
f �n����c�

n�p �x�c�n�p���x�x��
p�

tAK KAK NA WYBOR NATURALXNOGO �ISLA p DO SIH POR NE

BYLO NIKAKIH OGRANI�ENIJ� MOVNO WZQTX p�n��� PRIHODQ K

RAWENSTWU rn�x�x�� �
f �n����c�
�n���� �x�x��

n��  ZAPISI lAGRANVA

OSTATKA FORMULY tEJLORA� S DRUGOJ STORONY� WZQW p � ��

PRIHODQT K RAWENSTWU rn�x�x�� � f �n����c�
n� �x�c�n�x�x��� RAW

NOSILXNOMU� rn�x� x�� �
f �n����x����x�x���

n� ��� ��n�x� x��
n���

T� E� ZAPISI kO�I OSTATKA FORMULY tEJLORA�� Q�E�D�

w WAVNEJ�EM DLQ PRILOVENIJ SLU�AE x� �� USTANOWLEN
NAQ FORMULA tEJLORA PEREHODIT W FORMULU mAKL�ORENA

f�x� �f����
f ����
�� x � � � � � f �n����

n� xn � rn�x�

S OSTATKOM rn�x� W ZAPISI lAGR�ANVA rn�x� �
f �n����c�
�n����

xn��

�c  NEKOTOROE ZNA�ENIE� PROMEVUTO�NOE MEVDU � I x��

LIBO W ZAPISI kO��I rn�x� �
f �n�����x�

n� �����nxn�� ����� ���

�s U�ETOM TOGO� �TO L�BOE �ISLO c� PROMEVUTO�NOE MEVDU x� I x�
PREDSTAWIMO W WIDE c � x����x�x��� GDE ������

�pEREBIRAQ DRUGIE ZNA�ENIQ p� MOVNO PRIJTI K DRUGIM FORMAM ZA�
PISI OSTATKA� ODNAKO ONI NE IME�T ZAMETNOGO PRIMENENIQ W ANALIZE�



�
	

nAGLQDNYM PRIMEROM EE PRIMENENIQ MOVET SLUVITX OCEN
KA POGRE�NOSTI PRIBLIVENNYH FORMUL

cos x �
����� x�

� �

�� x�

� � x�

��

NA OTREZKE �	
�
�x�

	
�
�

pOSKOLXKU �� x�

� QWLQETSQ DLQ FUNKCII y � cos x MNO�

GO�LENOM mAKLORENA KAK PORQDKA �� TAK I PORQDKA 	� FOR�
MULA mAKLORENA S OSTATKOM W ZAPISI lAGRANVA POZWOLQET

PREDSTAWITX RAZNOSTX cos x� ��� x�

�

�
I KAK

cos���c
�� x�� I KAK

cosIV c
��

x	 � GDE ZNA�ENIE c �A ONO W OBOIH SLU�AQH NE OBQZA�
TELXNO ODNO I TO VE� ZAKL��ENO MEVDU � I x� pOGRE�NOSTX

sup
jxj��

�

		cos x���� x�

�

�		 PRIBLIVENNOJ FORMULY cos x� �� x�

�

OCENIWAETSQ SWERHU W PERWOM SLU�AE WELI�INOJ
�
��

�	
�

��
� A WO

WTOROM � PRIMERNO W DWA S POLOWINOJ RAZA MENX�EJ
�
��

�	
�

�	
�

pODOBNYM OBRAZOM RASSMATRIWAQ �� x�

� � x�

�� KAK MNOGO�LEN

mAKLORENA 
�GO I ODNOWREMENNO ��GO PORQDKOW DLQ FUNKCII

y � cos x I PREDSTAWLQQ RAZNOSTX cos x� ��� x�

� � x�

��

�
I KAK

cosV c
�� x
� I KAK

cosVIc
�� x� � MOVNO OCENITX POGRE�NOSTX PRI

BLIVENNOJ FORMULY cos x � �� x�

�
� x�

��
DLQ �	

�
� x�

	
�
KAK

WELI�INOJ
�
��

�	
�

�

� TAK I PO�TI W�ETWERO MENX�EJ �

��

�	
�

��
�

fORMULA mAKLORENA S OSTATKOM �I W ZAPISI lAGRANVA�
I W ZAPISI kO�I� MOVET SLUVITX OSNOWOJ DLQ POLU�ENIQ

RAZLOVENIJ mAKLORENA �  PREDSTAWLENIQ FUNKCIJ W WIDE

SUMMY WSEH STEPENEJ x �STEPENNOGO RQDA�

f�x� � f����
f ����
�� x � � � � � f �n����

n� xn � � � �
��EM IZNA�ALXNO I ZANIMALSQ mAKLOREN �WSLED ZA tEJLOROM��



�
�

a IMENNO� ESLI DLQ KAKOJTO FUNKCII y� f�x�� IME��EJ
PRI x� � PROIZWODNYE WSEH PORQDKOW� UDAETSQ USTANOWITX�
�TO OSTATKI FORMULY mAKLORENA

r��x� � f�x�� �f���� f ����
�� x

�
�

r��x� � f�x�� �f���� f ����
�� x�

f �����
�� x�

�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

rn�x� � f�x�� �f���� f ����
�� x � � � � � f �n����

n� xn
�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

DLQ NEKOTOROGO KONKRETNOGO ZNA�ENIQ x �� � �ILI MNOVEST
WA TAKIH ZNA�ENIJ� OBRAZU�T BESKONE�NO MALU� POSLEDOWA

TELXNOSTX�


rn�x�

�
� T� E� lim

n���
rn�x� � �� A SLEDOWATELXNO�

f�x� � lim
n���

�
f����

f ����
�� x�

f �����
�� x� � � � � � f �n����

n� xn
�
�

TO POSLEDNEE RAWENSTWO ZAPISYWA�T W WIDE

f�x� � f����
f ����
�� x�

f �����
�� x� � � � � � f �n����

n� xn � � � �
I NAZYWA�T RAZLOVENIEM mAKLORENA FUNKCII y � f�x� DLQ
DANNOGO KONKRETNOGO ZNA�ENIQ �ILI MNOVESTWA ZNA�ENIJ� PE
REMENNOJ x�

kAK OBRA�ATXSQ S RAZLOVENIQMI mAKLORENA� IZU�A�T
W RAZDELE ANALIZA �sTEPENNYE RQDY�� zDESX VE NA PRIMERE
WYWODA PQTI GLAWNYH RAZLOVENIJ mAKLORENA BUDUT PRODE
MONSTRIROWANO� W KAKIH SLU�AQH KAKOJ IZ OSTATKOW FORMULY
mAKLORENA  W ZAPISI lAGRANVA ILI kO�I  OKAZYWAETSQ

BOLEE �FFEKTIWNYM�

�� dLQ FUNKCII y� exp x FORMULA mAKLORENA S OSTATKOM
W ZAPISI lAGRANVA PRINIMAET �PRI L�BOM x ���� WID

exp x��� x
���

x�

�� � � � � � xn

n� �
exp�n���c
�n���� xn���

�pRIMER TOGO� �TO TAK BYWAET NE WSEGDA� PRIWEDEN NA S� ����



���

GDE ZNA�ENIE c �ZAWISQ�EE OT x I OT n� LEVIT MEVDU � I x�

MOVNO SDELATX� WYWOD�
�
�exp�n��� c

�n���� xn��
�
�� exp jxj

�n���� jxjn�� ��
n���

��

A PO�TOMU �WWIDU PROIZWOLXNOSTI WYBORA ZNA�ENIQ x� DLQ
L�BOGO x� ������� WYPOLNQETSQ RAWENSTWO�

exp x � lim
n���

�
�� x

���
x�

�� � � � � � xn

n�

�
�

T� E� IMEET MESTO RAZLOVENIE mAKLORENA �KSPONENTY

exp x � �� x
���

x�

�� � � � � � xn

n� � � � � � ��� x��� �

�� tAK KAK sin��k�x� ����k sin x� A sin��k���x� ����k cos x�
MNOGO�LEN mAKLORENA PORQDKA �n�� DLQ FUNKCII y� sinx

ESTX x� x�

��
� x


��
� � � � � ����n x�n��

��n����
� A POTOMU PRIMENENIE

FORMULY mAKLORENA S OSTATKOM W ZAPISI lAGRANVA DAET�

sinx � x� x�

��
� x


��
� � � � �����n x�n��

��n����
�

����n�� cos c
��n����

x�n���

GDE DLQ PROIZWOLXNO WZQTOGO ZNA�ENIQ x ZNA�ENIE c QWLQETSQ

PROMEVUTO�NYM MEVDU � I x� TAK KAK��
� ����n�� cos c

��n���� x�n��
�
�� jxj�n��

��n���� ��n���
��

SPRAWEDLIWO RAZLOVENIE mAKLORENA SINUSA�

sin x� x� x�

�� �
x


�� � � � � �����n x�n��

��n���� � � � � � ���x��� �

	� tAK VE� KAK �TO BYLO PRODELANO DLQ SINUSA� IZ FOR�
MULY mAKLORENA S OSTATKOM W ZAPISI lAGRANVA WYWODITSQ

RAZLOVENIE mAKLORENA DLQ KOSINUSA�

cos x� �� x�

�� �
x�

��� � � � �����n x�n

��n�� � � � � � ���x��� �

�s U�ETOM TOGO� �TO
�jxjn

n�

�
PRI L�BOM x ESTX BESKONE�NO MALAQ

POSLEDOWATELXNOSTX �SM� S� ����
��TO NE QWLQETSQ NOWOSTX� �SM� S� ����



���


� pOSKOLXKU DLQ FUNKCII y � ln�� � x� WYPOLNQ�TSQ

SOOTNO�ENIQ

y ��x� � �
��x

� y ���� � ��

y ���x� �
������
���x�� � y ����� � ���� ���

y ����x� �
���������
���x�� � y ������ � ����� ��� ��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

y�n��x� �
����n����������n���

���x�n � y�n���� � ����n������ � � ��n����

y�n����x� �
����n��������n����n

���x�n�� �

FORMULA mAKLORENA DLQ �TOJ FUNKCII IMEET WID

ln��� x� � x� x�

� � x�

� �
x�

� � � � � � ����n�� xn
n

�rn�x��

GDE rn�x� �

�����
����nxn��

�n������c�n�� �OSTATOK W ZAPISI lAGRANVA��

����n�����nxn��

����x�n�� �OSTATOK W ZAPISI kO�I��

�TOBY IZ �TOJ FORMULY WYWESTI RAZLOVENIE mAKLORENA

LOGARIFMA

ln���x� � x� x�

� � x�

� � � � � � ����n�� xn
n

� � � � � ���x�� �

SLEDUET DOKAZATX� �TO L�BOGO FIKSIROWANNOGO ZNA�ENIQ x

IZ PROMEVUTKA ������ OSTATKI r��x�� r��x�� � � � � rn�x�� � � �
OBRAZU�T BESKONE�NO MALU� POSLEDOWATELXNOSTX� oKAZYWA
ETSQ� �TO SDELATX �TO� OPIRAQSX LI�X NA ODNU IZ DWUH PRI
WEDENNYH ZAPISEJ �TIH OSTATKOW  lAGRANVA ILI kO�I 

NEWOZMOVNO� ZAPISX lAGRANVA �FFEKTIWNA PRI ��x��� NO
NE PRI ���x� �� TOGDA KAK ZAPISX kO�I �FFEKTIWNA PRI

�� jxj��� NO NE PRI x���
iMENNO� ESLI � � x � �� TO PRIMENENIE DLQ OSTATKA

ZAPISI lAGRANVA DAET�



���

jrn�x�j�
�
� ����nxn��

�n������c�n��

�
�� �

n�� ��
n���

��

STOIT OTMETITX� �TO PRI ���x � � ZNA�ENIE c �A ONO PRI
FIKSIROWANNOM x ZAWISIT OT n� OKAZYWAETSQ OTRICATELX�
NYM� I O POWEDENII WELI�INY ��� c�n PRI n � �� NELXZQ

IZWLE�X NIKAKOJ INFORMACII�

eSLI VE �� jxj� �� TO PRIMENENIE DLQ OSTATKA ZAPISI
kO�I �

jrn�x�j�
�
�����n�����nxn��

����x�n��

�
�� �����n

����x�n
jxj

���x
jxjn �

�
jxj

��jxj jxjn ��n���
��

tEM SAMYM DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ x IZ PROMEVUTKA ������
WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE

ln���x� � lim
n���

�
x� x�

�
� x�

�
� � � � � ����n�� xn

n

�
�

T� E� DLQ x� ������ IMEET MESTO RAZLOVENIE mAKLORENA

ln���x� � x� x�

� � x�

� � � � � � ����n��xn
n

� � � �

�W �ASTNOSTI� ln � � �� �
��

�
��

�
� � � � � � ����n�� �

n
� � � � ��

�� dLQ FUNKCII y � ���x�� �	 PREDPOLAGAETSQ NECELYM

POLOVITELXNYM �ISLOM�

y ���� � 	�

y ���� � 	�	����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

y�n���� � 	�	��� � � � �	�n����

y�n�����x� � 	�	��� � � � �	�n�����x���n�� �

�s U�ETOM TOGO� �TO IZ NERAWENSTW ����� I ���x�� WYTEKA�T�
A
 NERAWENSTWO �x
�jxj� A SLEDOWATELXNO I NERAWENSTWO �� �x
��jxj�
B
 NERAWENSTWO ����x� A SLEDOWATELXNO I NERAWENSTWO �������x�



��


PO�TOMU FORMULA mAKLORENA DLQ �TOJ FUNKCII S OSTATKOM

W ZAPISI kO�I PRINIMAET WID

���x�� ��� �
� x�

�������
��� x�� � � ���������������n���

��� � � �n xn�rn�x��

GDE

rn�x� �
�������������n������n�

��� � � �n ����x���n�������nxn���

zAPISAW jrn�x�j W WIDE
jrn�x�j� ��j���j�j���j���jn��j

��� � � �n
�����n

����x�n
����x��

���x
jxjn���

SLEDUET ZAMETITX�

A� POSKOLXKU
jn��j

n
� � PRI n � 	� POSLEDOWATELXNOSTX

POLOVITELXNYH �ISEL
��j���j

� �
��j���jj���j

��� � � � � �
��j���jj���j���jn��j

��� � � �n � � � �

QWLQETSQ �NA�INAQ S NEKOTOROGO �NOMERA� n� UBYWA��EJ� A
SLEDOWATELXNO� OGRANI�ENNOJ�

B� TAK KAK ������ PRI WYPOLNENII NERAWENSTWA ��� x

WYPOLNQ�TSQ TAKVE NERAWENSTWA � � �� � � �� �x� W SILU

KOTORYH POSLEDOWATELXNOSTX
� �����n

����x�n

�
QWLQETSQ OGRANI�EN�

NOJ�

W� ESLI ���x��� TO
����x��

���x
�

���jxj��
��jxj � A POSLEDOWATELX

NOSTX

jxjn� QWLQETSQ BESKONE�NO MALOJ�

s U�ETOM �TIH ZAME�ANIJ DLQ L�BOGO ZNA�ENIQ x� ������
WYPOLNQETSQ SOOTNO�ENIE lim

n���
rn�x� � �� A SLEDOWATELXNO�

I SOOTNO�ENIE

���x��� lim
n���

�
�� �

� x�
�������

��� x�� � � � � �������������n���
��� � � �n xn

�
�

�TO �PO OPREDELENI�� OZNA�AET SPRAWEDLIWOSTX RAZLOVENIQ
mAKLORENA STEPENI

���x�� ��� �
�
x�

�������
��� x��

������������
��� �� x� � � � � � jxj�� �



���

nE SLEDUET DUMATX� �TO ESLI FUNKCIQ y� f�x� IMEET PRI
x � � PROIZWODNYE WSEH PORQDKOW� TO DLQ NEE NEPREMENNO

IMEET MESTO RAZLOVENIE mAKLORENA

f�x� �f����
f ����
�� x�

f �����
�� x� � � � � � f �n����

n� xn � � � � ���
�ESLI NE DLQ WSEH� TO HOTQ BY DLQ NEKOTORYH ZNA�ENIJ x���
tO� �TO �TO NE WSEGDA TAK� POKAZYWAET PREDLOVENNYJ kO�I

������ S� 
��� PRIMER FUNKCII f�x�
def
�

�
exp

�
� �

x�

�
� ESLI x ����

�� ESLI x���

DLQ KOTOROJ �SM� S� ��	�

f ��x� �

���
�
x�

exp
�
� �

x�

�
� ESLI x ����

lim
x��

f�x��f���
x

� lim
x��

�
x
exp

�
� �

x�

�
� �� ESLI x���

pOSKOLXKU PROIZWODNAQ L�BOGO PORQDKA �TOJ FUNKCII

PRI x �� � PREDSTAWLQET SOBOJ SUMMU �WZQTYH S �ISLOWYMI
KO�FFICIENTAMI� PROIZWEDENIJ OTRICATELXNYH STEPENEJ x

NA exp
�
� �

x�

�
� A lim

x��

exp�� �
x�

�

xn
� � PRI L�BOM n� � �SM� S� ��	��

ZNA�ENIE NULX PRI x�� IMEET NE TOLXKO SAMA FUNKCIQ I EE
PROIZWODNAQ� NO TAKVE EE WTORAQ I WSE POSLEDU��IE PROIZ�
WODNYE� f��� � �� f ���� � �� f ����� � �� f ������ � �� � � � kAK

SLEDSTWIE DLQ DANNOJ FUNKCII�

A� MNOGO�LEN mAKLORENA �L�BOGO PORQDKA� ESTX NULX�

B� ASIMPTOTI�ESKAQ FORMULA mAKLORENA IMEET �DLQ PRO

IZWOLXNO WZQTOGO n��� �� � � � � WID exp
�
� �

x�

�
� o
�
xn
�
� x� ��

TAK �TO U FUNKCII NET GLAWNOJ �ASTI WIDA c�x� PRI x� ��

W� OT FORMULY mAKLORENA S OSTATKOM �W L�BOJ ZAPISI�
NET NIKAKOGO PROKU �OSTATOK SOWPADAET S SAMOJ FUNKCIEJ��

G� RAWENSTWO ��� IMEET MESTO LI�X PRI x���

�pOMIMO NE PREDSTAWLQ��EGO INTERESA ZNA�ENIQ x���



���

V��� kAKOWY DOSTATO�NYE USLOWIQ

LOKALXNOGO �KSTREMUMA FUNKCII�

�� eSLI FUNKCIQ y� f�x� NEPRERYWNA W TO�KE x� � A W LEWOJ
I PRAWOJ OKRESTNOSTQH �TOJ TO�KI IMEET PROIZWODNU�

f ��x�� SOHRANQ��U� ZNAK� NO MENQ��U� EGO PRI PEREHODE

IZ LEWOJ OKRESTNOSTI W PRAWU�� TO x� QWLQETSQ DLQ FUNK�
CII TO�KOJ STROGOGO LOKALXNOGO �KSTREMUMA� MAKSIMU�
MA� ESLI ZNAK PROIZWODNOJ MENQETSQ S PL�SA NA MINUS� I
MINIMUMA� ESLI ON MENQETSQ S MINUSA NA PL�S�

dOKAZATELXSTWO� wZQW PROIZWOLXNO TO�KU x W L�BOJ IZ

UKAZANNYH OKRESTNOSTEJ I PRIMENQQ K FUNKCII y � f�x� NA
OTREZKE I S KONCEWYMI TO�KAMI x� I x TEOREMU lAGRANVA

�SM� S� ����� RAZNOSTX f�x��f�x�� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE
f�x��f�x�� � f ��c��x�x��� GDE c  TO�KA� PROMEVUTO�NAQ

MEVDU x�� oSTAETSQ ZAMETITX� �TO �POSKOLXKU TO�KA c LEVIT
W TOJ VE OKRESTNOSTI TO�KI x� � �TO I TO�KA x� ESLI PROIZ�
WODNAQ FUNKCII PRI PEREHODE IZ LEWOJ OKRESTNOSTI TO�KI

x� W PRAWU� MENQET ZNAK� NAPRIMER� S MINUSA NA PL�S� TO �S
U�ETOM TOGO� �TO S MINUSA NA PL�S MENQET ZNAK I RAZNOSTX
x�x�� RAZNOSTX f�x��f�x�� OSTAETSQ POLOVITELXNOJ� A PO
TOMU x� OKAZYWAETSQ TO�KOJ STROGOGO LOKALXNOGO MINIMUMA

FUNKCII y� f�x�� Q�E�D�

�� eSLI W TO�KE x� FUNKCIQ y � f�x� IMEET PROIZWODNU��
RAWNU� NUL�� I WTORU� PROIZWODNU�� KOTORAQ OTLI�NA

OT NULQ� TO W TO�KE x� U FUNKCII ESTX STROGIJ LOKALXNYJ
�KSTREMUM� MAKSIMUM� ESLI f ���x�� � �� I MINIMUM� ESLI
f ���x��� ��

�TO UTWERVDENIE ESTX U lAGRANVA �	��
� S� ���������

�nEOBHODIMOE USLOWIE �KSTREMUMA OBSUVDALOSX WY�E �SM� S� �����
oPREDELENIQ RAZNOWIDNOSTEJ �KSTREMUMOW PRIWEDENY NA S� ����



���

dOKAZATELXSTWO� pRIMENENIE ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULY
tEJLORA �SM� S� ���� PRI n�� DAET PRI x�x�

f�x� � f�x���f ��x���x�x���
f ���x��
�� �x�x��

� �o
�
�x�x��

�
�
�

IZ �EGO SLEDUET �POSKOLXKU f ��x��� ��� �TO

f�x��f�x��� �x�x��
�
�
f ���x��
�� �o���

�
PRI x�x� �

A TAK KAK lim
x�x�

�
f ���x��
�� �o���

�
�

f ���x��
�� ���� RAZNOSTX f�x��f�x��

OKAZYWAETSQ DLQ L�BOGO x IZ DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOS�

TI TO�KI x� �ISLOM TOGO VE ZNAKA� �TO I �ISLO f ���x���
W SILU �EGO x� OKAZYWAETSQ DLQ FUNKCII y � f�x� TO�KOJ
STROGOGO LOKALXNOGO MAKSIMUMA� ESLI f ���x��� �� I TO�KOJ
STROGOGO LOKALXNOGO MINIMUMA� ESLI f ���x���� Q�E�D�

�� eSLI FUNKCIQ y� f�x� IMEET W TO�KE x��
A� PROIZWODNYE f ��x��� f

���x��� � � � f
�n����x��� RAWNYE NUL��

B� PROIZWODNU� f �n��x��� OTLI�NU� OT NULQ�
TO W SLU�AE �ETNOGO n U FUNKCII W TO�KE x� ESTX STRO�

GIJ LOKALXNYJ �KSTREMUM� MAKSIMUM� ESLI f �n��x�� � ��
I MINIMUM� ESLI f �n��x�� � �� W SLU�AE VE NE�ETNOGO n

�KSTREMUMA U FUNKCII W TO�KE x� NET�

�TO UTWERVDENIE PRIWEDENO U lAGRANVA NA S� ������� EGO MONOGRA�

FII 	��
�

dOKAZATELXSTWO� tAK KAK W SDELANNYH PREDPOLOVENIQH

OTNOSITELXNO FUNKCII EE MNOGO�LEN tEJLORA PORQDKA n ESTX

pn�x�x�� � f�x���
f �n��x��

n� �x�x��n� SOOTWETSTWU��U� ASIMP�
TOTI�ESKU� FORMULU tEJLORA

f�x� � pn�x�x���o
�
�x�x��

n
�
� x�x� �

MOVNO ZAPISATX W WIDE

f�x��f�x��� �x�x��
n
�
f �n��x��

n� �o���
�
� x�x� �



���

tAK KAK lim
x�x�

�
f �n��x��

n� �o���
�
�

f �n��x��
n� ���� TO W SLU�AE �ET�

NOGO n RAZNOSTX f�x�� f�x�� OKAZYWAETSQ DLQ L�BOGO x IZ

DOSTATO�NO MALOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� �ISLOM TOGO VE

ZNAKA� �TO I �ISLO f �n��x��� W SILU �EGO x� OKAZYWAETSQ DLQ

FUNKCII y � f�x� TO�KOJ STROGOGO LOKALXNOGO MAKSIMUMA�
MAKSIMUMA� ESLI f �n��x��� �� I MINIMUMA� ESLI f �n��x��� ��
PRI NE�ETNOM VE n RAZNOSTX f�x�� f�x�� MENQET �WMESTE S
�x�x��

n� ZNAK PRI PEREHODE �EREZ TO�KU x� � TAK �TO �KSTRE�
MUMA W �TOJ TO�KE U FUNKCII y� f�x� NET� Q�E�D�

tRI WY�EPRIWEDENNYE UTWERVDENIQ DA�T DOSTATO�NYE

USLOWIQ NALI�IQ �KSTREMUMA WO WNUTRENNEJ TO�KE x� MNO
VESTWA ZADANIQ FUNKCII� sLEDU��IE ANALOGI PERWOGO IZ

UTWERVDENIJ OTNOSITSQ K SLU�A�� KOGDA FUNKCIQ y � f�x�
ZADANA �ILI RASSMATRIWAETSQ� NA PROMEVUTKE� I x� QWLQ
ETSQ EGO KONCEWOJ TO�KOJ �WKL��AEMOJ W �TOT PROMEVUTOK��

�
�
� eSLI x� 	 LEWAQ KONCEWAQ TO�KA PROMEVUTKA� A FUNK�

CIQ y� f�x� IMEET PROIZWODNU� POSTOQNNOGO ZNAKA W PRA�

WOJ OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI� QWLQQSX NEPRERYWNOJ SPRAWA
W SAMOJ TO�KE x� � TO x� ESTX TO�KA STROGOGO LOKALXNO�

GO �KSTREMUMA DANNOJ FUNKCII NA DANNOM PROMEVUTKE�
MAKSIMUMA ILI MINIMUMA SOOTWETSTWENNO TOMU� QWLQETSQ
PROIZWODNAQ f ��x� OTRICATELXNOJ ILI POLOVITELXNOJ W

PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x� �

dOKAZATELXSTWO� wZQW W PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x�
L�BU� TO�KU x I PRIMENIW K FUNKCII y � f�x� NA OTREZ
KE �x��x� TEOREMU lAGRANVA� RAZNOSTX f�x�� f�x�� MOVNO
ZAPISATX W WIDE f�x�� f�x�� � f ��c��x�x��� GDE c  TO�KA�
PROMEVUTO�NAQ MEVDU x� I x� iZ �TOGO SLEDUET� �TO RAZ
NOSTX f�x��f�x�� DLQ L�BOGO WZQTOGO x IMEET TOT VE ZNAK�
�TO I PROIZWODNAQ W PRAWOJ OKRESTNOSTI TO�KI x�� Q�E�D�



��	

�
��
� eSLI x� 	 PRAWAQ KONCEWAQ TO�KA PROMEVUTKA I � A

FUNKCIQ y� f�x� IMEET PROIZWODNU� POSTOQNNOGO ZNAKA W

LEWOJ OKRESTNOSTI �TOJ TO�KI� QWLQQSX NEPRERYWNOJ SLE�
WA W SAMOJ �TOJ TO�KE� TO x� ESTX TO�KA STROGOGO LOKALX�

NOGO �KSTREMUMA DANNOJ FUNKCII NA DANNOM PROMEVUTKE�
MAKSIMUMA ILI MINIMUMA SOOTWETSTWENNO TOMU� QWLQETSQ
PROIZWODNAQ POLOVITELXNOJ ILI OTRICATELXNOJ W LEWOJ

OKRESTNOSTI TO�KI x� �

pRIMERY� �� y � x
�

� ���x�
�

� � dANNAQ FUNKCIQ IMEET PRI
WSEH ZNA�ENIQH x� KROME x�� I x��� PROIZWODNU�

y � � �
�x

� �

� ���x�
�

�� �
�x

�

� ���x��
�

� � �
�x

� �

� ���x��
�

�

�
���x�� �x

�
�

KOTORAQ OBRA�AETSQ W NULX TOLXKO PRI x� �
� � PO�TOMU WOZ

MOVNYMI TO�KAMI �KSTREMUMA DANNOJ FUNKCII QWLQ�TSQ

LI�X TO�KI x � �� x � � I x � �
� � w KAVDOJ IZ �TIH TO�EK

FUNKCIQ NEPRERYWNA� NO�

PRI PROHOVDENII �EREZ TO�KU x�� PROIZWODNAQ OSTAETSQ
POLOVITELXNOJ� TAK �TO FUNKCIQ WOZRASTAET � W OKREST
NOSTI �TOJ TO�KI I POTOMU NE IMEET W NEJ �KSTREMUMA �

PRI PROHOVDENII �EREZ TO�KU x� �
� �SLEWA NAPRAWO� PRO

IZWODNAQ MENQET ZNAK S PL�SA NA MINUS� PO�TOMU x� �
� ESTX

TO�KA STROGOGO LOKALXNOGO MAKSIMUMA DANNOJ FUNKCII�

PRI PROHOVDENII �EREZ TO�KU x�� �SLEWA NAPRAWO� PRO
IZWODNAQ MENQET ZNAK S MINUSA NA PL�S� W SILU �EGO x��
ESTX TO�KA STROGOGO LOKALXNOGO MINIMUMA FUNKCII�

�� y � x� ln���x�� dANNAQ FUNKCIQ OPREDELENA NA PRO
MEVUTKE ���x��� I IMEET W L�BOJ EGO TO�KE PROIZWOD�

NU� y � � �� �
x�� � RAWNU� NUL� LI�X PRI x � �� pOSKOLXKU

�sM� S� ���� PRIZNAK WOZRASTANIQ FUNKCII NA PROMEVUTKE�



���

y �� � �
�x���� � �� ZNA�ENIE x�� ESTX TO�KA STROGOGO LOKALX�

NOGO MINIMUMA DANNOJ FUNKCII�

	� y � x � ln�x� ���� dANNAQ IMEET W L�BOJ TO�KE DEJ

STWITELXNOJ OSI PROIZWODNU� y � � �� �x
x��� � RAWNU� NUL�

LI�X PRI x � �� wTORAQ PROIZWODNAQ y �� � � x���
�x����� TAK

VE RAWNA NUL� PRI x � �� pOSKOLXKU TRETXQ PROIZWODNAQ

y ��� �
�x���x��
�x����� NE RAWNA NUL� PRI x��� SLEDUET WYWOD� FUNK

CIQ NE IMEET TO�EK �KSTREMUMA NA DEJSTWITELXNOJ OSI�


� nAJTI NAIBOLX�EE I NAIMENX�EE ZNA�ENIQ FUNKCII

y � ��x�x�

��x�x�
NA OTREZKE� � � x � �� w L�BOJ TO�KE DANNOGO

OTREZKA FUNKCIQ IMEET PROIZWODNU�

y � �
�����x����x�x�������x����x�x��

���x�x��� �
���x���

���x�x��� �

RAWNU� NUL� PRI x� �
� � OTRICATELXNU� PRI x�

�
� I POLO�

VITELXNU� PRI x�
�
�
� w SOOTWETSTWII S UTWERVDENIQMI ��

� I �� SLEDUET WYWOD� ZNA�ENIE x� �
�
QWLQETSQ DLQ FUNKCII

y � ��x�x�

��x�x�
NA OTREZKE � � x � � TO�KOJ STROGOGO LOKALX�

NOGO MINIMUMA� A ZNA�ENIQ x � � I x � � �KONCEWYE TO�KI
OTREZKA�  TO�KAMI STROGOGO LOKALXNOGO MAKSIMUMA� pOD

S�ET ZNA�ENIJ FUNKCII PRI x � �
� � x � � I x � � PRIWODIT

K ZAKL��ENI�� NAIMENX�EE ZNA�ENIE y� �
� FUNKCIQ PRINI

MAET WO WNUTRENNEJ TO�KE x � �
�
OTREZKA ������ NAIBOLX�EE

ZNA�ENIE y �� FUNKCIQ PRINIMAET W KONCEWYH TO�KAH x��
I x�� �TOGO OTREZKA�

�nA �TOM OTREZKE FUNKCIQ NEPRERYWNA� PO�TOMU SU�ESTWOWANIE

NAIBOLX�EGO I NAIMENX�EGO ZNA�ENIJ FUNKCII NA �TOM OTREZKE OBES�
PE�IWAETSQ SWOJSTWOM DOSTIVENIQ NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ NA OTREZKE

EE TO�NOJ WERHNEJ I TO�NOJ NIVNEJ GRANEJ �SM� S� ���� TEOREMA ���



���

V��� kAKU� FUNKCI� NAZYWA�T WYPUKLOJ

NA PROMEVUTKE

fUNKCI� y � f�x� NAZYWA�T WYPUKLOJ WNIZ NA PROME�

VUTKE I � ESLI PRI L�BOM WYBORE TO�EK x� � x � x� �TOGO

PROMEVUTKA TO�KA P �x�f�x�� LEVIT POD OTREZKOM� SOEDINQ�
��IM TO�KI P��x��f�x��� I P��x��f�x��� �RIS� ��� A�� �ASTO
�TO WYRAVA�T SLOWAMI� DUGA GRAFIKA FUNKCII MEVDU TO��
KAMI P��x��f�x��� I P��x��f�x��� LEVIT NIVE SOEDINQ��EGO

�TI TO�KI OTREZKA � HORDY GRAFIKA�

rIS� ��

fORMULXNYM WYRAVENIEM DANNOGO TREBOWANIQ� SLUVIT

WYPOLNENIE DLQ L�BYH ZNA�ENIJ x�� x�x� � x�� x� � I � NE�

RAWENSTWA
f�x��f�x��

x�x�
�

f�x���f�x�
x��x

� OZNA�A��EGO� �TO �UGLO

WOJ KO�FFICIENT� OTREZKA P�P MENX�E �UGLOWOGO KO�FFI
CIENTA� OTREZKA PP� �RIS� ��� B��

�s U�ETOM TOGO� �TO DLQ TO�EK �x�y� HORDY GRAFIKA WYPOLNQETSQ

RAWENSTWO
y�f�x��
x�x�

�
f�x��� y

x��x
�



���

zAMENQQ �TO NERAWENSTWO PROTIWOPOLOVNO NAPRAWLEN
NYM� POLU�A�T OPREDELENIE FUNKCII� WYPUKLOJ WWERH NA PRO
MEVUTKE I � PRI �TOM FUNKCIQ y� f�x� OKAZYWAETSQ WYPKLOJ
WWERH NA KAKOMLIBO PROMEVUTKE W TOM I TOLXKO W TOM SLU
�AE� KOGDA NA �TOM VE PROMEVUTKE WYPUKLOJ WNIZ QWLQETSQ

FUNKCIQ y��f�x��
zAME�ANIE� dANNYE OPREDELENIQ �ASTO NAZYWA�T OPRE

DELENIQMI STROGOJ WYPUKLOSTI FUNKCII �WNIZ ILI WWERH��
TOGDA KAK WYPUKLOSTX PONIMA�T W BOLEE �IROKOM SMYSLE�
SOOTWETSTWU��EM ZAMENE W WY�EPRIWEDENNYH OPREDELENIQH

STROGIH NERAWENSTW NESTROGIMI �� w RAMKAH ANALIZA UDOB
NEE WSE VE OPERIROWATX WYPUKLOSTX� W STROGOM SMYSLE�

kRITERIJ WYPUKLOSTI FUNKCII� fUNKCIQ y � f�x��
IME��AQ PROIZWODNU� f ��x� W KAVDOJ TO�KE x PROMEVUTKA

I � QWLQETSQ WYPUKLOJ WNIZ �WWERH � NA DANNOM PROMEVUTKE

W TOM I TOLXKO W TOM SLU�AE� KOGDA PROIZWODNAQ FUNKCII

WOZRASTAET �UBYWAET� NA �TOM PROMEVUTKE��

dOKAZATELXSTWO� A� eSLI PROIZWODNAQ FUNKCII WOZRAS�

TAET NA PROMEVUTKE I � TO PRIMENENIE DLQ PROIZWOLXNO WZQ
TYH ZNA�ENIJ x�� x�x� � x�� x� � I � TEOREMY lAGRANVA NA

OTREZKAH �x��x� I �x�x�� PRIWODIT K SOOTNO�ENIQM
f�x��f�x��

x�x�
� f ��c���

f�x���f�x�
x��x

� f ��c��� x��c��x�c��x� �

IZ KOTORYH SLEDUET� �TO DLQ FUNKCII y � f�x� WYPOLNENY

� w �TOM SLU�AE PRIHODITSQ MIRITXSQ S TEM� �TO L�BAQ LINEJNAQ

FUNKCIQ OKAZYWAETSQ WYPUKLOJ� PRI�EM ODNOWREMENNO WNIZ I WWERH �
NA L�BOM PROMEVUTKE DEJSTWITELXNOJ OSI�

� sTOIT OTMETITX� �TO FUNKCIQ� WYPUKLAQ �WNIZ ILI WWERH�� NE OBQ�
ZATELXNO IMEET PROIZWODNU� W KAVDOJ TO�KE PROMEVUTKA EE WYPUKLOS�

TI� ODNAKO NEPREMENNO QWLQETSQ NEPRERYWNOJ I IMEET LEWU� I PRAWU�

PROIZWODNYE W KAVDOJ WNUTRENNEJ TO�KE �TOGO PROMEVUTKA �SM� 	�
�
S� ����



���

TREBOWANIQ
f�x��f�x��

x�x�
�

f�x���f�x�
x��x

� x��x�x� � x�� x� � I �

EE WYPUKLOSTI WNIZ NA PROMEVUTKE I �

B� nAOBOROT� ESLI DLQ FUNKCII y � f�x� WYPOLNENO PO
SLEDNEE TREBOWANIE� TO WZQW PROIZWOLXNO ZNA�ENIQ

x��x��Mx��x��x��Mx��x� �RIS� ���

�x� � x� I x� RASSMATRIWA�TSQ KAK POSTOQNNYE� A Mx� � � I
Mx�� � KAK PEREMENNYE�� MOVNO ZAPISATX NERAWENSTWA

f�x��Mx���f�x��
�x��Mx���x�

�
f�x���f�x��Mx��
x���x��Mx��

�

f�x���f�x��
x��x�

�
f�x���f�x��

x��x�
�

f�x��Mx���f�x��
�x��Mx���x�

�
f�x���f�x��Mx��
x���x��Mx��

�

x1 x2x0x1+� x1 x2+� x2

rIS� ��

oSTAETSQ PEREJTI W PERWOM IZ NIH K PREDELU PRI Mx���� A
W POSLEDNEM  PRI Mx�� �� �TOBY POLU�ITX W REZULXTATE�

f ��x���
f�x���f�x��

x��x�
�

f�x���f�x��
x��x�

� f ��x��� Q�E�D�



��


w SOEDINENII S PRIZNAKOM WOZRASTANIQ FUNKCII �SM� S� ����
DOKAZANNYJ KRITERIJ DAET SLEDU��EE

dOSTATO�NOE USLOWIE WYPUKLOSTI FUNKCII� fUNK�
CIQ� WTORAQ PROIZWODNAQ KOTOROJ POLOVITELXNA �OTRICA�
TELXNA� NA PROMEVUTKE� QWLQETSQ WYPUKLOJ WNIZ �WYPUKLOJ
WWERH� NA �TOM PROMEVUTKE��

eSLI FUNKCIQ y � f�x�� IME��AQ PROIZWODNU� NA PRO�
MEVUTKE I � QWLQETSQ WYPUKLOJ WNIZ �WYPUKLOJ WWERH�
NA DANNOM PROMEVUTKE� TO DLQ L�BOGO x� � I PRQMAQ

y � f ��x���x�x���f�x��� KASATELXNAQ K GRAFIKU FUNKCII

y � f�x� W TO�KE P��x� � f�x���� LEVIT �W PREDELAH ZNA�ENIJ

x� I� x ��x�� POD �NAD� GRAFIKOM�

dOKAZATELXSTWO� wZQW L�BOE ZNA�ENIE x � I� x �� x� � I
PRIMENQQ K FUNKCII y � f�x� NA OTREZKE S KONECEWYMI TO�
KAMI x� � x TEOREMU lAGRANVA� RAZNOSTX MEVDU ORDINATAMI
y � f�x� �TO�KI GRAFIKA� I y � f ��x���x�x��� f�x�� �TO�KI
KASATELXNOJ� MOVNO ZAPISATX W WIDE

f�x���f ��x���x�x���f�x��
�
�
�
f ��c��f ��x��

�
�x�x���

GDE ZNA�ENIE c QWLQETSQ PROMEVUTO�NYM MEVDU x� I x�
eSLI FUNKCIQ WYPUKLA WNIZ NA PROMEVUTKE I � TO SOGLAS
NO DOKAZANNOMU KRITERI� WYPUKLOSTI FUNKCII PROIZWOD�

NAQ FUNKCII WOZRASTAET NA PROMEVUTKE I � W SILU �EGO

f ��c��f ��x��� � I ODNOWREMENNO x�x� � �� ESLI x�x� �

f ��c��f ��x��� � I ODNOWREMENNO x�x� � �� ESLI x �x� �

TAK �TO UKAZANNAQ RAZNOSTX DLQ WSEH x � I� x �� x� � OKAZY
WAETSQ POLOVITELXNOJ� Q�E�D�

�nA SAMOM DELE DOSTATO�NO� �TOBY WTORAQ PROIZWODNAQ SU�ESTWO�
WALA I BYLA POLOVITELXNOJ �OTRICATELXNOJ� WO WSEH TO�KAH PROME�
VUTKA� KROME KONE�NOGO IH �ISLA� NO PRI �TOM PERWAQ PROIZWODNAQ

BYLA NEPRERYWNOJ NA WSEM PROMEVUTKE�



���

zNA�ENIE x� PEREMENNOJ x NAZYWA�T TO�KOJ PEREGIBA

FUNKCII y � f�x�� ESLI

A� W LEWOJ I PRAWOJ OKRESTNOSTQH ZNA�ENIQ x� FUNKCIQ

IMEET RAZNYE NAPRAWLENIQ WYPUKLOSTI�

B� GRAFIK FUNKCII IMEET KASATELXNU� PRQMU� W TO�KE

P��x� � f�x����

pRIMERY� �� fUNKCIQ y � �
p
x� IMEQ WTORU� PROIZWOD�

NU� y �� � ��

�
�
p
x


� POLOVITELXNU� PRI x � �� I OTRICATELX�

NU� PRI x��� QWLQETSQ WYPUKLOJ WNIZ SLEWA OT ZNA�ENIQ

x�� I WYPUKLOJ WWERH SPRAWA OT �TOGO ZNA�ENIQ� s U�ETOM

TOGO� �TO lim
x��

�
p
x��
x�� � �� OSX y QWLQETSQ �WERTIKALXNOJ�

KASATELXNOJ K GRAFIKU FUNKCII W NA�ALE KOORDINAT �SM�
S� ��
�� PO�TOMU ZNA�ENIE x � � ESTX TO�KA PEREGIBA FUNK
CII y � �

p
x�

�� pOSKOLXKU U FUNKCII y � arctgx WTORAQ PROIZWODNAQ

y �� � ��x
���x���

POLOVITELXNA PRI x� � I OTRICATELXNA PRI

x��� DANNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ WYPUKLOJ WNIZ SLEWA OT ZNA
�ENIQ x�� I WYPUKLOJ WWERH SPRAWA OT �TOGO ZNA�ENIQ� tAK
KAK GRAFIK �TOJ FUNKCII IMEET W NA�ALE KOORDINAT KASA�

TELXNU� PRQMU� �y � x�� ZNA�ENIE x � � QWLQETSQ TO�KOJ

PEREGIBA FUNKCII y � arctgx�

	� fUNKCIQ y �

�
�
p
x� ESLI x���

arctgx� ESLI x���
QWLQETSQ WYPUKLOJ

WNIZ SLEWA OT ZNA�ENIQ x � � I WYPUKLOJ WWERH SPRAWA OT

�TOGO ZNA�ENIQ� TEM NE MENEE ZNA�ENIE x � � NE QWLQETSQ

TO�KOJ PEREGIBA DLQ DANNOJ FUNKCII� U EE GRAFIKA NET

KASATELXNOJ PRQMOJ W TO�KE ������ IMEQ W �TOJ TO�KE LEWU�
KASATELXNU� x�� I PRAWU� KASATELXNU� y�x �TAK �TO W
TO�KE ����� PROISHODIT NE �PEREGIB�� A �PERELOM� GRAFIKA��
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V��� w �EM SUTX METODA HORD I KASATELXNYH

pRIMENENIE �TOGO METODA PRIBLIVENOGO RE�ENIQ URAW
NENIQ f�x� � � TREBUET NEKOTOROJ PODGOTOWITELXNOJ RABOTY�
CELX� KOTOROJ QWLQETSQ NAHOVDENIE TAKOGO OTREZKA �a� b��
NA KONCAH KOTOROGO FUNKCIQ y� f�x� IMEET ZNA�ENIQ RAZNYH
ZNAKOW� A EE PROIZWODNYE f ��x� I f ���x� NA WSEM �TOM OTREZKE

SOHRANQ�T ZNAK � w �TOM SLU�AE� MEVDU TO�KAMI a I b ESTX

ROWNO ODIN KORENX x � 
 URAWNENIQ f�x� � �� mOVNO PRI
�TOM S�ITATX� �TO OBE PROIZWODNYE f ��x� I f ���x� POLOVI�

TELXNY NA OTREZKE �a�b��� W SILU �EGO f�a� � �� f�b� � �� I
FUNKCIQ y� f�x� WYPUKLA WNIZ NA OTREZKE �a�b��

w KA�ESTWE PERWYH �POSLE a I b� PRIBLIVENIJ ISKOMOGO

KORNQ �S NEDOSTATKOM I S IZBYTKOM� BERUT TO�KI x� I ex� �
W KOTORYH OSX x PERESEKAETSQ SOOTWETSTWENNO�

PRQMOJ� PROHODQ�EJ �EREZ TO�KI �a�f�a�� I �b�f�b��� I

PRQMOJ� KASATELXNOJ K GRAFIKU FUNKCII W TO�KE �b�f�b���

tAK KAK URAWNENIQMI �TIH PRQMYH QWLQ�TSQ SOOTWET

STWENNO y �
f�b��f�a�

b�a
�x�a��f�a� I y � f ��b��x�b��f�b�� TO�KI

x� I ex� NAHODQTSQ IZ RAWENSTW � �
f�b��f�a�

b�a
�x��a� �f�a� I

� � f ��b��ex�� b� �f�b��

x� � a� f�a�
f�b��f�a�

�b�a�� ex� � b� f�b�
f ��b� �

�pO TEOREME O PROHOVDENII NEPRERYWNOJ FUNKCII �EREZ NULX �SM�
S� ���� S U�ETOM STROGOJ MONOTONNOSTI FUNKCII y � f�x� NA OTREZKE
	a�b 
 �SM� S� �����

� eSLI OBE �TI PROIZWODNYE OTRICATELXNY� TO SLEDUET PEREJTI K

URAWNENI� �f�x� � �� A ESLI f ��x� � � I f ���x� 
 � ILI VE f ��x�
 � I

f ���x�� �� TO SOOTWETSTWENNO K URAWNENIQM f��x� � � I �f��x� � � S

ZAMENOJ PRI �TOM OTREZKA 	a�b
 OTREZKOM 	�b��a
�
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PRI�EM� f�x��� �� A f�ex��� �� TAK �TO x�� 
 � ex� �RIS� �	��

x1

x1
a b�

y=f x( )

rIS� ��

eSLI RAZNOSTX ex�� x� NE PREWOSHODIT ZAKAZANNU� TO��

NOSTX WY�ISLENIQ KORNQ� W KA�ESTWE EGO PRIBLIVENIQ MO
VET BYTX WZQTO L�BOE ZNA�ENIE 
 � �x� �ex��� W PROTIWNOM SLU
�AE PEREHODQT KO WTORYM PRIBLIVENIQM x� I ex� ISKOMOGO
KORNQ� DEJSTWUQ W TO�NOSTI PO OPISANNOJ SHEME S ZAMENOJ

LI�X TO�EK a I b SOOTWETSTWENNO NA x� I ex� �
x� � x�� f�x��

f�b��f�x��
�b�x��� ex� � ex�� f�ex��

f ��ex�� �

PRI �TOM� f�x��� � I f�ex��� �� TAK �TO x��x�� 
 � ex�� ex� �
� w SILU TOGO� �TO GRAFIK WYPUKLOJ WNIZ FUNKCII LEVIT NIVE HOR�

DY� NO WY�E KASATELXNOJ�
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oPISANNYJ PROCESS MOVNO PRODOLVATX NEOGRANI�ENNOE

�ISLO RAZ� POLU�AQ DWE POSLEDOWATELXNOSTI�

WOZRASTA��U� x� � x� � � � � � xn � � � � � OGRANI�ENNU� SWERHU��

UBYWA��U� ex� � ex� � � � � � exn � � � � � OGRANI�ENNU� SNIZU ��

DLQ WSEH �LEMENTOW KOTORYH BUDUT WYPOLNQTXSQ NERAWENSTWA

f�xn�� �� A f�exn�� �� A POTOMU I NERAWENSTWA xn� 
� exn �
pO TEOREME O SHODIMOSTI OGRANI�ENNYH MONOTONNYH PO�

SLEDOWATELXNOSTEJ �SM� S� ��� OBE POSLEDOWATELXNOSTI fxng
I fexng SHODQTSQ K �NEIZWESTNYM POKA� �ISLAM x � limxn Iex� lim exn � K KOTORYM SHODQTSQ I POSLEDOWATELXNOSTI fxn��g
I fexn��g �SM� S� ��� SWOJSTWO ��� A TAK KAK PO POSTROENI�

xn�� � x�� f�xn�
f�b��f�xn�

�b�xn�� exn�� � exn� f�exn�
f ��exn� �

PEREHOD W �TIH RAWENSTWAH K PREDELAM x � limxn � limxn��
I ex� lim exn � lim exn�� PRIWODIT K RAWENSTWAM

x� x� f�x�
f�b��f�x�

�b�xn�� ex� ex� f�ex�
f ��ex� �

IZ KOTORYH SLEDUET� �TO f�x� � f�ex� � �� A POTOMU x� ex� 
 �
�TO OZNA�AET� �TO POSLEDOWATELXNOSTI x� � x� � � � � � xn � � � �

�WOZRASTA��AQ� I ex� � ex� � � � � � exn � � � � �UBYWA��AQ� IME�T
OB�IM PREDELOM ISKOMYJ KORENX 
 URAWNENIQ f�x� � �� zA
DAW SKOLX UGODNO MALU� WELI�INU �DOPUSTIMOJ POGRE�NOS
TI� � � �� MOVNO PO�TOMU BYTX UWERENNYM� �TO WY�ISLEN
NYE NA nOM �AGE OPISANNOGO PROCESSA ZNA�ENIQ xn I exn BU
DUT UDOWLETWORQTX NERAWENSTWAM jexn�xnj�� I xn� 
 � exn �
W SILU �EGO ZNA�ENIQ xn I exn MOGUT BYTX WZQTY ZA PRIBLI�

VENIQ ISKOMOGO KORNQ x � 
 URAWNENIQ f�x� � � �SOOTWET
STWENNO S NEDOSTATKOM I S IZBYTKOM� S GARANTIEJ� �TO
POGRE�NOSTX OKAVETSQ MENX�EJ �ISLA ��

�iSKOMYM KORNEM � URAWNENIQ f�x����



��	

V��� �TO PONIMA�T POD GLADKOJ LINIEJ

NA PLOSKOSTI

gLADKAQ LINIQ NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI  �TO OBRAZ

KAKOGOLIBO PROMEVUTKA I DEJSTWITELXNOJ OSI PRI OTOBRA
VENII EGO W PLOSKOSTX PAROJ FUNKCIJ x � x�t�� y � y�t��
IME��IH NA �TOM PROMEVUTKE NEPRERYWNYE PROIZWODNYE �

�x� �x�t�� �y � �y�t�� UDOWLETWORQ��IE USLOWI� �x�� �y� ��� T� E�
NE RAWNYE OBE NUL� NI W ODNOJ TO�KE PROMEVUTKA I �

nAGLQDNO GLADKAQ LINIQ NA KOORDINATNOJ PLOSKOSTI ESTX SLED�

OSTAWLQEMYJ DWIVU�EJSQ TO�KOJ PLOSKOSTI S DANNOJ ZAWISIMOSTX��
x� x�t�

y� y�t�
EE KOORDINAT x� y OT WREMENI t �W TE�ENIE PROMEVUTKA I �

RIS� ���� PRI USLOWII� �TO WEKTOR SKOROSTI DWIVENIQ f �x� �yg NE OBRA�
�AETSQ W NULX� I KOORDINATY �x� �x�t�� �y� �y�t� �TOGO WEKTORA QWLQ�TSQ

NEPRERYWNYMI FUNKCIQMI PEREMENNOJ t� I �

x t

y

I

x=x t( )

y=y t( )

rIS� ��

� pREDLOVENNOE nX�TONOM �	�	
� S� ���� OBOZNA�ENIE PROIZWODNYH
��FL�KSIJ� W EGO TERMINOLOGII� TO�KAMI NAD SIMWOLAMI FUNKCIJ �W
KOLI�ESTWE� RAWNOM PORQDKU PROIZWODNOJ�� SEJ�AS ISPOLXZUETSQ TOLXKO
DLQ PROIZWODNYH PO PEREMENNOJ t� PONIMAEMOJ KAK WREMQ�



���

nE TREBUQ WYPOLENIQ USLOWIQ �x�� �y� 
�� MOVNO POLU�ITX LINI��
NE ZASLUVIWA��U� �PITETA �GLADKAQ�� nAPRIMER� FUNKCII

x�

�
�� ESLI t���

t�� ESLI t���
y�

�
t�� ESLI t���

�� ESLI t���

IME��IE �NA WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI� NEPRERYWNYE PROIZWODNYE

�x�

�
�� ESLI t���

�t� ESLI t���
�y�

�
�t� ESLI t���

�� ESLI t���

OTOBRAVA�T OTREZOK 	����
 NA LOMANU�� IDU�U� OT TO�KI ����� WNIZ
PO OSI y DO TO�KI ������ A ZATEM WPRAWO PO OSI x DO TO�KI ������

w SILU DANNOGO OPREDELENIQ GLADKAQ LINIQ �NA KOORDI
NATNOJ PLOSKOSTI� ESTX PODMNOVESTWO L	R

� � OBLADA��EE
TEM SWOJSTWOM� �TO DLQ EGO TO�EK �x�y� USTANOWLEN PORQDOK

SLEDOWANIQ IH DRUG ZA DRUGOM� PO PRAWILU

�
x� x�t�

y � y�t�
� t � I �

NAZYWAEMOMU PARAMETRIZACIEJ� GLADKOJ LINII L�

nAPRIMER� GLADKAQ LINIQ� KOTORU� ZADAET PARA FUNKCIJ

x� a cos t� y � b sin t �a I b  POLOVITELXNYE �ISLA�� ESTX�

ESLI �� t� �  WERHNQQ POLOWINA �LLIPSA
x�

a�
�

y�

b�
���

OBHODIMAQ OT TO�KI �a��� K TO�KE ��a�����
ESLI � � t � ��  WESX �TOT �LLIPS� OBHODIMYJ �ODIN

RAZ� OT TO�KI �a��� �PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI��

ESLI � � t � �� �SOOTWETSTWENNO� � � t � ���  �TOT

�LLIPS� NO RAZOMKNUTYJ W TO�KE �a��� �SOOTWETSTWENNO� S
ISKL��ENNOJ TO�KOJ �a�����

ESLI ��� t� 
�  �TOT VE �LLIPS� DWAVDY OBHODIMYJ

OT TO�KI ��a��� �PROTIW HODA �ASOWOJ STRELKI��

�sOOTWETSTWU��IJ PORQDKU SLEDOWANIQ TO�EK t PROMEVUTKA I �
�pARAMETRIZACIQ ODNOWREMENNO ZADAET GLADKU� LINI� I EE OBHOD�
�pEREHOD K PARE FUNKCIJ x � a cos��t�� y � b sin��t� �PRI TOM VE

IZMENENII t OT � DO 	� DAET NIVN�� POLOWINU �TOGO �LLIPSA �OBHO�
DIMU� OT TO�KI �a��� K TO�KE ��a�����
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eSLI �x� � y��  KAKAQLIBO TO�KA GLADKOJ LINII L�� T� E�
x� � x�t��� y� � y�t�� DLQ NEKOTOROGO t� � I � TO� PO KRAJ
NEJ MERE� ODNA IZ PROIZWODNYH �x�t� ILI �y�t� NE RAWNA NUL�
PRI t� t� � A SLEDOWATELXNO� SOHRANQET ZNAK W OKRESTNOSTI

TO�KI t� � sOOTWETSTWU��AQ FUNKCIQ x � x�t� ILI y � y�t�
OKAZYWAETSQ W �TOM SLU�AE STROGO MONOTONNOJ W UKAZAN
NOJ OKRESTNOSTI� I POTOMU IMEET OBRATNU� t � t�x� ILI

t � t�y�� sLEDUET WYWOD� L�BAQ GLADKAQ LINIQ L W OKREST�

NOSTI KAVDOJ SWOEJ TO�KI �x� � y�� PREDSTAWLQET SOBOJ GRA�
FIK FUNKCII� LIBO y � y�t�x��� LIBO x � x�t�y��� PRI�EM �TA

FUNKCIQ IMEET� PROIZWODNU�� LIBO

y �x � �y�t�x���� � �y�t�x��t��x� �
�y�t�
�x�t� �GDE t� t�x���

LIBO
x�y � �x�t�y���� � �x�t�y��t��y� �

�x�t�
�y�t� �GDE t� t�y���

mOVNO UTWERVDATX PO�TOMU �SM� S� ����� �TO URAWNENIE

W ZAPISI y�y�t��
�y�t��

�
x�x�t��
�x�t��

� T� E� y �
�y�t��
�x�t��

�x�x���y� ILI VE

x �
�x�t��
�y�t��

�y�y��� x� � ESTX URAWNENIE KASATELXNOJ PRQMOJ K

GLADKOJ LINII L W TO�KE �x� � y�� � �x�t��� y�t����

nAPRIMER� KASATELXNAQ PRQMAQ K �LLIPSU x�

a�
�

y�

b�
�� W

KAKOJLIBO EGO TO�KE �x� � y�� � �a cos t� � b sin t�� IMEET URAW

NENIE
y�b sin t�
b cos t�

� x�a cos t�
�a sin t� � ILI x�x

a�
�

y�y
b�

���

�iME��EJ PARAMETRIZACI� L �

�
x� x�t��

y� y�t��
t�I �

�pRO TAKU� FUNKCI� GOWORQT� �TO ONA ZADANA PARAMETRI�ESKI 

�EREZ PEREMENNU� �PARAMETR� t �

�
x� x�t�

y� y�t�
� t�I �

� w SILU TEOREM O PROIZWODNOJ SLOVNOJ I OBRATNOJ FUNKCII �SM�
S� ���� �����



���

eSLI U FUNKCIJ x � x�t� I y � y�t� ESTX WTORYE PROIZ�
WODNYE �x � �x�t� I �y � �y�t�� TO U FUNKCII y � y�t�x�� I�ILI
x� x�t�y�� SU�ESTWUET I WTORAQ PROIZWODNAQ

y ��xx � �y �x�
�
x �

��y �x�t
��x� �

� �

�y�t�
�x�t�

�
�
�x�t� �

�y�t� �x�t�� �x�t� �y�t�
� �x�t���

�
�x�t�

I�ILI

x��yy � �x�y�
�
y �

��x�y�t
��y� �

� �

�x�t�
�y�t�

�
�
�y�t� �

�x�t� �y�t�� �y�t� �x�t�
� �y�t���

�
�y�t�

�W PERWOM SLU�AE t� t�x�� A WO WTOROM t� t�y���

kRATKO FORMULY PERWOJ I WTOROJ PROIZWODNYH FUNK
CIJ y � y�x� I x � x�y� PRI IH PARAMETRI�ESKOM ZADANII�
x� x�t�

y � y�t�
ZAPISYWA�T W WIDE

y ��
�y
�x � y ���

�y �x� �y �x
�x�

� x��
�x
�y � x���

�x �y� �x �y
�y�

�

nAPRIMER� FUNKCII y � y�x� I x � x�y�� OPREDELQEMYE

PRINADLEVNOSTX� TO�KI �x�y� �LLIPSU x�

a�
�

y�

b�
� �� IME�T

PROIZWODNYE��

y � �
�y
�x � b cos t

�a sin t � x� � �x
�y � �a sin t

b cos t �

y ���
�y �x� �y �x

�x� �
��b sin t���a sin t��b cos t��a cos t�

��a sin t�� � �b
a� sin� t

�

x�� �
�x �y� �x �y

�y� �
��a cos t� b cos t� ��a sin t���b sin t�

�b cos t�� � �a
b� cos� t �

� zNA�ENIE t W NIH OPREDELQETSQ �S TO�NOSTX� DO SLAGAEMOGO� KRAT�

NOGO �	� PO PRAWILU� t�

�����������������

arcsin
y
b
� ESLI x
��

arccos
x
a
� ESLI y
��

	 � arcsin
y
b
� ESLI x���

�	 � arccos
x
a
� ESLI y���



���

V��� kAK WY�ISLQ�T DIFFERENCIAL DLINY

GLADKOJ LINII

dLINU l�a�b� U�ASTKA GLADKOJ LINII L �

�
x� x�t��

y � y�t��
t � I�

MEVDU EE TO�KAMI Pa I Pb � OTWE�A��IMI ZNA�ENIQM t� a I

t� b PROMEVUTKA I� OPREDELQ�T KAK TO�NU� WERHN�� GRANX

DLIN WSEWOZMOVNYH WPISANNYH W �TOT U�ASTOK LOMANYH ��

iZ DANNOGO OPREDELENIQ WYTEKAET� �TO ESLI a� b� c� TO
l�a�b�� l�b�c� � l�a�c�  SWOJSTWO ADDITIWNOSTI DLINY ��

hOTQ POLU�ITX FORMULU DLINY l�a�b� U�ASTKA GLADKOJ

LINII METODAMI LI�X DIFFERENCIALXNOGO IS�ISLENIQ �BEZ
PRIWLE�ENIQ INTEGRALXNOGO� NE UDAETSQ� MOVNO WY�ISLITX
DIFFERENCIAL dl DLINY l�a�t� �U�ASTKA GLADKOJ LINII S PE
REMENNOJ KONE�NOJ TO�KOJ� KAK FUNKCII PEREMENNOJ t�

pRIRA�ENIE Ml �TOJ FUNKCII� OTWE�A��EE PRIRA�ENI�
Mt � � W KAKOJLIBO TO�KE t� � ESTX DLINA U�ASTKA GLADKOJ
LINII MEVDU TO�KAMI Pt� I Pt��Mt � T� E� �SOGLASNO DANNOMU
WY�E OPREDELENI�� TO�NAQ WERHNQQ GRANX DLIN WSEWOZMOV
NYH LOMANYH � WPISANNYH W �TOT U�ASTOK �

�pOSLEDOWATELXNYMI WER�INAMI L�BOJ TAKOJ LOMANOJ SLUVAT

TO�KI GLADKOJ LINII� OTWE�A��IE ZNA�ENIQM t � t� � t� � � � � � tn�� � tn �
PRI PROIZWOLXNOM WYBORE ZNA�ENIJ t� � � � � � tn�� � tn� I �I �ISLA n �TIH

ZNA�ENIJ�� POD�INENNOM LI�X USLOWI� a� t��t�� � � � �tn���tn� b�
pOD DLINOJ LOMANOJ PONIMA�T SUMMU DLIN SOSTAWLQ��IH EE PRQMO�

LINEJNYH OTREZKOW�
� wOT EGO DOKAZATELXSTWO � L�BAQ LOMANAQ� WPISANNAQ W U�ASTOK

GLADKOJ DUGI MEVDU TO�KAMI Pa I Pb � PRODOLVENNAQ LOMANOJ� WPI�
SANNOJ W U�ASTOK MEVDU TO�KAMI Pb I Pc � ESTX LOMANAQ� WPISANNAQ W
U�ASTOK MEVDU TO�KAMI Pa I Pc � PRI �TOM L�BAQ LOMANAQ� WPISANNAQ W
U�ASTOK GLADKOJ DUGI MEVDU TO�KAMI Pa I Pc � DOBAWLENIEM K NEJ WER�
�INY W TO�KE Pb PREOBRAZUETSQ �S NEUMENX�ENIEM DLINY� W LOMANNU�
UKAZANNOGO WIDA� oSTAETSQ PRIMENITX SWOJSTWO ADDITIWNOSTI DLQ LO�
MANYH � WYTEKA��IM IZ SAMOGO OPREDELENIQ DLINY LOMANOJ�



��


dLQ NA�ALA NADO NAJTI DLINUcMl TAKOJ LOMANOJ� tAK KAK
EE WER�INAMI SLUVAT TO�KI

�x�t��� y�t���� �x�t��� y�t���� � � � � �x�tn���� y�tn����� �x�tn�� y�tn���

GDE t� � t� � � � � � tn�� � tn � t��M t �RIS� ���� DLINA �TOJ

LOMANOJ WY�ISLQETSQ KAK SUMMA DLIN SOSTAWLQ��IH EE PRQ�

MOLINEJNYH OTREZKOW �cMl �q�x�t���x�t���� ��y�t���y�t���� � � � �
� � � �

q
�x�tn��x�tn����� ��y�tn��y�tn����� �

x t

y

x=x t( )
y=y t( )

t0 t1 t 1n� t t0+�

rIS� ��

pREOBRAZUQ PRAWU� �ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA� PRIME
NIW K KAVDOJ IZ RAZNOSTEJ� STOQ�IH POD ZNAKAMI RADIKALOW
TEOREMU lAGRANVA �SM� S� ����� MOVNO PRIJTI K RAWENSTWUcMl �q� �x�c������ �y�ec���� �t��t�� � � � �

� � � �
q
� �x�cn����� �y�ecn��� �tn�tn����



���

GDE c� I ec�  NEKOTORYE �WNUTRENNIE� TO�KI OTREZKA �t� � t���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

cn I ecn  NEKOTORYE �WNUTRENNIE� TO�KI OTREZKA �tn�� � tn��

pUSTX TEPERX �  L�BOE �SKOLX UGODNO MALOE� POLOVI�

TELXNOE �ISLO� w SILU NEPRERYWNOSTI NA PROMEVUTKE I

PROIZWODNYH �x � �x�t�� �y � �y�t� SU�ESTWUET TAKOE POLOVI�

TELXNOE �ISLO � �TO PRI WYPOLNENII NERAWENSTW ��Mt� 

NERAWENSTWA
j �x�t�� �x�t��j� �

� I j �y�t�� �y�t��j� �
�

WYPOLNQ�TSQ PRI L�BOM ZNA�ENII t MEVDU t� I t��Mt�

oSNOWYWAQSX NA �TIH NERAWENSTWAH� MOVNO UTWERVDATX�

KAVDAQ IZ WELI�IN
q
� �x�c������ �y�ec���� � � � � �

q
� �x�cn����� �y�ecn���

OTLI�AETSQ OT WELI�INY
q
� �x�t������ �y�t���� MENX�E� �EM NA �

�RIS� �����

y t( )0

y c( )1

x t( )0 x c( )1

rIS� ��

�tAK KAK DLINA KAVDOGO IZ DWUH OTREZKOW� IZOBRAVENNYH NA RIS� ��
SPLO�NOJ LINIEJ� OTLI�AETSQ OT DLINY PUNKTIRNOGO OTREZKA MENX�E�
�EM NA

�
� � DLINY UKAZANNYH DWUH OTREZKOW RAZLI�A�TSQ MEVDU SOBOJ

MENX�E� �EM NA ��



���

w SOOTWETSTWII S �TIM OKAZYWAETSQ� �TO
��cMl�q� �x�t������ �y�t����Mt

���

�
�
�
q
� �x�c������ �y�ec���� �t��t���

q
� �x�t������ �y�t���� �t��t���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�
q
� �x�cn����� �y�ecn��� �tn�tn����

q
� �x�t������ �y�t���� �tn�tn���

�
��

� ���t��t�� � � � �� ���tn�tn��� � ��Mt�
T� E� DLINA cMl L�BOJ LOMANOJ� WPISANNOJ W WYDELENNYJ U�AS
TOK� GLADKOJ LINII� I WELI�INA

q
� �x�t������ �y�t����Mt RAZLI

�A�TSQ MENX�E� �EM NA ��Mt�
sLEDUET WYWOD� DLINA M l

def
� supcMl U�ASTKA GLADKOJ LI�

NII L �

�
x� x�t��

y � y�t��
t � I � SOOTWETSTWU��EGO IZMENENI� t OT

t� DO t��Mt� OTLI�AETSQ OT WELI�INY
q
� �x�t������ �y�t����Mt�

PROPORCIONALXNOJ Mt� NE BOLX�E� �EM NA ��Mt� A �TO �W SILU
PROIZWOLXNOSTI WYBORA �ISLA � � �� OZNA�AET� �TO WELI�I�

NA
q
� �x�t������ �y�t����Mt� I ESTX DIFFERENCIAL DLINY GLADKOJ

LINII L �W TO�KE� OTWE�A��EJ ZNA�ENI� t� t��� WWIDU PRO�
IZWOLXNOSTI ZNA�ENIQ t� � I DIFFERENCIALU DLINY GLADKOJ

LINII L MOVNO PRIDATX WID�

dl �
q
� �x�t����� �y�t���dt �

w SLU�AE GLADKOJ LINII� QWLQ��EJSQ GRAFIKOM FUNKCII

y� f�x� �IME��EJ NEPRERYWNU� PROIZWODNU� NA PROMEVUT
KE I OSI x�� ROLX PEREMENNOJ �PARAMETRA� t WYPOLNQET x� I
DIFFERENCIAL DLINY dl PREOBRAZUETSQ K WIDU

�oTWE�A��IJ IZMENENI� t W PREDELAH OTREZKA 	t� � t��Mt
�
�pOSKOLXKU dt�Mt �W SILU NEZAWISIMOSTI PEREMENNOJ t��



���

dl �
q

���f ��x���dx �

pRI ZADANII GLADKOJ LINII L W POLQRNYH KOORDINATAH ��
r � r�t��

�� ��t��
t � I� WYRAZITX DIFFERENCIAL DLINY POZWOLQ�T

FORMULY PEREHODA

�
x� r cos��

y � r sin��
W SOOTWETSTWII S KOTORYMI�

�x� �r cos�� r�� sin�� ���

�y � �r sin�� r�cos�� ���
�x�� �y� � �r�� r� ���� A POTOMU

dl�
q
��r�t�����r�t� ���t��� dt �

W SLU�AE VE ZADANIQ GLADKOJ LINII URAWNENIEM r � r���
�ROLX PARAMETRA t WYPOLNQET POLQRNYJ UGOL ��

dl�
q
�r ��������r����� d� �

kRIWIZNA GLADKOJ LINII

kRIWIZNOJ GLADKOJ LINII L �

�
x� x�t��

y � y�t��
t� I� W TO�KE Pt�

�OTWE�A��EJ ZNA�ENI� t� IZ PROMEVUTKA I� NAZYWA�T WZQ
TYJ PO ABSOL�TNOJ WELI�INE PREDEL� K KOTOROMU STREMITSQ
PRI Mt� � OTNO�ENIE

M�
Ml

WELI�INY UGLA� NA KOTORYJ PO
WORA�IWAETSQ KASATELXNAQ K GLADKOJ LINII L PRI PEREHODE

OT TO�KI Pt� K TO�KE Pt��Mt � K DLINE U�ASTKA GLADKOJ LINII

MEVDU �TIMI TO�KAMI �RIS� ��� A�� k
def
�
�
� lim
Mt��

M�
Ml

�
��

dLQ POLU�ENIQ FORMULY KRIWIZNY GLADKOJ LINII L NE
OBHODIMO POTREBOWATX� �TOBY ZADA��IE EE FUNKCII x� x�t�
I y� y�t� IMELI NA PROMEVUTKE I �IZMENENIQ PEREMENNOJ t�
WTORYE PROIZWODNYE �x�t� I �y�t��



���

rIS� ��

pOSKOLXKU KASATELXNAQ K GLADKOJ LINII L W TO�KE Pt�

IMEET URAWNENIE
y�y�t��
�y�t��

�
x�x�t��
�x�t��

� UGOL ����t�� EE NAKLONA

K OSI x RAWEN

�����
arctg

�y�t��
�x�t��

� ESLI �x�t�� �� �� �

arcctg
�x�t��
�y�t��

� ESLI �y�t�� �� �� �
A POTOMU

M��

�����arctg
�y�t��Mt�
�x�t��Mt�

� arctg
�y�t��
�x�t��

� arctg�
�y�t��
�x�t��

Mt�o�Mt��

arcctg
�x�t��Mt�
�y�t��Mt�

� arcctg
�x�t��
�y�t��

� arcctg�
�x�t��
�y�t��

Mt�o�Mt��

W L�BOM SLU�AE M��
�y�t�� �x�t��� �y�t�� �x�t��

� �x�t�������y�t����
Mt�o�Mt� PRI Mt���

sLEDUET WYWOD�

lim
Mt��

M�
Ml

� lim
Mt��

y�t�� �x�t��� �y�t�� x�t��

��x�t���
����y�t���

� Mt�o�Mt�
p

� �x�t�������y�t����Mt�o�Mt�
�

�y�t�� �x�t��� �y�t�� �x�t��

�� �x�t�������y�t�����
�
�

�

A POTOMU KRIWIZNA GLADKOJ LINII L �

�
x� x�t��

y � y�t��
t�I� W TO�KE�

�a SLEDOWATELXNO� I �x�t��Mt� ��� PRI L�BOM DOSTATO�NO MALOM Mt�
�a SLEDOWATELXNO� I �y�t��Mt� ��� PRI L�BOM DOSTATO�NO MALOM Mt�



��	

OTWE�A��EJ ZNA�ENI� t� t� � WY�ISLQETSQ PO FORMULE

k �
j�y�t�� �x�t��� �y�t�� �x�t��j
�� �x�t�������y�t�����

�
�

�

w �ASTNOSTI� ESLI GLADKAQ LINIQ L ZADANA KAK GRAFIK

FUNKCII y� f�x�� IME��EJ NA PROMEVUTKE I OSI x WTORU�

PROIZWODNU�� TO DLQ KRIWIZNY �TOJ GLADKOJ LINII W L�BOJ

EE TO�KE �x� � f�x��� SPRAWEDLIWA FORMULA k �
jf ���x��j

����f ��x�����
�
�

�

oBRATNU� KRIWIZNE WELI�INU r� �
k
NAZYWA�T RADIUSOM

KRIWIZNY �DANNOJ GLADKOJ LINII W DANNOJ EE TO�KE�� oB�QS
NQETSQ �TO TEM� �TO OKRUVNOSTX RADIUSA r IMEET �W L�BOJ

TO�KE� KRIWIZNU k� �
r
� RIS� ��� B��

nAPRIMER� W PROIZWOLXNO WZQTOJ TO�KE �a cos t� � b sin t��

�LLIPSA
x�

a�
�

y�

b�
�� �S� ���� EGO KRIWIZNA RAWNA

k � ab

�a� sin� t��b� cos� t��
�
�

A TAK KAK

a� sin� t� � b� cos� t� �
a����cos �t��

� �
b����cos�t��

� �

� a��b�

�
� a��b�

�
cos �t� �

TO W SLU�AE� a � b� NAIBOLX�EE ZNA�ENIE k � �
b
KRIWIZNY

NABL�DAETSQ W TO�KAH �
a��� �PRI t� � � I t� � ��� A NAI�

MENX�EE k � �
a

 W TO�KAH ���
b� �PRI t� �
	
� I t��

�	
� ��

�sOOTWETSTWU��EM TRADICIONNOMU IZOBRAVENI� �TOGO �LLIPSA �S
FOKUSAMI� RASPOLOVENNYMI NA OSI x��



269

Приложение I
Как формируется символический язык

Логика 1 (в той ее части, которую называют формальной)
есть наука о формах языкового выражения мысли и спосо-
бах построения умозаключений.
Высказывания и предикаты

Исходное понятие формальной логики — высказывание2.
Ему можно дать следующее пояснение.

Высказывание есть мысленное образование, грамматиче-
ски являющееся повествовательным предложением, а по
содержащемуся в нем смыслу — истиной или ложью 3.

Записываться высказывания могут словами, формулами,
их сочетаниями, а выделяться кавычками или скобками (ко-
торые могут опускаться). Вот некоторые примеры:

“Квадрат имеет пять вершин” ; 2×2 =11; 2< 3 ;
“Волга впадает в Каспийское море” ; lim

x→0

sinx
x =1;

“В 1947 г. на Земле разбился корабль инопланетян”.
Вопрос о том, является ли высказыванием (истинным или лож-

ным) данное повествовательное предложение, решается в зависимо-
сти от того, как понят его смысл. Например, предложение “Дождь
идет” становится высказыванием лишь при конкретизации места и вре-
мени наблюдения; напротив, предложение “Речка движется и не дви-
жется” (слова из некогда популярной песни) является ложным выска-
зыванием даже без уточнения, о какой речке идет речь. Высказывание
“ 2×2 = 11” при записи чисел в троичной системе становится истин-
ным.

1Основоположником логики (греч. λóγoς — слово, разум) считают
древнегреческого философа Аристотеля (Aριστoτ έλης, 384 – 322 гг. до
Р.Х.). Принципы логики были изложены им в его “Аналитиках” [1].

2 Высказывания называют еще суждениями и утверждениями.
3Чем именно — истиной или ложью — в момент обсуждения может

оставаться неизвестным.
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Анализируя высказывания, в каждом из них можно вы-
делить предметы и то, что говорится об этих предметах .
Если предметы, входящие в высказывание (все или часть
из них) заменить буквенными символами, придав им смысл
предметных переменных, то в результате возникает то, что
называют высказывательной формой.

Например, высказывание “2< 3” (в котором предметами
служат числа 2 и 3, а говорится о них то, что первое мень-
ше второго) приводит к высказывательным формам “x< 3”,
“2< y” и “x< y” (первые две содержат одну , а третья — две
предметные переменные). Наоборот, придание переменым
x и y значений, например, x = 5, y = 7, преобразует полу-
ченные высказывательные формы в высказывания: “5 < 3”
(ложное), “2< 7” и “5< 7” (оба истинные).

Следует подчеркнуть: высказывательная форма не яв-
ляется высказываением, но становится им (оказываясь либо
истинным, либо ложным) после присвоения предметным
переменным каких-либо (допустимых по смыслу) конкрет-
ных значений.

Отличие высказывательной формы от высказывания часто срав-
нивают ([22], с. 34) с отличием бланка документа от документа как
такового: бланк документа не является документом, но становится
им после заполнения всех предусмотренных граф.

Так как после вычленения из высказывания участвую-
щих в нем предметов от него остается то, что говорится
об этих предметах (т. е. сказуемое), высказывательные фор-
мы называют еще предика́тами1. Далее термины высказы-
втельная форма и предикат будут считаться синонимами.

1Лат. praedicatum — сказанное. Чаще предикат определяют более
отвлеченно как функцию одной или нескольких переменных, значени-
ями которой являются (в зависимости от значений переменных) кон-
кретные высказывания.
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В зависимости от числа предметных переменных разли-
чают одноместные, двухместные и т. д. предикаты.

Одноместный предикат выражает некое свойство: оно
выполняется в точности для тех значений предметной пе-
ременной, для которых значение предиката есть истинное
высказывание. Например, предикат “x > 0” выражает свой-
ство числа быть положительным.

Предикаты с бо́льшим числом предметных переменных
выражают отношения; например, двухместный предикат
“x< y” выражает отношение меньше, а трехместный пре-
дикат “(x,y, z) = 0” — отношение компланарности трех век-
торов. Присвоение всем (или некоторым) предметным пере-
менным, входящим в предикат, конкретных значений пре-
вращает предикат в высказывание (или в предикат с мень-
шим числом предметных переменных).

Элементарный раздел формальной логики — логика вы-
сказываний (или исчисление высказываний) — вырабатыва-
ет правила составления конструкций из высказываний (а
также предикатов) посредством логических связок — спе-
циальных символов, роль которых подобна той, какую в
грамматике играют средства соединения предложений. Су-
щественно, что при составлении этих конструкций отдель-
ные высказывания (и предикаты) воспринимают как неде-
лимые целые, в силу чего уместно обозначение их однобук-
венными символами1A, B, C, . . . Эти символы берут на се-
бя роль высказывательных переменных2: вместо каждого
из них может быть подставлено любое конкретное высказы-
вание, в силу чего каждому из них (независимо от других)
можно приписать значение “истина” или “ложь”.

1 С добавлением к ним в случае предикатов символов предметных
переменных : A(x), B(x,y), C(ε,δ), . . .

2А символы A(x), B(x,y), C(ε,δ), . . . — предикатных переменных.
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Логические связки и формулы логики высказываний
Стандартный набор логических связок1 — это символы

операций отрицания ¬ , конъюнкции ∧ , дизъюнкции ∨, им-
пликации ⇒ и эквивалентности ⇔ со следующими описа-
ниями их действий на высказывания.

Отрицание ¬A (читается: “не A”) высказывания A есть
новое высказывание, которое считают истинным, если вы-
сказывание A ложно, и ложным, если высказывание A ис-
тинно.

Конъюнкция A∧B (читается: “A и B”) высказываний A
и B есть высказывание, считающееся истинным лишь в том
случае, когда истинны оба высказывания A и B.

Дизъюнкция A∨ B (читается: “A или B”) высказываний
A и B есть высказывание, считающееся истинным в том и
только в том случае, когда истинно хотя бы одно из выска-
зываний A и B.

Импликация A⇒B (читается: “если A, то B” или “из A
следует B”) высказываний A и B (в этом порядке2) есть вы-
сказывание, считающееся истинным во всех случаях , кроме
одного: когда высказывание A истинно, а B ложно.

Эквивалентность A⇔B (читается: “A равносильно B”)
высказываний A и B есть высказывание, считающееся ис-
тинным тогда и только тогда, когда высказывания A и B
либо оба истинны, либо оба ложны.

1 Связка ¬ ставится перед высказыванием, а остальные — меж-
ду двумя высказываниями. Названия связок происходят от лат.
conjunctio — соединение , disjunctio — разобщение, implicatio — спле-
тение, aequus — равный, а valens — сильный. Для обозначения конъ-
юнкции часто используют значок & (так называемый амперсанд);
импликацию обозначают также символами ⊃ , → , а эквивалент-
ность — символами ↔ , � , ≡ .

2При этом A называют посылкой, а B — заключением импликации.
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Перечисленные операции являются логическими аналогами того,
что в грамматике называют средствами соединения предложений : ча-
стицы “не” , союзов “ и” и “ или” , союзных оборотов “ если ... , то ... ”
и “ ... в том и только в том случае, когда ... ” .

Главное требование при определении логических связок — гаранти-
ровать символическую запись от разночтений и противоречий, свой-
ственных обычным языкам общения. Платой за это является непол-
ное соответствие логических связок их грамматическим аналогам. В
частности, соединение двух высказываний импликацией не предпо-
лагает (в отличие от союзного оборота “если . . . , то . . . ”) причинно-
следственной связи между фактами, сообщаемыми этими высказыва-
ниями, а лишь отрицает возможность ложности второго высказы-
вания при истинности первого.

Два замечания к определениям логических связок .
1. Так как результатами действий логических связок на

высказывания также являются высказывания, они, в свою
очередь, могут подвергаться действию логических связок с
образованием более сложных сочетаний высказываний.

2. Так как действия логических связок не учитывают
конкретное содержание соединяемых ими высказываний,
применять логические связки можно и к высказыватель-
ным переменным.

Под формулами логики высказываний понимают как от-
дельные высказывательные переменные A, B, C, D, . . . ,
так и результаты применения к ним и уже образованным
формулам (взятым в круглые скобки) логических связок 1:

¬A, ¬(¬A), (¬A)⇔B, A∧(B∨E), A⇒(A⇒(¬C)),

(A∧(B ∨ C))⇔(¬D), (A∨(B∧(¬A)))⇒((¬A)⇔B), . . .

1 Разумеется, с учетом описанных выше правил их расстановки:
∧A, A¬B, A∨∧D, (A∨¬)⇒ (A ∧ E), A⇒ (⇔B) — это не формулы

логики высказываний.
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Каждую формулу логики высказываний можно рассмат-
ривать как функцию тех высказывательных переменных ,
которые входят в эту формулу , а так как значениями этой
функции (при подстановке вместо высказывательных пе-
ременных конкретных высказываний) оказывается то или
иное высказывание, каждую формулу логики высказываний
можно, в свою очередь, воспринимать как высказыватель-
ную переменную, используя для нее однобуквенное обозна-
чение, т. е. запись типа F = (A∧(B ∨ C)).

Наоборот, любую высказывательную переменную, вхо-
дящую в формулу логики высказываний, можно заменить
произвольно взятой формулой логики высказываний, при-
ходя в результате к новой формуле логики высказываний.

Две формулы логики высказываний A и B считаются
взаимозаменяемыми (логически эквивалентными) с обозна-
чением этого A = B, если при одних и тех же комбинациях
значений1 входящих в них высказывательных переменных
значения1 этих формул совпадают2.

Сами определения действий логических связок ¬ , ∧ , ∨ ,
⇒ и⇔ дают простые примеры взаимозаменяемых формул
логики высказываний :

A∧B =B∧A, A∨B =B ∨A (перестановочность соеди-
неных знаками ∧ или ∨ высказывательных переменных 3);

¬(¬A) =A (правило двойного отрицания);

¬(A⇒B) =A∧(¬B) (правило отрицания импликации);

1 “Истина” или “ложь” .
2 Следует подчеркнуть: знак = не является логической связкой, так

что A=B — это не формула логики высказываний, а сообщение либо о
взаимозаменяемости двух формул логики высказываний, либо о том,
что для одной из них выбрано новое обозначение.

3 Равно как и формул логики высказываний.
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A⇔B = (A∧B)∨ ((¬A)∧(¬B)).

В более сложных случаях взаимозаменяемость формул
логики высказываний устанаваливают, составляя таблицы
значений этих формул по типу следующей, посредством ко-
торой выводят закон Де Мо́ргана1 ¬(A∧B) = (¬A)∨ (¬B) :

A B A∧B ¬A ¬B ¬(A∧B) (¬A)∨ (¬B)

и и и л л л л
и л л л и и и
л и л и л и и
л л л и и и и

В первых (в данном случае двух) столбцах перебирают-
ся всевозможные комбинации2 значений (“истина”, “ложь”)
исходных высказывательных переменных (или формул), а
в последних двух — значения формул, взаимозаменяемость
которых (а она согласно определению взаимозаменяемости
формул равносильна совпадению этих столбцов) подлежит
доказательству3.

Посредством подобных таблиц устанавливается, в част-
ности, взаимозаменяемость формул A⇒B и ¬A∨B, а так-
же формул A⇔B и (A⇒B)∧ (B⇒A), свидетельствующую
об избыточности списка логических связок : импликация и
эквивалентность допускают выражение через отрицание,
конъюнкцию и дизъюнкцию.

1De Morgan Augustus (1806–1871) — шотландский логик и матема-
тик. Парный ему закон Де Мо́ргана гласит: ¬(A∨B) = (¬A)∧(¬B) .

2 В данном случае таких комбинаций четыре, а при доказательстве
того, например, что

(A∧B)∨C = (A∨C)∧(B∨C) и (A∨B)∧C = (A∧C)∨(B∨C),
их уже восемь.

3Промежуточные столбцы играют вспомогательную роль.
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На самом деле все пять перечисленных логических связок можно
выразить через одну — штрих Ше́ффера1 | , соединение A|B которым
высказываний A и B определяют как высказывание, истинное во всех
случаях, кроме того, когда истинны оба высказывания A и B :

¬A=A|A , A∧B = (A|B)
∣
∣(A|B), A∨B = (A|A)

∣
∣(B|B),

A⇒B =A∣
∣(B|B), A⇔B = (A|B)

∣
∣((A|A)

∣
∣(B|B)).

Формула логики высказываний B считается логическим
следствием (одной или нескольких) формул логики выска-
зываний A1 , . . . , An с обозначением этого A1 , . . . , An |= B
или A1 , . . . , An ⊃B, если всякий раз, когда значение “исти-
на” имеет каждая из формул A1 , . . . , An , значение “истина”
имеет и формула B.

Следует отметить: значки |= и ⊃ (употребляемые в ука-
занном смысле) не являются логическими связками2.

Другим обозначением логического следования формулы B из фор-
мул A1 , . . . ,An служит запись

A1
. . .
An

B
или

A1, . . . ,An

B .

Тавтологии
Среди формул логики высказываний особо выделяют те,

которые имеют значение “истина” при любой комбинации
значений входящих в них высказывательных переменных .
Формулы с таким свойством называют тавтологиями3.

Наглядно это свойство проявляется на примере тавто-
логии R∨S ∨¬R∨¬S , позволяющей дать гарантированно
сбывающийся прогноз погоды: “То ли дождик, то ли снег,
то ли будет, то ли нет” ([15], с. 60).

1H. Sheffer. Trans.Amer.Math. Soc., 1913, v. 14, 481–488.
2 A1 , . . . ,An |= B (или A1 , . . . ,An ⊃ B) — это не формула логики

высказываний.
3 Греч. ταυτoλoγια — повторение уже прежде сказанного.
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Значение тавтологий подчеркивается еще одним их названием —
законы логики высказываний. Вот самые известные из них (с их клас-
сическими названиями):

A∨(¬A) — закон исключенного третьего (“tertium non datur”);
¬(A∧(¬A)) — закон противоречия;
(¬(¬A))⇔A — закон двойного отрицания;
(A⇒B)⇔ ((¬B)⇒(¬A)) — закон контрапозиции;
((A⇒B)∧(B⇒C))⇒(A⇒C) — закон цепного умозаключения;
(A∧ (A⇒B))⇒B — закон modus ponens1;
((A⇒B)∧(¬B))⇒(¬A) — закон modus tollens1.
Противоположностьютавтологий являются противоречия — фор-

мулы логики высказываний, имеющие значение “ложь” при любой ком-
бинации значений (“истина”, “ложь”) входящих в них высказыватель-
ных переменных . Логическая связка ¬, помещенная перед противоре-
чием, превращает его в тавтологию и наоборот.

Наиболее важными для производства умозаключений —
вывода из одних высказываний других — являются тавто-
логии с эквивалентностью и импликацией: на них базиру-
ются следующие критерии взаимозаменяемости и логиче-
ского следования формул логики высказываний.
1. Для того чтобы формулы логики высказываний A и B
были взаимозаменяемы (A = B), необходимо и достаточ-
но, чтобы формула A⇔B была тавтологией.
2. Для того чтобы из двух формул логики высказываний
A и B вторая была логическим следствием первой (т. е.
A |= B), необходимо и достаточно, чтобы формула A⇒B
была тавтологией.
2 .́ Формула логики высказываний B является логическим
следствием формул A1 , . . . , An (т. е. A1 , . . . , An |=B) то-
гда и только тогда, когда формула (A1∧· · ·∧An) ⇒B есть
тавтология.
1Лат. modus — способ; pono — устанавливать; tollo — устранять.
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Доказательства. 1. Пусть A = B, т. е. при всех комби-
нациях значений (“истина”, “ложь”) входящих в формулы
A и B высказывательных переменных значения (“истина”,
“ложь”) данных формул совпадают. В соответствии с опре-
делением действия логической связки ⇔ это означает, что
формула A ⇔ B является тождественно истинной, т. е.
тавтологией.

Наоборот, пусть формула A⇔B является тавтологией,
т. е. ее значение есть “истина” при всех комбинациях значе-
ний (“истина”, “ложь”) входящих в эту формулу высказыва-
тельных переменных. По самому определению логической
связки ⇔ это возможно лишь в том случае, когда всякий
раз значения (“истина”, “ложь”) формул A и B совпадают,
т. е. эти формулы взаимозаменяемы (A=B).

2. Пусть A |= B, т. е. всякий раз, когда формула A име-
ет значение “истина”, это же значение (“истина”) имеет и
формула B. В соответствии с определением действия логи-
ческой связки ⇒ это означает, что формула A⇔B всегда,
т. е при всех комбинациях входящих в нее (а следовательно
и в формулы A и B) высказывательных переменных, имеет
значение “истина” и потому является тавтологией.

Наоборот, пусть формула A⇒B является тавтологией,
т. е. при всех значениях входящих в нее высказывательных
переменных она имеет значение “истина”. В соответствии с
определением действия логической связки ⇒ отсюда следу-
ет, что всякий раз, когда значение формулы A есть “истина”,
это же значение (“истина”) имеет и формула B. формула B
есть логическое следствие формулы A.

Доказательство части 2’ критерия проводится теми же
рассуждениями, что и в части 2, с заменой лишь формулы
A формулой A1∧ · · · ∧An .
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Прямые и косвенные доказательства
По своему строению математические теоремы имеют

вид импликаций A ⇒B , в которых A (т. е. посылка) есть
условие теоремы, а B (заключение) — ее утверждение 1.

Доказательства теорем бывают прямые и косвенные.
Прямое доказательство теоремы состоит (схематически)

в составлении списка утверждений, начинает который усло-
вие теоремы, а продолжают те или иные истинные утвер-
ждения (уже известные или устанавливаемые по ходу де-
ла), подбор которых во многом предопределяет успех или
неуспех доказательства. Собственно доказательство — это
получение логических следствий из составленного списка
утверждений2; доказательство считается законченным, ко-
гда в качестве логического следствия получено заключение
теоремы.

Вот пример теоремы с прямым ее доказательством.
Признак делимости на три (на девять). Если сумма

цифр числа3 делится на три (на девять), то и само число
делится на три (на девять).

Доказательство. Список утверждений, на котором стро-
ится доказательство, открывает условие теоремы

A1: “Сумма цифр mj + · · · +m1 +m0 числа mj · · ·m1m0

(= mj ·10j + · · · +m1·10+ m0) делится на три (на девять)” .
Его продолжают утверждения (“теоремы”):

1Например, суть теоремы “2×2 = 4” (см. с. 30, Т1) состоит в том,
что “2 def= 1+1, 3 def= 2+1, 4 def= 3+1” (посылка)⇒ “2×2 =4” (заключение).

2 В формальных теориях (см. с. 7) — по правилам логического сле-
дования выражающих эти утверждения логических формул, в нефор-
мальных (см. с. 8) — на основе интуитивной логики.

3Имеются в виду натуральные числа, записанные в десятичной
системе: mj · · ·m1m0 = mj ·10j + · · · +m1·10 +m0 (m0 , . . . ,m1 , m0 —
цифры от 0 до 9).
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A2 : “Разность (mj·10j+ · · ·+m1·10+m0)−(mj+ · · · +m1+m0)
между числом и суммой цифр числа делится на девять” 1;

A3 : “Если оба числа n′ и n′′ делятся на число k, то число
n′+n′′ тоже делится на k” 2.

Выбор в утвержденииA3 значений n′ = mj+ · · ·+m1+m0 ,
n′′ = mj ·10j + · · · +m1·10 + m0 и k = 3 (k = 9) приводит (с
учетом утверждений A1 и A2) к утверждению B: “Число
mj·10j + · · · +m1·10+m0 делится на три (на девять)”, как
раз и составляющему утверждение теоремы.

Замечание. Разумеется, верна (и доказывается по этой
же схеме) теорема, обратная данной: “Если число делится
на три (на девять) то и сумма цифр этого числа делится
на три (на девять)”.

Косвенное доказательство3 теоремы начинается (как и
прямое) с составления списка утверждений, но только пер-
выми двумя (A1 и A2) в этом списке стоят условие теоремы
и отрицание ее утверждения. Доказательство считается
законченным, если в качестве логических следствий из со-
ставленного списка удается получить два противоречащих
друг другу утверждения.

Иррациональность числа
√

2. Если x — рациональное
число, т. е. x = m

n (отношение целых чисел), то x2 
= 2.

1Доказательство “теоремы” A2 : формула разности степеней (с. 33)
позволяет записать разность между числом и суммой его цифр в виде

(mj·10j + · · · +m1·10+m0)− (mj + · · · +m1+m0) =

=mj(10j−1)+ · · · +m1(10−1) =

=mj9 (10j−1+ · · · +1)+ · · · +m19. Q.E.D.
2Доказательство “теоремы” A3 : если n′ = k · ñ′ и n′′ = k · ñ′′, то (см.

аксиому A3 на с. 28) n′+n′′ = k ·(ñ′+ ñ′′). Q.E.D.
3Или доказательство “от противного”.
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Доказательство (косвенное)1. За исходные утверждения
берут, соответственно, условие теоремы

A1 : “x — рациональное число
(
т. е. x =m

n

)
”

и отрицание ее заключения
A2 : “x2 = 2”,

причем оба эти утверждения можно записать в виде одного
A3 : “2n2 = m2”.
Поскольку (−x)2 = x2 (см. с. 31, T10), целые числа m и n

в записи x =m
n можно считать положительными, а так как

при сокращении этих чисел на общий множитель равенство
2n2 = m2 сохраняется, можно также считать выполненным
утверждение

A4 : “Числа m и n не имеют общих множителей”.
Далее следует добавить “теорему”
A5 : “Если квадрат натурального числа k — четное чис-

ло, то и само число k является четным” 2.
Из утверждений A3 и A5 вытекает утверждение
A6 : “m — четное число (m = 2j)”,

а из утверждений A3 , A6 и A5 — сначала утверждение
A7 : “2n2 = 4j2 (а следовательно, n2 — четное число)”,

а затем утверждение
A8 : “n — четное число”.
Из утверждений A6 и A8 вытекает утверждение
A9 : “Числа m и n имеют общий множитель” ,

противоречащее утверждению A4 . Полученное противоре-
чие завершает доказательство теоремы.

1И подчеркнуто детализированное.
2Доказательство “теоремы” A5 (косвенное). Пусть k2 — четное

число (условие “теоремы”), а k= 2j−1 — нечетное число (отрицание
утверждения “теоремы”). Возведение в квадрат дает: k2 =4j2−4j+1,
т. е. k2 — нечетное число — противоречие.
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Кванторы и их действия на предикаты

Есть два пути перехода от высказывательных форм (пре-
дикатов) к высказываниям (или же предикатам с меньшим
числом предметных переменных). Первый путь состоит в
придании входящим в предикат предметным переменным
(всем или некоторым) тех или иных конкретных значений.

Например, в случае двухместного предиката “x < y ” 1
присвоение его предметным переменным2 значений x = 2,
y = 3 переводит этот предикат в высказывание (истинное)
“2 < 3” 3, присвоение же конкретного значения (например,
y =0) лишь одному из предметных переменных превращает
данный двухместный предикат в одноместный “x< 0” 4.

Другой путь превращения предиката в высказывание
(или в предикат с меньшим числом предметных перемен-
ных) состоит в действии на него кванторами — записывае-
мыми перед предикатом комбинациями значка ∀ (квантора
всеобщности) или ∃ (квантора существования) и символа
предметной переменной, на которую действует квантор.

Понятие кванторов (от. лат. quanto — сколько) было введено в
80-х гг. XIX в. (в трудах немецких и американских логиков) как спо-
соб дать количественную оценку того суждения, которое выражает
подвергаемый действию кванторов предикат. Общепринятые сейчас
значки кванторов ∀ и ∃ (были в ходу и другие) — это перевернутые
начальные буквы (в заглавном варианте) нем. и англ. alle, all — все и
existieren, exist — существовать.

Действие кванторов (всеобщности и существования) на
одноместный предикат A(x) состоит в следующем.

1 Выражающего отношение “быть меньше, чем” (см. с. 24).
2Коими в данном случае являются действительные числа.
3А, соответственно, значений x = −2, y = −3 — в высказывание

“−2<−3” (ложное)
4 Выражающий свойство числа “быть отрицательным”.
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∀xA(x) по определению есть высказвание, заключающе-
еся в том, что предикат A(x) превращается в истинное вы-
сказывание при подстановке вместо переменной x любого
(допустимого для данного предиката) ее значения.

∃xA(x) по определению есть высказвание, заключающе-
еся в том, что предикат A(x) превращается в истинное вы-
сказывание при подстановке вместо переменной x какого-то
(по крайней мере, одного) конкретного ее значения.

Например, предикат “sin x = 1” под действием кванто-
ра всеобщности переходит в высказывание 1 ∀x(sin x = 1),
которое ложно, тогда как в результате действия на этот
предикат квантора существования он переходит в выска-
зывание 2 ∃x(sin x =1), являющееся истинным.

Словесная запись действия кванторов многовариантна:
слова “любой” и “существует” допускают замену синонима-
ми типа “каков бы ни был”, “хотя бы для одного” и т. п.

В случае, если предметная переменная предиката A(x)
принимает лишь конечный, набор значений x=a, x= b, . . . ,
x = p, действия на предикат A(x) кванторов всеобщности
и существования сводятся соответственно к конъюнкции и
дизъюнкции высказываний A(a), A(b), . . . , A(p):
∀xA(x) =A(a)∧A(b)∧· · ·∧A(p) ∃xA(x) =A(a)∨A(b)∨· · ·∨A(p);
суть различия левых и правых частей этих равенств в том,
что левые части определены и когда переменная x пробегает
бесконечное множество значений.

Для отделения символов квантора от подвергаемого его
действию предиката могут использоваться только круглые
скобки: ∀x(x<y), (∀x)(x<y), (∃x)A(x) и т. п.; никакие дру-
гие знаки препинания (двоеточия и проч.) не допускаются.

1 “Синус любого числа равен единице”.
2 “Есть число, синус которого равен единице”.



284

Иногда удобно ограничивать действие кванторов, тре-
буя, чтобы предметная переменная (по которой действует
квантор) пробегала не все множество возможных ее значе-
ний, а лишь некоторое его подмножество. Квантор в этом
случае называют ограниченным.

В частности, если значениями предметных переменных
служат действительные числа, необходимость ограничить
действие кванторов только положительными или же целы-
ми неотрицательными значениями1 реализуется записью
кванторов в виде (∀σ)σ>0 и (∃σ)σ>0 (обычно сокращаемой2

до ∀σ > 0 и ∃σ > 0, а также договоренностью обозначать
латинскими буквами i, j , k, l, m, n (с индексами или без)
переменные, принимающие исключительно целые (обычно
неотрицательные) значения.

Результатом действия на двухместный предикат A(x,y)
квантора всеобщности по переменной x является одномест-
ный предикат ∀x(A(x,y)) (с предметной переменной y), име-
ющий значение “истина” в точности для тех значений y = y0 ,
для которых одноместный предикат A(x,y0) имеет значе-
ние “истина” при всех значениях переменной x.

Результатом действия на двухместный предикат A(x,y)
квантора существования по переменной x является одно-
местный предикат ∃x(A(x,y)) (с предметной переменной
y), имеющий значение “истина” для тех и только тех зна-
чений y = y0 , для которых одноместный предикат A(x,y0)
имеет значение “истина” хотя бы при одном значении пере-
менной x.

1А такая необходимость часто возникает при записи утверждений
математического анализа.

2Действия таких кванторов на предикатA(σ), записываемые в виде
∀σ>0(A(σ)) и ∃σ>0(A(σ)), можно эквивалентно выразить формулами
∀σ(σ>0⇒A(σ)) и ∃σ(σ>0∧A(σ)).
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Например, в случае двухместного предиката “x<y ” ре-
зультатом действия на него квантора всеобщности по пере-
менной x является одноместный предикат ∀x(x<y), выра-
жающий свойство (действительного) числа y “быть больше
любого действительного числа”. Так как чисел y с таким
свойством нет, оба высказывания ∃y∀x(x < y) (“существует
число, бо́льшее любого числа”) и ∀y∀x(x<y) (“любое число
больше любого числа”) ложные.

Под действием же квантора существования по перемен-
ной y двухместный предикат “x<y ” переходит в одномест-
ный ∃y(x < y), выражающий свойство (действительного)
числа x “быть меньше некоторого действительного числа”.
Оба высказывания ∃x∃y(x<y) (“существует число, бо́льшее
некоторого числа”) и ∀x∃y(x<y) (“для любого числа суще-
ствует бо́льшее его число”) оказываются при этом истин-
ными.1

Относительно действия кванторов на многоместные пре-
дикаты можно сформулировать следующее правило :

n-местный предикат A(x1 , . . . , xn−1 , xn) под действием
на него кванторов а) всеобщности или б) существования
по переменной xn переходит в (n−1)-местные предикаты2:
а) (∀xn)A(x1 , . . . , xn−1 , xn) и б) (∃xn)A(x1 , . . . , xn−1xn);

значение “истина” эти предикаты имеют в точности для тех
наборов конкретных значений переменных x1 , . . . , xn−1 , для
которых высказывание A(x1 , . . . , xn−1 , xn) оказывается ис-
тинным соответственно а) при любом и б) хотя бы при
одном из допустимых значений переменной xn .

1 В связи с последним высказыванием стоит отметить, что аксио-
му Архимеда A9 (см. с. 29) можно выразить следующей формулой с
ограниченными кванторами: ∀a>0∃n(a<n).

2Для которых xn уже не является предметной переменной.
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Формулы логики предикатов

Формулами логики предикатов называют конструкции,
создаваемые из предикатных переменных (место которых
могут занимать конкретные предикаты) по тем же прави-
лам, что и формулы логики высказываний (см. с. 273), но с
участием не только логических связок , но и символов дей-
ствий кванторов 1.

Примером формулы логики предикатов может служить
определение так называемого квантора существования и
единственности, в качестве символа которого используют
сочетание ∃! символов квантора существования ∃ и преди-
ката определенности ! (“определено”)2:

∃!xA(x)
def
=

(∃xA(x)
)∧(∀x∀y

(
(A(x)∧A(y)) ⇒ (x= y)

))
;

в соответствии с этим описанием результатом действия кван-
тора ∃!x на одноместный предикат A(x) есть высказыва-
ние: “существует значение переменной x, при котором A(x)
есть “истина”, и это значение x является единственным”.

В качестве другого примера можно предложить формульное опре-
деление периодической функции y=f(x):

∃x(!f(x)
)∧∃t(t 
=0∧ ∀x(!f(x)⇒(

f(x+t)=f(x)∧f(x−t)=f(x)
)))

(первая часть формулы говорит о том, что множество определения
функции не пусто, а вторая — что у этой функции есть период).

Предметные переменные, входящие в формулу логики
предикатов, разделяют на связаные (тем или иным кванто-
ром) и свободные — те, на которые в данной формуле дей-
ствие кванторов не распространяется. Формула, в которой
все переменные являются связанными, есть высказывание.

1По этой причине формулы логики предикатов называют еще кван-
торными формулами.

2 Если x — предметная переменная, а f — символ функции, то
запись !f(x) означает: “определено значение f(x)”.
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Например, в вышеприведенной формуле, задающей определение
периодической функции, переменные (числовые) x и t являются свя-
занными, а переменная f (функциональная) — свободной. Те значения
этой функциональной переменной, для которых записанная формула
имеет значение “истина”, и есть периодические функции.

Формулами логики предикатов можно выразить так называемые
категорические суждения аристотелевого учения о силлогизмах1 [1],
не допускающие выражения в виде формул логики высказываний:

“A присуще всем B ” (общеутвердительное суждение):
∀x(B(x) ⇒A(x)

)
;

“A не присуще ни одному B ” (общеотрицательное суждение):
∀x(B(x) ⇒¬A(x)

)
;

“A присуще некоторым B ” (частноутвердительное суждение):
∃x(B(x)∧A(x)

)
;

“A не присуще некоторым B ” (частноотрицательное суждение):
∃x(A(x)∧¬B(x)

)
;

здесь A(x) и B(x) — одноместные предикаты, выражающие свойства
предмета (индивида) x обладать соответственно признаком A или B .

Понятия взаимозаменяемости и логического следования
для формул логики предикатов вводятся так же, как и для
формул логики высказываний — путем сравнения их значе-
ний для всевозможных комбинаций значений входящих в
них переменных.

Простейшие примеры взаимозаменяемости формул ло-
гики предикатов отражают свойство перестановочности ря-
дом стоящих одноименных кванторов:

∀x∀yA(x,y) = ∀y∀xA(x,y), ∃x∃yA(x,y) = ∃y∃xA(y,x);
логическое следование иллюстрируют примеры:

∀xA(x) |=A(a), A(a) |= ∃xA(x),2
а также

∃x∀yA(x,y) |= ∀y∃xA(y,x);

1 Греч. σιλλoγίζoµαι — делать умозаключения.
2 Где a — какое-либо конкретное значение переменной x.
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то, что формулы ∃x∀yA(x,y) и ∀y∃xA(y,x) не являются
взаимозаменяемыми, видно на примере A(x,y) = “x< y′′1.

В сжатом виде правила обращения с формулами логики
предикатов можно свести к следующим положениям.

1. При действии на n-местный предикат стоящего пе-
ред ним в формуле квантора одна из предметных пере-
менных этого предиката (та, по которой действует кван-
тор), связывается, в то время как остальные образуют на-
бор предметных переменных образующегося (n−1)-мест-
ного предиката, который в свою очередь может быть под-
вергнут действию квантора или логической связки.

Иллюстрацией может служить символическая запись ак-
сиомы A6 из списка аксиом, определяющих систему дей-
ствительных чисел2: ∀a∀b

(
(a 
=0)⇒∃!x(ax = b)

)
.

В этой формуле трехместный предикат (ax = b) под
действием квантора существования и единственности пе-
реходит в двухместный предикат ∃!x(ax = b) (с предмет-
ными переменными a и b); в соединении (связкой ⇒) с од-
номестным предикатом (a 
= 0) он образует двухместный
предикат

(
(a 
= 0) ⇒ ∃!x(ax = b)

)
, который под действи-

ем двух кванторов всеобщности переходит в высказывание,
выражающее суть аксиомы A6: “Каковы бы ни были дей-
ствительные числа a и b, если a 
= 0, то существует един-
ственное действительное число x, для которого ax = b”.

1Другим свидетельством этого факта служит различие свойств
непрерывности и равномерной непрерывности функции на множестве
(см. с. 149–150): из равномерной непрерывности функции на множе-
стве вытекает ее непрерывность на этом множестве. Обратное же вер-
но лишь для некоторых множеств (см. с. 150–152, 153).

2 См. с. 29. Можно обойтись без квантора существования и един-
ственности, записав формулу в виде

∀a∀b((a 
=0)⇒ (∃x(ax= b)∧∀y∀z((ay= b)∧(az = b)⇒ (y= z)
)))
.
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2. Любая связываемая действием квантора предметная
переменная допускает любое переобозначение (всюду в фор-
муле, где она подвергается действию квантора):

(∃xA(x)
)∧(∀x∀y

(
(A(x)∧A(y)) ⇒ (x= y)

))
=

=
(∃wA(w)

)∧(∀u∀v
(
(A(u)∧A(v)) ⇒ (u= v)

))
.

3. Рядом стоящие в формуле одноименные кванторы
можно менять местами. Переставлять же рядом стоящие
разноименные кванторы (а также кванторы, разделенные
частями формулы) нельзя.

Прокомментировать это (уже отмечавшееся выше) пра-
вило можно сравнение формул ∃δ∀εA(ε, δ) и ∀ε∃δA(ε, δ).

Высказывание, которое выражает формула1 ∃δ∀εA(ε, δ),
является истинным в том и только в том случае, когда
A(ε, δ) есть “истина” для какого-то значения δ сразу для
всех значений ε; истинность же высказывания, выражае-
мого формулой ∀ε∃δA(ε, δ), означает, что A(ε, δ) есть “исти-
на” для произвольно взятого значения ε и какого-то (уже,
возможно, зависящего от взятого значения ε) значения δ .

Следует подчеркнуть: то, что в последнем случае пере-
менная δ оказывается (вообще говоря) функцией перемен-
ной ε, сообщается самим строением формулы ∀ε∃δA(ε, δ), и
внесение непосредственно в формулу указания2 δ = δ(ε), яв-
ляется не просто излишним, но прямым нарушением норм
символической записи.

4.Квантор и стоящую перед ним связку отрицания мож-
но поменять местами, заменяя квантор на противополож-
ный (квантор существования на квантор всеобщности и
наоборот):

1Для конкретного двухместного предиката A(ε, δ).
2Да еще с постановкой за ним (для “большей выразительности”)

двоеточия, не входящего в алфавит символического языка.
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¬∀x∃yA(x,y) = ∃x¬∃yA(x,y) = ∃x∀y¬A(x,y).
Это правило вкупе с правилами отрицания формул логи-

ки высказываний (см. с. 273–275) позволяет чисто механиче-
ски переходить от утверждений (при записи их формулами
логики предикатов) к отрицаниям этих утверждений; вне
формульной записи этот переход может оказаться не таким
простым и таит опасность ошибок. Вот, например, постро-
ение отрицания утверждения “существует единственное
значение x, обладающее свойством A(x)” (см. с. 286):
¬∃!xA(x) =¬((∃xA(x)

)∧(∀x∀y
(
(A(x)∧A(y)) ⇒ (x= y)

)))
=

=
(¬∃xA(x)

)∨(¬∀x∀y
(
(A(x)∧A(y)) ⇒ (x= y)

))
=

=
(∀x¬A(x)

)∨(∃x∃y¬(
(A(x)∧A(y)) ⇒ (x= y)

))
=

=
(∀x¬A(x)

)∨(∃x∃y
(A(x)∧A(y)∧ (x 
= y)

))

(“либо свойство A(x) не выполняется ни для одного зна-
чения переменной x, либо существуют (по крайней мере)
два разных значения этой переменной, обладающие данным
свойством”).

Перечисленные правила описывают (да и то весьма по-
верхностно) лишь наиболее элементарную часть исчисления
предикатов — теоретической основы символической запи-
си математических утверждений. На более высоком уровне
различают не один, а целый спектр символических языков,
специализированных по отдельным математическим теори-
ям, различающиеся по уровню сложности, возможностям и
выразительности1.

1Подробно об этом можно прочитать, например, у Д.Гильберта и
П.Бернайса [5], А.Н.Колмогорова и А.Г.Драгалина [10], Ю.И.Мани-
на [15], Э.Мендельсона [17], Р.Р.Столла [21]. Знающие люди считают
необходимым предварительно прочесть Введение из книги А.Черча
[26] (это Введение занимает 49 страниц убористого текста, и его со-
провождают 45 страниц примечаний).
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Символический язык, применяемый в анализе
Для формульной записи утверждений математического

анализа весьма удобным и легко усвояемым начинающими
оказывается “просторечный диалект” языка L1Real — симво-
лического языка первого порядка, значениями предметных
переменных в котором являются действительные числа.

Его алфавит (набор допустимых символов) составляют:
символы (действительных) переменных и констант1;
символы функций (любого числа переменных)2;
символы предикатов: одноместных , выражающих свой-

ства 3, и двухместных , выражающих отношения4 ;
логические связки5 ¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔ и кванторы ∀, ∃.
скобки: открывающая ( и закрывающая )6.

1Ими служат строчные буквы латинского и греческого алфавитов
(снабженные индексами, штрихами и проч. или без них); причем для
констант чаще используют буквы начальной части латинского алфа-
вита, а также обычную цифровую запись. Константа — это фиксиро-
ванное действительное число, тогда как переменная пробегает (если
не оговорено противное) множество всех действительных чисел.

2Обычно это буквы f , g, ϕ, ψ, . . . (с дополнительными значками
или без них), а также привычные специальные символы: sin, exp,√
и т. п. Операции (сложения, умножения, . . . ), являющиеся частными
случаями функций (двух переменных) имеют обычные обозначения.
Константы можно понимать как “функции без переменных”.

3Например, свойство “быть положительным” обозначается сим-
волом >0, а свойство “быть элементом” — символом ∈. Записи лю-
бого свойства можно придать вид ∈A, где A — множество всех тех
значений переменной (“свободной” или “зависимой”), для которых вы-
полняется данное свойство (в частности, вместо x > 0 иногда пишут
x∈R+).

4 Равенства = , быть больше > и т. п.; x 
= y есть сокращенная
запись предиката ¬(x=y).

5 Варианты их написания приведены на с. 272.
6А также запятые и многоточия (в записях типа f(x1 , . . . , xn)).
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Символы переменных и констант вместе с составля-
емыми по обычным правилам комбинациями этих симво-
лов с символами функций 1 образуют набор термов2 языка.
Сочетания же термов с символами предикатов, логически-
ми связками и кванторами (по правилам составления фор-
мул логики предикатов (см. с. 286)) образуют формулы язы-
ка, оперировать которыми надлежит по правилам, частично
представленным на с. 288–290 (и подробно излагаемым в [5,
10, 15, 17, 21, 26]). В совокупности все упомянутые здесь
правила составляют синтаксис3 языка.

Термин “язык первого порядка” имеет тот смысл, что
кванторы (в формулах языка) могут действовать лишь по
предметным переменным, но не по переменным функциям
и переменным предикатам (свойствам и отношениям).

Это требование ограничивает выразительные возможности языка.
Не удается, например, дать формульную запись аксиомы непрерывно-
сти (см. с. 30), определений предела и непрерывности функции в точ-
ке “через последовательности” (см. с. 109, 110) и даже утверждения “ z
есть натуральное число” 4.

Замечание 1. Сократить запись формул позволяет ис-
пользование ограниченных кванторов (см. с. 284).

Замечание 2. Возможно допущение комплексных значе-
ний переменных и констант. Дело в том, что любой терм
(математическое выражение) с комплексными величинами

1 В том числе операций.
2Попросту говоря, математических выражений.
3 Греч. σινταξις — построение, порядок.
4 Его формульная запись ∀X(

(1∈X)∧∀x(x∈X⇒x+1∈X)⇒z∈X)
(“каким бы ни было множество действительных чисел, из того, что
этому множеству принадлежит единица, и вместе с любым числом
ему принадлежит и сумма этого числа с единицей, следует, что этому
множеству принадлежит и число z ”) включает запрещенное (в языке
L1Real) действие квантора по переменному подмножеству X⊂ R.
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можно выразить через действительные величины. Напри-
мер, если z =x+iy, а z0 =x0+iy0 , то терм

√
(x−x0)2 +(y−y0)2

есть эквивалентная запись терма |z−z0|.
Пример. Из символов переменной x, констант a и b ,

функций f и | | (модуль) и операции вычитания мож-
но составить термы |x − a| и |f(x) − b|. Добавив к ним
термы (символы переменных) δ и ε (оговарив, что допу-
стимыми значениями этих переменных являются положи-
тельные числа), их можно скомбинировать с символом от-
ношения < , и логической связкой ⇒, получив формулу
(0< |x−a|< δ ⇒ |f(x)− b|< ε). Присоединив к ней (посред-
ством логических связок ∧ и ⇒) формулы ε > 0, δ > 0 и
действуя кванторами, можно сконструировать формулу 1

∀ε
(
ε>0 ⇒∃δ(δ >0∧ ∀x(0< |x−a|<δ ⇒|f(x)− b|<ε))

)
,

означающую по определению (см. с. 101), что “число b явля-
ется пределом функции y = f(x) при стремлении переменной
x к числу a (или пределом этой функции в точке a)”.

Разумеется, не все (правильно составленные) формулы
языка являются содержательными, т. е. несут какой-либо
смысл2. Способность составлять синтаксически правильные
и осмысленные символические формулы есть такой же необ-
ходимый элемент современного математического образова-
ния, как умение грамотно и толково изъясняться (хотя бы
на родном языке) для цивилизованного человека.

1Или в эквивалентной записи с ограниченными кванторами
∀ε>0∃δ>0∀x(0< |x−a|<δ⇒|f(x)− b|<ε).

2Подобно тому как отнюдь не всякий набор записанных друг за
другом букв (например, русского алфавита) является словом (русско-
го языка), так же как не всякий грамматически правильно составлен-
ный набор слов оказывается осмысленным предложением. Подробно
о смысле математических текстов можно прочитать у Ю.И.Манина
([15], с. 150–160).
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Приложение II
Примеры символической записи в анализе

В соответствии с принятым алфавитом (см. с. 291) будут
использоваться следующие обозначения.

Строчные латинские и греческие буквы (с индексами
и без) служат символами действительных 1 переменных и
констант. Исключение составяют буква f , используемая
как символ функции, а также буквы i (если это не мни-
мая единица), j , k, l, m, n, считающиеся символами целых
неотрицательных переменных и констант. Заглавными ла-
тинскими буквами обозначаются множества действитель-
ных чисел.

Формулы ¬(x = y), ¬(x < y), ¬(x > y) и ¬(x ∈ X) (от-
рицания отношений равенства, меньше, больше и свойства
принадлежности) сокращенно записываются в виде2 x 
= y ,
x� y , x� y и x /∈X .
Запись !f(a) (предикат определенности) подразумевает:

“для функции y = f(x) определено значение f(a)”.
Следует учитывать особенность3 построения отрицаний

формул (например, неравенств), если в них входят функции:
¬(a� b) = (a> b),

тогда как
¬(f(a)� b) = (f(a)>b)∨¬(!f(a));

Дело в том, что запись f(a) � b фактически есть сокра-
щенная запись утверждения “значение f(a) определено, и
оно не больше b”, выражаемого формулой (!f(a))∧(f(a)� b);
отрицанием же последней формулы как раз и является
формула ¬(!f(a))∨ (f(a)>b).

1А иногда комплексных (см. с. 292, замечание 2).
2 Скобки в формулах ставятся лишь по мере необходимости.
3Уже обсуждавшуюся в сноске на с. 102.
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1. “Для множества X число a служит нижней границей”:
∀x(x∈X ⇒ a�x).

1′. “Число a не является нижней границей для множе-
ства X ” (отрицание предыдущего)1:

∃x(x∈X ∧ x<a).
2. “Множество X ограничено снизу” (имеет нижнюю гра-

ницу): ∃a∀x(x∈X ⇒ a�x).
2 ′. “Множество X не ограничено сверху”:

∀a∃x(x∈X ∧ x<a).
3. “Для множества X число b служит верхней границей”:

∀x(x∈X ⇒ x� b).
3 ′. “Число b не является верхней границей для множе-

ства X ”: ∃x(x∈X ∧ x>b).
4. “Множество X ограничено сверху”:

∃b∀x(x∈X ⇒ x� b).
4 ′. “Множество X не ограничено сверху”:

∀b∃x(x∈X ∧ x>b).
5. “Множество X ограничено”:

∃a∃b∀x(x∈X ⇒ a�x� b)2 (или ∃c>0∀x(x∈X ⇒|x|� c))3.
5 ′. “Множество X не ограничено”:

∀a∀b∃x(x∈X∧(x<a∨x>b)) (или ∀c>0∃x(x∈X∧|x|>c))2.
6. “Число x есть точная верхняя грань множества X ”(

x = supX
)
:

(∀x(x∈X ⇒ x� x)) ∧ (∀ε>0∃x(x∈X ∧ x>x−ε)).

1 С учетом правила ¬(A⇒B) = A∧(¬B) (см. с. 274).
2 a�x� b есть краткая запись формулы (a�x)∧ (x� b).
3 В этом варианте записи x может быть комплексной переменной

(соответственно X — множеством комплексных чисел).
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Сформулировать на языке первого порядка теорему : “Любое непу-
стое и ограниченное сверху множество имеет точную верхнюю грань”
(с. 42) не удается, поскольку не обойтись без запрещенного в языках
первого порядка действия квантора по переменному множеству :
∀X((∃x(x∈X)∧∃b∀x(x∈X⇒x� b)

) ⇒
⇒ ∃x((∀x(x∈X⇒ x� x))∧(∀ε>0∃x(x∈X∧x>x−ε))).

6 ′. “Число x не является точной верхней гранью множе-
ства X ” 1:

(∃x(x∈X ∧x >x)) ∨ (∃ε>0∀x(x /∈X ∨ x �x−ε)).
7. “Число x есть точная нижняя грань множества X ”(

x = infX
)
:

(∀x(x∈X ⇒ x�x)) ∧ (∀ε>0∃x(x∈X ∧ x< x+ε)).
8. “a есть внутренняя точка множестваA” (имеет окрест-

ность, принадлежащую этому множеству):
∃δ >0∀x(|x−a|<δ ⇒ x∈A).

8 ′. “a не является внутренней точкой множества A” :
∀δ >0∃x(|x−a|<δ∧x /∈A).

9. “Множество A является открытым” (каждая его точ-
ка является внутренней):

∀a
(
a∈A ⇒∃δ >0∀x(|x−a|<δ ⇒ x∈A)

)
.

10. “Точка a является граничной для множестваA” (в лю-
бой ее окрестности есть точка, принадлежащая множеству
A, и точка, ему не принадлежащая):

∀δ >0∃x∃y
(|x−a|<δ ∧ |y−a|<δ ∧ x∈A∧ y /∈A).

11. “Точка a является предельной точкой2 для множества
A” (в любой ее окрестности есть отличная от нее точка,
принадлежащая множеству A):

1Либо x не является верхней границей для множества X , либо у
множества X есть верхняя граница, меньшая, чем x.

2Иногда называемой еще точкой сгущения, точкой накопления.
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∀δ >0∃x
(
0< |x−a|<δ∧x∈A).

12. “ a есть изолированная точка множества A” (суще-
ствует окрестность точки a, в которой, эта точка является
единственной, принадлежащей множеству A):

∃δ >0∀x
(
(|x−a|<δ ∧ x∈A)⇒ (x=a)

)
.

13. “A — дискретное множество” (каждая его точка яв-
ляется изолированной):

∀a
(
a∈A ⇒∃δ >0∀x

(
(|x−a|<δ ∧ x∈A)⇒ (x=a)

))
.

14. “Множество I ⊂R является промежутком” :(∃x∃y(x∈ I∧ y∈ I∧ x 
= y)
)∧

∧(∀x∀y(x∈I∧ y∈I∧ x<y) ⇒∀t(x< t<y ⇒ t∈I)
)
,или(∃x∃y(x∈ I∧ y∈ I∧ x 
= y)

)∧(∀x∀y∀θ(x∈I∧ y∈I∧ 0<θ<1) ⇒ θx+(1−θ)∈I)
)
1.

15. “Последовательность (действительных чисел) {xn}
ограничена а) снизу, б) сверху” :

а) ∃a∀n(a�xn), б) ∃b∀n(xn � b).
15 ′. “Последовательность (действительных чисел) {xn}

не ограничена а) снизу, б) сверху” :
а) ∀a∃n(xn <a), б) ∀b∃n(xn > b).

16. “Последовательность {xn} ограничена” :
∃a∃b∀n(a�xn � b)2, ∃c>0∀n(|xn|� c)3.

16 ′. “Последовательность {xn} не ограничена” :
∀a∀b∃n(xn <a∨xn >b)2, ∀c>0∃n(|xn|>c)3.

1Множество I содержит более одной точки, и вместе с каждыми
двумя принадлежащими ему точками содерит и все точки, промежу-
точные между ними.

2 Только для последовательностей {xn} действительных чисел.
3Для последовательностей {xn} как действительных , так и дей-

ствительных или мнимых (т. е. комплексных) чисел.
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17. “Последовательность (действительных чисел) {xn}
является монотонной: а) возрастающей, б) неубывающей,
в) убывающей, г) невозрастающей” :

а) ∀n(xn <xn+1), б) ∀n(xn �xn+1),

в) ∀n(xn >xn+1), г) ∀n(xn �xn+1).

17 ′. “Последовательность (действительных чисел) {xn}
не является монотонной” :

∃n∃m(xn <xn+1 ∧ xm >xm+1).
17 ′′. “Последовательность (действительных чисел) {xn}

является возрастающей, начиная с некоторого номера” :
∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn< xn+1).

18. “Число x является пределом последовательности {xn}”(
x = lim xn

)
:
∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε).

19. “Последовательность {xn} является сходящейся” :
∃x∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε).

19 ′. “Последовательность {xn} является расходящейся”
(отрицание предыдущего):

∀x∃ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|�ε).
20. “{xn} — бесконечно малая последовательность” :

∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|<ε).
21. “{xn} — бесконечно большая последовательность”(

lim xn =∞)
:
∀µ>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|>µ).

22. “Последовательность (действительных чисел) {xn}
имеет бесконечный предел +∞” 1

(
lim xn = +∞)

:
∀µ>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn >µ).

1Или, как еще говорят, “ расходится к +∞”.
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23. “Последовательность (действительных чисел) {xn}
имеет бесконечный предел −∞” 1

(
lim xn =−∞)

:
∀µ>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn<−µ).

24. “Число x является предельной точкой (частичным
пределом) последовательности {xn}” 2:

∀ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|<ε).
24 ′. “Число x не является предельной точкой (частич-

ным пределом) последовательности {xn}” 3:
∃ε>0∃n0∀n(n�n0∨ |xn−x|�ε).

25. “Число x есть точная верхняя грань последователь-
ности (действительных чисел) {xn}”

(
x = sup xn

)
:

(∀n(xn� x)
)∧ (∀ε>0∃n(xn >x−ε)

)
.

26. “Число x является верхним пределом последователь-
ности (действительных чисел) {xn}”

(
x = limxn = lim sup xn

)
:

∀ε>0
((∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|<ε)

)∧
∧(∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn <x+ε)

))
4.

27. Утверждения “ sup xn = +∞” и “ limxn = +∞” (или
“ lim sup xn = +∞”) для последовательности (действитель-
ных чисел) {xn} равносильны и выражаются формулой

∀µ>0∃n(xn >µ).

1Или, как еще говорят, “ расходится к −∞”.
2 В любой окрестности точки x есть элементы последовательности

{xn} со сколь угодно большими номерами.
3 Существует окрестность точки x, в которую попадает не более

конечного числа элементов последовательности {xn}.
4Какова бы ни была окрестность точки x, в ней есть элементы

последовательности {xn} со сколь угодно большими номерами, при
этом справа от этой окрестности может находиться не более конечного
числа элементов этой последовательности.
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28. “Число x есть точная нижняя грань последователь-
ности (действительных чисел) {xn}”

(
x = inf xn

)
:(∀n(xn �x)

)∧ (∀ε>0∃n(xn <x+ε)
)
.

29. “Число x является нижним пределом последователь-
ности (действительных чисел) {xn}”

(
x = limxn = lim inf xn

)
:

∀ε>0
((∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|<ε)

)∧
∧(∃n0∀n(n>n0 ⇒ xn >x−ε)

))
1.

30. Утверждения “ inf xn = −∞” и “ limxn = −∞” (или
“ lim inf xn = −∞”) для последовательности (действитель-
ных чисел) {xn} равносильны и выражаются формулой

∀µ>0∃n(xn <−µ).
31. “{xn} — фундаментальная последовательность” :

∀ε>0∃n0∀n∀j (n>n0 ⇒ |xn−xn+j|<ε),
или

∀ε>0∃n0∀n∀m(n>n0 ∧m>n0 ⇒ |xn−xm|<ε).
31′. “Последовательность {xn} не является фундамент-

альной” :
∃ε>0∀n0∃n∃j (n>n0 ∧ |xn−xn+j|�ε),

или
∃ε>0∀n0∃n∃m(n>n0 ∧m>n0 ∧ |xn−xm|�ε).

Замечание 1. Сформулировать на языке первого порядка крите-
рий Коши: “Для того, чтобы последовательность {xn} была сходящей-
ся, необходимо и достаточно, чтобы она была фундаментальной” (см.
с. 91) не удается, поскольку не обойтись без запрещенного в языках
первого порядка действия квантора по переменной функции2:

∀{xn}
((∃x∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−x|<ε)

)⇔
⇔ (∀ε>0∃n0∀n∀j (n>n0 ⇒ |xn−xn+j |<ε)

))
.

1Какова бы ни была окрестность точки a, в ней есть элементы
последовательности {xn} со сколь угодно большими номерами, при
этом слева от этой окрестности может находиться не более конечного
числа элементов этой последовательности.

2Натуральной переменной, т. е. последовательности.
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Замечание 2. Утверждение “ limxn 
=x” следует отличать от отри-
цания утверждения “ limxn =x”. Первое подразумевает существование
у последовательности {xn} предела (конечного или бесконечного), не
равного x: (∃z(z 
=x∧ ∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn−z|<ε)

))∨
∨(∀µ>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |xn|>µ)

)
;

второе же, выражаемое более простой формулой (отрицание n◦ 18)
∃ε>0∀n0∃n(n>n0 ∧ |xn−x|�ε),

предполагает как существование у последовательности {xn} какого-то
предела, отличного от x, так и отсутствие у нее предела.

32. “Число b есть предел функции y = f(x) в точке a” 1
(
lim
x→a

f(x) = b
)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)−b|<ε).
32 ′. “Число b не является пределом функции y = f(x) в

точке a” 1
(¬“ lim

x→a
f(x) = b”

)
:

∃ε>0∀δ >0∃x(0< |x−a|<δ ∧ (|f(x)−b|�ε∨ ¬(!f(x)))2.
33. “Функция y = f(x) имеет предел3 в точке a” 1:

∃b∀ε>0∃δ >0∀x(0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)−b|<ε).
33 ′. “Функция y = f(x) не имеет предела3 в точке a” 1:

∀b∃ε>0∀δ >0∃x(0< |x−a|<δ ∧ (|f(x)−b|�ε∨ ¬(!f(x)))2.
33 ′′. “Функция y = f(x) определена в окрестности точ-

ки4 a, но не имеет предела3 в этой точке” :
(∃δ >0∀x

(
0< |x−a|<δ ⇒ !f(x)

))∧
∧(∀b∃ε>0∀δ >0∃x(0< |x−a|<δ ∧ |f(x)−b|�ε)

)
.

1Или, как еще говорят, “при стремлении x к a”.
2 С учетом правила ¬(A⇒B) = A∧ (¬B) (см. с. 274), а также того,

что отрицанием утверждения “ |f(x)− b|< ε” служит утверждение: “
либо |f(x)−b|�ε, либо значение f(x) не определено” (см. с. 294).

3Под пределом (без сопровождения прилагательного бесконечный)
всюду понимается конечное число.

4Исключая, возможно, саму эту точку.
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Что касается эквивалентного определения предела функции в точ-
ке

(
lim
x→a

f(x) = b
)

— “через последовательности” (см. с. 109–110), — то
его символическая запись выходит за рамки языка L1Real, так как
требует действия квантора по переменной функции (натуральной пе-
ременной):

∀{xn}
((∀δ>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ 0< |xn−a|<δ)

) ⇒
⇒ (∀ε>0∃n0∀n(n>n0 ⇒ |f(xn)−b|<ε)))1.

34. “Функция y = f(x) имеет в точке a предел слева, рав-
ный b1”

(
lim

x→a−0
f(x) = b1, или f(a−0) = b1

)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a−δ <x<a ⇒ |f(x)−b1|<ε).
34 ′. “Функция y = f(x) при стремлении x к точке a слева

стремится к значению b1 слева”
(

lim
x→a−0

f(x) = b1−0
)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a−δ <x<a ⇒ b1−ε<f(x)< b1).
34 ′′. “Функция y = f(x) при стремлении x к точке a слева

стремится к значению b1 справа”
(

lim
x→a−0

f(x) = b1+0
)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a−δ <x<a ⇒ b1 <f(x)<b1+ε).
35. “Функция y = f(x) имеет в точке a предел справа,

равный b2”
(

lim
x→a+0

f(x) = b2, или f(a+0) = b2

)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a<x<a+δ ⇒ |f(x)−b2|<ε).
35 ′. “Функция y = f(x) при стремлении x к точке a

справа стремится к значению b2 слева”
(

lim
x→a+0

f(x) = b2−0
)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a<x<a+δ ⇒ b2−ε<f(x)< b2).
35 ′′. “Функция y = f(x) при стремлении x к точке a

справа стремится к значению b2 справа”
(

lim
x→a+0

f(x) = b2+0
)
:

∀ε>0∃δ >0∀x(a<x<a+δ ⇒ b2 <f(x)<b2+ε).
1Для любой последовательности {xn} точек xn 
= a, сходящейся к

точке a, соответствующая ей последовательность {f(xn)} (значений
функции в точках xn) сходится к числу a.
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36. “Число b есть предел функции y = f(x) при x, стре-
мящемся к +∞”

(
lim

x→+∞
f(x) = b

)
:

∀ε>0∃µ>0∀x(x>µ ⇒ |f(x)−b|<ε).
37. “Число b есть предел функции y = f(x) при x, стре-

мящемся к −∞”
(

lim
x→−∞

f(x) = b
)
:

∀ε>0∃µ>0∀x(x<−µ ⇒ |f(x)−b|<ε).
38. “Функция y = f(x) имеет в точке a бесконечный пре-

дел +∞”
(
lim
x→a

f(x) = +∞)
:

∀ν >0∃δ >0∀x(0< |x−a|<δ ⇒ f(x)>ν).
39. “Функция y = f(x) имеет при x, стремящемся к точке

x справа, бесконечный предел +∞”
(

lim
x→a+0

f(x) = +∞)
:

∀ν >0∃δ >0∀x(a<x<a+δ ⇒ f(x)>ν).
40. “Функция y = f(x) имеет при x, стремящемся к точке

x слева, бесконечный предел −∞”
(

lim
x→a−0

f(x) =−∞)
:

∀ν >0∃δ >0∀x(a−δ <x<a ⇒ f(x)<−ν).
41. “Функция y = f(x) имеет при x, стремящемся к −∞,

бесконечный предел +∞”
(

lim
x→−∞

f(x) = +∞)
:

∀ν >0∃µ>0∀x(x<−µ ⇒ f(x)>ν).
42. “Функция y = f(x) является бесконечно большой при

x, стремящемся к ∞”
(

lim
x→∞

f(x) =∞)
1:

∀ν >0∃µ>0∀x(|x|>µ ⇒ |f(x)|>ν).
43. “Функция y = f(x) является бесконечно большой при

x, стремящемся к точке a”
(
lim
x→a

f(x) =∞)
:

∀ν >0∃µ>0∀x(0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)|>ν).

1 В обоих случаях ∞ “ без знака”.
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44. “Число b есть предел функции y = f(x) при a, стре-
мящемся к a по множеству X ”

(
lim

X�x→a
f(x) = b

)
:

∀δ >0∃x
(
0< |x−a|<δ∧x∈X)∧1

∧(∀ε>0∃δ >0∀x((x∈X∧ 0< |x−a|<δ) ⇒ |f(x)− b|<ε)
)

45. “Функция y = f(x) непрерывна в точке a” :
∀ε>0∃δ >0∀x(|x−a|<δ ⇒ |f(x)−f(a)|<ε).

45 ′. “Функция y = f(x) не является непрерывной в точ-
ке a” : ∃ε>0∀δ >0∃x

(|x−a|<δ∧
∧(|f(x)−f(a)|�ε∨¬(!f(x))∨¬(!f(a))

))
.

45 ′′. “Функция y = f(x), определенная как в точке a, так
и в ее окрестности, не является непрерывной в точке a” :

∃ε>0∀δ >0∃x
(|x−a|<δ ∧ |f(x)−f(a)|�ε

)
.

45 ′′′. “Функция y = f(x) определена в точке a и ее окрест-
ности, но не является непрерывной в точке a” 2:
(∃δ >0∀x

(|x−a|<δ ⇒ !f(x)
))∧

∧(∃ε>0∀δ >0∃x
(|x−a|<δ ∧ |f(x)−f(a)|�ε

))
.

46. “Функция y = f(x) непрерывна слева в точке a” :
∀ε>0∃δ >0∀x(a−δ <x<a ⇒ |f(x)−f(a)|<ε).

47. “Функция y = f(x) непрерывна справа в точке a” :
∀ε>0∃δ >0∀x(a<x<a+δ ⇒ |f(x)−f(a)|<ε).

1 Эту часть формулы можно опустить, если заранее оговорено, что
a есть предельная точка множества X : если вблизи точки a нет
(отличных от нее) точек множества X , то остальная часть формулы
имеет значение “истина” (поскольку (x∈X ∧ 0< |x−a|<δ) при малых
значениях δ есть “ложь”), однако говорить о пределе функции в точке
a по множеству X в такой ситуации бессмысленно.

2 В утверждении n◦ 45′′ изначально дано, что функция определена в
точке a и ее окрестности, а здесь это составляет часть утверждения.
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48. “Функция y = f(x) непрерывна во всех точках мно-
жества X ” :
∀x̃∀ε>0∃δ >0∀x((x̃∈X∧ |x− x̃|<δ) ⇒ |f(x)−f(x̃)|<ε).
49. “Функция y = f(x) непрерывна на множестве X ” 1:
∀x̃∀ε>0∃δ >0∀x((x̃∈X∧ x∈X∧ |x− x̃|<δ) ⇒

⇒ |f(x)−f(x̃)|<ε).
49 ′. “Функция y = f(x), определенная на множестве X ,

не является непрерывной на этом множестве” 2:

∃x̃∃ε>0∀δ>0∃x(x̃∈X∧ x∈X ∧ |x− x̃|<δ∧
∧ |f(x)−f(x̃)|�ε).

50. “Функция y = f(x) равномерно непрерывна на мно-
жестве X ” :
∀ε>0∃δ >0∀x∀x̃ ((x̃∈X∧ x∈X∧ |x− x̃|<δ) ⇒

⇒ |f(x)−f(x̃)|<ε).
50 ′. “Функция y = f(x), определенная на множестве X ,

не является равномерно непрерывной на этом множестве”:

∃ε>0∀δ>0∃x∃x̃ (x̃∈X∧ x∈X ∧ |x− x̃|<δ∧
∧ |f(x)−f(x̃)|�ε).

1 Если в предыдущем утверждении для произвольно взятой точки
x̃∈X значение f(x̃) сравнивается со значениями f(x) для всех точек
x из δ -окрестности точки x̃, то в этом — только для тех из них, ко-
торые принадлежат множеству X . В соответствии с этим функция
y = f(x), определенная в одной лишь точке a действительной оси не
является непрерывной в этой точке (утверждение n◦ 45 для нее лож-
но), однако она непрерывна на одноточечном множестве X={a}.

2 Если изначально не оговорено, что функция определена на мно-
жестве X , то формула оказывается длиннее:

∃x̃ ∃ε>0∀δ>0∃x(
x̃∈X∧ x∈X∧ |x− x̃|<δ∧

∧ (|f(x)−f(x̃)|�ε∨¬(!f(x))∨¬(!f(x̃)
)))
.
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51. “f(x) = o(1)1, x → a” (“функция y = f(x) является
бесконечно малой при стремлении x к точке a” ):

∀ε>0∃δ>0∀x (0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)|<ε).
51′ . “f(x)= o(1)1, x→a−0” (“функция y = f(x) является

бесконечно малой при стремлении x к точке a слева” ):

∀ε>0∃δ>0∀x (a−δ <x<a ⇒ |f(x)|<ε).
51′ ′ . “f(x)= o(1)1, x→+∞” (“функция y = f(x) является

бесконечно малой при стремлении x к +∞” ):

∀ε>0∃µ>0∀x (x>µ ⇒ |f(x)|<ε).
51′ ′ ′ . “f(x)= o(1)1, x→ ∞” (“функция y = f(x) является

бесконечно малой при бесконечно больших значениях x” ):

∀ε>0∃µ>0∀x (|x|>µ ⇒ |f(x)|<ε).
52. “f(x) = O(1)2, x → a” (“функция y = f(x) остается

ограниченной при стремлении x к точке a” ):

∃c>0∃δ>0∀x (0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)|� c).
52 ′ . “f(x) = O(1)2, x→ a+0” (“функция y = f(x) остается

ограниченной при стремлении x к точке a справа” ):

∃c>0∃δ>0∀x (a<x<a+δ ⇒ |f(x)|� c).
52 ′ ′ . “f(x) = O(1) 2, x →−∞” (“функция y = f(x) остает-

ся ограниченной при стремлении x к −∞” ):

∃c>0∃µ>0∀x (x<−µ ⇒ |f(x)|� c).
53. “f(x) = o

(
g(x)

)
, x → a” (“функция y = f(x) явля-

ется бесконечно малой относительно функции y = g(x) при
стремлении x к точке a ”):

1Читается: “ f(x) есть “ o малое” от единицы”.
2Читается: “ f(x) есть “ О большое” от единицы”.
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∀ε>0∃δ>0∀x (0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)|� ε|g(x)|).1
53 ′ . “f(x) = o

(
g(x)

)
, x → a” (“функция y = f(x) явля-

ется бесконечно малой относительно функции y = g(x) при
бесконечно малых значениях x ”):

∀ε>0∃δ>0∀x (0< |x|<δ ⇒ |f(x)|� ε|g(x)|).
53 ′ ′ . “f(x) = o

(
g(x)

)
, x → ∞” (“функция y = f(x) явля-

ется бесконечно малой относительно функции y = g(x) при
бесконечно больших значениях x ”):

∀ε>0∃µ>0∀x (|x|>µ ⇒ |f(x)|� ε|g(x)|).
53 ′ ′ ′ . “f(x) = o

(
g(x)

)
, x → ∞” (“функция y = f(x) явля-

ется бесконечно малой относительно функции y = g(x) при
бесконечно больших значениях x из множества X ”):

∀ε>0∃µ>0∀x (|x|>µ∧ x∈X ⇒ |f(x)|� ε|g(x)|).
54. “f(x) = O(g(x)), x → a” 2 :

∃c>0∃δ>0∀x (0< |x−a|<δ ⇒ |f(x)|� c |g(x)|).3
55. “x0 — точка абсолютного (глобального) максимума

функции y = f(x) на множестве X ” :
x0∈X∧∀x(x∈X ⇒ f(x)� f(x0)).

55 ′ . “x0 — точка локального максимумафункции y = f(x)

на множестве X ” :
1 Если заранее известно, что функция y = g(x) не обращается в

нуль в окрестности точки a, нестрогое неравенство |f(x)|�ε|g(x)| в
формуле можно заменить строгим

∣
∣f(x)

g(x)

∣
∣<ε.

2 Так и говорят: “ f(x) есть “ О большое” от g(x) при стремлении x
к точке a”.

3 В случае не обращения в нуль функции g(x) утверждение озна-
чает существование окрестности точки a, в которой отношение f(x)

g(x)
ограничено.
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x0∈X∧∃δ >0∀x(x∈X ∧ |x−x0|<δ ⇒ f(x)� f(x0)).
55 ′ ′ . “x0 есть точка строгого максимума (абсолютного)

функции y = f(x) на множестве X ” :

x0∈X∧∀x(x∈X ∧ x 
= x0 ⇒ f(x)<f(x0)).
55 ′ ′ ′ . “x0 есть точка строгого локального максимума

функции y = f(x) на множестве X ” :
x0∈X∧∃δ >0∀x(x∈X∧ 0< |x−x0|<δ ⇒ f(x)<f(x0)).
56. “ x0 являетсяточкой устранимого разрыва для функ-

ции y =f(x)” 1:
(∃b∀ε>0∃ε>0∀x(0< |x−x0|<δ ⇒ |f(x)−b|<ε)

)∧
∧(

f(x0) 
= b ∨ ¬(!f(x0)
)
.

57. “x0 — точка разрыва 1-го рода функции y = f(x)” 2 :
(∃b1∀ε>0∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ |f(x)−b1|<ε)

)∧
∧(∃b2∀ε>0∃δ >0∀x(x0 <x<x0+δ ⇒ |f(x)−b2|<ε)

)∧
∧(

b1 
= b2

)
.

58. “x0 — точка разрыва 2-го рода функции y = f(x)” 3:
(∃δ >0∀x(0< |x−x0|<δ ⇒ !f(x)

))∧
∧(¬(∃b∀ε>0∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ |f(x)−b|<ε)

))∨
∨(¬(∃b∀ε>0∃δ >0∀x(x0 <x<x0+δ ⇒ |f(x)−b|<ε)

))
.

1Функция y=f(x) имеет предел в точке x0 , но он не совпадает со
значением функции в этой точке (либо значение f(x0) не определено);
всюду под пределом (без прилагательного бесконечный) подразумева-
ется конечное число.

2Функция y=f(x) имеет в точке x0 предел слева и предел справа,
которые не совпадают между собой.

3Функция определена в некоторой окрестности точки x0 (исклю-
чая, возможно, саму эту точку) и не имеет в этой точке либо предела
слева, либо предела справа.
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59. “Функция y = f(x) имеет в точке x0 левосторонний
разрыв 1-го рода” 1 :
(∃b1∀ε>0∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ |f(x)−b1|<ε)

)∧
∧((∀ε>0∃δ >0∀x(x0 <x<x0+δ ⇒ |f(x)−f(x0)|<ε)

)∨
∨(¬(∃δ >0∀x(x0 <x<x0+δ ⇒ !f(x))

)))
.

60. “Функция y = f(x) имеет в точке x0 правосторонний
разрыв 2-го рода” 2 :
(∃δ >0∀x(x0 <x<x0+δ ⇒ !f(x))

)∧
∧(¬(∃b∀ε>0∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ |f(x)−b|<ε)

))∧
∧((∀ε>0∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ |f(x)−f(x0)|<ε)

)∨
∨(¬(∃δ >0∀x(x0−δ <x<x0 ⇒ !f(x))

)))
.

61. “Функция y = f(x) имеет производную в точке x0” :

∃a∀ε>0∃δ >0∀x
(
0< |x−x0|<δ ⇒

∣
∣f(x)−f(x0)

x−x0
−a

∣
∣<ε

)
.

62. “Функция y = f(x) дифференцируема в точке x0” 3 :

∃a∀ε>0∃δ >0∀x
(
0< |x−x0|<δ ⇒
⇒ ∣

∣f(x)−f(x0)− a(x−x0)
∣
∣<ε|x−x0|

)
.

1Функция y = f(x) имеет в точке x0 предел слева, являясь при
этом либо непрерывной справа в точке x0 , либо не удовлетворяющей
условию определенности в некоторой правой окрестности точки x0 .

2Функция y=f(x) определена в правой окрестности точки x0 , но
не имеет в этой точке предела справа, при этом функция либо явля-
ется непрерывной слева в точке x0 , либо не удовлетворяет условию
определенности в некоторой левой окрестности точки x0 .

3 Существует число, результат умножения на которое произвольно
взятого приращения �x= x−x0 (переменной x в точке x0) отличается
от отвечающего ему приращения функции �f = f(x)−f(x0) на беско-
нечно малую относительно �x при стремлении �x к нулю. Наглядно
проявляется эквивалентность дифференцируемости функции в точке
существованию производной функции в этой точке.
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Приложение III
Буквы древнегреческого письма

Написание Название Передаваемый звук

A α а́льфа [а]
B β бе́та [б]
Γ γ га́мма [г]
∆ δ де́льта [д]
E ε э псило́н1 [е] (краткое)
Z ζ дзе́та [дз]
H η э́та [е] (долгое)
Θ θ те́та [т] (с придыханием)
I ι ио́та [и]
K κ ка́ппа [к]
Λ λ ла́мбда [л]
M µ мю (ми) [м]
N ν ню (ни) [н]
Ξ ξ кси [кс]
O o о микро́н2 [о] (краткое)
Π π пи [п]
P ρ ро [р]
Σ σ, ς (в конце слова) си́гма [с]
T τ та́у [т]
Υ υ и псило́н1 между [и] и [у]
Φ ϕ фи [ф]
X χ хи [х]
Ψ ψ пси [пс]
Ω ω о ме́га2 [о] (долгое)
1 Греч. ψιλóν — тонкое, голое, слабое.
2 Греч. µικρóν — маленькое; µέγα — большое.
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39. Dugac P. Eléments d’analyse de Karl Weierstrass. Paris, 1972.
40. Gauss C.F. Werke. Göttingen, 1863–1933.
41. Gies J., Gies F. Leonardo of Pisa and the new mathematics of

the middle ages. New York, 1969.
42. Hamilton W.R. Lectures on quaternions. London-Cambridge,

1853.
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— открытое 296
— пустое 15
— счетное 45
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Модуль комплексного числа 56
Муавр (де) А. 58
Натуральные числа 29
Не́пер Дж. 162
Непрерывность функции в точке

107, 304
— — — слева, справа 126, 304
— — на множестве 140, 305
— — на промежутке 143
Неформальные (содержательные)

аксиоматические теории 8
Нижняя граница множества 40, 295
Нуль 28
Нью́тон И. 26
Нью́тона бином 26
О-большое 170, 306, 307
— -малое 170, 306, 307
Обратное число 29
Объединение множеств 15
Ограниченность (сверху, снизу)

множества 40, 295
— (— , —) последовательности 67,

297
— (—, —) функции 136–137
Односторонние пределы 125
Окрестность 64
Определения 5
Остаток формулы Те́йлора 235
— — — в записи Коши́ 235
— — — в записи Лагранжа 235
Открытое множество 296
Отношения 24
Отрицание 272
Парадоксы теории множеств 13
Параметризация гладкой линии 259
Параметрическое задание функции

260

Пеа́но Дж. 15
Первообразная функция 196
Перегиба точка 254
Переместительный закон 28
Перемножения комплексных чисел

свойства 58
Пересечение множеств 15
Перестановки 25
Пифагор 5
Подмножество 15
— собственное 16
Подпоследовательность 83
Позиционная запись действитель-

ных чисел 37
Поле 52
Полноты (непрерывности) аксио-

ма 30
Полярная (тригонометрическая)

форма комплексного числа 56
Последовательность 23
— бесконечно большая 75, 298
— бесконечно малая 68, 298
— возрастающая 77, 298
— монотонная 77, 298
— невозрастающая 77, 298
— неограниченная 76, 297
— неубывающая 77, 298
— ограниченная (сверху, снизу)

67, 297
— постоянная 63
— расходящаяся 65, 298
— сходящаяся 65, 298
— убывающая 76, 298
— фундаментальная 91, 300
— числовая 63
Последовательности, имеющие

пределом число e 81
Порядок функции 177
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Посылка 272
Правило Лопиталя 215
Предел последовательности 64, 298
— функции 101, 301
— — в бесконечности 127
— — по множеству 130, 304
Пределы верхний и нижний после-

довательности 87–88, 299–300
— — — функции 133
— односторонние 125, 302
Предельная точка множества 130,

296
— – последовательности 84, 299
Предикаты 270
Предикатные переменные 271
Предметные переменные 270
— — свободные, связанные 286
Признак возрастания (убывания)

функции 212
— делимости на три (на девять)

279
Принадлежность множеству мно-

жества 17
— — элемента 15, 17
Принцип вложенных отрезков 44
— сэндвича 71, 115
Произведение 28
— декартово 18–19
Производная левая (правая)

202–203
— обратной функции 191
— сложной функции 190
— функции в точке 186
— функция 196
Промежутки 43–44
Промежуток открытый 143
Противоположное число 29
Противоречия 277

Прямое доказательство 279
Пустое множество 15
Равномерная непрерывность

функции 149, 305
Радиус кривизны 268
Разложение Макло́рена 239
— — косинуса 240
— — логарифма 241
— — синуса 240
— — степени 243
— — экспоненты 240
Размещения 25
Разность чисел 29
— множеств 15
Распределительный закон 28
Расходящаяся последовательность

65, 298
Рациональные числа 35
Риккати В. 194
Ролль М. 208
Ро́лля теорема 208
Ряд 95
— сходящийся, расходящийся 95

Связки логические 272
Синтез 12
Синус гиперболический 194
Синтаксис языка 292
Система действительных чисел 28
— — — расширенная 43
— комплексных чисел 52
Содержательные (неформальные)

аксиоматические теории 8
Сочетаний число 25
Сочетательный закон 28
Стационарная точка 207
Строгая выпуклость 251
Сходящаяся последовательность

65, 298
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Сэндвича принцип 71, 115
Тавтологии 276
Тарта́лья Н. 50
Те́йлор Б. 227
Те́йлора многочлен 227
— формула 227, 229, 235
— — асимптотическая 227
— — с остатком в записи Коши

235
— — — — Лагранжа 235
— — — — Пеа́но 229
Теорема Больца́но-Ве́йерштрасса

85
— Кантора (о равномерной непре-

рывности) 153
— Коши́ 214
— Лагранжа 209
— о пределах неубывающей функ-

ции 139
— о производной обратной функ-

ции 191
— — — сложной функции 190
— о промежуточных значениях

155
— о прохождении функции через

нуль 145
— о сходимости ограниченных мо-

нотонных последовательностей
77

— Ро́лля 208
— существования арифметическо-

го корня 33
— — точных граней множества

42
Теоремы 6
— Ве́йерштрасса (о непрерывных

функциях) 146-147
Теория множеств наивная (кан-

торовская) 13
— — формальная 14
— — Це́рмело-Фре́нкеля 10
Термы языка 292
Точка внутренняя множества 296
— граничная множества 296
— изолированная множества 297
— максимума 206, 307–308
— минимума 206, 307–308
— накопления (сгущения) 130
— перегиба 254
— предельная множества 130, 296
— — последовательности 84, 299
— разрыва 179
— — двухстороннего 179
— — — устранимого 180, 308
— — — 1-го и 2-го рода 180, 308
— — левостороннего (правосто-

роннего) 181
— — — (—) 1-го и 2-го рода 181,

309
— стационарная 207
— экстремума 206
Точная верхняя (нижняя) грань

множества 41, 295–296
— — (—) — последовательности

299, 300
— — (—) — функции на множе-

стве 137
Тригонометрическая (полярная)

форма комплексного числа 56
Умозаключения 277
Упорядоченная пара 18
— тройка 19
Упорядоченный набор 19
Ферма́ П. 207
— метод 207
Фибоначчи 29
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Флюксия 185, 258
Формула конечных приращений

210
— Лейбница 220
— преобразования декартовых ко-

ординат при повороте осей 59
— производной обратной функ-

ции 191
— — сложной функции 190
— разности степеней 33
— Те́йлора 227, 229, 235
— — асимптотическая 229
— — с остатком в записи Коши́

235
— — — — Лагранжа 235
— — — — Пеа́но 229
— Эйлера 122
Формулы логики высказываний 273
— — предикатов 286
— логически эквивалентные (вза-

имозаменяемые) 274
— преобразования декартовых ко-

ординат при повороте осей 59
— языка 292
Фундаментальная последователь-

ность 91, 300
Функция 20, 23
— взаимно-однозначная 21
— дважды дифференцируемая

222
— дифференцируемая 186
— , заданная параметрически 260
— логарифмическая 162
— непрерывная 107, 140, 143, 304
— — слева, справа 126, 304
— обратная 21
— первообразная 196
— периодическая 286

— показательная 168
— производная 196
— равномерно непрерывная 149
— сложная 21, 117
— степенная 166
— экспоненциальная 160

Хорда графика 250
Хорд и касательных метод 255
Целая часть числа 37
Цепное правило 190
Це́рмело Э. 14
Частичный предел последова-

тельности 84, 299
Числа действительные 28
— иррациональные 35
— комплексно-сопряженные 58
— комплексные 52
— мнимые 53
— натуральные 29
— отрицательные 29
— положительные 28
— рациональные 35
— целые 35
— чисто мнимые 53
Число e 81
— сочетаний 25
Числовая ось 39
— последовательность 63
Чисто мнимые числа 53
Ше́ффера штрих 276
Эйлер Л. 23
Эйлера формула 122
Эквивалентность 272
Экспонента числа 96
Экспоненциальная функция 160
Элемент множества 14
— последовательности 23, 63



321

Оглавление

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Как организована математика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
На какие общие понятия опирается анализ . . . . . . . . . . . . . . 12

Множества . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13
Упорядоченные пары и декартовы произведения . . . . . . . . .18
Функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Отношения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Перестановки, сочетания, бином Ньютона . . . . . . . . . . . . . . 25

I. Числа и множества чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
I.1. Как устроена система действительных чисел . . . . . . . . .27
I.2.Что называют точными гранями множеств
действительных чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

I.3. Как возникла и сложилась система
комплексных чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49

I.4. Как извлекают корни из комплексных чисел . . . . . . . . . 60

II. Последовательности чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
II.1.Что называют пределом числовой

последовательности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63
II.2. Какие последовательности называют монотонными

и какие из них сходятся. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
II.3. Предел каких последовательностей

принят за число e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .81
II.4. Что такое подпоследовтельность,

предельная точка последовательности . . . . . . . . . . . . . .83
II.5. Что понимают под верхним и нижним пределами

последовательности. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
II.6. В чем состоит критерий Коши . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
II.7. Как определяют экспоненту числа . . . . . . . . . . . . . . . . 96



322

III. Предел и непрерывность функции . . . . . . . . . . . . . . . . 101
III.1.Что понимают под пределом функции в точке

и ее непрерывностью в ней. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

III.2. Как эквивалентно определяют предел
и непрерывность функции в точке. . . . . . . . . . . . . . . . 109

III.3. Каковы общие свойства функций,
имеющих предел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114

III.4.Что называют формулами Эйлера
и как они выводятся. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .119

III.5. Какие разновидности имеют понятия предела
и непрерывности функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

III.6. Что называют критерием Коши существования
предела функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

III.7. Как понимают непрерывность функции
на множестве . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

III.8. Какие свойства имеют функции,
непрерывные на отрезке. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

III.9. Какие монотонные функции является
непрерывными на промежутках . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

III.10. Каково общее определение степени
положительного числа. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

III.11. Как оперируют символами o и O и понятием
эквивалентности функций. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

III.12. Что подразумевают под точками разрыва
функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

IV. Производная и дифференциал функции . . . . . . . . . . . 185
IV.1.Что называют производной функции

и ее дифференциалом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
IV.2.Что понимают под инвариантностью формы записи

дифференциала . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .197
IV.3. Какую прямую считают касательной

к графику функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201



323

IV.4. В чем суть метода Ферма и теорем Ролля,
Лагранжа и Коши . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

IV.5. В чем состоит правило Лопиталя. . . . . . . . . . . . . . . . 215
V. Высшие производные и дифференциалы . . . . . . . . . . 219
V.1. Как определяют высшие производные и

дифференциалы функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .219
V.2. Что называют формулой Тейлора . . . . . . . . . . . . . . . . .227
V.3. Каковы достаточные условия

локального экстремума функции . . . . . . . . . . . . . . . . .245
V.4. Какую функцию называют выпуклой

на промежутке. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .250
V.5. В чем суть метода хорд и касательных . . . . . . . . . . . . .255
V.6.Что понимают под гладкой линией

на плоскости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
V.7. Как вычисляют дифференциал длины

гладкой линии и ее кривизну. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
Приложение I . Как формируется символический язык . . . . .269

Высказывания и предикаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .269
Логические связки и формулы логики высказываний. . . . . . .272
Тавтологии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
Прямые и косвенные доказательства. . . . . . . . . . . . . . . . . . 279
Кванторы и их действие на предикаты . . . . . . . . . . . . . . . .282
Формулы логики предикатов. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
Символический язык, применяемый в анализе. . . . . . . . . . 291

Приложение II . Примеры символической записи в анализе . . 294
Приложение III . Буквы древнегреческого письма . . . . . . . . .310
Список литературы. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .311
Алфавитный указатель . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314



 
 
 

Сергей Владимирович Шведенко 
 
 

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
Числа и множества чисел. Последовательности и их пределы.  

Пределы и непрерывность функций. Дифференциальное исчисление 
функций одной переменной 

 
Учебное пособие 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Редактор Е.Н. Кочубей 
 

Подписано в печать 15.11.2011.     Формат 60×84 1/16. 
Печ.л. 20,25.    Уч.-изд. л. 20,25.  

Тираж 350 экз .     Изд. № 1/1 .    Заказ № 55.  
Национальный исследовательский ядерный университет “МИФИ”. 

115409,  Москва,  Каширское ш., 31. 
ООО «Полиграфический комплекс «Курчатовский». 

144000, Московская область, г. Электосталь, ул. Красная, д.42. 


