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Предисловие

Настоящая книга представляет собой учебное пособие по оп-
ределенному интегралу для студентов физико-математических
специальностей высших учебных заведений и университетов. За
основу взят известный задачник Б. П. Демидовича [7], являю-
щийся основным по рассматриваемой теме. Особенностью дан-
ного пособия является решение всех примеров задачника Деми-
довича, составляющих его четвертую главу. В связи с этим со-
хранена нумерация задач, принятая в [7], и поэтому первая зада-
ча в пособии имеет номер 2181. Помимо примеров из указанного
выше задачника в тексте присутствуют задачи полезные для по-
нимания дальнейшего материала. Они имеют свою нумерацию,
и их решения или ответы к ним приведены в конце пособия.

Пособие состоит из двух частей. В первой части рассматрива-
ются фундаментальные понятия, связанные с определенным ин-
тегралом. Вторая часть пособия посвящена приложениям опре-
деленного интеграла.

В пособии практически нет теоретического материала, упор
делается на практическую сторону вопроса. Тем не менее теоре-
тическая сторона предмета важна для правильного понимания
предмета. Поэтому читателю рекомендуется одновременно чи-
тать и соответствующие разделы учебника. Ссылки на общепри-
нятые учебники и пособия, аналогичные данному, приведены в
конце пособия в списке литературы. В качестве учебников можно
рекомендовать книги [2] – [5], а в качестве пособий по практиче-
скому решению задач издания [6] и [8].

В пособии используются значения некоторых неопределен-
ных интегралов из задачника [7]. Вычисление этих интегралов
не приводится, читатель может ознакомиться с решением этих
задач в [1].

Данное пособие может быть полезно не только студентам и
преподавателям, но и всем тем, кто интересуется высшей мате-
матикой.
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Глава 1

Понятие определенного интеграла

К понятию определенного интеграла как предела интеграль-
ных сумм можно придти, решая различные физические задачи.
Рассмотрим, например, вопрос об определении массы стержня
переменной плотности.

Пусть стержень постоянного сечения S занимает отрезок [a; b]
вещественной оси Ox и его плотность ρ = ρ(x). Разобьем стер-
жень на небольшие участки плоскостями x = xi (0 6 i 6 n),
перпендикулярными к оси Ox. Пусть

a = x0 < x1 < . . . < xn = b

и длина каждого участка ∆xi = xi+1 − xi настолько мала, что
плотность стержня на промежутке x ∈ [xi;xi+1] практически по-
стоянна. Это означает, что если мы выберем произвольную точку
ξi ∈ [xi;xi+1], то можно считать, что средняя плотность стержня
на выбранном участке ρ ≈ ρ(ξi). В этом случае масса участка
стержня, отвечающего отрезку [xi;xi+1], равна ρ(ξi)S∆xi (вели-
чина S∆xi равна объему рассматриваемого участка стрежня, а
ρ(ξi) – его средняя плотность). Суммируя массы всех участков,
получаем приближенно массу стержня:

M ≈
n−1∑
i=0

ρ(ξi)S∆xi. (1.1)
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Когда число отрезков разбиения неограниченно увеличивает-
ся и длины всех отрезков уменьшаются так, что величина

λ(T ) = max
06i6n−1

∆xi → 0,

то в пределе мы получаем точное значение массы стержня

M = lim
λ(T )→0

n−1∑
i=0

ρ(ξi)S∆xi.

Рассмотренная выше конструкция приводит к понятию опре-
деленного интеграла для произвольной функции f , заданной на
отрезке [a; b] вещественной оси. Для произвольного натурально-
го числа n рассмотрим разбиение

T = {x0, x1, . . . , xn}

(a = x0 < x1 < . . . < xn = b) отрезка [a; b]. Характеристикой
этого разбиения назовем величину

λ(T ) = max
06i6n−1

∆xi

(∆xi = xi+1 − xi). Разметкой разбиения T назовем набор точек

ξ = {ξ1, . . . , ξn},

для которого ξi ∈ [xi;xi+1] (0 6 i 6 n− 1). Интегральной суммой
функции f на размеченном разбиении (T, ξ) назовем величину

S(f ;T, ξ) =
n∑

k=1

f(ξi)∆xi.

Наконец, определенным интегралом от функции f по отрезку
[a; b] назовем предел интегральных сумм при условии, что ха-
рактеристика разбиения стремится к нулю:

b∫
a

f(x) dx = lim
λ(T )→0

S(f ;T, ξ)
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(если этот предел существует).
Применительно к предыдущему примеру, мы можем сказать,

что масса стержня определяется равенством

M =

b∫
a

ρ(x)S dx.

Однако здесь нужно сделать несколько замечаний, необходимых
для точного изложения предмета. Прежде всего отметим, что
проделанные в самом начале рассуждения относительно опреде-
ления массы стержня по его плотности, не являются математи-
чески безупречными. Нет никакого основания считать, что при-
ближенное значение массы (1.1) в пределе даст ее точное зна-
чение. Это, конечно, связано с тем, что не было дано точных
определений массы и плотности. Без этих определений бессмыс-
ленно говорить о задаче восстановления массы стержня по его
плотности. Рассмотрим эти понятия подробнее.

Первичным будем считать понятие массы. Можно, конечно,
считать первичным понятие плотности. Однако тогда нам при-
дется определить массу как интеграл от плотности. Такой под-
ход уже подразумевает наличие понятия интеграла и нам он не
годится. С помощью понятия массы можно определить понятие
средней плотности любого участка тела. Под средней плотно-
стью подразумевается такая постоянная плотность, при которой
выбранный участок тела имеет ту же массу, что и при перемен-
ной плотности. Средняя плотность выбранного участка равна
отношению его массы к объему. Рассмотрим сечение стержня
плоскостью в точке с координатой x и обозначим массу участка
стержня, находящегося между данной плоскостью и плоскостью
в точке с координатой a, через M(x). Естественно принять, что
M(a) = 0. Масса всего стержня равна M(b). Нетрудно видеть,
что масса участка стержня, отвечающего отрезку [x0;x], равна
M(x)−M(x0). Поделив эту величину на объем S(x−x0), найдем
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среднюю плотность рассматриваемого участка:

ρср =
M(x) −M(x0)
S(x− x0)

.

Легко проверить, что полученная формула сохраняет свою силу
и при x < x0.

Плотностью тела в точке x0 называется предел средней плот-
ности при x→ x0:

ρ(x0) = lim
x→x0

M(x) −M(x0)
S(x− x0)

.

Из определения производной следует, что

ρ(x0) =
1
S
M ′(x0).

Заменяя x0 на x, получаем, что задача определения M(x) рав-
носильна задаче восстановления функции по заданной производ-
ной:

M ′(x) = ρ(x)S.

Традиционно, определенный интеграл изучается после неоп-
ределенного и читатель должен знать, что полученная задача
эффективно решается с помощью неопределенного интегрирова-
ния, а функция M(x) – это та из первообразных функции ρ(x)S,
которая при x = a равна нулю. Теория определенного интегра-
ла дает еще один ответ на поставленный вопрос: оказывается,
что интеграл с переменным верхним пределом представляет од-
ну из первообразных подынтегральной функции, причем именно
ту, которая при x = a равна нулю. Таким образом,

M(x) =

x∫
a

ρ(x)S dx.

Учитывая, что масса стержня M = M(b), получаем обоснование
той формулы, о которой шла речь в самом начале:
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M =

b∫
a

ρ(x)S dx. (1.2)

Нужно сказать, что обоснованию формулы (1.2) предшеству-
ет довольно длинный путь развития теории определенного ин-
теграла. Возникает естественный вопрос: в чем состоит смысл
нового понятия, если поставленная нами задача об определении
массы по плотности уже решена с помощью теории неопреде-
ленного интеграла. Не проще ли поступить наоборот: ввести по-
нятие определенного интеграла с помощью формулы Ньютона –
Лейбница. Если F ′(x) = f(x), то будем считать, что

b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a).

Ответ на заданный вопрос состоит в том, что нам не удаст-
ся построить развитую теорию определенного интеграла. Уже
ставит в тупик попытка доказать интегрируемость непрерывной
функции. Для этого нужна развитая теория определенного инте-
грала как предела интегральных сумм, а скудной теории неопре-
деленного интеграла оказывается явно недостаточно.

Не следует забывать и о перспективе развития понятия инте-
грала на многомерные пространства. На плоскости и в трехмер-
ном пространстве нет развитой теории неопределенного интегри-
рования. Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы
определяются исключительно с помощью конструкции, исполь-
зующей предел интегральных сумм. Построение теории в много-
мерном пространстве намного сложнее, чем в одномерном. Од-
нако в теории определенного интеграла как на ладони видны те
проблемы и способы их решения, которые нетривиальны в про-
странстве нескольких измерений. Тому, кто изучил теорию опре-
деленного интеграла, несложно уже разобраться и в тонкостях
кратных интегралов.
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Глава 2

Определенный интеграл как предел

Приведем обозначения, которыми мы будем постоянно поль-
зоваться в этом пособии. Частично они уже были использованы
во введении. Разбиением отрезка [a; b] называется набор точек

T = {x0, x1, . . . , xn}

этого отрезка, упорядоченный в порядке возрастания:

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Характеристикой этого разбиения называется величина

λ(T ) = max
06i6n−1

∆xi,

где ∆xi = xi+1 − xi – длина отрезка разбиения ∆i = [xi;xi+1] с
номером i (0 6 i 6 n− 1).

Разметкой разбиения T называется набор точек

ξ = {ξ0, . . . , ξn−1},

для которого ξi ∈ [xi;xi+1] (0 6 i 6 n− 1).
Часто нумерацию отрезков начинают не с нуля, а с едини-

цы. В этом случае формулы немного видоизменяются. Отрезок
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разбиения с номером i имеет вид [xi−1;xi], при этом индекс i из-
меняется от 1 до n и, соответственно, характеристика разбиения

λ(T ) = max
16i6n

∆xi,

где ∆xi = xi − xi−1, а разметка – набор точек ξ = {ξ1, . . . , ξn},
для которого ξi ∈ [xi−1;xi] (1 6 i 6 n).

Этот момент не является существенным тем более, что часто
оба способа нумерации используются в одном и том же учебнике.

В традиционном изложении материала курсов высшей мате-
матики, не использующем общего понятия предела функции по
фильтру, понятие предела интегральных сумм является новой
разновидностью предела и аккуратное изложение теории требу-
ет точного определения этого понятия. Пусть задана функция
размеченных разбиений φ(T, ξ). Число A называется ее преде-
лом при λ(T ) → 0

A = lim
λ(T )→0

φ(T, ξ),

если для любого положительного числа ε найдется такое поло-
жительное число δ, что для любого разбиения T с характери-
стикой λ(T ) < δ и любой разметки ξ этого разбиения величина
|φ(T, ξ) −A| < ε.

Рассмотренный здесь предел функции разбиений обладает
большинством свойств, присущих тем пределам, с которыми чи-
татель должен был познакомиться в курсах анализа, изучае-
мых до теории определенного интеграла. Доказательства этих
свойств (единственность, арифметические свойства, предельный
переход в неравенствах и т. д.) проводятся практически так же,
как и для других понятий предела. Поэтому об этих свойствах
часто даже и не упоминают в учебной литературе и считают,
что читатель должен сам догадаться об их существовании. В
лучшей ситуации находятся студенты, изучившие свойства пре-
дела функции по фильтру (хотя бы в простейшей форме). В этом
случае необходимость доказательства упомянутых свойств пре-
дела отпадает, так как они обоснованы в более общей ситуации.
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Желающие ознакомиться с понятием предела по фильтру могут
обратиться к книге[2]. Для тех, кто желает проверить насколь-
ко прочно они усвоили теорию пределов последовательностей и
функций, приведем несколько задач на тему предела функции
разбиений.

Задача 1. Доказать, что предел единственен.
Задача 2. Доказать, что

lim
λ(T )→0

(φ(T, ξ) + ψ(T, ξ)) = lim
λ(T )→0

φ(T, ξ) + lim
λ(T )→0

ψ(T, ξ),

при условии, что функции φ и ψ имеют пределы.
Задача 3. Доказать, что если функция φ имеет предел при

λ(T ) → 0, то она локально ограничена, т. е. существуют такие по-
ложительные числа M и δ, что для всех размеченных разбиений
(T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ справедливо неравенство

|φ(T, ξ)| 6 M.

Задача 4. Доказать критерий Коши: для того чтобы функ-
ция φ имела предел при λ(T ) → 0, необходимо и достаточно, что-
бы для любого положительного числа ε нашлось такое положи-
тельное число δ, что для всех размеченных разбиений (T1, ξ

(1)) и
(T2, ξ

(2)) с характеристиками λ(T1) < δ, λ(T2) < δ выполнялось
неравенство

|φ(T1, ξ
(1)) − φ(T2, ξ

(2))| < ε.

Для функции f , заданной на отрезке [a; b], ее интегральной
суммой на размеченном разбиении (T, ξ) назывют величину

S(f ;T, ξ) =
n−1∑
k=0

f(ξi)∆xi.

Если из контекста ясно для какой функции, для какого отрезка
и для какой разметки эта интегральная сумма рассматривается,
то часто аргументы f, T, ξ в ее обозначении опускают.
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Интегральная сумма S(f ;T, ξ) является функцией размечен-
ных разбиений и ее предел (если он существует) называется опре-
деленным интегралом:

b∫
a

f(x) dx = lim
λ(T )→0

S(f ;T, ξ). (2.1)

Существуют другие подходы к определению интеграла и не
все они являются равносильными. В этой связи интеграл, опре-
деление которому было только что дано, называют интегралом
Римана. Если интеграл, т. е. предел (2.1) существует, то функ-
ция f называется интегрируемой по Риману на отрезке [a; b].
Интеграл Римана существует не для любой функции, поэтому
для совокупности всех интегрируемых на отрезке [a; b] по Ри-
ману функций вводят специальное обозначение R[a; b]. Так как
мы будем рассматривать только интеграл Римана, то в дальней-
шем будем называеть его просто интегралом, а интегрируемую
по Риману функцию – просто интегрируемой функцией.

Использовать для вычисления интеграла формулу (2.1) до-
вольно сложно, так как не существует разработанной техники
вычисления предела функций разбиений, аналогичной той, ко-
торая существует для пределов последовательностей или преде-
лов функций. Однако эту трудность можно обойти, используя
решение следующей задачи.

Задача 5. Пусть функция f интегрируема на отрезке [a; b]
и (Tn, ξ

(n)) – такая последовательность размеченных разбиений,
для которых их характеристика λ(Tn) → 0 при n→ +∞. Тогда

lim
n→+∞

S(f ;Tn, ξ
(n)) =

b∫
a

f(x) dx.

Согласно утверждению этой задачи вычисление интеграла
можно свести к вычислению предела обычной числовой после-
довательности. На этом пути могут встретится две трудности.
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Во-первых, для применения этого утверждения необходимо сна-
чала доказать интегрируемость той функции, интеграл от кото-
рой необходимо вычислить. Во-вторых, последовательность ин-
тегральных сумм нужно подобрать так, чтобы ее предел можно
было вычислить.

Первая проблема решается в теории определенного интегра-
ла. Традиционно доказывается существование интеграла для не-
прерывных, монотонных и ограниченных функций с конечным
числом точек разрыва. Как решается вторая проблема можно
увидеть в решениях задач 2184 – 2192. В этих задачах все подын-
тегральные функции непрерывны (это снимает вопрос о суще-
ствовании интегралов).

В теории определенного интеграла, наряду с функциями раз-
меченных разбиений, приходится рассматривать также функции
неразмеченных разбиений и функции разбиений с несколькими
разметками. Пределы таких функций определяются аналогич-
но. Ограничимся здесь пределом функций неразмеченных раз-
биений и функций разбиений с двумя разметками. Если задана
функция разбиений φ(T ), то число A называется ее пределом
при λ(T ) → 0:

A = lim
λ(T )→0

φ(T ),

если для любого положительного числа ε найдется такое поло-
жительное число δ, что для любого разбиения T с характеристи-
кой λ(T ) < δ величина |φ(T ) −A| < ε.

Функцию разбиений φ(T ) можно расматривать как функцию
размеченных разбиений (T, ξ), не зависящую от разметки ξ. Лег-
ко видеть, что предел φ как функции только T , совпадает с пре-
делом φ, рассматриваемой как функции переменных (T, ξ), при-
чем оба предела существуют или не существуют одновременно.
Таким образом, определения этих двух пределов согласованы.

Пусть задана функция φ(T, ξ, θ) разбиения T и двух его раз-
меток ξ и θ . Число A называется ее пределом при λ(T ) → 0:

A = lim
λ(T )→0

φ(T, ξ, θ),
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если для любого положительного числа ε найдется такое поло-
жительное число δ, что для любого разбиения T с характеристи-
кой λ(T ) < δ и любых его разметок ξ и θ величина |φ(T, ξ, θ)−
−A| < ε. Это определение согласовано с определением предела
функции разбиения с одной разметкой. Любую функцию разме-
ченного разбиения φ(T, ξ) можно рассматривать как функцию
разбиения и двух разметок ξ и θ, не зависящую от разметки θ.
Пределы φ как функции (T, ξ) и как функции (T, ξ, θ) существу-
ют или не существуют одновременно и равны.

Примером функций неразмеченных разбиений являются сум-
мы Дарбу, имеющие важное значение в теории определенного
интеграла. Пусть дано произвольное разбиение

T = {x0, x1, . . . , xn}

отрезка [a; b]. Нижней суммой Дарбу (или просто нижней сум-
мой) называется величина

S(f ;T ) =
n−1∑
k=0

mi∆xi,

где
mi = inf

[xi;xi+1]
f(x),

а верхней суммой

S(f ;T ) =
n−1∑
k=0

Mi∆xi,

где
Mi = sup

[xi;xi+1]
f(x).

Суммы Дарбу существуют только для функций, ограничен-
ных на отрезке [a; b]. Одна из первых теорем теории опреде-
ленного интеграла – утверждение об ограниченности интегри-
руемой функции. Это утверждение обычно называют необхо-
димым условием интегрируемости. Отсюда следует, что суммы
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Дарбу определены для любой интегрируемой функции. Связь
этих сумм с интегралом состоит в следующем: ограниченная
функция интегрируема тогда и только тогда, когда существуют
и совпадают пределы обеих сумм Дарбу. При этом общее значе-
ние этих пределов совпадает с определенным интегралом

lim
λ(T )→0

S(f ;T ) = lim
λ(T )→0

S(f ;T ) =

b∫
a

f(x) dx.

Другой пример функции неразмеченных разбиений дает ве-
личина

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi,

где ωi = Mi −mi – колебание функции f на отрезке [xi;xi+1],

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x),

Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x).

К сожалению, эта функция в учебной литературе не получила
никакого названия. Мы будем называть ее интегральным ко-
лебанием функции f на отрезке [a; b]. Используя интегральное
колебание, можно дать следующий критерий интегрируемости:
функция f интегрируема на отрезке [a; b] тогда и только тогда,
когда она ограничена и

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,

Этот критерий интегрируемости является основным в теории
определенного интеграла и он доказывается в любом традицион-
ном курсе математического анализа. Нужно отметить, что в ряде
учебников величина колебания определяется в другой форме. В
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нашей формулировке, колебание функции f на множестве X –
это величина, определяемая равенством

ω(f,X) = sup
x∈X

f(x) − inf
x∈X

f(x), (2.2)

другое определение колебания функции:

ω(f,X) = sup
x,y∈X

|f(x) − f(y)|. (2.3)

Задача 6. Показать, что определения (2.2) и (2.3) равносиль-
ны.

Пример предела функции разбиения с двумя разметками рас-
смотрен в задаче 2193. Эта задача имеет свое применение. На
нее опираются доказательства различных формул, относящихся
к приложениям определенного интеграла (задача 2193 использу-
ется, например, в решении примера 2471).

Приведем еще один критерий интегрируемости, используе-
мый в решении задач 2202 и 2205. Пусть задано положительное
число σ и разбиение T некоторого отрезка [a; b]. Обозначим через
µ(f, σ;T ) сумму длин всех тех отрезков разбиения T , на которых
колебание функции f не меньше, чем σ. Ограниченная на отрез-
ке [a; b] функция f интегрируема на этом отрезке тогда и только
тогда, когда при каждом σ > 0

lim
λ(T )→0

µ(f, σ;T ) = 0.

Задача 7. Доказать сформулированный выше критерий ин-
тегрируемости.

Перейдем к задачам.
2181. Найти интегральную сумму Sn для функции f(x) =

= 1 + x на сегменте [−1; 4], разбивая его на n равных проме-
жутков и выбирая значения аргумента ξi (i = 0, 1, . . . , n− 1) в
серединах этих промежутков.
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Точки разбиения

xi = −1 +
5i
n

(0 6 i 6 n),

точки разметки

ξi = −1 +
5i
n

+
5
2n

(0 6 i 6 n− 1).

Интегральную сумму вычисляем, суммируя арифметическую
прогрессию:

Sn =
n−1∑
i=0

(1 + ξi)
5
n

=
5
n

n−1∑
i=0

(
5i
n

+
5
2n

)
=

=
5
n

(
5
n

n−1∑
i=0

i+
5
2n

· n

)
=

5
n

(
5
n
· n(n− 1)

2
+

5
2

)
=

25
2
.

В решении следующей задачи используются формулы для
сумм степеней натуральных чисел

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
. (2.4)

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (2.5)

13 + 23 + 33 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
. (2.6)

Формула (2.4) следует из формулы суммы арифметичской про-
грессии, а формулы (2.5) и (2.6) легко вывести, пользуясь мето-
дом математической индукции.

Задача 8. Доказать формулу (2.5).
Задача 9. Доказать формулу (2.6).
2182. Для данных функций f(x) найти нижнюю S n и верх-

нюю Sn интегральные суммы на соответствующих сегментах, де-
ля их на n равных частей, если

а) f(x) = x3 , −2 6 x 6 3;
б) f(x) =

√
x , 0 6 x 6 1;

в) f(x) = 2x , 0 6 x 6 10.
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а). Для вычисления интегральных сумм воспользуемся фор-
мулами (2.4) – (2.6). Разбиение отрезка на n равных частей осу-
ществляется точками

xi = −2 +
5i
n

(0 6 i 6 n).

Так как функция f(x) = x3 возрастает, то

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi) = x3
i ,

Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi+1) = x3
i+1.

Длина каждого из отрезков разбиения ∆xi =
5
n

. Нижняя сумма

S n =
n−1∑
i=0

mi∆xi =
5
n

n−1∑
i=0

x3
i =

5
n

n−1∑
i=0

(
−2 +

5i
n

)3

=

=
5
n

n−1∑
i=0

(
−8 +

60i
n

− 150i2

n2
+

125i3

n3

)
=

=
5
n

(
−8n+

60
n

n−1∑
i=0

i− 150
n2

n−1∑
i=0

i2 +
125
n3

n−1∑
i=0

i3

)
.

Используя формулы (2.4)-(2.6) с заменой n на n− 1, получаем:

S n =
5
n

(
−8n+

60(n− 1)
2

− 150(n− 1)(2n− 1)
6n

+

+
125(n− 1)2

4n

)
=

65
4

− 175
2n

+
125
4n2

.

Верхняя интегральная сумма легко выражается через ниж-
нюю:

Sn =
n−1∑
i=0

Mi∆xi =
5
n

n−1∑
i=0

x3
i+1 =

5
n

n∑
i=1

x3
i =
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=
5
n

(
n−1∑
i=0

x3
i + x3

n − x3
0

)
= S n +

5
n

(
x3

n − x3
0

)
=

=
65
4

− 175
2n

+
125
4n2

+
5
n

(27 + 8) =
65
4

+
175
2n

+
125
4n2

.

б). Разбиение отрезка на n равных частей осуществляется
точками

xi =
i

n
(0 6 i 6 n).

Так как функция f(x) возрастает, то

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi) =

√
i

n
,

Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi+1) =

√
i+ 1
n

.

Длина каждого из отрезков разбиения ∆xi =
1
n

. Нижняя сумма

S n =
n−1∑
i=0

mi∆xi =
1
n

n−1∑
i=0

√
i

n
=

1
n
√
n

n−1∑
i=0

√
i.

Верхняя сумма

Sn =
n−1∑
i=0

Mi∆xi =
1
n

n−1∑
i=0

√
i+ 1
n

=

=
1

n
√
n

n−1∑
i=0

√
i+ 1 =

1
n
√
n

n∑
i=1

√
i.

в). Разбиение отрезка на n равных частей осуществляется
точками

xi =
10i
n

(0 6 i 6 n).
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Так как функция f(x) возрастает, то

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi) = 210i/n,

Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi+1) = 210(i+1)/n.

Длина каждого из отрезков разбиения ∆xi =
10
n

. Нижняя сумма

S n =
n−1∑
i=0

mi∆xi =
10
n

n−1∑
i=0

210i/n =
10
n

n−1∑
i=0

[
210/n

]i
.

Суммируя геометрическую прогрессию со знаменателем q =
= 210/n, получаем:

S n =
10
(
210 − 1

)
n
(
210/n − 1

) =
10230

n
(
210/n − 1

) .
Так как

Mi = 210(i+1)/n = 210/n210i/n = 210/nmi,

то верхняя сумма

Sn =
n−1∑
i=0

Mi∆xi = 210/n
n−1∑
i=0

mi∆xi = 210/nS n =
10230 · 210/n

n
(
210/n − 1

) .
2183. Найти нижнюю интегральную сумму для функции

f(x) = x4 на сегменте [1; 2], разбивая этот сегмент на n частей,
длины которых образуют геометрическую прогрессию. Чему ра-
вен предел этой суммы при n→ +∞?

Пусть x0, x1, . . . , xn – точки разбиения отрезка [1; 2], образу-
ющие геометрическую прогрессию. Так как нумерация последо-
вательности начинается со значения n = 0, то по формуле общего
члена геометрической пргрессии xn = x0q

n, где q – знаменатель
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прогрессии. Из равенств x0 = 1, xn = 2 определяем величину
q = 21/n. Таким образом,

xn = 2i/n (0 6 i 6 n).

В силу возрастания функции f

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x) = f(xi) = x4
i = 24i/n,

Длина отрезка [xi;xi+1]

∆xi = xi+1 − xi = 2(i+1)n − 2i/n = 2i/n
(
21/n − 1

)
.

Нижняя интегральная сумма

S n =
n−1∑
i=0

mi∆xi =
n−1∑
i=0

24i/n2i/n
(
21/n − 1

)
=

=
(
21/n − 1

) n−1∑
i=0

(
25/n

)i
.

По формуле суммы геометрической прогрессии

n−1∑
i=0

(
25/n

)i
=

25 − 1
25/n − 1

=
31

25/n − 1
,

следовательно,

S n =
31
(
21/n − 1

)
25/n − 1

.

Так как при n→ +∞

21/n − 1 ∼ 1
n

ln 2 , 25/n − 1 ∼ 5
n

ln 2 ,

то

lim
n→+∞

S n = 31 lim
n→+∞

1
n ln 2
5
n ln 2

=
31
5
.
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2184. Исходя из определения интеграла, найти

T∫
0

(v0 + gt)dt ,

где v0 и g – постоянны.
Рассмотрим разбиение отрезка [0;T ] на n равных частей точ-

ками
τi =

Ti

n
, 0 6 i 6 n.

Выберем точки разметки на левых концах отрезков разбиения:

ξi = τi .

Интегральная сумма для функции f(t) = v0 + gt равна:

Sn =
n−1∑
i=0

(v0 + gξi)(τi+1 − τi) =
n−1∑
i=0

(
v0 + g

T i

n

)
T

n
=

=
T

n

(
v0n+

gT

n

n−1∑
i=0

i

)
.

По формуле суммы арифметической прогрессии

n−1∑
i=0

i =
(n− 1)n

2
,

следовательно,

Sn =
T

n

(
v0n+

gT (n− 1)n
2n

)
= v0T +

gT 2(n− 1)
2n

.

Согласно решению задачи 5

T∫
0

(v0 + gt)dt = lim
n→+∞

(
v0T +

gT 2(n− 1)
2n

)
= v0T +

gT 2

2
.
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Вычислить определенные интегралы, рассматривая их как
пределы соответствующих интегральных сумм и производя раз-
биение промежутка интеграции надлежащим образом:

2185.

2∫
−1

x2 dx.

Разобъем отрезок интегрирования на n равных частей:

xi = −1 +
3i
n
, 0 6 i 6 n

и выберем точки разметки ξi = xi (0 6 i 6 n−1). Длина каждого
из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi =
3
n
.

Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

ξ2i ∆xi =
n−1∑
i=0

(
−1 +

3i
n

)2 3
n

=

=
3
n

n−1∑
i=0

(
1 − 6i

n
+

9i2

n2

)
=

3
n

(
n− 6

n

n−1∑
i=0

i+
9
n2

n−1∑
i=0

i2

)
.

Для суммы натуральных чисел и суммы их квадратов име-
ются следующие формулы:

n−1∑
i=0

i =
(n− 1)n

2
,

n−1∑
i=0

i2 =
(n− 1)n(2n− 1)

6
.

Они следуют из соотношений (2.4) и (2.5), рассмотренных перед
решением задачи 2182. Применяя эти формулы, находим:

Sn =
3
n

(
n− 6(n− 1)n

2n
+

9(n− 1)n(2n− 1)
6n2

)
=
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= 3 − 9(n− 1)
n

+
9(n− 1)(2n− 1)

2n2
.

Согласно решению задачи 5

2∫
−1

x2 dx = lim
n→+∞

(
3 − 9(n− 1)

n
+

9(n− 1)(2n− 1)
2n2

)
= 3 .

2186.

1∫
0

ax dx (a > 0).

Разобьем отрезок интегрирования на n равных частей:

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n

и выберем точки разметки ξi = xi (0 6 i 6 n−1). Длина каждого
из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi =
1
n
.

Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

aξi∆xi =
1
n

n−1∑
i=0

ai/n =
1
n

n−1∑
i=0

(
a1/n

)i
.

Суммируя геометрическую прогрессию с первым членом, рав-
ным 1, и знаменателем q = a1/n, получаем

n−1∑
i=0

(
a1/n

)i
=

a− 1
a1/n − 1

.

Отсюда следует, что

Sn =
a− 1

n
(
a1/n − 1

) .
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Так как при n→ +∞ последовательность

a1/n − 1 ∼ ln a
n

,

то
1∫

0

ax dx = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(a− 1)n
n ln a

=
a− 1
ln a

.

В задачах 2187 и 2188 используются следующие формулы
суммирования из курса тригонометрии, справедливые при α ̸=
̸= 2πn (n – целое):

sinα+ sin 2α+ . . .+ sin kα =
sin

(k + 1)α
2

sin
kα

2
sin

α

2

. (2.7)

1 + cosα+ cos 2α+ . . .+ cos kα =
sin

(k + 1)α
2

cos
kα

2
sin

α

2

. (2.8)

Задача 10. Доказать формулу (2.7).
Задача 11. Доказать формулу (2.8).

2187.

π/2∫
0

sinx dx.

Разобьем отрезок интегрирования на n равных частей:

xi =
πi

2n
, 0 6 i 6 n

и выберем точки разметки ξi = xi (0 6 i 6 n−1). Длина каждого
из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi =
π

2n
.
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Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

(sin ξi)∆xi =
π

2n

n−1∑
i=0

sin
πi

2n
.

Применяя формулу (2.7) с α = π/(2n) и k = n− 1, получаем:

n−1∑
i=0

sin
πi

2n
=

sin
π

4
· sin (n− 1)π

4n
sin

π

4n

=
sin

(n− 1)π
4n√

2 sin
π

4n

.

Следовательно,

Sn =
π sin

(n− 1)π
4n

2
√

2n sin
π

4n

.

Так как
lim

n→+∞
sin

(n− 1)π
4n

= sin
π

4
=

1√
2
,

а
sin

π

4n
∼ π

4n
(n→ +∞) ,

то
π/2∫
0

sinx dx = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

π · 4n
2
√

2n · π ·
√

2
= 1.

2188.

x∫
0

cos t dt.

Разобъем отрезок [0;x] на n равных частей точками

xi =
xi

n
, 0 6 i 6 n

и выберем точки разметки ξi = xi (0 6 i 6 n−1). Длина каждого
из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi =
x

n
.
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Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

(cos ξi)∆xi =
x

n

n−1∑
i=0

cos
xi

n
. (2.9)

Применяя формулу (2.8) с α = x/n и k = n − 1, получаем
(при достаточно большой величине n значение α мало и не может
быть кратно 2π, следовательно формула (2.8) применима):

n−1∑
i=0

cos
xi

n
=

sin
x

2
· cos

(n− 1)x
2n

sin
x

2n

.

Так как

lim
n→+∞

cos
(n− 1)x

2n
= cos

x

2
,

а
sin

x

2n
∼ x

2n
(n→ +∞) ,

то из (2.9) находим

x∫
0

cos t dt = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

x · sin x
2
· cos

(n− 1)x
2n

· 2n

n · x
=

= 2 sin
x

2
cos

x

2
= sinx.

2189.

b∫
a

dx

x2
(0 < a < b).

Пусть x0 , x1 , . . . , xn – произвольное разбиение отрезка [a; b].
Выберем точки разметки

ξi =
√
xixi+1 (0 6 i 6 n− 1).
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Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

1
ξ2i

(xi+1 − xi) =
n−1∑
i=0

1
xixi+1

(xi+1 − xi) =

=
n−1∑
i=0

(
1
xi

− 1
xi+1

)
=
(

1
x0

− 1
x1

)
+
(

1
x1

− 1
x2

)
+

+
(

1
x2

− 1
x3

)
+ . . .+

(
1

xn−1
− 1
xn

)
=

1
x0

− 1
xn

=
1
a
− 1
b
.

Следовательно

b∫
a

dx

x2
= lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞

(
1
a
− 1
b

)
=

1
a
− 1
b
.

2190.

b∫
a

xm dx (0 < a < b ; m ̸= −1).

Рассмотрим разбиение отрезка [a; b] точками, образующими
геометрическую прогрессию

xi = aqi , 0 6 i 6 n.

Из условий x0 = a, xn = b находим q = n
√
b/a . Выберем точки

разметки ξi = xi (0 6 i 6 n − 1). Длина каждого из отрезков
разбиения

∆xi = xi+1 − xi = aqi+1 − aqi = aqi(q − 1) .

Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

ξm
i ∆xi =

n−1∑
i=0

(
aqi
)m

aqi(q − 1) =
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= am+1(q − 1)
n−1∑
i=0

(
qm+1

)i
.

Так как a < b и m ̸= −1, то величина q ̸= 1. По формуле суммы
геометрической прогрессии

n−1∑
i=0

(
qm+1

)i =
q(m+1)n − 1
qm+1 − 1

,

следовательно,

Sn = am+1(q − 1)
q(m+1)n − 1
qm+1 − 1

.

Подставляя в эту формулу значение q = n
√
b/a, находим:

Sn = am+1

[(
b

a

)1/n

− 1

] (
b

a

)m+1

− 1(
b

a

)(m+1)/n

− 1

=

=
(
bm+1 − am+1

)
(
b

a

)1/n

− 1(
b

a

)(m+1)/n

− 1

.

Так как при n→ +∞(
b

a

)1/n

− 1 ∼ 1
n

ln
b

a
,

(
b

a

)(m+1)/n

− 1 ∼ m+ 1
n

ln
b

a
,

то

b∫
a

xm dx =
(
bm+1 − am+1

)
lim

n→+∞

1
n ln b

a
m+1

n ln b
a

=
bm+1 − am+1

m+ 1
.
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2191.

b∫
a

dx

x
(0 < a < b).

Рассмотрим разбиение отрезка [a; b] точками, образующими
геометрическую прогрессию

xi = aqi , 0 6 i 6 n.

Из условий x0 = a, xn = b находим q = n
√
b/a . Точки разметки

выберем на левых концах отрезков разбиения:

ξi = xi (0 6 i 6 n− 1).

Длина каждого из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi = aqi+1 − aqi = aqi(q − 1) .

Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
i=0

1
ξi

∆xi =
n−1∑
i=0

aqi(q − 1)
aqi

= (q − 1)
n−1∑
i=0

1 =

= n(q − 1) = n

((
b

a

)1/n

− 1

)
.

Так как при n→ +∞(
b

a

)1/n

− 1 ∼ 1
n

ln
b

a
,

то
b∫

a

dx

x
(0 < a < b) = lim

n→+∞
Sn = lim

n→+∞
n

(
1
n

ln
b

a

)
= ln

b

a
.

2192. Вычислить интеграл Пуассона
π∫

0

ln
(
1 − 2α cosx+ α2

)
dx
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при: а) |α| < 1; б) |α| > 1.
Рассмотрим разбиение отрезка [0;π] на n равных частей:

xk =
πk

n
, 0 6 k 6 n

и выберем точки разметки ξk = xk (0 6 k 6 n − 1). Длина
каждого из отрезков разбиения

∆xi = xi+1 − xi =
π

n
.

Интегральная сумма

Sn =
n−1∑
k=0

ln
(
1 − 2α cos ξk + α2

)
∆xi =

=
π

n
ln

n−1∏
k=1

(
1 − 2α cos

πk

n
+ α2

)
.

Квадратное уравнение относительно переменной α

1 − 2α cos
πk

n
+ α2 = 0

имеет комплексные корни

α = e
iπk
n , α = e−

iπk
n ,

следовательно,

Sn =
π

n
ln

n−1∏
k=1

(
α− e

iπk
n

)(
α− e−

iπk
n

)
.

Рассмотрим последовательности {e
iπk
n }n−1

k=0 и {e−
iπk
n }n−1

k=0 . Их со-
вокупность дает множество всех комплексных корней степени 2n
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из 1, за тем исключением, что точка z = 1 встречается дважды,
а точка z = −1 отсутствует, поэтому

n−1∏
k=1

(
α− e

iπk
n

)(
α− e−

iπk
n

)
=

(
α2n − 1

)
(α− 1)

α+ 1
.

Таким образом,

Sn =
π

n
ln

(
α2n − 1

)
(α− 1)

α+ 1
.

а) |α| < 1. В этом случае α2n → 0 при n→ +∞ и

π∫
0

ln
(
1 − 2α cosx+ α2

)
dx = lim

n→+∞
Sn = 0 · ln 1 − α

α+ 1
= 0;

б) |α| > 1. В этом случае при n→ +∞

ln

(
α2n − 1

)
(α− 1)

α+ 1
∼ 2n ln |α|

и
π∫

0

ln
(
1 − 2α cosx+ α2

)
dx = lim

n→+∞
Sn =

= lim
n→+∞

π

n
(2n ln |α|) = 2π ln |α| = π lnα2.

Окончательно получаем:

π∫
0

ln
(
1 − 2α cosx+ α2

)
dx =

{
0 , |α| < 1 ,

π lnα2 , |α| > 1 .

Замечание. При |α| = 1 интеграл является несобственным
и его нельзя рассматривать как предел интегральных сумм (см.
решение задачи 2385).
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2193. Пусть функции f(x) и φ(x) непрерывны на [a; b]. Рас-
смотрим произвольное разбиение T отрезка [a; b]:

T = {x0, x1, . . . , xn}

(a = x0 < x1 < · · · < xn = b), λ(T ) – характеристика этого
разбиения, ξ = (ξ0, . . . ξn−1) и θ = (θ0, . . . θn−1) – произвольные
разметки разбиения T , т. е. наборы точек, для которых при каж-
дом i (0 6 i 6 n − 1) ξi ∈ [xi;xi+1], θi ∈ [xi;xi+1]. Доказать,
что

lim
λ(T )→0

n−1∑
i=0

f(ξi)φ(θi)∆xi =

b∫
a

f(x)φ(x) dx.

Для доказательства положим:

σ(T, ξ, θ) =
n−1∑
i=0

f(ξi)φ(θi)∆xi,

s(T, ξ) =
n−1∑
i=0

f(ξi)φ(ξi)∆xi.

Так как функции f и φ непрерывны на отрезке [a; b], то их
произведение также непрерывно, а, следовательно, и интегриру-
емо на этом отрезке. По определению интеграла

lim
λ(T )→0

s(T, ξ) =

b∫
a

f(x)φ(x) dx.

Следовательно, достаточно доказать, что

lim
λ(T )→0

(σ(T, ξ, θ) − s(T, ξ)) = 0.

Проверим определение предела. Пусть ε > 0. Так как функ-
ция f непрерывна на отрезке [a; b], то она ограничена на этом
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отрезке, т. е. существует такое положительное число M , что при
всех x ∈ [a; b] выполняется неравенство |f(x)| 6 M . Так как
функция φ(x) непрерывна на отрезке [a; b], то она равномерно
непрерывна на этом отрезке, следовательно, существует такое
положительное число δ, что при любом разбиении T отрезка [a; b]
с характеристикой λ(T ) < δ будет справедливо неравенство

|φ(θi) − φ(ξi)| <
ε

M(b− a)

при любых ξi ∈ [xi;xi+1], θi ∈ [xi;xi+1]. Для такого разбиения

|σ(T, ξ, θ) − s(T, ξ)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

f(ξi) (φ(θi) − φ(ξi))∆xi

∣∣∣∣∣ <
<

n−1∑
i=0

M
ε

M(b− a)
∆xi =

ε

(b− a)

n−1∑
i=0

∆xi =
ε

(b− a)
(b− a) = ε.

Это доказывает утверждение задачи.
Замечание. Величина s(T, ξ) рассматривалась как функция

(T, ξ, θ), не зависящая от θ.
2193.1. Пусть f(x) ограничена и монотонна на [0; 1]. Дока-

зать, что
1∫

0

f(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
= O

(
1
n

)
.

Рассмотрим разбиение отрезка [0; 1] на n равных частей точ-
ками

xk =
k

n
(0 6 k 6 n).

1. Пусть функция f(x) монотонно возрастает. В этом случае

mk = inf
[xk;xk+1]

f(x) = f(xk) = f

(
k

n

)
,

Mk = sup
[xk;xk+1]

f(x) = f(xk+1) = f

(
k + 1
n

)
.
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Длина каждого из отрезков разбиения ∆xi =
1
n

. Нижняя сумма

S n =
n−1∑
k=0

mi∆xi =
1
n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
. (2.10)

Меняя в верхней сумме

Sn =
n−1∑
k=0

Mi∆xi =
1
n

n−1∑
k=0

f

(
k + 1
n

)
индекс суммирования k на k − 1, преобразуем ее к виду

Sn =
1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
. (2.11)

Вычитая из (2.11) равенство (2.10), получаем:

Sn − S n =
f(1) − f(0)

n
.

Так как при всех n

S n 6
1∫

0

f(x) dx 6 Sn,

то ∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x) dx− Sn

∣∣∣∣∣∣ 6 ∣∣Sn − S n

∣∣ = f(1) − f(0)
n

.

Заменяя в этой оценке Sn по формуле (2.11), имеем неравенство∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣∣ 6 f(1) − f(0)
n

,
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из которого непосредствено следует соотношение

1∫
0

f(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
= O

(
1
n

)
.

2. Пусть функция f(x) монотонно убывает. Рассмотрим фун-
кцию f̃(x) = −f(x). Тогда функция f̃(x) монотонно возрастает.
Согласно доказанному в предыдущем пункте

1∫
0

f̃(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f̃

(
k

n

)
= O

(
1
n

)
,

следовательно,

1∫
0

f(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
= −

 1∫
0

f̃(x) dx− 1
n

n∑
k=1

f̃

(
k

n

)=

= −O
(

1
n

)
= O

(
1
n

)
.

2193.2. Пусть функция f(x) ограничена и выпукла сверху
на сегменте [a; b]. Доказать, что

(b− a)
f(a) + f(b)

2
6

b∫
a

f(x) dx 6 (b− a)f
(
a+ b

2

)
.

Согласно определению выпуклой сверху функции, при всех
x1 , x2 ∈ [a; b], λ1 > 0, λ1 > 0 (λ1 + λ2 = 1) выполняется неравен-
ство

f(λ1x1 + λ2x2) > λ1f(x1) + λ2f(x2). (2.12)

1. Докажем левое неравенство задачи. Пусть x ∈ [a; b] и

x1 = a , x2 = b , λ1 =
b− x

b− a
, λ2 =

x− a

b− a
.
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Нетрудно видеть, что λ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, λ1x1+
+λ2x2 = x. Применяя неравенство (2.12), получаем

f(x) > b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

Интегрируя последнее неравенство, имеем:

b∫
a

f(x) dx >
b∫

a

[
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

]
dx =

=

b∫
a

[
bf(a) − af(b)

b− a
+
f(b) − f(a)

b− a
x

]
dx =

=
(
bf(a) − af(b)

b− a
x+

f(b) − f(a)
b− a

· x
2

2

)∣∣∣∣b
a

=

= (bf(a) − af(b)) +
(f(b) − f(a)) (a+ b)

2
=

= (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

2. Докажем правое неравенство задачи. Пусть x ∈ [a; b] и

x1 = x , x2 = a+ b− x , λ1 =
1
2
, λ2 =

1
2
.

Тогда λ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, λ1x1 + λ2x2 = (a + b)/2.
Применяя неравенство (2.12), получаем

f

(
a+ b

2

)
> f(x) + f(a+ b− x)

2
.

Интегрируя последнее неравенство, имеем

f

(
a+ b

2

)
(b− a) > 1

2

 b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

f(a+ b− x) dx

 .
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Делая в последнем из интегралов замену y = a+ b−x, получаем

b∫
a

f(a+ b− x) dx = −
a∫

b

f(y) dy =

b∫
a

f(y) dy =

b∫
a

f(x) dx.

Таким образом, полученное неравенство можно записать в сле-
дующем виде:

f

(
a+ b

2

)
(b− a) > 1

2

 b∫
a

f(x) dx+

b∫
a

f(x) dx

=

b∫
a

f(x) dx,

что совпадает с правым неравенством задачи.
2193.3. Пусть f(x) ∈ C(2)[1;+∞) и f(x) > 0, f ′(x) > 0,

f ′′(x) 6 0 при x ∈ [1; +∞). Доказать, что

n∑
k=1

f(k) =
f(n)

2
+

n∫
1

f(x) dx+O(1)

при n→ +∞.
Для доказательства утверждения задачи достаточно устано-

вить свойство ограниченности последовательности

an =
n∑

k=1

f(k) − f(n)
2

−
n∫

1

f(x) dx =
n−1∑
k=1

f(k) +
f(n)

2
−

n∫
1

f(x) dx.

Так как f ′′(x) 6 0, то функция f(x) выпукла сверху, следо-
вательно к ней применимо утверждение задачи 2193.2.

1. Используя левое неравенство задачи 2193.2, получаем

f(k − 1) + f(k)
2

6
k∫

k−1

f(x) dx (k = 2, 3, . . . ).

38



Суммируя эти неравенства по k (от k = 2 до k = n) и учитывая
свойство аддитивности интеграла, имеем:

f(1)
2

+
n−1∑
k=2

f(k) +
f(n)

2
6

n∫
1

f(x) dx.

Это неравенство можно переписать в следующем виде:

n−1∑
k=1

f(k) +
f(n)

2
−

n∫
1

f(x) dx 6 f(1)
2
,

что равносильно соотношению

an 6 f(1)
2
.

2. Используя правое неравенство задачи 2193.2, имеем:

k+ 1
2∫

k− 1
2

f(x) dx 6 f(k) (k = 2, 3, . . . ).

Суммируя эти неравенства по k (от k = 2 до k = n− 1) и учиты-
вая свойство аддитивности интеграла, получаем

n− 1
2∫

3/2

f(x) dx 6
n−1∑
k=2

f(k). (2.13)

По условию задачи f ′(x) > 0. Это влечет монотонное возрас-
тание функции f(x), поэтому

n∫
n− 1

2

f(x) dx 6
n∫

n− 1
2

f(n) dx =
f(n)

2
. (2.14)
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Складывая неравенства (2.13) и (2.14), получаем
n∫

3/2

f(x) dx 6
n−1∑
k=2

f(k) +
f(n)

2
,

прибавляя к обеим частям полученного неравенства f(1) и пере-
нося интеграл в другую часть неравенства, приходим к оценке

f(1) 6
n−1∑
k=1

f(k) +
f(n)

2
−

n∫
3/2

f(x) dx.

Учитывая аддитивность интеграла, эту оценку можно записать
в следующем виде:

f(1) −
3/2∫
1

f(x) dx 6
n−1∑
k=1

f(k) +
f(n)

2
−

n∫
1

f(x) dx,

что равносильно неравенству

f(1) −
3/2∫
1

f(x) dx 6 an.

Из п. 1 и п. 2 следует ограниченность последовательности
{an}. Утверждение задачи доказано.

Замечание. В доказательстве нигде не использовалось усло-
вие неотрицательности f(x). Легко видеть, что это условие не
является необходимым. Последовательности {an}, построенные
для функций f(x) и f(x) + C, отличаются на величину C/2 и
поэтому они одновременно ограничены или неограниченны. Та-
ким образом, если утверждение задачи справедливо для функ-
ции f(x)+C, то оно справедливо также и для функции f(x) (при
любом C). Выбирая C = −f(1) и учитывая возрастание f(x), по-
лучаем, что функция f(x)+C = f(x)−f(1) неотрицательна. Это
сводит задачу к случаю неотрицательной функции.
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2193.4. Пусть f(x) ∈ C(1)[a; b] и

∆n =

b∫
a

f(x) dx− b− a

n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
.

Найти lim
n→+∞

n∆n.
Пусть

xk = a+ k
b− a

n
(0 6 k 6 n).

Точки xk образуют разбиение отрезка [a; b] на n равных частей.
Длина каждого из отрезков разбиения

∆xk = xk − xk−1 =
b− a

n
.

В силу свойств аддитивности и линейности интеграла

∆n =

b∫
a

f(x) dx−
n∑

k=1

f(xk)
b− a

n
=

n∑
k=1

xk∫
xk−1

f(x) dx−

−
n∑

k=1

f(xk)

xk∫
xk−1

dx =
n∑

k=1

xk∫
xk−1

f(x) dx−
n∑

k=1

xk∫
xk−1

f(xk) dx =

=
n∑

k=1

xk∫
xk−1

(f(x) − f(xk)) dx. (2.15)

Положим
m̃k = inf

[xk−1;xk]
f ′(x),

M̃k = sup
[xk−1;xk]

f ′(x).

Пусть точка x ∈ [xk−1;xk]. По теореме Лагранжа

f(x) − f(xk) = f ′(ξk)(x− xk), (2.16)
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где точка ξk лежит между точками x и xk, в частности, ξk ∈
∈ [xk−1;xk]. Учитывая, что величина x − xk неположительна,
получаем из (2.16) оценку

M̃k(x− xk) 6 f(x) − f(xk) 6 m̃k(x− xk).

Интегрируя последнее неравенство, имеем

−M̃k(xk − xk−1)2

2
6

xk∫
xk−1

(f(x) − f(xk)) dx 6 −m̃k(xk − xk−1)2

2
.

Так как величина xk − xk−1 = (b − a)/n, то полученное соотно-
шение можно записать в следующем виде:

−M̃k(b− a)2

2n2
6

xk∫
xk−1

(f(x) − f(xk)) dx 6 −m̃k(b− a)2

2n2
. (2.17)

Из (2.15) и (2.17) следует, что

−(b− a)2

2n2

n∑
k=1

M̃k 6 ∆n 6 −(b− a)2

2n2

n∑
k=1

m̃k.

Внося под знаки сумм величину
b− a

n
= ∆xk, получаем неравен-

ство

−b− a

2n

n∑
k=1

M̃k∆xk 6 ∆n 6 −b− a

2n

n∑
k=1

m̃k∆xk

и после умножения на n, приходим к оценке

−b− a

2

n∑
k=1

M̃k∆xk 6 n∆n 6 −b− a

2

n∑
k=1

m̃k∆xk. (2.18)

Так как функция f ′(x) непрерывна на отрезке [a; b], то она
интегрируема на этом отрезке и поэтому ее суммы Дарбу при

42



n→ +∞ сходятся к определенному интегралу:

lim
n→+∞

n∑
k=1

m̃k∆xk =

b∫
a

f ′(x) dx,

lim
n→+∞

n∑
k=1

M̃k∆xk =

b∫
a

f ′(x) dx.

По теореме о пределе промежуточной последовательности из со-
отношения (2.18), получаем

lim
n→+∞

n∆n = −b− a

2

b∫
a

f ′(x) dx.

Так как по формуле Ньютона – Лейбница

b∫
a

f ′(x) dx = f(b) − f(a),

то искомый предел

lim
n→+∞

n∆n =
1
2
(b− a) (f(a) − f(b)) .

2194. Показать, что разрывная функция

f(x) = sgn
(
sin

π

x

)
интегрируема на промежутке [0; 1].

Покажем, что выполнен критерий интегрируемости

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,

где Ω(f ;T ) – интегральное колебание функции f на отрезке [0; 1].
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Проверим определение предела функции разбиения Ω(f ;T ).
Пусть ε > 0. Выберем положительное число a так, чтобы оно
удовлетворяло неравенствам

a < ε/8 , a < 1.

Функция f ограничена (|f(x)| 6 1), множество точек разрыва
функции f состоит из всех точек вида

x =
1
n
, n = 1, 2, 3, . . .

и точки x = 0. Отсюда следует, что на отрезке [a; 1] функция
f может иметь только конечное число точек разрыва и поэтому
интегрируема на этом отрезке. В силу критерия интегрируемо-
сти существует такое число δ0 > 0, что для любого разбиения T̃
отрезка [a; 1] с характеристикой λ(T̃ ) < δ0 справедливо неравен-
ство

Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
.

Выберем δ = min{δ0, a} и рассмотрим произвольное разбие-
ние

T = {x0, x1, . . . , xn}
отрезка [0; 1] с характеристикой λ(T ) < δ. Пусть k – номер от-
резка разбиения, на который попадает точка x = a, т. е.

xk 6 a 6 xk+1.

Тогда Ω(f ;T ) = S1 + S2 + S3, где

S1 =
k−1∑
i=0

ωi∆xi, S2 = ωk∆xk, S3 =
n−1∑

i=k+1

ωi∆xi.

Так как |f(x)| 6 1, то колебание функции f на любом отрезке
не больше 2, следовательно, при любом i величина ωi 6 2 и

S1 6 2
k−1∑
i=0

∆xi = 2xk 6 2a <
ε

4
.
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Аналогично

S2 6 2∆xk 6 2λ(T ) < 2δ 6 2a <
ε

4
.

Пусть
T̃ = {a, xk+1, xk+2, . . . , xn},

тогда T̃ – разбиение отрезка [a; 1] и его характеристика

λ(T̃ ) 6 λ(T ) < δ 6 δ0.

Следовательно, Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
и величина

S3 6 Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
.

Отсюда получаем, что

Ω(f ;T ) = S1 + S2 + S3 <
ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Таким образом, для любого положительного числа ε существует
такое положительное число δ, что для любого разбиения T от-
резка [0; 1] с характеристикой разбиения λ(T ) < δ справедливо
неравенство Ω(f ;T ) < ε, т. е.

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0.

Интегирируемость функции f установлена.
Замечание. Для читателей, знакомых с мерой Лебега, ре-

шение данной задачи должно быть элементарным. Лебег устано-
вил следующий критерий интегрируемости ограниченной функ-
ции по Риману: множество точек разрыва этой функции должно
иметь лебеговсую меру, равную нулю. Так как любое счетное
множество имеет меру Лебега, равную нулю, а множество точек
разрыва рассматриваемой в задаче функции счетно, то отсюда
сразу следует интегрируемость этой функции по Риману.
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2195. Показать, что функция Римана

φ(x) =
{

0 , если x иррационально;
1/n , если x = m/n,

где m и n (n > 1) – взаимно простые целые числа, интегрируема
на любом конечном промежутке.

Рассмотрим произвольный отрезок [a; b] и покажем, что вы-
полнен критерий интегрируемости

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,

где Ω(f ;T ) – интегральное колебание функции f на отрезке [a; b].
Проверим определение предела. Пусть ε > 0, подберем нату-

ральное число N так, чтобы

N >
2(b− a)

ε
.

Количество чисел вида m/n с взаимно простыми m и n, для ко-
торых знаменатель дроби n 6 N и которые попадают на отрезок
[a; b], конечно. Обозначим это число kN и положим

δ =
ε

4kN
.

Пусть T = {x0, x1, . . . , xn} – произвольное разбиение отрез-
ка [a; b] с характеристикой λ(T ) < δ.

Сгруппируем слагаемые, входящие в Ω(f ;T ), в две суммы

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi = S1 + S2.

К S1 отнесем те слагаемые, которые отвечают отрезкам разби-
ения, содержащим числа вида m/n с взаимно простыми m и n,
для которых n 6 N . Во вторую сумму S2 отнесем оставшиеся
слагаемые.
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Из явной формулы, задающей функцию Римана, следует, что
колебание этой функции на любом промежутке не превосходит
1, следовательно ωi 6 1. Так как количество чисел вида m/n с
взаимно простыми m и n, для которых n 6 N и которые по-
падают на отрезок [a; b], равно kN и каждое такое число может
принаждежать не более чем двум (соседним) отрезкам, то

S1 6 2kNλ(T ) < 2kNδ = 2kN
ε

4kN
=
ε

2
.

На промежутках, отвечаюших второй сумме, любое ненуле-
вое значение функии φ(x) меньше, чем 1/N и поэтому величина
ωi < 1/N . Учитывая выбор числа N , получаем, что

S2 <
1
N

(b− a) <
ε

2(b− a)
(b− a) =

ε

2
.

Таким образом, для любого разбиения T отрезка [a; b] с харак-
теристикой λ(T ) < δ

Ω(f ;T ) = S1 + S2 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Отсюда следует, что

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,

что равносильно интегрируемости функции φ(x) на отрезке [a; b].
Утверждение задачи доказано.

2196. Показать, что функция

f(x) =
1
x

−
[

1
x

]
,

если x ̸= 0 и f(0) = 0, интегрируема на сегменте [0; 1].
Покажем, что выполнен критерий интегрируемости

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,
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где Ω(f ;T ) – интегральное колебание функции f на отрезке [0; 1].
Проверим определение предела. Пусть ε > 0. Выберем поло-

жительное число a так, чтобы оно удовлетворяло неравенствам

a < ε/4 , a < 1.

Функция f ограничена (0 6 f(x) 6 1), множество точек разрыва
функции f состоит из всех точек вида

x =
1
n
, n = 2, 3, 4, . . .

и точки x = 0. Отсюда следует, что на отрезке [a; 1] функция
f может иметь только конечное число точек разрыва и поэтому
интегрируема на этом отрезке. В силу критерия интегрируемо-
сти существует такое число δ0 > 0, что для любого разбиения T̃
отрезка [a; 1] с характеристикой λ(T̃ ) < δ0 справедливо неравен-
ство

Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
.

Выберем δ = min{δ0, a} и рассмотрим произвольное разбие-
ние

T = {x0, x1, . . . , xn}
отрезка [0; 1] с характеристикой λ(T ) < δ. Пусть k – номер от-
резка разбиения, на который попадает точка x = a, т. е.

xk 6 a 6 xk+1.

Тогда Ω(f ;T ) = S1 + S2 + S3, где

S1 =
k−1∑
i=0

ωi∆xi, S2 = ωk∆xk, S3 =
n−1∑

i=k+1

ωi∆xi.

Так как 0 6 f(x) 6 1, то колебание функции f на любом
отрезке не больше 1, следовательно, при любом i величина ωi 6 1
и

S1 6
k−1∑
i=0

∆xi = xk 6 a <
ε

4
.
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Аналогично
S2 6 ∆xk 6 λ(T ) < δ 6 a <

ε

4
.

Пусть
T̃ = {a, xk+1, xk+2, . . . , xn},

тогда T̃ – разбиение отрезка [a; 1] и его характеристика

λ(T̃ ) 6 λ(T ) < δ 6 δ0.

Следовательно, Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
и величина

S3 6 Ω(f ; T̃ ) <
ε

2
.

Отсюда получаем, что

Ω(f ;T ) = S1 + S2 + S3 <
ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Таким образом, для любого положительного числа ε существует
такое положительное число δ, что для любого разбиения T от-
резка [0; 1] с характеристикой разбиения λ(T ) < δ справедливо
неравенство Ω(f ;T ) < ε, т. е.

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0.

Интегирируемость функции f установлена.
Замечание. Функция, рассматриваемая в этой задаче, имеет

свойства, аналогичные свойствам функции из задачи 2194: она
ограничена и имеет те же точки разрыва (кроме точки x = 1).
Соответственно и доказательство интегрируемости этой функ-
ции практически идентично доказательству из задачи 2194.

2197. Доказать, что функция Дирихле

χ(x) =
{

0 , если x иррационально;
1 , если x рационально,

не интегрируема на любом промежутке.
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Рассмотрим произвольный отрезок [a; b] и покажем, что для
функции Дирихле не выполнен критерий интегрируемости:

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = 0,

где Ω(f ;T ) – интегральное колебание функции f на отрезке [a; b].
В самом деле, на любом промежуке есть как рациональные,

так и иррациональные числа, поэтому колебание функции Дири-
хле на любом промежутке равно 1. Следовательно для любого
разбиения

T = {x0, x1, . . . , xn}

и любого i величина ωi = 1. Отсюда получаем, что

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi =
n−1∑
i=0

∆xi = b− a

и, таким образом,

lim
λ(T )→0

Ω(f ;T ) = b− a ̸= 0.

2198. Пусть функция f(x) интегрируема на [a; b],

xi = a+
i

n
(b− a) (i = 0, 1, . . . , n),

Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x) (i = 0, 1, . . . , n− 1),

(n = 1, 2, . . . ), а функция fn(x) определена следующим образом:

fn(x) =
{

Mi , xi 6 x < xi+1 (0 6 i 6 n− 2);
Mn , xn−1 6 x 6 xn .

Доказать, что

lim
n→+∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.
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Так как на отрезке [xi;xi+1] функция fn(x) может отличаться
от постоянной Mi только в одной точке x = xi+1, то

xi+1∫
xi

fn(x) dx =

xi+1∫
xi

Midx = Mi∆xi,

где ∆xi = xi+1 − xi.
В силу аддитивности интеграла

b∫
a

fn(x) dx =
n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

fn(x) dx =
n−1∑
i=0

Mi∆xi = Sn,

где Sn – верхняя суммы Дарбу функции f .
Так как функция f интегрируема на отрезке [a; b], то

lim
n→+∞

S n =

b∫
a

f(x) dx,

следовательно,

lim
n→+∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

2199.Доказать, что если функция f(x) интегрируема на [a; b],
то существует последовательность непрерывных функций φn(x)
(n = 1, 2, . . .) такая, что

c∫
a

f(x) dx = lim
n→+∞

c∫
a

φn(x) dx

при a 6 c 6 b.
Рассмотрим разбиение отрезка [a; b] на n равных частей

xi = a+
i

n
(b− a) (0 6 i 6 n).
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Пусть
Mi = sup

[xi;xi+1]
f(x) (i = 0, 1, . . . , n− 1),

а функция fn(x) определена следующим образом:

fn(x) =
{

Mi , xi 6 x < xi+1 (0 6 i 6 n− 2);
Mn , xn−1 6 x 6 xn .

Согласно решению задачи 2198

lim
n→+∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx,

что равносильно равенству

lim
n→+∞

b∫
a

(fn(x) − f(x)) dx = 0.

Из определения функции fn(x) следует, что всюду

fn(x) > f(x),

поэтому последнее равенство равносильно соотношению

lim
n→+∞

b∫
a

| fn(x) − f(x)| dx = 0. (2.19)

Построим функцию φn(x) следующим образом. Рассмотрим
интервалы с центрами в точках разбиения

Ii =
(
xi −

b− a

2n2
;xi +

b− a

2n2

)
(i = 1, 2, . . . n− 1).

Так как расстояние между соседними точками разбиения равно
(b−a)/n, то эти интервалы не пересекаются. Вне каждого интер-
вала Ii функция φn(x) совпадает с fn(x), а внутри этого интерва-
ла она совпадает с линейной функцией, принимающей на концах
интервала те же значения, что и функция fn(x) (рис. 2.1).
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6r

r r r r r r
xi− b−a

2n2

xi

xi+
b−a

2n2 xi+1− b−a

2n2

xi+1

xi+1+ b−a

2n2

Mi

O
x

y = φn(x)

Рис. 2.1

Построенная таким образом функция φn(x) непрерывна. По-
кажем, что последовательность {φn(x)} является искомой. Сна-
чала установим равенство

lim
n→+∞

b∫
a

|φn(x) − fn(x)| dx = 0. (2.20)

Так как функция f(x) интегрируема на [a; b], то она ограниче-
на на [a; b], т. е. существует такая положительная постоянная M ,
что при всех x ∈ [a; b] справедливо неравенство |f(x)| 6 M . Из
формулы, определяющей функцию fn(x), непосредственно сле-
дует, что также и |fn(x)| 6 M при всех x ∈ [a; b].

Любая линейная функция y(x) = Ax+B обладает тем свой-
ством, что на произвольном отрезке [α;β] все ее значения заклю-
чены между ее значениями на концах отрезка. Отсюда следует,
что для линейной функции y(x) при всех x ∈ [α;β]

|y(x)| 6 max{|y(α)|, |y(β)|}.

В соответствии со своим определением функция φn(x) вне
интервалов Ii совпадает с fn(x) и поэтому удовлетворяет нера-
венству |φn(x)| 6 M . Внутри этих интервалов φn(x) линейна и ее
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значения на концах интервалов совпадают со значениями функ-
ции fn(x). Отсюда следует, что значения φn(x) внутри интерва-
лов лежат между теми значениями функции fn(x), которые она
принимает на концах этих интервалов. Таким образом, внутри
интервалов также выполняется неравенство |φn(x)| 6 M .

Учитывая, что вне интервалов, на которых функция fn(x)
заменяется линейной, функции fn(x) и φn(x) совпадают, полу-
чаем:

b∫
a

|φn(x) − fn(x)| dx =
n−1∑
i=0

xi+
b−a
2n2∫

xi− b−a
2n2

|φn(x) − fn(x)| dx 6

6
n−1∑
i=0


xi+

b−a
2n2∫

xi− b−a

2n2

|φn(x)| dx+

xi+
b−a
2n2∫

xi− b−a

2n2

| fn(x)| dx

 6

6
n−1∑
i=0

(
M(b− a)

n2
+
M(b− a)

n2

)
=

= 2M(b− a)
n−1∑
i=0

1
n2

= 2M(b− a)
n− 1
n2

.

Так как
lim

n→+∞

n− 1
n2

= 0,

то отсюда следует соотношение (2.20).
Пусть a 6 c 6 b, тогда∣∣∣∣∣∣

c∫
a

φn(x) dx−
c∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

c∫
a

(φn(x) − f(x)) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6

c∫
a

|φn(x) − f(x)| dx 6
b∫

a

|φn(x) − f(x)| dx =
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=

b∫
a

|(φn(x) − fn(x)) + (fn(x) − f(x))| dx 6

6
b∫

a

(|φn(x) − fn(x)| + |fn(x) − f(x)|) dx =

=

b∫
a

|φn(x) − fn(x)| dx+

b∫
a

|fn(x) − f(x)| dx→ 0

при n→ +∞ согласно (2.19) и (2.20). Следовательно,

lim
n→+∞

c∫
a

φn(x) dx =

c∫
a

f(x) dx.

2200. Доказать, что если ограниченная функция f(x) инте-
грируема на сегменте [a; b], то абсолютная величина ее |f(x)| так-
же интегрируема на [a; b], причем∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫

a

|f(x)| dx. (2.21)

Проверим критерий интегируемости для функции |f(x)|. Рас-
смотрим произвольное разбиение отрезка [a; b]:

T = {x0 , x1 , . . . , xn}

(a = x0 < x1 < . . . < xn = b).
Пусть

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x), Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x),

m̃i = inf
[xi;xi+1]

|f(x)|, M̃i = sup
[xi;xi+1]

|f(x)|
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и ωi = Mi −mi – колебание функции f(x) на отрезке [xi;xi+1],
а ω̃i = M̃i − m̃i – колебание функции |f(x)| на том же отрезке
(0 6 i 6 n− 1).

Так как функция f(x) интегрируема на отрезке [a; b], то ве-
личина

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi → 0 (2.22)

при λ(T ) → 0, где λ(T ) – характеристика разбиения T :

λ(T ) = max
06i6n−1

∆xi,

(∆xi = xi+1 − xi).
Для колебания произвольной функции f(x) на любом мно-

жестве X справедливо следующее представление:

ω(f) = sup
x∈X

f(x) − inf
x∈X

f(x) = sup
x, y∈X

|f(x) − f(y)|.

Так как при всех x и y∣∣|f(x)| − |f(y)|
∣∣ 6 |f(x) − f(y)|,

то

ω(|f |) = sup
x, y∈X

∣∣|f(x)| − |f(y)|
∣∣ 6 sup

x, y∈X
|f(x) − f(y)| = ω(f).

Отсюда следует, что

Ω(|f |;T ) =
n−1∑
i=0

ω̃i∆xi 6
n−1∑
i=0

ωi∆xi = Ω(f ;T ),

т. е. для любого разбиения T

0 6 Ω(|f |;T ) 6 Ω(f ;T ).
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Следовательно, ввиду (2.22)

lim
λ(T )→0

Ω(|f |;T ) = 0,

что равносильно интегрируемости функции |f(x)|.
Остается доказать неравенство (2.21). Интегрируя очевидные

неравенства
−|f(x)| 6 f(x) 6 |f(x)|

по отрезку [a; b], получаем

−
b∫

a

|f(x)| dx 6
b∫

a

f(x) dx 6
b∫

a

|f(x)| dx,

что равносильно (2.21).
2201. Пусть функция f(x) абсолютно интегрируема на сег-

менте [a; b], т. е. интеграл

b∫
a

|f(x)| dx

существует. Является ли эта функция интегрируемой на отрезке
[a; b]?

Рассмотреть пример:

f(x) =
{

1 , если x рационально;
−1 , если x иррационально.

Из интегрируемости модуля функции не следует интегрируе-
мость самой функции. Это можно видеть на предлагаемом при-
мере. Величина модуля функции постоянна: |f(x)| = 1, что вле-
чет существование интеграла от модуля функции на любом от-
резке [a; b]. В то же время, для любого разбиения T произволь-
ного отрезка [a; b] величины

mi = inf
[xi;xi+1]

f(x) = −1, Mi = sup
[xi;xi+1]

f(x) = 1
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(на любом промежутке существуют как рациональные так и ир-
рациональные числа). Поэтому суммы Дарбу

S(f ;T ) =
n−1∑
k=0

mi∆xi = −
n−1∑
k=0

∆xi = −(b− a),

S(f ;T ) =
n−1∑
k=0

Mi∆xi =
n−1∑
k=0

∆xi = (b− a).

Отсюда следует, что

lim
λ(T )→0

S(f ;T ) ̸= lim
λ(T )→0

S(f ;T )

и поэтому функция f(x) не интегрируема на [a; b].
2202. Пусть функция f(x) интегрируема на [a; b] и A 6

6 f(x) 6 B при a 6 x 6 b, а функция φ(x) определена и непре-
рывна на сегменте [A;B]. Доказать, что функция φ (f(x)) инте-
грируема на [a; b].

Рассмотрим сложную функцию F (x) = φ(f(x)). Применим
критерий интегрируемости из задачи 7: функция F (x) интеги-
руема на [a; b], если при каждом σ > 0

lim
λ(T )→0

µ(F, σ;T ) = 0,

где µ(F, σ;T ) – суммарная длина всех тех отрезков ∆i = [xi;xi+1]
разбиения T , на которых колебание функции ω(F,∆i) > σ.

Так как σ > 0, то в силу непрерывности функции φ(x) на
отрезке [A;B], найдется такое положительное чмсло E, что на
любом промежутке [α;β] ⊂ [A;B], длина которого β − α < E,
колебание ω(φ, [α;β]) < σ.

Проверим определение предела функции µ(F, σ;T ). Пусть
ε > 0, как как функция f интегрируема на [a; b], то согласно кри-
терию интегрируемости из задачи 7 существует такое положи-
тельное число δ, что для любого разбиения T = {x0 , x1 , . . . , xn}
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с характеристикой λ(T ) < δ будет выполняться неравенство∑
ω(f,∆i)>E

∆xi = µ(f,E;T ) < ε.

Покажем, что определенное таким образом число δ отвечает
числу ε в определении предела функции µ(F, σ;T ).

В самом деле, на тех отрезках ∆i = [xi;xi+1], где колебание
функции f меньше E, колебание сложной функции φ(f) будет
меньше σ (в силу выбора числа E).

Таким образом,
ω(φ(f),∆i) > σ

только для тех i, для которых

ω(f,∆i) > E,

Следовательно,

µ(F, σ;T ) =
∑

ω(φ(f),∆i)>σ

∆xi 6
∑

ω(f,∆i)>E

∆xi = µ(f,E;T ) < ε.

Таким образом, сложная функция φ(f) удовлетворяет выбран-
ному критерию интегрируемости.

2203. Если функции f(x) и φ(x) интегрируемы, то обязатель-
но ли функция f (φ(x)) также интегрируема?

Рассмотреть пример:

f(x) =
{

0 , если x = 0;
1 , если x ̸= 0,

а φ(x) – функция Римана,

φ(x) =
{

0 , если x иррационально;
1/n , если x = m/n,

где m и n (n > 1) – взаимно простые целые числа.
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Указанный в задаче пример показывает, что необязательно.
Функция f ограничена и имеет одну точку разрыва (x = 0). От-
сюда следует, что эта функция интегрируема на любом отрезке.
Функция Римана φ(x) также интегрируема на любом отрезке
(задача 2195). Сложная функция, как нетрудно видеть, совпада-
ет с функцией Дирихле

f (φ(x)) =
{

0 , если x иррационально;
1 , если x рационально,

и не интегрируема ни на каком отрезке (задача 2197).
2204. Пусть функция f(x) интегрируема на сегменте [A;B].

Доказать, что f(x) обладает свойством интегральной непрерыв-
ности, т. е.

lim
h→0

b∫
a

|f(x+ h) − f(x)| dx = 0, (2.23)

где [a; b] ⊂ [A;B].
Доказательство проведем поэтапно. Прежде всего докажем

утверждение задачи для характеристической функции отрезка

f(x) = χ([α;β];x) =
{

1 , если x ∈ [α;β];
0 , если x ̸∈ [α;β].

Нетрудно видеть, что при достаточно малых h > 0 (таких,
что смещенный отрезок [α+ h;β + h] лежит на исходном проме-
жутке [A;B]) функция f(x+h)−f(x) равна −1 при x ∈ [α;α+h),
равна 1 при x ∈ (β;β + h] и равна нулю при остальных зна-
чениях аргумента. Аналогично, при достаточно малых h < 0
функция f(x + h) − f(x) равна 1 при x ∈ [α + h;α), равна −1
при x ∈ (β + h;β] и равна нулю при остальных значениях ар-
гумента. Отсюда следует, что всюду |f(x + h) − f(x)| 6 1 и
f(x + h) − f(x) ̸= 0 только на двух промежутках общей дли-
ной 2h и поэтому для любого отрезка [a; b] (независимо от его
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расположения по отношению к отрезку [α;β])

b∫
a

|f(x+ h) − f(x)| dx 6 2h.

Из последнего неравенства следует (2.23).
На втором этапе распространим утверждение задачи на сту-

пенчатые функции (т. е. линейные комбинации характеристиче-
ских функций). Пусть

f(x) =
n∑

k=1

ckfk(x),

где fk(x) = χ([αk;βk];x) – характеристическая функция отрезка
[αk;βk], тогда

b∫
a

|f(x+ h) − f(x)| dx =

b∫
a

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ck (fk(x+ h) − fk(x))

∣∣∣∣∣ dx 6

6
b∫

a

n∑
k=1

|ck| |fk(x+ h) − fk(x)| dx =

=
n∑

k=1

|ck|
b∫

a

|fk(x+ h) − fk(x)| dx.

Согласно предыдущему пункту доказательства при любом k

lim
h→0

b∫
a

|fk(x+ h) − fk(x)| dx = 0,

поэтому из последнего неравенства следует, что (2.23) справед-
ливо для любой ступенчатой функции.
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Наконец предположим, что f(x) – произвольная интегрируе-
мая на [A;B] функция и [a; b] ⊂ [A;B], тогда f(x) интегрируема
и на отрезке [a; b]. Пусть

fn(x) =
{

Mi , xi 6 x < xi+1 (0 6 i 6 n− 2);
Mn , xn−1 6 x 6 xn ,

где

xi = a+
i

n
(b− a) (0 6 i 6 n).

и
Mi = sup

[xi;xi+1]
f(x) (i = 0, 1, . . . , n− 1).

В задаче 2199 для этой функции установлены следующие свой-
ства:

1. Существует такая положительная постоянная M , что при
всех x ∈ [a; b] и всех n

|f(x)| 6 M , |fn(x)| 6 M.

2. lim
n→+∞

b∫
a

|fn(x) − f(x)| dx = 0.

Рассмотрим ступенчатую функцию

f̃n(x) =
n−1∑
i=0

Miχ([xi;xi+1];x).

Из свойства 1 функции fn(x) и из определения чисел Mi сле-
дует, что при любом i величина Mi 6 M и поэтому при всех
x ∈ [a; b] и всех n

|f̃n(x)| 6 M.

Нетрудно видеть, что функции f̃n(x) и fn(x) могут отличаться
только в конечном числе точек разбиения {xi} отрезка [a; b] (0 6
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6 i 6 n). Следовательно,

b∫
a

|fn(x) − f(x)| dx =

b∫
a

|f̃n(x) − f(x)| dx.

Поэтому свойство 2 справедливо и для последовательность фун-
кций f̃n(x), т. е.

lim
n→+∞

b∫
a

|f̃n(x) − f(x)| dx = 0.

Пусть ε > 0, подберем n так, чтобы

b∫
a

|f̃n(x) − f(x)| dx < ε

4
. (2.24)

Выполняя замену x+ h на x, используя свойство аддитивно-
сти интеграла и неравенства |f(x)| 6 M , |f̃n(x)| 6 M , получаем
следующую оценку:∣∣∣∣∣∣

b∫
a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f(x+ h)
∣∣∣ dx−

b∫
a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
b+h∫

a+h

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx−

b∫
a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
a+h∫
a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx+

b+h∫
b

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6 2M

∣∣∣∣∣∣
a+h∫
a

dx

∣∣∣∣∣∣+ 2M

∣∣∣∣∣∣
b+h∫
b

dx

∣∣∣∣∣∣ = 4M |h|. (2.25)
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Из соотношений (2.24) и (2.25) получаем, что

b∫
a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f(x+ h)
∣∣∣ dx =

=

∣∣∣∣∣∣
 b∫

a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f(x+ h)
∣∣∣ dx−

−
b∫

a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx

+

b∫
a

|f̃n(x) − f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f(x+ h)
∣∣∣ dx−

b∫
a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

|f̃n(x) − f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ < 4M |h| + ε

4
. (2.26)

Используя неравенства (2.24) и (2.26), приходим к соотноше-
нию

b∫
a

|f(x+ h) − f(x)| dx =

b∫
a

∣∣∣(f(x+ h) − f̃n(x+ h)
)

+

+
(
f̃n(x+ h) − f̃n(x)

)
+
(
f̃n(x) − f(x)

)∣∣∣ dx 6

6
b∫

a

∣∣∣f(x+ h) − f̃n(x+ h)
∣∣∣ dx+

b∫
a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f̃n(x)
∣∣∣ dx+

+

b∫
a

∣∣∣f̃n(x) − f(x)
∣∣∣ dx < 4M |h| + ε

4
+

b∫
a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f̃n(x)
∣∣∣ dx+
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+
ε

4
= 4M |h| + ε

2
+

b∫
a

∣∣∣f̃n(x+ h) − f̃n(x)
∣∣∣ dx. (2.27)

Так как f̃n(x) является ступенчатой функцией, то согласно
доказанному выше,

lim
h→0

b∫
a

|f̃n(x+ h) − f̃n(x)| dx = 0,

следовательно, существует такое положительное число h1, что
при любом h, удовлетворяющем неравенству |h| < h1,

b∫
a

|f̃n(x+ h) − f̃n(x)| dx < ε

4
. (2.28)

Положим h2 =
ε

16M
, тогда при |h| < h2 величина

4M |h| < ε

4
. (2.29)

Определим величину hε = min{h1, h2}, тогда при любом h,
удовлетворяющем неравенству |h| < hε, справедливы оба нера-
венства (2.28) и (2.29). Подставляя эти неравества в соотношение
(2.27), находим, что при |h| < hε

b∫
a

|f(x+ h) − f(x)| dx < ε

4
+
ε

2
+
ε

4
= ε.

Справедливость соотношения (2.23) для произвольной интегри-
руемой функции доказана.

2205. Пусть функция f(x) интегрируема на сегменте [a; b].
Доказать, что равенство

b∫
a

f2(x) dx = 0
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имеет место тогда и только тогда, когда f(x) = 0 во всех точках
непрерывности функции f(x), принадлежащих сегменту [a; b].

1. Пусть функция f(x) интегрируема на сегменте [a; b],
b∫

a

f2(x) dx = 0

и x0 – точка непрерывности функции f .
Допустим противное: f(x0) ̸= 0. Тогда f2(x0) > 0 и в силу

непрерывности функции f2(x) в точке x = x0 существуют такие
положительные числа δ и m, что при всех x ∈
∈ (x0 − δ;x0 + δ) ∩ [a; b] выполняется неравенство f2(x) > m.
Отсюда следует, что неравенство f2(x) > m выполнено на неко-
тором отрезке [α;β] положительной длины и поэтому

b∫
a

f2(x) dx >
β∫

α

f2(x) dx > m

β∫
α

dx = m(β − α) > 0.

Это противоречит условию задачи. Поэтому наше допущение
неверно, т. е. f(x0) = 0.

2. Обратное утверждение сложнее и для его доказательства
потребуются две леммы.

Лемма 1. Если функция f(x) интегрируема на отрезке [a; b],
то для каждого положительного числа σ найдется такой отрезок
[α;β], лежащий строго внутри отрезка [a; b], что колебание функ-
ции f на этом отрезке

ω(f, [α;β]) < σ.

Лемма 2. Если функция f(x) интегрируема на отрезке [a; b],
то она непрерывна хотя бы в одной точке x0 ∈ [a; b].

Докажем лемму 1. С этой целью воспользуемся критерием
интегрируемости, сформулированным в задаче 7: функция f(x)
интегируема на [a; b], если при каждом σ > 0

lim
λ(T )→0

µ(f, σ;T ) = 0, (2.30)
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где µ(f, σ;T ) – суммарная длина всех тех отрезков ∆i = [xi;xi+1]
разбиения T , на которых колебание функции ω(f,∆i) > σ.

Так как функция f(x) интегрируема на отрезке [a; b], то со-
гласно этому критерию, для любого положительного числа σ
справедливо равенство (2.30). Из определения предела следует,
что найдется такое разбиение T = {x0 , x1 , . . . , xn} отрезка [a; b],
для которого сумма длин тех отрезков разбиения, на которых
колебание функции f не меньше σ, будет меньше, чем (b− a)/2.
Отсюда следует, что отрезки, на которых колебание функции f
не меньше σ, не исчерпывают весь отрезок [a; b]. Следовательно,
найдется такой отрезок [α;β] разбиения T , на котором колебание
функции f меньше σ. Так как при уменьшении множества коле-
бание функции на этом множестве может только уменьшиться,
то отрезок [α;β] можно считать лежащим строго внутри отрезка
[a; b].

Докажем лемму 2. Применяя лемму 1 к отрезку [a; b] и числу
σ = 1, найдем отрезок [a1; b1], который лежит строго внутри
отрезка [a; b] и для которого

ω(f, [a1; b1]) < 1.

На следующем шаге применим лемму 1 к отрезку [a1; b1] и числу
σ = 1/2 и найдем отрезок [a2; b2], который лежит строго внутри
отрезка [a1; b1] и для которого

ω(f, [a2; b2]) <
1
2
.

Предположим, что мы нашли отрезок [an; bn], который лежит
строго внутри отрезка [an−1; bn−1] и для которого

ω(f, [an; bn]) <
1
n
.

Применяя лемму 1 к отреку [an; bn] и числу σ = 1/(n + 1), най-
дем отрезок [an+1; bn+1], который лежит строго внутри отрезка
[an; bn] и для которого

ω(f, [an+1; bn+1]) <
1

n+ 1
.
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На основании метода индукции можно считать определенной по-
следовательность строго вложенных отрезков [an; bn], для кото-
рых при всех n

ω(f, [an; bn]) <
1
n
.

По теореме о последовательности вложенных отрезков суще-
ствует точка x0, принадлежащая всем отрезкам. Покажем, что
функция f(x) непрерывна в этой точке. В самом деле, пусть
ε > 0, подберем натуральное число n так, чтобы n > 1/ε. Так как
последовательность отрезков является строго вложенной, то x0 –
внутренняя точка для всех отрезков. Следовательно, существу-
ет такое положительное число δ, что интервал (x0 − δ;x0 + δ) ⊂
[an; bn]. Тогда при всех x ∈ (x0 − δ;x0 + δ) величина

|f(x) − f(x0)| 6 ω(f, [an; bn]) <
1
n
< ε,

что доказывает непрерывность функции f(x) в точке x = x0.
Перейдем к доказательству утверждения задачи. Пусть фун-

кция f равна нулю во всех точках непрерывности. Рассмотрим
произвольное разбиение T = {x0 , x1 , . . . , xn} отрезка [a; b]. По
лемме 2 на каждом из отрезков разбиения ∆i = [xi;xi+1] найдет-
ся точка непрерывности функции f , т. е. точка, в которой функ-
ция f равна нулю. Так как функция f2(x) > 0, то отсюда следует,
что при любом i (0 6 i 6 n− 1) величина

mi = inf
∆i

f2(x) = 0.

Поэтому для любого разбиения нижняя сумма Дарбу функции
f2(x)

S(T ) =
n−1∑
i=0

mi∆xi = 0

(∆xi = xi+1 − xi). В силу интегрируемости функции f2(x)

b∫
a

f2(x) dx = lim
λ(T )→0

S(T ) = 0.
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Замечание. Утверждение задачи можно сформулировать в
другом, более естественном виде: если функция F (x) интегриру-
ема и неотрицательна на сегменте [a; b], то

b∫
a

F (x) dx = 0

тогда и только тогда, когда F (x) = 0 во всех точках непрерыв-
ности функции F (x), принадлежащих сегменту [a; b].

Доказательство этого утверждения можно получить, заменив
в тесте решения задачи выражения f(x) и f2(x) на F (x).

Впрочем, этот результат можно вывести и из утверждения
задачи. Его нужно применить к функции f(x) =

√
F (x) и учесть

следующие обстоятельства.
1. F (x) и

√
F (x) интегрируемы или нет одновременно. Если

интегрируема функция
√
F (x), то интегрируемость F (x) следует

из арифметических свойств интегрируемых функций. Если ин-
тегрируема функция F (x), то интегрируемость

√
F (x) следует

из непрерывности функции φ(x) =
√
x и утверждения задачи

2202.
2. Множество нулей функций F (x) и

√
F (x) совпадают.

3. В силу непрерывности функций φ(x) =
√
x, ψ(x) = x2 и

теоремы о непрерывности сложной функции множества точек
непрерывности функций F (x) и

√
F (x) совпадают.
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Глава 3

Формула Ньютона – Лейбница

Основной способ вычисления определенных интегралов со-
стоит в применении формулы Ньютона – Лейбница. Если функ-
ция f непрерывна на отрезке [a; b], то у нее существует первооб-
разная F и

b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a). (3.1)

Формула (3.1) и называется формулой Ньютона – Лейбница. Ча-
сто правую часть записывают следующим образом:

F (b) − F (a) = F (x)
∣∣∣∣ b
a

.

Формула (3.1) принципиально решает вопрос вычисления оп-
ределенного интеграла, сводя его нахождение к вычислению не-
определенного интеграла, и в этой связи ее часто называют ос-
новной формулой интегрального исчисления.

На практике эту формулу часто приходится применять, ко-
гда известно, что функция f(x) непрерывна на [a; b], но формула,
дающая явный первообразной F (x), справедлива только в ин-
тервале (a; b). Можно установить, что первообразной f на всем
отрезке [a; b] является продолжение F по непрерывности в точ-
ки x = a и x = b. Таким образом, формула (3.1) заменяется на

70



следующую:

b∫
a

f(x) dx = F (b− 0) − F (a+ 0). (3.2)

Задача 12. Пусть функция f ∈ C[a; b] и F ′(x) = f(x) в ин-
тервале (a; b). Доказать, что функция F имеет конечные пределы
при x→ a и x→ b и справедлива формула (3.2).

Формула (3.2) применяется в решениях задач 2213(б), 2216(б,
в), 2217, 2264, 2275, 2276. Отметим также задачу 2301, где эта
формула распространяется на более общий случай.

Техника вычисления неопределенного интеграла достаточно
разработана в курсах математического анализа. Многие форму-
лы этой техники можно перенести непосредственно и на опреде-
ленный интеграл. К ним, в первую очередь, относятся формулы
интегрирования по частям

b∫
a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣ b
a

−
b∫

a

f ′(x)g(x) dx (3.3)

и формула замены переменной

b∫
a

f(φ(x))φ′(x) dx =

φ(b)∫
φ(a)

f(t) dt. (3.4)

Формула (3.3) применима для любых f, g ∈ C1[a; b]. Для при-
менимости формулы (3.4) достаточно, чтобы функция f была
непрерывна на области значений функции φ, а функция φ ∈
∈ C1[a; b].

На первый взгляд, формула замены переменной (в приме-
нении к определенному интегралу) кажется ущербной, так как
по первоначальному определению интеграла нужно предпола-
гать, что a < b и φ(a) < φ(b), что резко сужает класс замен
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по сравнению с неопределенным интегралом. Простой выход из
создавшегося положения дает расширение понятия интеграла:
принимается, что для любой функции f

a∫
a

f(x) dx = 0,

а при a > b

b∫
a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.

При таком расширении понятия интеграла оказывается, что
для справедливости формулы (3.4) достаточно, чтобы функция f
была непрерывна на области значений функции φ, а φ ∈ C1[a; b]
либо φ ∈ C1[b; a].

Формулу (3.4) часто называют также формулой подстановки.
В некоторых учебниках понятия замены и подстановки различа-
ют. Переход от интеграла в левой части равенства (3.4) к инте-
гралу в правой части этого равенства назывют заменой φ(x) = t,
если же мы делаем переход от интеграла в правой части к инте-
гралу, находящемуся в левой части равенства, то эту процедуру
называют подстановкой t = φ(x). Мы не будем делать такого
различия.

Формула замены переменной допускает важное обобщение.
Эта формула справедлива для любой интегрируемой функции f
при условии, что функция g строго монотонна. Доказательство
этого утверждения можно найти в классических курсах анализа.

Одну из важных теорем интегрального исчисления представ-
ляет теорема о дифференцировании интеграла по переменно-
му верхнему пределу. Если функция f интегрируема на отрезке
[a; b], то интегралом с переменным верхним пределом называется
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функция, заданная формулой

F (x) =

x∫
x0

f(ξ) dξ, (3.5)

где x0 – некоторая точка отрезка [a; b]. Функция F непрерыв-
на на отрезке [a; b], а в точках непрерывности подынтегральной
функции f дифференцируема, причем

F ′(x) = f(x). (3.6)

Эта теорема имеет много применений. Прежде всего отметим,
что из нее непосредственно следует, что у любой непрерывной
на отрезке [a; b] функции существует (на этом же отрезке) пер-
вообразная. Формула Ньютона – Лейбница тоже является непо-
средственным следствием этой теоремы. С практической точки
зрения, мы имеем формулу дифференцирования интеграла

d

dx

x∫
x0

f(ξ) dξ = f(x), (3.7)

справедливую для любой непрерывной функции f .
Из формулы (3.7), несложно получить несколько более об-

щую формулу

d

dx

b(x)∫
a(x)

f(ξ) dξ = f(b(x))b′(x) − f(a(x))a′(x). (3.8)

Для справедливости этой формулы в некотором интервале x ∈
∈ (α;β) достаточно, чтобы функция f была непрерывна на неко-
тором "объемлющем" отрезке [A;B], причем при всех x ∈ (α;β)
отрезок [a(x); b(x)] ⊂ [A;B], а функции a(x) и b(x) непрерывно
дифференцируемы на (α;β).

Задача 13. Доказать формулу (3.8).
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Формула (3.8) используется при решении задач 2231 – 2236 и
2256.

Важным свойством определенного интеграла является свой-
ство аддитивности

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx. (3.9)

При расширенном понимании интеграла формула (3.9) оказыва-
ется верной для любого взаимного расположения точек a, b и
c. Достаточно, чтобы функция f была интегрируема на каком-
нибудь отрезке, содержащем эти три точки. Формулу (3.9) при-
ходится применять для вычисления интегралов, содержащих мо-
дули (задачи 2211, 2218, 2238, 2242). Она необходима и в том слу-
чае, когда подынтегральная функция задана разными формула-
ми на разных участках отрезка интегрирования (задача 2237).

Отметим геометрическую интерпретацию определенного ин-
теграла. Если функция f неотрицательна на отрезке [a; b], то
интеграл от нее равен площади фигуры, ограниченной прямыми
x = a, x = b, y = 0 и графиком функции f . В общем случае ин-
теграл равен разности площадей двух фигур. Одна из них огра-
ничена частью графика функции, лежащей над осью абсцисс,
а другая – частью графика, лежащей под осью абсцисс. Этот
момент отмечен на рис. 3.1 – 3.13.

Применяя формулу Ньютона – Лейбница, найти определен-
ные интегралы и нарисовать соответствующие криволинейные
площади.

2206.

8∫
−1

3
√
x dx.

8∫
−1

3
√
x dx =

3
4
x4/3

∣∣∣∣8
−1

=
45
4
.
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Рис. 3.1

Интеграл равен разности площадей фигур, расположенных
над осью абсцисс и под осью абсцисс (рис. 3.1).

2207.

π∫
0

sinx dx.

π∫
0

sinx dx = − cosx
∣∣∣∣π
0

= 2.

-

6

q
πO

x

y

Рис. 3.2

2208.

√
3∫

1/
√

3

dx

1 + x2
.

75



√
3∫

1/
√

3

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣
√

3

1/
√

3

=
π

3
− π
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=
π

6
.
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Рис. 3.3

2209.

1/2∫
−1/2

dx√
1 − x2

.
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Рис. 3.4
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1/2∫
−1/2

dx√
1 − x2

= arcsinx
∣∣∣∣1/2

−1/2

=
π

6
+
π

6
=
π

3
.

2210.

sh 2∫
sh 1

dx√
1 + x2

.

-

6
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qq
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Рис. 3.5
sh 2∫

sh 1

dx√
1 + x2

= ln(x+
√

1 + x2 )
∣∣∣∣sh 2

sh 1

.

Так как функция y = ln(x+
√

1 + x2 ) является обратной к функ-
ции x = sh y, то

ln(x+
√

1 + x2 )
∣∣∣∣
x=sh 1

= 1 , ln(x+
√

1 + x2 )
∣∣∣∣
x=sh 2

= 2,

и поэтому
sh 2∫

sh 1

dx√
1 + x2

= 2 − 1 = 1.

2211.

2∫
0

|1 − x| dx.
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Рис. 3.6

2∫
0

|1 − x| dx =

1∫
0

|1 − x| dx+

2∫
1

|1 − x| dx =

1∫
0

(1 − x) dx+

+

2∫
1

(x− 1) dx =
(
x− x2

2

)∣∣∣∣1
0

+
(
x2

2
− x

)∣∣∣∣2
1

=
1
2

+
1
2

= 1.

2212.

1∫
−1

dx

x2 − 2x cosα+ 1
(0 < α < π).

Подынтегральную функцию можно представить в виде

f(x) =
1

x2 − 2x cosα+ 1
=

1
(x− cosα)2 + sin2 α

,

ее график представлен на рис. 3.7.
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1∫
−1

dx

x2 − 2x cosα+ 1
=

1∫
−1

dx

(x− cosα)2 + sin2 α
=

=

1∫
−1

d(x− cosα)
(x− cosα)2 + sin2 α

=
1

sinα
arctg

x− cosα
sinα

∣∣∣∣1
−1

=

=
1

sinα

[
arctg

1 − cosα
sinα

+ arctg
1 + cosα

sinα

]
=

=
1

sinα

[
arctg tg

α

2
+ arctg ctg

α

2

]
=

=
1

sinα

[α
2

+
(π

2
− α

2

)]
=

π

2 sinα
.

2213.

2π∫
0

dx

1 + ε cosx
(0 6 ε < 1).
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Рис. 3.8

а). При ε = 0

2π∫
0

dx

1 + ε cosx
=

2π∫
0

dx = 2π.

б). При 0 < ε < 1 неопределенный интеграл вычислен в за-
даче 2028,а:∫

dx

1 + ε cosx
=

2√
1 − ε2

arctg

(√
1 − ε

1 + ε
tg
x

2

)
+ C.

Первообразная имеет разрыв при x = π, поэтому для примене-
ния формулы Ньютона – Лейбница, определенный интеграл надо
разбить на два:

2π∫
0

dx

1 + ε cosx
=

π∫
0

dx

1 + ε cosx
+

2π∫
π

dx

1 + ε cosx
=

=
2√

1 − ε2
arctg

(√
1 − ε

1 + ε
tg
x

2

)∣∣∣∣∣
π

0

+

+
2√

1 − ε2
arctg

(√
1 − ε

1 + ε
tg
x

2

)∣∣∣∣∣
2π

π

=
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=
π√

1 − ε2
+

π√
1 − ε2

=
2π√

1 − ε2
.

Нетрудно видеть, что при ε = 0 последняя формула дает
правильный ответ и для предыдущего случая. Таким образом,
при 0 6 ε < 1

2π∫
0

dx

1 + ε cosx
=

2π√
1 − ε2

.

2214.

1∫
−1

dx√
(1 − 2ax+ a2)(1 − 2bx+ b2)

(|a| < 1, |b| < 1,

ab > 0).
Знаменатель подынтегральной функции

f(x) =
1√

(1 − 2ax+ a2)(1 − 2bx+ b2)

обращается в нуль в точках

x1 =
a2 + 1

2a
, x2 =

b2 + 1
2b

.

Согласно известному неравенству Коши (2|αβ| 6 α2 + β2)
оба корня по модулую больше единицы. Отсюда следует, что на
промежуток интегрирования они не попадают. По условию зада-
чи числа a и b имеют один знак, следовательно, либо оба корня
меньше, чем −1 (при a < 0 и b < 0), либо оба корня больше, чем
1 (при a > 0 и b > 0).

Полагая A = 1/(2
√
ab), подынтегральную функцию запишем

в следующем виде:

f(x) =
A√

(x− x1)(x− x2)
.

Дифференцируя это равенство, находим:

f ′(x) = −
A

(
x− x1 + x2

2

)
[(x− x1)(x− x2)]

3/2
.
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Среднее арифметическое (x1 +x2)/2 чисел x1 и x2 находится
между этими числами. Отсюда следует, что если оба корня x1 и
x2 меньше −1, то также и (x1 + x2)/2 < −1, поэтому величина
x− (x1 + x2)/2 положительна на отрезке [−1; 1]. Таким образом,
f ′(x) < 0 и функция f(x) убывает. Аналогично, если оба корня
больше 1, то также и (x1 + x2)/2 > 1, поэтому величина x−
−(x1 + x2)/2 отрицательна на отрезке [−1; 1] и, соответственно,
f ′(x) > 0, следовательно, в этом случае функция f(x) возрастает
на [−1; 1].

График криволинейной трапеции для случая a > 0, b > 0
(оба корня больше 1) представлен на рис. 3.9. График криволи-
нейной трапеции для случая a < 0, b < 0 (оба корня меньше −1)
представлен на рис. 3.10.
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Рис. 3.10

Вычислим интеграл для случая a < 0, b < 0. Для этого вос-
пользуемся подстановкой Эйлера:√

(x− x1)(x− x2) = t(x− x1) ,

t =
√
x− x2

x− x1
, x =

x1 t
2 − x2

t2 − 1
, dx =

2(x2 − x1)t dt
(t2 − 1)2

,

x− x1 =
x1 − x2

t2 − 1
,
√

(x− x1)(x− x2) = t(x− x1) = t
x1 − x2

t2 − 1
.
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Вычислим новые пределы интегрирования:

x = −1 ⇒ t =
√

−1 − x2

−1 − x1
=

√
a(1 + 2b+ b2)
b(1 + 2a+ a2)

=
1 + b

1 + a

√
a

b
,

x = 1 ⇒ t =
√

1 − x2

1 − x1
=

√
a(1 − 2b+ b2)
b(1 − 2a+ a2)

=
1 − b

1 − a

√
a

b
.

Здесь учтено, что по условию задачи |a| < 1, |b| < 1. После
замены получаем:

I = 2A

1−b
1−a

√
a
b∫

1+b
1+a

√
a
b

dt

1 − t2
=
(
A ln

∣∣∣∣1 + t

1 − t

∣∣∣∣ )∣∣∣∣ 1−b
1−a

√
a
b

1+b
1+a

√
a
b

=

= A ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1 +
1 − b

1 − a

√
a

b

)(
1 − 1 + b

1 + a

√
a

b

)
(

1 − 1 − b

1 − a

√
a

b

)(
1 +

1 + b

1 + a

√
a

b

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= A ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

2(a− b)
1 − a2

√
a

b
− 1 − b2

1 − a2
· a
b

1 − 2(a− b)
1 − a2

√
a

b
− 1 − b2

1 − a2
· a
b

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= A ln

∣∣∣∣∣(1 − a2)b− 2
√
ab(a− b) − (1 − b2)a

(1 − a2)b+ 2
√
ab(a− b) − (1 − b2)a

∣∣∣∣∣ =
= A ln

∣∣∣∣∣(1 + ab)(b− a) − 2
√
ab(a− b)

(1 + ab)(b− a) + 2
√
ab(a− b)

∣∣∣∣∣ =
= A ln

∣∣∣∣∣1 + ab+ 2
√
ab

1 + ab− 2
√
ab

∣∣∣∣∣ == A ln

(
1 +

√
ab

1 −
√
ab

)2

=
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= 2A ln
1 +

√
ab

1 −
√
ab

=
1√
ab

ln
1 +

√
ab

1 −
√
ab
.

Здесь учтено, что вследствие отрицательности b√
a

b
· b = −

√
ab.

Рассмотрим случай a > 0, b > 0. Пусть a1 = −a, b1 = −b.
Сделаем в исходном интеграле замену x на −x, получим:

I =

1∫
−1

dx√
(1 − 2ax+ a2)(1 − 2bx+ b2)

=

=

1∫
−1

dx√
(1 − 2a1x+ a2)(1 − 2b1x+ b2)

.

Так как a1 < 0 и b1 < 0, то

I =
1√
a1b1

ln
1 +

√
a1b1

1 −
√
a1b1

=
1√
ab

ln
1 +

√
ab

1 −
√
ab
,

т. е. полученный выше результат сохранаяет свою силу и в этом
случае. Таким образом, при |a| < 1, |b| < 1, ab > 0

1∫
−1

dx√
(1 − 2ax+ a2)(1 − 2bx+ b2)

=
1√
ab

ln
1 +

√
ab

1 −
√
ab
.

2215.

π/2∫
0

dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
(ab ̸= 0).

Вид графика подынтегральной функции (и соответствующей
криволинейной трапеции) зависит от соотношений параметров a
и b. Все возможные случаи представлены на рис. 3.11, рис. 3.12 и
рис. 3.13.
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Рис. 3.11. Случай |a| < |b|
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Рис. 3.12. Случай |a| > |b|
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Рис. 3.13. Случай |a| = |b|

Неопределенный интеграл вычислен в задаче 2030:∫
dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
=

1
ab

arctg
(
a tg x
b

)
+ C.

По формуле Ньютона – Лейбница

π/2∫
0

dx

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
=

1
ab

arctg
(
a tg x
b

)∣∣∣∣π/2

0

=

=
1
ab

· π
2

sgn
(a
b

)
=

π

2|ab|
.
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2216. Объяснить, почему формальное применение формулы
Ньютона – Лейбница приводит к неверным результатам, если:

а)
1∫

−1

dx

x
; б)

2π∫
0

sec2 x dx

2 + tg2 x
; в)

1∫
−1

d

dx

(
arctg

1
x

)
dx ;

а). Подынтегральная функция f(x) = 1/x имеет разрывную
первообразную F (x) = ln |x|. Формула Ньютона – Лейбница

1∫
−1

dx

x
= ln |x|

∣∣∣∣1
−1

= 0

дает неверный результат, подынтегральная функция не является
ограниченной и интеграл не существует;

б). Подынтегральная функция

f(x) =
sec2 x

2 + tg2 x
=

1
cos2 x(2 + tg2 x)

=
1

2 cos2 x+ sin2 x

имеет разрывную первообразную

F (x) =
∫

dx

cos2 x(2 + tg2 x)
=
∫

d(tg x)
2 + tg2 x

=

=
1√
2

arctg
(

tg x√
2

)
+ C.

График этой функции представлен на рис. 3.14.
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Рис. 3.14

Применение формулы Ньютона – Лейбница в виде

2π∫
0

sec2 x dx

2 + tg2 x
=

1√
2

arctg
(

tg x√
2

)∣∣∣∣2π

0

= 0

дает ошибочный результат вследствие разрывов первообразной.
Тем не менее в данном примере подынтегральная функция всюду
за исключением точек x = π/2 и x = 3π/2 совпадает с непрерыв-
ной функцией

f̃(x) =
1

2 cos2 x+ sin2 x
.

Следовательно, функция f(x) интегрируема и

2π∫
0

f(x) dx =

2π∫
0

f̃(x) dx.

Для корректного вычисления интеграла проще всего разбить его
на три

2π∫
0

f(x) dx =

π/2∫
0

f(x) dx+

3π/2∫
π/2

f(x) dx+

2π∫
3π/2

f(x) dx.

87



На каждом из трех промежутков [0;π/2], [π/2; 3π/3] и
[3π/2; 2π] формула Ньютона – Лейбница применима. Таким об-
разом,

2π∫
0

f(x) dx =
1√
2

arctg
(

tg x√
2

)∣∣∣∣π/2

0

+
1√
2

arctg
(

tg x√
2

)∣∣∣∣3π/2

π/2

+

+
1√
2

arctg
(

tg x√
2

)∣∣∣∣2π

3π/2

=
π

2
√

2
+

π√
2

+
π

2
√

2
= π

√
2;

в). Подынтегральная функция

f(x) =
d

dx

(
arctg

1
x

)
имеет разрывную первообразную

F (x) = arctg
1
x
.

График этой функции представлен на рис. 3.15.
Прямое применение формулы Ньютона – Лейбница

1∫
−1

f(x) dx =
(

arctg
1
x

)∣∣∣∣1
−1

=
π

4
+
π

4
=
π

2

дает ошибочный результат вследствие разрыва первообразной.
Для корректного вычисления интеграла проще всего разбить его
на два

1∫
−1

f(x) dx =

0∫
−1

f(x) dx+

1∫
0

f(x) dx.
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Рис. 3.15

На каждом из отрезков [−1; 0] и [0; 1] формула Ньютона –
Лейбница применима. Следовательно,

1∫
−1

f(x) dx =
(

arctg
1
x

)∣∣∣∣0
−1

+
(

arctg
1
x

)∣∣∣∣1
0

=

=
(
−π

2
+
π

4

)
+
(π

4
− π

2

)
= −π

2
.

2217. Найти
1∫

−1

d

dx

(
1

1 + 21/x

)
dx.

Подынтегральная функция

f(x) =
d

dx

(
1

1 + 21/x

)
имеет разрывную первообразную

F (x) =
1

1 + 21/x
.

График этой функции представлен на рис. 3.16.
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Прямое применение формулы Ньютона – Лейбница

1∫
−1

f(x) dx =
(

1
1 + 21/x

)∣∣∣∣1
−1

=
1
3
− 2

3
= −1

3

дает ошибочный результат вследствие разрыва первообразной.
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Рис. 3.16

Для корректного вычисления интеграла лучше разбить его
на два

1∫
−1

f(x) dx =

0∫
−1

f(x) dx+

1∫
0

f(x) dx.

На каждом из отрезков [−1; 0] и [0; 1] формула Ньютона – Лейб-
ница применима. Следовательно,

1∫
−1

f(x) dx =
(

1
1 + 21/x

)∣∣∣∣0
−1

+
(

1
1 + 21/x

)∣∣∣∣1
0

=

=
(

1 − 2
3

)
+
(

1
3
− 0
)

=
2
3
.
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2218. Найти
100π∫
0

√
1 − cos 2x dx.

100π∫
0

√
1 − cos 2x dx =

100π∫
0

√
2 sin2 x dx =

√
2

100π∫
0

| sinx| dx =

=
√

2
49∑

k=0

 π+2πk∫
2πk

| sinx| dx+

2π(k+1)∫
π+2πk

| sinx| dx

 =

=
√

2
49∑

k=0

 π+2πk∫
2πk

sinx dx−
2π(k+1)∫
π+2πk

sinx dx

 =

=
√

2
49∑

k=0

[
− cosx

∣∣∣∣π+2πk

2πk

+ cosx
∣∣∣∣2π(k+1)

π+2πk

]
=

√
2

49∑
k=0

4 = 200
√

2.

С помощью определенных интегралов найти:
2219.

lim
n→+∞

(
1
n2

+
2
n2

+ · · · + n− 1
n2

)
.

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) = x. Если вы-
брать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1 ,

то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

i

n
· 1
n

=
1
n2

+
2
n2

+ · · · + n− 1
n2

.
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Таким образом,

lim
n→+∞

(
1
n2

+
2
n2

+ · · · + n− 1
n2

)
=

= lim
n→+∞

sn =

1∫
0

x dx =
x2

2

∣∣∣∣1
0

=
1
2
.

2220.

lim
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ · · · + 1
n+ n

)
.

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) =
1

1 + x
. Если

выбрать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
i+ 1
n

, 0 6 i 6 n− 1 ,

то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

(
1

1 + i+1
n

)
1
n

=
n−1∑
i=0

1
n+ i+ 1

=

=
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ · · · + 1
n+ n

.

Таким образом,

lim
n→+∞

(
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ · · · + 1
n+ n

)
=

= lim
n→+∞

sn =

1∫
0

dx

1 + x
= ln(1 + x)

∣∣∣∣1
0

= ln 2 .
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2221.

lim
n→+∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · · + n

n2 + n2

)
.

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) =
1

1 + x2
. Если

выбрать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
i+ 1
n

, 0 6 i 6 n− 1 ,

то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

(
1

1 +
(

i+1
n

)2
)

1
n

=

=
n−1∑
i=0

n

n2 + (i+ 1)2
=

n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · · + n

n2 + n2
.

Таким образом,

lim
n→+∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · · + n

n2 + n2

)
=

= lim
n→+∞

sn =

1∫
0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣1
0

=
π

4
.

2222.

lim
n→+∞

1
n

(
sin

π

n
+ sin

2π
n

+ · · · + sin
(n− 1)π

n

)
.
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Рассмотрим на отрезке [0;π] функцию f(x) = sinx. Если вы-
брать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
iπ

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
iπ

n
, 0 6 i 6 n− 1 ,

то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

(
sin

iπ

n

)
π

n
=

=
π

n

(
sin

π

n
+ sin

2π
n

+ · · · + sin
(n− 1)π

n

)
.

Таким образом,

lim
n→+∞

1
n

(
sin

π

n
+ sin

2π
n

+ · · · + sin
(n− 1)π

n

)
=

=
1
π

lim
n→+∞

sn =
1
π

π∫
0

sinx dx = − 1
π

cosx
∣∣∣∣π
0

=
2
π
.

2223.
lim

n→+∞

1p + 2p + · · · + np

np+1
(p > 0).

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) = xp. Если вы-
брать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
i+ 1
n

, 0 6 i 6 n− 1 ,
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то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

(
i+ 1
n

)p

· 1
n

=
1p + 2p + · · · + np

np+1
.

Таким образом,

lim
n→+∞

1p + 2p + · · · + np

np+1
= lim

n→+∞
sn =

=

1∫
0

xp dx =
xp+1

p+ 1

∣∣∣∣1
0

=
1

p+ 1
.

2224.

lim
n→+∞

1
n

(√
1 +

1
n

+

√
1 +

2
n

+ · · · +
√

1 +
n

n

)
.

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) =
√

1 + x. Если
выбрать разбиение отрезка на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n− 1

и точки разметки

ξi =
i+ 1
n

, 0 6 i 6 n− 1 ,

то интегральная сумма

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =
n−1∑
i=0

√
1 +

i+ 1
n

· 1
n

=

=
1
n

(√
1 +

1
n

+

√
1 +

2
n

+ · · · +
√

1 +
n

n

)
.
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Следовательно,

lim
n→+∞

1
n

(√
1 +

1
n

+

√
1 +

2
n

+ · · · +
√

1 +
n

n

)
= lim

n→+∞
sn =

=

1∫
0

√
1 + x dx =

2
3
(1 + x)3/2

∣∣∣∣1
0

=
2
3

(2
√

2 − 1) .

Найти:

2225. lim
n→+∞

n
√
n!
n

.

В силу свойства непрерывности показательной и логарифми-
ческой функций

lim
n→+∞

n
√
n!
n

= eA,

где

A = lim
n→+∞

ln
n
√
n!
n

.

Так как

ln
n
√
n!
n

= ln
(
n!
nn

)1/n

=
1
n

ln
(

1
n
· 2
n
· · · n

n

)
=

=
1
n

(
ln

1
n

+ ln
2
n

+ · · · + ln
n

n

)
,

то

A = lim
n→+∞

1
n

(
ln

1
n

+ ln
2
n

+ · · · + ln
n

n

)
.

Для вычисления последнего предела рассмотрим на проме-
жутке (0; 1] функцию f(x) = lnx. Эта функция интегрируема
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в несобственном смысле. Несобственный интеграл нетрудно вы-
числить с помощью интегирования по частям

1∫
0

lnx dx = x lnx
∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

dx = −1.

Так как функция f(x) монотонна, то согласно решению задачи
2388

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

1∫
0

f(x) dx = −1,

но
1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

1
n

(
ln

1
n

+ ln
2
n

+ · · · + ln
n

n

)
.

Следовательно, A = −1, т. е.

lim
n→+∞

n
√
n!
n

=
1
e
.

Замечание. Решение этой задачи использует ссылку на ре-
шение задачи 2388. Хотя эта задача решается позже, такая ссыл-
ка законна, так как задача 2388 рассматривается независимо.
Конечно, текст решения задачи 2388 (для полноты) можно было
привести и здесь, однако повторение одного и того же материа-
ла дважды не имеет большого смысла, так как желающие могут
прочитать соответствующий текст, обратившись к главе 4 насто-
ящего пособия.

2226. lim
n→+∞

[
1
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)]
.

Величина

sn =
n∑

k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)
b− a

n
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представляет собой интегральную сумму функции f на отрезке
[a; b] для разбиения на n равных частей

xk = a+ k
b− a

n
, 0 6 k 6 n

и точками разметки
ξk = xk+1.

Предел последовательности {sn} для интегрируемой функции
должен совпадать с определенным интегралом от функции f по
отрезку [a; b]. Отсюда следует, что

lim
n→+∞

[
1
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a

n

)]
=

= lim
n→+∞

sn

b− a
=

1
b− a

b∫
a

f(x) dx.

Замечание. В формулировке задачи пропущено условие ин-
тегрируемости функции f на отрезке [a; b]. Без этого условия
рассматриваемый предел, вообще говоря, не существует.

Отбрасывая равномерно бесконечно малые высших порядков,
найти пределы следующих сумм:

2227.

lim
n→+∞

[(
1 +

1
n

)
sin

π

n2
+
(
1 +

2
n

)
sin

2π
n2

+ · · ·

· · · +
(
1 +

n− 1
n

)
sin

(n− 1)π
n2

]
.

Наряду с последовательностью

an =
(

1 +
1
n

)
sin

π

n2
+
(

1 +
2
n

)
sin

2π
n2

+ · · ·

· · · +
(

1 +
n− 1
n

)
sin

(n− 1)π
n2
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рассмотрим также последовательность

sn =
(

1 +
1
n

)
π

n2
+
(

1 +
2
n

)
2π
n2

+ · · · +
(

1 +
n− 1
n

)
(n− 1)π

n2
.

Оценим разность an − sn. Для этого воспользуемся формулой
Тэйлора для функции y = sinx с дополнительным членом в фор-
ме Лагранжа

sinx = x− cos ξ
6

x3,

из которой следует, что при всех вещественных x

| sinx− x| 6 |x|3

6
. (3.10)

С помощью неравенства (3.10) получаем, что

|an − sn| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=1

(
1 +

k

n

)(
sin

kπ

n2
− kπ

n2

)∣∣∣∣∣ 6
6 1

6

n−1∑
k=1

(
1 +

k

n

)(
kπ

n2

)3

=
π3

6n6

n−1∑
k=1

(
1 +

k

n

)
k3.

Так как величина k 6 n− 1, то

1 +
k

n
6 2.

С другой стороны, согласно формуле (2.6)

13 + 23 + · · · + (n− 1)3 =
(n− 1)2n2

4
.

Таким образом,

|an − sn| 6 π3

3n6

n−1∑
k=1

k3 =
π3(n− 1)2

12n4
.
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Отсюда следует, что

lim
n→+∞

(an − sn) = 0

и вместо вычисления предела последовательности an мы можем
вычислить предел последовательности sn.

Рассмотрим на отрезке [0; 1] функцию f(x) = πx(1 + x). Ве-
личина sn представляет интегральную сумму этой функции для
разбиения отрезка [0; 1] на n равных частей

xi =
i

n
, 0 6 i 6 n

с точками разметки

ξi = xi , 0 6 i 6 n− 1.

Поэтому

lim
n→+∞

sn =

1∫
0

πx(1 + x) dx = π

(
x2

2
+
x3

3

)∣∣∣∣1
0

=
5π
6
.

Таким образом, искомый предел

lim
n→+∞

an =
5π
6
.

2228. lim
n→+∞

(
sin

π

n

) n∑
k=1

1
2 + cos kπ

n

.

Так как при n→ +∞ последовательность

sin
π

n
∼ π

n
,

то предел рассматриваемой последовательности

an =
(
sin

π

n

) n∑
k=1

1
2 + cos kπ

n
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совпадает с пределом последовательности

sn =
n∑

k=1

1
2 + cos kπ

n

· π
n

Последовательность sn является интегральной суммой функции

f(x) =
1

2 + cosx

на отрезке [0;π], отвечающей разбиению на n равных частей

xi =
kπ

n
, 0 6 k 6 n

с точками разметки ξi = xk+1 (0 6 k 6 n− 1)

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi.

Следовательно,

lim
n→+∞

sn =

π∫
0

dx

2 + cosx
=

1
2

π∫
0

dx

1 + 1
2 cosx

.

Первообразная подынтегральной функции вычислена в зада-
че 2028 (в этой задаче нужно выбрать ε = 1/2):∫

dx

1 + 1
2 cosx

=
4√
3

arctg
(

tg(x/2)√
3

)
+ C.

Применяя формулу Ньютона – Лейбница, находим

π∫
0

dx

1 + 1
2 cosx

=
4√
3

arctg
(

tg(x/2)√
3

)∣∣∣∣π
0

=
2π√

3
.

101



Таким образом,

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

sn =
π√
3
.

2229. lim
n→+∞

n∑
k=1

√
(nx+ k)(nx+ k + 1)

n2
(x > 0).

Предварительно выведем неравенство, которое потребуется
в дальнейшем. Применим к функции f(x) =

√
1 + x формулу

Тэйлора в форме Лагранжа. Получим

√
1 + x = 1 +

1
2
√

1 + ξ
x,

где величина ξ находится между нулем и x. В частности, ξ > 0,
если x > 0. Отсюда следует, что

√
1 + x− 1 6 x

2
(x > 0). (3.11)

Рассмотрим последовательности

an =
1
n2

n∑
k=1

√
(nx+ k)(nx+ k + 1) , sn =

1
n

n∑
k=1

(
x+

k

n

)
.

Оценим разность an − sn:

|an − sn| =
1
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

√(
x+

k

n

)(
x+

k + 1
n

)
−

n∑
k=1

(
x+

k

n

)∣∣∣∣∣ =
=

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
x+

k

n

)√
1 +

1/n
x+ k/n

−
n∑

k=1

(
x+

k

n

)∣∣∣∣∣ =
=

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
x+

k

n

)(√
1 +

1/n
x+ k/n

− 1

)∣∣∣∣∣ .
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Согласно неравенству (3.11)√
1 +

1/n
x+ k/n

− 1 6 1/n
2 (x+ k/n)

,

поэтому

|an − sn| 6 1
n

n∑
k=1

(
x+

k

n

)
1/n

2 (x+ k/n)
=

1
n

n∑
k=1

1
2n

=
1
2n
.

Отсюда следует, что

lim
n→+∞

(an − sn) = 0,

и вычисление предела последовательности an можно заменить
вычислением предела последовательности sn.

Величина sn представляет интегральную сумму функции

f(t) = x+ t

на отрезке t ∈ [0; 1], отвечающую разбиению этого отрезка на n
равных частей

tk =
k

n
, 0 6 k 6 n

и точкам разметки

ξk =
k + 1
n

, 0 6 k 6 n− 1 .

Таким образом,

sn =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆ti

и, следовательно,

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

sn =

1∫
0

(x+ t) dt =
(x+ t)2

2

∣∣∣∣1
0

= x+
1
2
.
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2230. lim
n→+∞

(
21/n

n+ 1
+

22/n

n+ 1
2

+ · · · + 2n/n

n+ 1
n

)
.

Рассмотрим последовательности

an =
21/n

n+ 1
+

22/n

n+ 1
2

+ · · · + 2n/n

n+ 1
n

,

sn =
1
n

(
21/n + 22/n + · · · + 2n/n

)
.

Оценим их разность

|an − sn| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

2k/n

n+ 1
k

− 1
n

n∑
k=1

2k/n

∣∣∣∣∣ =
=

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

2k/n

(
1

1 + 1
kn

− 1

)∣∣∣∣∣ =
=

1
n

n∑
k=1

2k/n
1

kn

1 + 1
kn

=
1
n

n∑
k=1

2k/n

1 + kn
.

Так как 2k/n 6 2, а
1

1 + kn
6 1

1 + n
,

то

|an − sn| 6 2
n

n∑
k=1

1
1 + n

=
2

1 + n

и, следовательно, an − sn → 0 при n → +∞, поэтому вместо
вычисления предела последовательности an можно вычислить
предел последовательности sn.

Величина sn является интегральной суммой для функции
f(x) = 2x на отрезке [0; 1], отвечающей разбиению этого отрезка
на n равных частей

xk =
k

n
, 0 6 k 6 n

104



с точками разметки ξk = xk+1 (0 6 k 6 n − 1). Отсюда следует,
что последовательность sn сходится к интегралу

1∫
0

2x dx =
2x

ln 2

∣∣∣∣1
0

=
1

ln 2
.

Таким образом,

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

sn =
1

ln 2
.

Для решения задач 2231 – 2236 нужно использовать формулу
(3.8):

d

dx

b(x)∫
a(x)

f(ξ) dξ = f(b(x))b′(x) − f(a(x))a′(x).

2231. Найти:

d

dx

b∫
a

sinx2 dx ,
d

da

b∫
a

sinx2 dx ,
d

db

b∫
a

sinx2 dx .

По формуле (3.8)

d

dx

b∫
a

sinx2 dx = 0 ,

d

da

b∫
a

sinx2 dx = − sin2 a ,

d

db

b∫
a

sinx2 dx = sin2 b .
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2232. Найти:

а)
d

dx

x2∫
0

√
1 + t2 dt ; б)

d

dx

x3∫
x2

dt√
1 + t4

; в)
d

dx

cos x∫
sin x

cos(πt2) dt ;

а). По формуле (3.8)

d

dx

x2∫
0

√
1 + t2 dt = 2x

√
1 + x4 .

б). По формуле (3.8)

d

dx

x3∫
x2

dt√
1 + t4

=
3x2

√
1 + x12

− 2x√
1 + x8

.

в). По формуле (3.8)

d

dx

cos x∫
sin x

cos(πt2) dt = − cos(π cos2 x) sinx− cos(π sin2 x) cosx =

= − cos(π − π sin2 x)) sinx− cos(π sin2 x) cosx =

= cos(π sin2 x)) sinx− cos(π sin2 x) cosx =

= (sinx− cosx) cos(π sin2 x)).

2233. Найти:

а) lim
x→0

x∫
0

cosx2 dx

x
; б) lim

x→+∞

x∫
0

(arctg x)2 dx
√
x2 + 1

;

в) lim
x→+∞

(
x∫
0

ex2
dx

)2

x∫
0

e2x2dx

;
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а). Применяя правило Лопиталя и используя формулу диф-
ференцирования интеграла с переменным верхним пределом, на-
ходим

lim
x→0

x∫
0

cosx2 dx

x
= lim

x→0

cosx2

1
= 1 .

б). Применяя правило Лопиталя и используя формулу диф-
ференцирования интеграла с переменным верхним пределом, на-
ходим

lim
x→+∞

x∫
0

(arctg x)2 dx
√
x2 + 1

= lim
x→+∞

(arctg x)2
x√

x2+1

=
π2

4
.

в). Применяя дважды правило Лопиталя и формулу диффе-
ренцирования интеграла с переменным верхним пределом, нахо-
дим

lim
x→+∞

(
x∫
0

ex2
dx

)2

x∫
0

e2x2dx

= lim
x→+∞

2
(

x∫
0

ex2
dx

)
ex

2

e2x2 =

= 2 lim
x→+∞

x∫
0

ex2
dx

ex2 = 2 lim
x→+∞

ex2

2xex2 = lim
x→+∞

1
x

= 0 .

2233.1. Пусть f(x) ∈ C[0;+∞) и f(x) → A при x → +∞.
Найти

lim
n→∞

1∫
0

f(nx) dx.

Делая замену переменной t = nx, находим

1∫
0

f(nx) dx =
1
n

n∫
0

f(t) dt.
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Применяя правило Лопиталя и используя формулу дифференци-
рования интеграла с переменным верхним пределом, получаем

lim
x→+∞

1
x

x∫
0

f(t) dt = lim
x→+∞

x∫
0

f(t) dt

x
= lim

x→+∞

f(x)
1

= A.

Следовательно, также и

lim
n→∞

1
n

n∫
0

f(t) dt = A.

Таким образом, искомый предел равен A.

2234. Доказать, что
x∫

0

ex2
dx ∼ 1

2x
ex2

при x→ ∞.

Применяя правило Лопиталя и используя формулу диффе-
ренцирования интеграла с переменным верхним пределом, нахо-
дим:

lim
x→∞

x∫
0

ex2
dx

1
2x

ex2
= lim

x→∞

ex2

1
2

(
− 1
x2

ex2
+ 2ex2

) = lim
x→∞

2x2

2x2 − 1
= 1,

что доказывает утверждение задачи.
2235. Найти

lim
x→+0

sin x∫
0

√
tg x dx

tg x∫
0

√
sinx dx

.

Применяя правило Лопиталя и используя формулу диффе-
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ренцирования (3.8), находим:

lim
x→+0

sin x∫
0

√
tg x dx

tg x∫
0

√
sinx dx

= lim
x→+0

√
tg(sinx) cosx√
sin(tg x)

1
cos2 x

= 1 .

2236. Пусть f(x) – непрерывная положительная функция.
Доказать, что функция

φ(x) =

x∫
0

tf(t) dt

x∫
0

f(t) dt

возрастает при x > 0.
Для доказательства покажем, что при x > 0 производная

φ′(x) > 0. Согласно правилу дифференцирования интеграла с
переменным верхним пределом

φ′(x) =
xf(x)

x∫
0

f(t) dt−
(

x∫
0

tf(t) dt
)
f(x)(

x∫
0

f(t) dt
)2 .

Так как f(x) > 0, то достаточно установить неравенство

x

x∫
0

f(t) dt−
x∫

0

tf(t) dt > 0. (3.12)

Оно получается следующим образом. При всех t ∈ [0;x] справед-
ливо неравенство

xf(t) > tf(t).

Интегрируя его на отрезке [0;x], получаем (3.12). Таким образом,
утверждение задачи доказано.
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2237. Найти:

а)
2∫

0

f(x) dx , если f(x) =
{
x2 при 0 6 x 6 1,
2 − x при 1 < x 6 2;

б)
1∫

0

f(x) dx , если f(x) =


x при 0 6 x 6 t,

t
1 − x

1 − t
при t 6 x 6 1.

а)
2∫

0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

2∫
1

f(x) dx =

=

1∫
0

x2dx+

2∫
1

(2 − x)dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

+
(

2x− x2

2

)∣∣∣∣2
1

=
1
3

+
1
2

=
5
6
.

б)
1∫

0

f(x) dx =

t∫
0

f(x) dx+

1∫
t

f(x) dx =

=

t∫
0

x dx+

1∫
t

t
1 − x

1 − t
dx =

=
x2

2

∣∣∣∣t
0

+
t

1 − t

(
x− x2

2

)∣∣∣∣1
t

=
t2

2
+

(1 − t)t
2

=
t

2
.

2238. Вычислить и построить графики интегралов I = I(α),
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рассматривая их как функции параметра α, если:

а) I =

1∫
0

x|x− α| dx;

б) I =

π∫
0

sin2 x

1 + 2α cosx+ α2
dx;

в) I =

π∫
0

sinx dx√
1 − 2α cosx+ α2

.

а). Если α < 0, то

I(α) =

1∫
0

x(x− α) dx =
(
x3

3
− αx2

2

)∣∣∣∣1
0

=
1
3
− α

2
.

При 0 6 α 6 1

I(α) =

α∫
0

(αx− x2)dx+

1∫
α

(x2 − αx)dx =

=
(
αx2

2
− x3

3

)∣∣∣∣α
0

+
(
x3

3
− αx2

2

)∣∣∣∣1
α

=
α3

3
− α

2
+

1
3
.

При α > 1

I(α) =

1∫
0

x(α− x)dx =
(
αx2

2
− x3

3

)∣∣∣∣1
0

=
α

2
− 1

3
.

График интеграла представлен на рис. 3.17.
б). При α = 0

I =

π∫
0

sin2 x dx =
1
2

π∫
0

(1 − cos 2x)dx =
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=
(
x

2
− 1

4
sin 2x

)∣∣∣∣π
0

=
π

2
.

При α ̸= 0 делаем замену t = tg
x

2
:

I =



8
(α− 1)2

+∞∫
0

t2dt

(1 + t2)2(t2 +A2)
, α ̸= 1 ;

2

+∞∫
0

t2dt

(1 + t2)2
, α = 1 ,

где A =
α+ 1
α− 1

.

-

6

qq qqqq1/6

1/3

11√
2

O
α

I(α)

Рис. 3.17

Вычисляем полученные интегралы. Рассмотрим случай α ̸=
̸= 1. Найдем разложение подынтегральной функции на элемен-
тарные дроби относительно переменной u = t2:

t2

(1 + t2)2(t2 +A2)
=

u

(1 + u)2(u+A2)
=

=
a

1 + u
+

b

(1 + u)2
+

c

u+A2
.
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Для неизвестных коэффициентов a, b, c получаем систему
a+ c = 0;
(1 +A2)a+ b+ 2c = 1;
A2a+A2b+ c = 0.

Решая эту систему, находим:

a =
A2

(1 −A2)2
, b =

1
1 −A2

, c = − A2

(1 −A2)2

(при любом α величина A = (α + 1)/(α − 1) ̸= 1 и при любом
α ̸= 0 значение A ̸= −1). Используя формулу понижения (задача
1921), получаем:∫

dt

(1 + t2)2
=

t

2(1 + t2)
+

1
2

∫
dt

1 + t2
=

t

2(1 + t2)
+

1
2

arctg t+ C.

Таким образом,

I =
8

(α− 1)2

a +∞∫
0

dt

1 + t2
+ b

+∞∫
0

dt

(1 + t2)2
+ c

+∞∫
0

dt

t2 +A2

 =

=
8

(α− 1)2

[
a arctg t+

b

2

(
t

1 + t2
+ arctg t

)
+

+
c

|A|
arctg

t

|A|

]∣∣∣∣+∞

0

=
2π

(α− 1)2

(
2a+ b+

2c
|A|

)
.

Подставляя сюда значения коэффициентов a, b и c, находим

I =
2π(1 − |A|)2

(α− 1)2(1 −A2)2
.

Нетрудно видеть, что при |α| > 1 величина A > 0 и

I =
2π

(α− 1)2(1 +A)2
=

π

2α2
.
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При |α| < 1 величина A < 0, следовательно

I =
2π

(α− 1)2(1 −A)2
=
π

2
.

При α = −1 значение A = 0 и величина I также равна π/2.
Осталось вычислить значение интеграла I при α = 1. После

интегрирования по частям получаем

I = 2

+∞∫
0

t2dt

(1 + t2)2
= −

+∞∫
0

t d

(
1

1 + t2

)
=

= − t

1 + t2

∣∣∣∣+∞

0

+

+∞∫
0

dt

1 + t2
= 0 +arctg t

∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
.

Окончательно получаем:

I =


π

2
, |α| 6 1;

π

2α2
, |α| > 1.

График функции I = I(α) приведен на рис. 3.18;

-

6q

q q
−1 1

π/2

O
α

I(α)

Рис. 3.18
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в). Если α = 0, то

I =

π∫
0

sinx dx = − cosx
∣∣∣∣π
0

= 2.

При α ̸= 0

I =
1
2α

π∫
0

d(1 − 2α cosx+ α2)√
1 − 2α cosx+ α2

=
1
α

√
1 − 2α cosx+ α2

∣∣∣∣π
0

=

=
|1 + α| − |1 − α|

α
=


2 , |α| 6 1;

2
|α|

, |α| > 1.

График функции I = I(α) приведен на рис. 3.19.

-

6q

q q
−1 1

2

O
α

I(α)

Рис. 3.19

Применяя формулу интегрирования по частям, найти следу-
ющие определенные интегралы:
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2239.

ln 2∫
0

xe−xdx.

ln 2∫
0

xe−xdx = −
ln 2∫
0

x d
(
e−x
)

= −xe−x

∣∣∣∣ln 2

0

+

ln 2∫
0

e−xdx =

= − ln 2
2

−e−x

∣∣∣∣ln 2

0

= − ln 2
2

+
1
2

=
1
2

ln
e

2
.

2240.

π∫
0

x sinx dx.

π∫
0

x sinx dx = −
π∫

0

x d(cosx) = −x cosx
∣∣∣∣π
0

+

+

π∫
0

cosx dx = π +sinx
∣∣∣∣π
0

= π.

2241.

2π∫
0

x2 cosx dx.

2π∫
0

x2 cosx dx =

2π∫
0

x2d(sinx) =x2 sinx
∣∣∣∣2π

0

− 2

2π∫
0

x sinx dx =

= 2

2π∫
0

x d(cosx) =2x cosx
∣∣∣∣2π

0

−

−2

2π∫
0

cosx dx = 4π −2 sinx
∣∣∣∣2π

0

= 4π.
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2242.

e∫
1/e

| lnx| dx. Интегрируя по частям, находим

∫
lnx dx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C.

Отсюда следует, что

e∫
1/e

| lnx| dx = −
1∫

1/e

lnx dx+

e∫
1

lnx dx = −(x lnx− x)
∣∣∣∣1
1/e

+

+(x lnx− x)
∣∣∣∣e
1

=
(

1 − 2
e

)
+ 1 = 2

(
1 − 1

e

)
.

2243.

1∫
0

arccosx dx.

1∫
0

arccosx dx =x arccosx
∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

x dx√
1 − x2

=

=

1∫
0

x dx√
1 − x2

= −
√

1 − x2

∣∣∣∣1
0

= 1.

2244.

√
3∫

0

x arctg x dx.

√
3∫

0

x arctg x dx =

√
3∫

0

arctg x d
(
x2

2

)
=
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=
x2

2
arctg x

∣∣∣∣
√

3

0

− 1
2

√
3∫

0

x2dx

1 + x2
=

=
π

2
− 1

2

√
3∫

0

(
1 − 1

1 + x2

)
dx =

π

2
− 1

2
(x− arctg x)

∣∣∣∣
√

3

0

=

=
π

2
− 1

2

(√
3 − π

3

)
=

2π
3

−
√

3
2
.

Применяя подходящую замену переменной, найти следующие
интегралы:

2245.

1∫
−1

x dx√
5 − 4x

.

После замены

t =
√

5 − 4x , x =
1
4
(5 − t2) , dx = −1

2
t dt

получаем:
1∫

−1

x dx√
5 − 4x

= −1
8

1∫
3

(5 − t2)dt =

=
1
8

3∫
1

(5 − t2)dt =
1
8

(
5t− t3

3

)∣∣∣∣3
1

=
1
6
.

2246.

a∫
0

x2
√
a2 − x2 dx.

Полагая x = a sin t при 0 6 t 6 π/2, получаем:

a∫
0

x2
√
a2 − x2 dx = a4

π/2∫
0

sin2 t cos2 t dt =
a4

4

π/2∫
0

sin2 2t dt =
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=
a4

8

π/2∫
0

(1 − cos 4t)dt =
a4

8

(
t− sin 4t

4

)∣∣∣∣π/2

0

=
πa4

16
.

2247.

0,75∫
0

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

.

Первообразная подынтегральной функции вычислена в зада-
че 1858:∫

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

= − 1√
2

ln

∣∣∣∣∣1 − x+
√

2(1 + x2)
1 + x

∣∣∣∣∣+ C.

Согласно формуле Ньютона – Лейбница имеем:

0,75∫
0

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

= − 1√
2

ln

∣∣∣∣∣1 − x+
√

2(1 + x2)
1 + x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
0,75

0

=

= − 1√
2

ln
1 + 5

√
2

7
+

1
2

ln(1 +
√

2) =
1√
2

ln
7(1 +

√
2)

1 + 5
√

2
=

=
1√
2

ln
7(1 +

√
2)(5

√
2 − 1)

49
=

1√
2

ln
9 + 4

√
2

7
.

2248.

ln 2∫
0

√
ex − 1 dx.

После замены

t = ex , x = ln t , dx = −dt
t

получаем
ln 2∫
0

√
ex − 1 dx =

2∫
1

√
t− 1
t

dt.
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Последний интеграл рационализируется подстановкой

u =
√
t− 1 , t = u2 + 1 , dt = 2u du.

Применение этой подстановки приводит к следующему резуль-
тату:

2∫
1

√
t− 1
t

dt = 2

1∫
0

u2du

1 + u2
= 2

1∫
0

(
1 − 1

1 + u2

)
du =

=2(u− arctg u)
∣∣∣∣1
0

= 2 − π

2
.

Следовательно,
ln 2∫
0

√
ex − 1 dx = 2 − π

2
.

2249.

1∫
0

arcsin
√
x√

x(1 − x)
dx.

Выполняя последовательно замены t =
√
x и u = arcsin t,

получаем:

1∫
0

arcsin
√
x√

x(1 − x)
dx = 2

1∫
0

arcsin t√
1 − t2

dt = 2

π/2∫
0

u du =u2

∣∣∣∣π/2

0

=
π2

4
.

2250.

1∫
−1

1 + x2

1 + x4
dx.

Первообразная подынтегральной функции вычислена в зада-
че 1712: ∫

1 + x2

1 + x4
dx =

1√
2

arctg
x2 − 1
x
√

2
+ C.
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Так как она разрывна при x = 0, то определенный интеграл
необходимо разбить на два:

1∫
−1

1 + x2

1 + x4
dx =

0∫
−1

1 + x2

1 + x4
dx+

1∫
0

1 + x2

1 + x4
dx =

=
1√
2

arctg
x2 − 1
x
√

2

∣∣∣∣0
−1

+
1√
2

arctg
x2 − 1
x
√

2

∣∣∣∣1
0

=
π

2
√

2
+

π

2
√

2
=

π√
2
.

2251. Объяснить, почему формальная замена x = φ(t) при-
водит к неверным результатам, если:

а)
1∫

−1

dx , где t = x2/3; б)
1∫

−1

dx

1 + x2
, где x =

1
t
;

в)
π∫

0

dx

1 + sin2 x
, где tg x = t.

а). Из формулы замены находим x = ±t3/2 и формальная
(точнее, необдуманная) замена (при любом выборе знака) дает

1∫
−1

dx = ±3
2

1∫
1

t1/2dt = 0,

в то время как прямое вычисление приводит к другому резуль-
тату:

1∫
−1

dx =x
∣∣∣∣1
−1

= 2.

Надуманность этого примера очевидна. Необходимым условием
любой замены является вычисление новых пределов интегриро-
вания. Выполнение этого действия сразу ставит все на свои ме-
ста. При выборе формулы x = t3/2 нельзя найти такое значение
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переменной t, которое бы дало величину x = −1. Аналогично,
при выборе формулы замены x = −t3/2 нет такого значения пе-
ременной t, которое бы дало величину x = 1. На промежутке
x ∈ [−1; 0] необходимо выбирать x = −t3/2, а на отрезке x ∈ [0; 1]
величина x = t3/2. Поэтому правильный подход состоит в том,
чтобы интеграл разбить на два:

1∫
−1

dx =

0∫
−1

dx+

1∫
0

dx.

В первом интеграле величина x неположительна и нужно сде-
лать замену x = −t3/2:

0∫
−1

dx = −3
2

0∫
1

t1/2dt =
3
2

1∫
0

t1/2dt = t3/2
∣∣∣1
0

= 1.

Во втором интеграле значения x неотрицательны и поэтому x =
= t3/2:

1∫
0

dx =
3
2

1∫
0

t1/2dt = t3/2
∣∣∣1
0

= 1.

Таким образом,
1∫

−1

dx = 1 + 1 = 2.

б). Непосредственное вычисление дает
1∫

−1

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣1
−1

=
π

4
−
(
−π

4

)
=
π

2
.

Формальная замена дает другой результат:
1∫

−1

dx

1 + x2
= −

1∫
−1

dt

1 + t2
= −π

2
.

122



Обратная замена дается формулой t = 1/x. Эта функция раз-
рывна при x = 0, лежащей внутри отрезка интегрирования, по-
этому формула замены переменной неприменима к данному слу-
чаю. Тем не менее указанную замену можно осуществить, если
разбить исходный интеграл на два:

1∫
−1

dx

1 + x2
=

0∫
−1

dx

1 + x2
+

1∫
0

dx

1 + x2

и в каждом из полученных интегралов, воспользоваться заменой
x = 1/t, сводя интегралы к несобственным:

0∫
−1

dx

1 + x2
= −

−∞∫
−1

dt

1 + t2
=

−1∫
−∞

dt

1 + t2
=

= arctg t
∣∣∣∣−1

−∞
= −π

4
−
(
−π

2

)
=
π

4
,

1∫
0

dx

1 + x2
= −

1∫
+∞

dt

1 + t2
=

+∞∫
1

dt

1 + t2
= arctg t

∣∣∣∣+∞

1

=
π

2
− π

4
=
π

4
.

Таким образом,
1∫

−1

dx

1 + x2
=
π

4
+
π

4
=
π

2
.

в). Выполняя формально указанную замену

tg x = t , x = arctg t , dx =
dt

1 + t2
,

sin2 x =
tg2 x

1 + tg2 x
=

t2

1 + t2
,
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приходим к следующему результату:

π∫
0

dx

1 + sin2 x
=

0∫
0

dt

2t2 + 1
= 0.

Однако функция t = tg x разрывна в точке x = π/2, лежащей
внутри отрезка интегрирования, и формальное примение фор-
мулы замены переменной неправомочно. Полученный ответ, как
мы сейчас увидим, неверен. Для корректного примения форму-
лы замены, исходный интеграл нужно разбить на два:

π∫
0

dx

1 + sin2 x
=

π/2∫
0

dx

1 + sin2 x
+

π∫
π/2

dx

1 + sin2 x
,

и в каждом из полученных интегралов сделать замену t = tg x,
сводя эти интегралы к несобственным:

π/2∫
0

dx

1 + sin2 x
=

+∞∫
0

dt

2t2 + 1
=

1√
2

arctg(t
√

2)
∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
√

2
.

π∫
π/2

dx

1 + sin2 x
=

0∫
−∞

dt

2t2 + 1
=

1√
2

arctg(t
√

2)
∣∣∣∣0
−∞

=
π

2
√

2
.

Таким образом, окончательно

π∫
0

dx

1 + sin2 x
=

π

2
√

2
+

π

2
√

2
=

π√
2
.

2252. Можно ли в интеграле
3∫

0

x
3
√

1 − x2 dx положить x =

= sin t?

124



Нельзя, так как в интеграле величина x меняется в пределах
от 0 до 3, а все значения функции x = sin t не превосходят 1.

2253. Можно ли в интеграле

1∫
0

√
1 − x2 dx

при замене переменной x = sin t в качестве новых пределов взять
числа π и π/2?

Функция x = sin t непрерывно дифференцируема и обратима
на отрезке [π/2;π]. При этом x(π) = 0 и x(π/2) = 1, следователь-
но, такая замена допустима.

2254. Доказать, что если f(x) непрерывна на [a; b], то

b∫
a

f(x) dx = (b− a)

1∫
0

f(a+ (b− a)x)dx.

Делая замену переменной x = a+ (b− a)t, получаем:

b∫
a

f(x) dx = (b− a)

1∫
0

f(a+ (b− a)t)dt.

Заменяя в последнем интеграле букву t на букву x, получаем
утверждение задачи.

2255. Доказать равенство

a∫
0

x3f(x2)dx =
1
2

a2∫
0

xf(x)dx (a > 0).

Выполняя замену переменной x2 = t и учитывая, что a > 0,
получаем

a∫
0

x3f(x2)dx =
1
2

a2∫
0

tf(t)dt.
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Заменяя в последнем интеграле букву t на букву x, получаем
утверждение задачи.

2256. Пусть f(x) – непрерывная функция на сегменте [A;B]⊃
⊃ [a; b]. Найти

d

dx

b∫
a

f(x+ y)dy

при [a+ x; b+ x] ⊂ [A;B].
Сделаем замену переменной t = x+ y, получим

b∫
a

f(x+ y)dy =

b+x∫
a+x

f(t) dt.

Дифференцируя полученное равенство по формуле (3.8), нахо-
дим

d

dx

b∫
a

f(x+ y)dy =
d

dx

b+x∫
a+x

f(t) dt = f(b+ x) − f(a+ x).

2257. Доказать, что если f(x) непрерывна на [0; 1], то

а)

π/2∫
0

f(sinx) dx =

π/2∫
0

f(cosx) dx;

б)
π∫

0

xf(sinx) dx =
π

2

π∫
0

f(sinx) dx.

а). Делая замену x =
π

2
− t, получаем

π/2∫
0

f(sinx) dx = −
0∫

π/2

f(cos t) dt =

π/2∫
0

f(cos t) dt.
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Заменяя в последнем интеграле букву t на букву x, получаем
требуемое утверждение задачи.

б). Делая замену x = π − t, получим

π∫
0

xf(sinx) dx = −
0∫

π

(π − t)f(sin t) dt =

π∫
0

(π − t)f(sin t) dt =

=

π∫
0

(π − x)f(sinx) dx = π

π∫
0

f(sinx) dx−
π∫

0

xf(sinx) dx.

Отсюда следует, что

2

π∫
0

xf(sinx) dx = π

π∫
0

f(sinx) dx

или
π∫

0

xf(sinx) dx =
π

2

π∫
0

f(sinx) dx.

2258. Доказать, что для непрерывной на [−l; l] функции f(x)
имеем:

1)

l∫
−l

f(x) dx = 2

l∫
0

f(x),

если функция f(x) четная, и

2)

l∫
−l

f(x) dx = 0,

если функция f(x) нечетная. Дать геометрическую интерпрета-
цию этих фактов.
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1. Разбиваем интеграл на два:

l∫
−l

f(x) dx =

0∫
−l

f(x) dx+

l∫
0

f(x) dx.

В первом интеграле делаем замену t = −x. Используя четность
подынтегральной функции, получаем

0∫
−l

f(x) dx = −
0∫

l

f(−t) dt =

l∫
0

f(t) dt =

l∫
0

f(x) dx.

Отсюда следует, что

l∫
−l

f(x) dx =

l∫
0

f(x) dx+

l∫
0

f(x) dx = 2

l∫
0

f(x) dx.

2. Разбиваем интеграл на два:

l∫
−l

f(x) dx =

0∫
−l

f(x) dx+

l∫
0

f(x) dx.

В первом интеграле делаем замену t = −x. Используя нечетность
подынтегральной функции, получаем

0∫
−l

f(x) dx = −
0∫

l

f(−t) dt = −
l∫

0

f(t) dt = −
l∫

0

f(x) dx.

Таким образом,

l∫
−l

f(x) dx = −
l∫

0

f(x) dx+

l∫
0

f(x) dx = 0.
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Приведем геометрическую интерпретацию результатов. Рас-
смотрим случай четной неотрицательной функции f , ее график
симметричен относительно оси ординат. Величина

S1 =

0∫
−l

f(x) dx

равна площади под графиком функции на отрезке [−l; 0], а ве-
личина

S2 =

l∫
0

f(x) dx

равна площади под графиком функции на отрезке [0; l]. В силу
симметрии графика функции S1 = S2. Величина

S =

l∫
−l

f(x) dx

равна площади под графиком функции на отрезке [−l; l], т. е.
S = S1 + S2, но так как S1 = S2, то S = 2S2 (рис. 3.20).
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Рис. 3.20

В случае нечетной функции f ее график симметричен отно-
сительно начала координат (рис. 3.21).
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Рис. 3.21

Пусть функция f неотрицательна на отрезке [0; l], тогда на
отрезке [−l; 0] она неположительна и интеграл

0∫
−l

f(x) dx = −S1,

где S1 – площадь фигуры, заключеной между графиком функ-
ции на отрезке [−l; 0] и осью абсцисс. Площадь фигуры, заклю-
ченой между графиком функции на отрезке [0; l] и осью абсцисс

S2 =

l∫
0

f(x) dx.

В силу симметрии графика функции относительно начала коор-
динат S1 = S2. Следовательно, интеграл от f по всему отрезку

l∫
−l

f(x) dx = −S1 + S2 = 0.
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2259. Доказать, что одна из первообразных четной функции
есть функция нечетная, а всякая первообразная нечетной функ-
ции есть функция четная.

1. Пусть функция f четна. Одной из ее первообразных явля-
ется интеграл с переменным верхним пределом

F (x) =

x∫
0

f(t) dt.

Покажем, что эта первообразная нечетна. Делая в интеграле за-
мену u = −t и используя четность f , получаем

F (−x) =

−x∫
0

f(t) dt = −
x∫

0

f(−u) du =

= −
x∫

0

f(u) du = −
x∫

0

f(t) dt = −F (x).

2. Пусть функция f нечетна, тогда любая ее первообразная
имеет вид

F (x) =

x∫
0

f(t) dt+ C.

Делая в интеграле замену u = −t и используя нечетность f ,
получаем

F (−x) =

−x∫
0

f(t) dt+ C = −
x∫

0

f(−u) du+ C =

=

x∫
0

f(u) du+ C =

x∫
0

f(t) dt+ C = F (x).
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2260. Вычислить интеграл

2∫
1/2

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx,

введя новую переменную t = x+
1
x

.

График функции t = x+
1
x

приведен на рис. 3.22.
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Рис. 3.22

На концах отрезка интегрирования значения функции равны
5/2. На промежутке x ∈ [1/2; 1] функция убывает, а на отрезке
[1; 2] функция возрастает, точка x = 1, t = 2 является точкой
минимума. Решая уравнение замены относительно x, приходим
к квадратному уравнению x2 − tx+ 1 = 0, что дает

x =
t±

√
t2 − 4
2

.

Знак минус отвечает левой ветви графика функции (x ∈ [1/2; 1]),
а знак плюс – правой ветви (x ∈ [1; 2]). Для осуществления ука-
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занной замены интеграл нужно разбить на два:

2∫
1/2

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx =

1∫
1/2

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx+

+

2∫
1

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx.

В первом интеграле

x =
t−

√
t2 − 4
2

,
1
x

=
t+

√
t2 − 4
2

,

dx =
1
2

(
1 − t√

t2 − 4

)
dt , x− 1

x
= −

√
t2 − 4.

Таким образом,

1∫
1/2

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx =

2∫
5/2

(1 −
√
t2 − 4 ) et

√
t2 − 4 − t

2
√
t2 − 4

dt =

=

5/2∫
2

et(
√
t2 − 4 − 1)(

√
t2 − 4 − t)

2
√
t2 − 4

dt.

Во втором интеграле

x =
t+

√
t2 − 4
2

,
1
x

=
t−

√
t2 − 4
2

,

dx =
1
2

(
1 +

t√
t2 − 4

)
dt , x− 1

x
=
√
t2 − 4.

Следовательно,

2∫
1

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx =

5/2∫
2

(1 +
√
t2 − 4 ) et

√
t2 − 4 + t

2
√
t2 − 4

dt =
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=

5/2∫
2

et(
√
t2 − 4 + 1)(

√
t2 − 4 + t)

2
√
t2 − 4

dt.

Складывая полученные интегралы, находим:

2∫
1/2

(
1 + x− 1

x

)
ex+(1/x)dx =

5/2∫
2

t2 + t− 4√
t2 − 4

et dt =

=

5/2∫
2

(
t√

t2 − 4
+
√
t2 − 4

)
et dt =

5/2∫
2

d
(
et
√
t2 − 4

)
=

=et
√
t2 − 4

∣∣∣∣5/2

2

=
3
2

e5/2.

2261. В интеграле

2π∫
0

f(x) cosx dx

выполнить замену переменной sinx = t.
На всем промежутке интегрирования функция t = sinx не

имеет обратной, поэтому рассматриваемый интеграл разбиваем
на три:

2π∫
0

f(x) cosx dx =

π/2∫
0

f(x) cosx dx+

+

3π/2∫
π/2

f(x) cosx dx+

2π∫
3π/2

f(x) cosx dx

и делаем указанную замену в каждом из полученных интегралов.
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На отрезке [0;π/2] обратной функцией к t = sinx является
функция x = arcsin t, при этом cosx dx = dt. Таким образом,

π/2∫
0

f(x) cosx dx =

1∫
0

f(arcsin t) dt.

На участке [π/2; 3π/2] обратной к t = sinx является функция
x = π− arcsin t. Из равенства t = sinx снова получаем cosx dx =
= dt, поэтому

3π/2∫
π/2

f(x) cosx dx =

−1∫
1

f(π − arcsin t) dt = −
1∫

−1

f(π − arcsin t) dt =

= −
0∫

−1

f(π − arcsin t) dt−
1∫

0

f(π − arcsin t) dt.

На промежутке [3π/2; 2π] функция t = sinx имеет обратную
x = 2π + arcsin t. По прежнему cosx dx = dt и

2π∫
3π/2

f(x) cosx dx =

0∫
−1

f(2π + arcsin t) dt.

Складывая полученные интегралы, находим:

2π∫
0

f(x) cosx dx =

1∫
0

f(arcsin t) dt−
0∫

−1

f(π − arcsin t) dt−

−
1∫

0

f(π − arcsin t) dt+

0∫
−1

f(2π + arcsin t) dt =
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=

1∫
0

[f(arcsin t) − f(π − arcsin t)] dt+

+

0∫
−1

[f(2π + arcsin t) − f(π − arcsin t)] dt.

2262. Вычислить интеграл

1∫
e−2πn

∣∣∣∣[cos
(

ln
1
x

)]′∣∣∣∣ dx,
где n – натуральное число.

После замены t = ln(1/x) получаем, что искомый интеграл

I =

1∫
e−2πn

∣∣∣∣sin(ln
1
x

)∣∣∣∣ dxx =

2πn∫
0

| sin t| dt =

=
n−1∑
k=0

 π+2πk∫
2πk

| sin t| dt+

2π+2πk∫
π+2πk

| sin t| dt

 =

=
n−1∑
k=0

 π+2πk∫
2πk

sin t dt−
2π+2πk∫

π+2πk

sin t dt

 =

=
n−1∑
k=0

(
−cosx

∣∣∣∣π+2πk

2πk

+cosx
∣∣∣∣2π+2πk

π+2πk

)
=

n−1∑
k=0

4 = 4n.

2263. Найти
π∫

0

x sinx
1 + cos2 x

dx.
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Искомый интеграл

I =

π∫
0

x
sinx

2 − sin2 x
dx =

π∫
0

xf(sinx)dx,

где
f(u) =

u

2 − u2
.

Согласно решению задачи 2257(б)

π∫
0

xf(sinx)dx =
π

2

π∫
0

f(sinx)dx.

Применяя эту формулу и делая замену v = cosx, получаем

I =
π

2

π∫
0

sinx
2 − sin2 x

dx = −π
2

π∫
0

d(cosx)
1 + cos2 x

=
π

2

1∫
−1

dv

1 + v2
=

=
π

2
arctg v

∣∣∣1
−1

=
π2

4
.

2264. Найти интеграл

3∫
−1

f ′(x)
1 + f2(x)

dx,

если

f(x) =
(x+ 1)2(x− 1)
x3(x− 2)

.

Неопределенный интеграл∫
f ′(x)

1 + f2(x)
dx =

∫
d(f(x))

1 + [f(x)]2
= arctg f(x) + C.
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Рассмотрим одну из первообразных подынтегральной функции

F (x) = arctg
(x+ 1)2(x− 1)
x3(x− 2)

.

График этой функции представлен на рис. 3.23.
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Рис. 3.23

Функция F (x) имеет две точки разрыва (x = 0 и x = 2)
на промежутке интегрирования [−1; 3], поэтому для вычисления
определенного интеграла необходимо разбить его на три:

3∫
−1

f ′(x)
1 + f2(x)

dx =

0∫
−1

f ′(x)
1 + f2(x)

dx+

+

2∫
0

f ′(x)
1 + f2(x)

dx+

3∫
2

f ′(x)
1 + f2(x)

dx.

Для вычисления каждого из полученных интегралов можно при-
менить формулу Ньютона – Лейбница:

0∫
−1

f ′(x)
1 + f2(x)

dx = arctg
(x+ 1)2(x− 1)
x3(x− 2)

∣∣∣∣0
−1

= −π
2
,
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2∫
0

f ′(x)
1 + f2(x)

dx = arctg
(x+ 1)2(x− 1)
x3(x− 2)

∣∣∣∣2
0

= −π,

3∫
2

f ′(x)
1 + f2(x)

dx = arctg
(x+ 1)2(x− 1)
x3(x− 2)

∣∣∣∣3
2

= arctg
32
27

− π

2
.

Таким образом, окончательно, получаем

3∫
−1

f ′(x)
1 + f2(x)

dx = arctg
32
27

− 2π.

2265. Доказать, что если f(x) – непрерывная периодическая
функция, определенная при −∞ < x < +∞ и имеющая период
T , то

a+T∫
a

f(x) dx =

T∫
0

f(x) dx, (3.13)

где a – любое число.
Докажем предварительно, что при любых A и B

B+T∫
A+T

f(x) dx =

B∫
A

f(x) dx. (3.14)

Для этого выполним замену переменной x = y + T в интегра-
ле, находящимся в левой части равенства (3.14). Используя T -
периодичность функции f , получим

B+T∫
A+T

f(x) dx =

B∫
A

f(y + T ) dy =

B∫
A

f(y) dy =

B∫
A

f(x) dx.
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Для доказательства утверждения задачи воспользуемся свой-
ством аддитивности определенного интеграла:

a+T∫
a

f(x) dx =

0∫
a

f(x) dx+

T∫
0

f(x) dx+

a+T∫
T

f(x) dx =

=

T∫
0

f(x) dx+

a+T∫
T

f(x) dx−
a∫

0

f(x) dx.

Согласно равенству (3.14) с A = 0, B = a

a+T∫
T

f(x) dx−
a∫

0

f(x) dx = 0,

следовательно,
a+T∫
a

f(x) dx =

T∫
0

f(x) dx.

2266. Доказать, что при n нечетном функции

F (x) =

x∫
0

sinn t dt , G(x) =

x∫
0

cosn t dt

периодические с периодом 2π; а при n четном каждая из этих
функций есть сумма линейной функции и периодической функ-
ции.

Для решения этой задачи потребуется следующее утвержде-
ние

Лемма. Пусть при некоторых T > 0, A ∈ R и всех x ∈ R

f(x+ T ) = f(x) +A.

Тогда

f(x) = φ(x) +
A

T
x ,
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где φ(x) – периодическая функция с периодом T .
Для доказательства леммы рассмотрим функцию

φ(x) = f(x) − A

T
x.

Достаточно доказать, что эта функция T -периодична. В самом
деле,

φ(x+ T ) − φ(x) =
(
f(x+ T ) − A

T
(x+ T )

)
−

−
(
f(x) − A

T
x

)
= f(x+ T ) −A− f(x) = 0.

Лемма доказана.
Используя аддитивность интеграла и тождество (3.13) задачи

2265, получаем следующие соотношения:

F (x+ 2π) − F (x) =

x+2π∫
0

sinn t dt−
x∫

0

sinn t dt =

=

x+2π∫
x

sinn t dt =

2π∫
0

sinn t dt. (3.15)

G(x+ 2π) −G(x) =

x+2π∫
0

cosn t dt−
x∫

0

cosn t dt =

=

x+2π∫
x

cosn t dt =

2π∫
0

cosn t dt. (3.16)

1. Пусть n нечетно, т. е. n = 2k+1, где k – целое число, тогда
после замен u = cos t, v = sin t получаем:

2π∫
0

sinn t dt = −
2π∫
0

sin2k t d(cos t) =
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= −
2π∫
0

(1 − cos2 t)k d(cos t) = −
1∫

1

(1 − u)k du = 0.

2π∫
0

cosn t dt =

2π∫
0

cos2k t d(sin t) =

=

2π∫
0

(1 − sin2 t)k d(sin t) =

0∫
0

(1 − v)k dv = 0.

Из этих равенств и соотношений (3.15) и (3.16) следует, что при
всех x ∈ R:

F (x+ 2π) = F (x) , G(x+ 2π) = G(x).

2. Пусть n четно. Обозначим

A1 =

2π∫
0

sinn t dt , A2 =

2π∫
0

cosn t dt.

Из соотношений (3.15) и (3.16) получаем, что при всех x ∈ R:

F (x+ 2π) = F (x) +A1 , G(x+ 2π) = G(x) +A2.

Поэтому утверждение задачи следует из доказанной выше лем-
мы.

2267. Доказать, что функция

F (x) =

x∫
x0

f(t) dt,

где f(x) – непрерывная периодическая функция с периодом T ,
в общем случае, есть сумма линейной функции и периодической
функции периода T .
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Согласно аддитивности интеграла и тождеству (3.13) задачи
2265

F (x+ T ) − F (x) =

x+T∫
x0

f(t) dt−
x∫

x0

f(t) dt =

x+T∫
x

f(t) dt =

T∫
0

f(t) dt.

Полагая

A =

T∫
0

f(t) dt,

получаем, что при всех x ∈ R

F (x+ T ) = F (x) +A.

Таким образом, функция F (x) удовлетворяет условиям леммы
задачи 2266 и, следовательно, является суммой линейной функ-
ции и T -периодической.

Вычислить интегралы:

2268.

1∫
0

x(2 − x2)12dx.

Делая замену t = 2 − x2, получаем

1∫
0

x(2 − x2)12dx = −1
2

1∫
2

t12dt =
1
2

2∫
1

t12dt =

=
t13

26

∣∣∣∣2
1

=
8191
26

= 315
1
26
.

2269.

1∫
−1

x dx

x2 + x+ 1
.
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Выделяя полный квадрат из квадратного трехчлена и делая
замену t = x+ 1

2 , получаем

1∫
−1

x dx

x2 + x+ 1
=

3/2∫
−1/2

(
t− 1

2

)
dt

t2 + 3
4

=

3/2∫
−1/2

t dt

t2 + 3
4

− 1
2

3/2∫
−1/2

dt

t2 + 3
4

=

=
1
2

ln
(
t2 +

3
4

)∣∣∣∣3/2

−1/2

− 1√
3

arctg
2t√
3

∣∣∣∣3/2

−1/2

=
1
2

ln 3 − π

2
√

3
.

2270.

e∫
1

(x lnx)2dx.

Интегируя два раза по частям, получаем:
e∫

1

(x lnx)2dx =

e∫
1

ln2 x d

(
x3

3

)
=

1
3
x3 ln2 x

∣∣∣∣e
1

− 2
3

e∫
1

x2 lnx dx =

=
e3

3
− 2

3

e∫
1

lnx d
(
x3

3

)
=
e3

3
− 2

3

 1
3
x3 lnx

∣∣∣∣e
1

− 1
3

e∫
1

x2dx

 =

=
e3

3
− 2

9
e3 +

2
9

(
x3

3

)∣∣∣∣e
1

=
e3

9
+

2
27
(
e3 − 1

)
=

5
27
e3 − 2

27
.

2271.

9∫
1

x 3
√

1 − x dx.

После замены

t = 3
√

1 − x , x = 1 − t3 , dx = −3t2dt

получаем

9∫
1

x 3
√

1 − x dx = −3

−2∫
0

(1 − t3)t3dt = 3

0∫
−2

(t3 − t6)dt =
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= 3
(
t4

4
− t7

7

)∣∣∣∣0
−2

= −468
7

= −66
6
7
.

2272.

−1∫
−2

dx

x
√
x2 − 1

.

Выполним замену переменной t = 1/x. Учитывая, что при
x < 0 величина

√
x2 = |x| = −x, получаем

−1∫
−2

dx

x
√
x2 − 1

=

−1∫
−1/2

dt√
1 − t2

= arcsin t
∣∣∣∣−1

−1/2

= −π
2

+
π

6
= −π

3
.

2273.

1∫
0

x15
√

1 + 3x8 dx.

Выполняем замену переменной

t =
√

1 + 3x8 , x8 =
t2 − 1

3
, 8x7 dx =

2
3
t dt , x7dx =

t dt

12
,

x15dx = (x8)x7dx =
(
t2 − 1

3

)
t dt

12
=

(t2 − 1)t dt
36

.

Получаем

1∫
0

x15
√

1 + 3x8 dx =
1
36

2∫
1

(t2 − 1)t2dt =
1
36

(
t5

5
− t3

3

)∣∣∣∣2
1

=
29
270

.

2274.

3∫
0

arcsin
√

x

1 + x
dx.

Интегрируя по частям, получаем

3∫
0

arcsin
√

x

1 + x
dx = x arcsin

√
x

1 + x

∣∣∣∣3
0

−
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−1
2

3∫
0

√
x dx

1 + x
= π − 1

2

3∫
0

√
x dx

1 + x
.

Оставшийся интеграл рационализируется заменой t =
√
x:

3∫
0

√
x dx

1 + x
= 2

√
3∫

0

t2dt

1 + t2
= 2

√
3∫

0

(
1 − 1

1 + t2

)
dt =

=2(t− arctg t)
∣∣∣∣
√

3

0

= 2
(√

3 − π

3

)
.

Окончательно получаем

3∫
0

arcsin
√

x

1 + x
dx = π − 1

2
· 2
(√

3 − π

3

)
=

4π
3

−
√

3.

2275.

2π∫
0

dx

(2 + cosx)(3 + cosx)
.

Вычислим сначала неопределенный интеграл. Для этого вы-
полним универсальную подстановку:

t = tg
x

2
, dx =

2dt
1 + t2

, cosx =
1 − t2

1 + t2
.

После подстановки получаем∫
dx

(2 + cosx)(3 + cosx)
=
∫

(1 + t2)dt
(3 + t2)(2 + t2)

=

=
∫ (

2
3 + t2

− 1
2 + t2

)
dt =

2√
3

arctg
t√
3
−

− 1√
2

arctg
t√
2

+ C =
2√
3

arctg
tg x

2√
3

− 1√
2

arctg
tg x

2√
2

+ C.
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На отрезке интегрирования [0; 2π] первообразная

F (x) =
2√
3

arctg
tg x

2√
3

− 1√
2

arctg
tg x

2√
2

имеет одну точку разрыва x = π, поэтому для вычисления опре-
деленного интеграла этот интеграл нужно разбить на два:

2π∫
0

dx

(2 + cosx)(3 + cosx)
=

π∫
0

dx

(2 + cosx)(3 + cosx)
+

+

2π∫
π

dx

(2 + cosx)(3 + cosx)
=
(

2√
3

arctg
tg x

2√
3
−

− 1√
2

arctg
tg x

2√
2

)∣∣∣∣π
0

+
(

2√
3

arctg
tg x

2√
3

− 1√
2

arctg
tg x

2√
2

)∣∣∣∣2π

π

=

=
2π√

3
− π√

2

2276.

2π∫
0

dx

sin4 x+ cos4 x
.

Неопределенный интеграл вычислен в задаче 2035:

2π∫
0

dx

sin4 x+ cos4 x
=

1√
2

arctg
tg 2x√

2
+ C.

Первообразная подынтегральной функции

F (x) =
1√
2

arctg
tg 2x√

2

на промежутке интегрирования [0; 2π] имеет четыре точки раз-
рыва x = π/4, x = 3π/4, x = 5π/4 и x = 7π/4, поэтому для
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вычисления определенный интеграл нужно разбить на пять ин-
тегралов:

2π∫
0

dx

sin4 x+ cos4 x
=

π/4∫
0

dx

sin4 x+ cos4 x
+

3π/4∫
π/4

dx

sin4 x+ cos4 x
+

+

5π/4∫
3π/4

dx

sin4 x+ cos4 x
+

7π/4∫
5π/4

dx

sin4 x+ cos4 x
+

2π∫
7π/4

dx

sin4 x+ cos4 x
.

Применяя к каждому из них формулу Ньютона – Лейбница,
находим:

2π∫
0

dx

sin4 x+ cos4 x
=
(

1√
2

arctg
tg 2x√

2

)∣∣∣∣π/4

0

+

+
(

1√
2

arctg
tg 2x√

2

)∣∣∣∣3π/4

π/4

+
(

1√
2

arctg
tg 2x√

2

)∣∣∣∣5π/4

3π/4

+

+
(

1√
2

arctg
tg 2x√

2

)∣∣∣∣7π/4

5π/4

+
(

1√
2

arctg
tg 2x√

2

)∣∣∣∣2π

7π/4

=

=
π

2
√

2
+

π√
2

+
π√
2

+
π√
2

+
π

2
√

2
=

4π√
2

= 2π
√

2.

2277.

π/2∫
0

sinx sin 2x sin 3x dx.

Так как

sinx sin 2x sin 3x =
1
2
(cosx− cos 3x) sin 3x =

=
1
2

sin 3x cosx− 1
2

sin 3x cos 3x =
1
4

sin 2x+
1
4

sin 4x− 1
4

sin 6x,
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то

π/2∫
0

sinx sin 2x sin 3x dx =
1
4

π/2∫
0

(sin 2x+ sin 4x− sin 6x)dx =

=
(
−1

8
cos 2x− 1

16
cos 4x+

1
24

cos 6x
)∣∣∣∣π/2

0

=
1
6
.

2278.

π∫
0

(x sinx)2dx.

π∫
0

(x sinx)2dx =
1
2

π∫
0

x2(1 − cos 2x)dx =

=
1
2

π∫
0

x2dx− 1
2

π∫
0

x2 cos 2x dx =

=
x3

6

∣∣∣∣π
0

− 1
2

π∫
0

x2 cos 2x dx =
π3

6
− 1

2

π∫
0

x2 cos 2x dx.

Согласно решению задачи 2067∫
x2 cos 2x dx =

1
2
x2 sin 2x+

1
2
x cos 2x− 1

4
sin 2x+ C,

поэтому

π∫
0

x2 cos 2x dx =
(

1
2
x2 sin 2x+

1
2
x cos 2x− 1

4
sin 2x

)∣∣∣∣π
0

=
π

2
.

Отсюда находим:

π∫
0

(x sinx)2dx =
π3

6
− 1

2
· π
2

=
π3

6
− π

4
.
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2279.

π∫
0

ex cos2 x dx.

π∫
0

ex cos2 x dx =
1
2

π∫
0

ex(1 + cos 2x)dx =

=
1
2

π∫
0

exdx+
1
2

π∫
0

ex cos 2x dx =

=
1
2

ex

∣∣∣∣π
0

+
1
2

π∫
0

ex cos 2x dx =
1
2

(eπ − 1) +
1
2

π∫
0

ex cos 2x dx.

Согласно решению задачи 1828∫
ex cos 2x dx =

cos 2x+ 2 sin 2x
5

ex + C,

следовательно,

π∫
0

ex cos 2x dx =
cos 2x+ 2 sin 2x

5
ex

∣∣∣∣π
0

=
1
5
(eπ − 1).

Таким образом,

π∫
0

ex cos2 x dx =
1
2

(eπ − 1) +
1
10

(eπ − 1) =
3
5

(eπ − 1) .

2280.

ln 2∫
0

sh4 x dx.

Так как

sh4 x =
(

ch 2x− 1
2

)2

=
1
4
(ch2 2x− 2 ch 2x+ 1) =
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=
1
4

(
ch 4x+ 1

2
− 2 ch 2x+ 1

)
=

3
8
− 1

2
ch 2x+

1
8

ch 4x,

то
ln 2∫
0

sh4 x dx =

ln 2∫
0

(
3
8
− 1

2
ch 2x+

1
8

ch 4x
)
dx =

=
(

3
8
x− 1

4
sh 2x+

1
32

sh 4x
)∣∣∣∣ln 2

0

=
3
8

ln 2 − 225
1024

.

С помощью формул понижения вычислить интегралы, за-
висящие от параметра n, принимающего целые положительные
значения:

2281. In =

π/2∫
0

sinn x dx.

Согласно решению задачи 2011, а) из [7]:∫
sinn x dx = −cosx sinn−1 x

n
+
n− 1
n

∫
sinn−2 x dx.

Так как при n > 2

cosx sinn−1 x

n

∣∣∣∣π/2

0

= 0,

то
In =

n− 1
n

In−2 (n > 2). (3.17)

Далее вычисляем

I0 =

π/2∫
0

dx =
π

2
,

I1 =

π/2∫
0

sinx dx = −cosx
∣∣∣∣π/2

0

= 1
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и из рекуррентного соотношения (3.17) находим:

In =


(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
, n = 2k;

(2k)!!
(2k + 1)!!

, n = 2k + 1.

2282. In =

π/2∫
0

cosn x dx.

Согласно решению задачи 2011, б) из [7]:∫
cosn x dx =

sinx cosn−1 x

n
+
n− 1
n

∫
cosn−2 x dx.

Так как при n > 2

sinx cosn−1 x

n

∣∣∣∣π/2

0

= 0,

то
In =

n− 1
n

In−2 (n > 2). (3.18)

Далее вычисляем:

I0 =

π/2∫
0

dx =
π

2
,

I1 =

π/2∫
0

cosx dx = sinx
∣∣∣∣π/2

0

= 1

и из рекуррентного соотношения (3.18) находим:

In =


(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
, n = 2k;

(2k)!!
(2k + 1)!!

, n = 2k + 1.
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2283. In =

π/4∫
0

tg2n x dx.

После преобразований получаем

In =

π/4∫
0

tg2n x dx =

π/4∫
0

tg2n−2 x · tg2 x dx =

=

π/4∫
0

tg2n−2 x

(
1

cos2 x
− 1
)
dx =

=

π/4∫
0

tg2n−2 x
dx

cos2 x
−

π/4∫
0

tg2n−2 x dx.

Полагая t = tg x, находим

π/4∫
0

tg2n−2 x
dx

cos2 x
=

1∫
0

t2n−2x dt =
t2n−1

2n− 1

∣∣∣∣1
0

=
1

2n− 1
.

Следовательно,

In =
1

2n− 1
− In−1. (3.19)

Так как

I0 =

π/4∫
0

dx =
π

4
,

то из рекуррентного соотношения (3.19) находим

In = (−1)n

[
π

4
−
(

1 − 1
3

+ · · · + (−1)n−1

2n− 1

)]
.

2284. In =

1∫
0

(1 − x2)n dx.
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После тождественных преобразований и интегрирования по
частям получаем уравнение для искомого интеграла:

In =

1∫
0

(1 − x2)n dx =

1∫
0

(1 − x2)n−1(1 − x2) dx =

1∫
0

(1 − x2)n−1 dx−

=

1∫
0

(1 − x2)n−1x2 dx = In−1 +
1
2n

1∫
0

x d
(
(1 − x2)n

)
= In−1+

+
1
2n

x(1 − x2)n

∣∣∣∣1
0

− 1
2n

1∫
0

(1 − x2)n dx = In−1 −
1
2n

In.

Решая уравнение относительно In получаем рекуррентное соот-
ношение

In =
2n

2n+ 1
In−1. (3.20)

Так как

I0 =

1∫
0

dx = 1,

то последовательно используя рекуррентное соотношение (3.20)
n раз, получаем

In =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
.

Данное выражение можно преобразовать. Умножая числитель и
знаменатель на (2n)!! и упрощая, находим:

In =
[(2n)!!]2

(2n+ 1)!!(2n)!!
=

=
[2 · 4 · 6 · . . . · (2n)]2

[3 · 5 · 7 · . . . · (2n+ 1)][2 · 4 · 6 · . . . · (2n)]
=
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=
[(2 · 1)(2 · 2)(2 · 3) · . . . · (2 · n)]2

2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · . . . · (2n) · (2n+ 1)
=

22n(n!)2

(2n+ 1)!
.

В этой форме ответ приведен в задачнике Б.П. Демидовича.

2285. In =

1∫
0

xndx√
1 − x2

.

Замена x = sin t (точнее t = arcsinx) дает

In =

π/2∫
0

sinn t dt.

Полученный интеграл вычислен в задаче 2281. Подставляя зна-
чение этого интеграла получаем окончательный ответ:

In =


(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
, n = 2k;

(2k)!!
(2k + 1)!!

, n = 2k + 1.

2286. In =

1∫
0

xm(lnx)n dx.

Интегрируя по частям, находим

In =

1∫
0

(lnx)n d

(
xm+1

m+ 1

)
=

xm+1

m+ 1
(lnx)n

∣∣∣∣1
0

−

− n

m+ 1

1∫
0

xm(lnx)n−1 dx = − n

m+ 1
In−1,

что дает следующее рекуррентное соотношение

In = − n

m+ 1
In−1. (3.21)
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Так как

I0 =

1∫
0

xmdx =
xm+1

m+ 1

∣∣∣∣1
0

=
1

m+ 1
,

то из (3.21) получаем

In =
(−1)nn!
(m+ 1)n

I0 =
(−1)nn!

(m+ 1)n+1
.

2287. In =

π/4∫
0

(
sinx− cosx
sinx+ cosx

)2n+1

dx.

Воспользовавшись известными из курса тригонометрии ра-
венствами:

sinx− cosx =
√

2 sin
(
x− π

4

)
,

sinx+ cosx =
√

2 cos
(
x− π

4

)
,

получаем, что

In =

π/4∫
0

[
tg
(
x− π

4

)]2n+1
dx.

Выполняя в полученном интеграле замену t =
π

4
− x, находим

In = −
π/4∫
0

tg2n+1 t dt.

Этой формулой воспользуемся для вывода рекуррентного соот-
ношения. Выполняя тождественные преобразования и делая в
одном из получающихся интегралов замену u = tg t, имеем

In = −
π/4∫
0

tg2n−1 t · tg2 t dt = −
π/4∫
0

tg2n−1 t

(
1

cos2 t
− 1
)
dt =
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= −
π/4∫
0

tg2n−1 t
dt

cos2 t
+

π/4∫
0

tg2n−1 t dt = −
1∫

0

u2n−1du− In−1 =

= − u2n

2n

∣∣∣∣1
0

− In−1 = − 1
2n

− In−1.

Таким образом, искомое рекуррентное соотношение имеет сле-
дующий вид:

In = −In−1 −
1
2n
. (3.22)

Интеграл I0 вычисляется заменой v = cos t:

I0 = −
π/4∫
0

tg t dt = −
π/4∫
0

sin t
cos t

dt =

1/
√

2∫
1

dv

v
= ln |v|

∣∣∣∣1/
√

2

1

= − ln
√

2.

Применяя рекуррентное соотношение (3.22) n раз и учитывая
вычисленное значение интеграла I0, находим

In = (−1)n

[
− ln

√
2 +

1
2

(
1 − 1

2
+ . . .+

(−1)n

n

)]
.

2288. Пользуясь формулой Эйлера

eix = cosx+ i sinx,

показать, что

2π∫
0

einxe−imxdx =
{

0, если m ̸= n,
2π, если m = n

(n и m – целые).
Согласно формуле Эйлера

einxe−imx = (cosnx+ i sinnx)(cosmx− i sinmx) =
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= (cosnx cosmx+ sinnx sinmx)+

+i(sinnx cosmx− cosnx sinmx) =

= cos(n−m)x+ i sin(n−m)x,

следовательно,

2π∫
0

einxe−imxdx =

2π∫
0

cos(n−m)x dx+ i

2π∫
0

sin(n−m)x dx.

Определенные интегралы вычисляем по формуле Ньютона –
Лейбница:

2π∫
0

cos(n−m)x dx =


sin(n−m)x
n−m

∣∣∣∣2π

0

, m ̸= n,

x

∣∣∣∣2π

0

, m = n

=

=
{

0, m ̸= n,
2π, m = n.

2π∫
0

sin(n−m)x dx =


−cos(n−m)x

n−m

∣∣∣∣2π

0

, m ̸= n,

0
∣∣∣∣2π

0

, m = n

= 0.

Отсюда находим

2π∫
0

einxe−imxdx =
{

0, если m ̸= n,
2π, если m = n.

2289. Показать, что

b∫
a

e(α+iβ)x dx =
eb(α+iβ) − ea(α+iβ)

α+ iβ
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(α и β – постоянные).
Применяя формулу Эйлера, находим

b∫
a

e(α+iβ)x dx =

b∫
a

(eαx cosβx+ ieαx sinβx) dx =

=

b∫
a

eαx cosβx dx+ i

b∫
a

eαx sinβx dx.

Согласно решению задач 1828 и 1829 из [7]

b∫
a

eαx cosβx dx =
α cosβx+ β sinβx

α2 + β2
eαx

∣∣∣∣b
a

,

b∫
a

eαx sinβx dx =
α sinβx− β cosβx

α2 + β2
eαx

∣∣∣∣b
a

.

Таким образом,
b∫

a

e(α+iβ)x dx =

=
(α cosβx+ β sinβx) + i(α sinβx− β cosβx)

α2 + β2
eαx

∣∣∣∣b
a

. (3.23)

С другой стороны, применяя формулу Эйлера и выполняя деле-
ние комплексных чисел, получаем:

e(α+iβ)x

α+ iβ
=
cosβx+ i sinβx

α+ iβ
eαx =

=
(cosβx+ i sinβx)(α− iβ)

α2 + β2
eαx =
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=
(α cosβx+ β sinβx) + i(α sinβx− β cosβx)

α2 + β2
eαx. (3.24)

Из равенств (3.23) и (3.24) следует, что

b∫
a

e(α+iβ)x dx =
e(α+iβ)x

α+ iβ

∣∣∣∣∣
b

a

=
eb(α+iβ) − ea(α+iβ)

α+ iβ
.

Пользуясь формулами Эйлера:

cosx =
1
2
(
eix + e−ix

)
, sinx =

1
2i
(
eix − e−ix

)
,

вычислить интегралы (m и n – целые положительные числа):

2290.

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx.

Проще всего данный интеграл можно вычислить с помощью
метода рекуррентных соотношений. Пусть

I(m,n) =

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx.

Интегируя по частям, получаем:

I(m,n) =

π/2∫
0

sin2m x cos2n−1 x d(sinx) = sin2m+1 x cos2n−1 x

∣∣∣∣π/2

0

−

−
π/2∫
0

[
2m sin2m x cos2n x− (2n− 1) sin2m+2 x cos2n−2 x

]
dx =

= −2m

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx+ (2n− 1)

π/2∫
0

sin2m+2 x cos2n−2 x dx =
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= −2mI(m,n) + (2n− 1)I(m+ 1, n− 1).

Решая полученное уравнение относительно I(m,n), получаем ис-
комое рекуррентное соотношение:

I(m,n) =
2n− 1
2m+ 1

I(m+ 1, n− 1). (3.25)

Применяя соотношение (3.25) n раз, приходим к равенству

I(m,n) =
(2n− 1)!!

(2m+ 1)(2m+ 3 . . . (2m+ 2n− 1))
I(m+ n, 0) =

=
(2n− 1)!!(2m− 1)!!

(2m+ 2n− 1)!!
I(m+ n, 0). (3.26)

Согласно решению задачи 2281

I(m+ n, 0) =

π/2∫
0

sin2m+2n x dx =
(2m+ 2n− 1)!!

(2m+ 2n)!!
· π
2

и соотношение (3.26) дает

I(m,n) =
(2n− 1)!!(2m− 1)!!

(2m+ 2n)!!
· π
2
.

Полученную формулу можно преобразовать следующим об-
разом. Так как при любом натуральном k

(2k)!! = (2 · 1)(2 · 2)(2 · 3) . . . (2 · k) = 2kk! ,

(2k − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2k − 1) =

=
[1 · 3 · . . . · (2k − 1)][2 · 4 · . . . · (2k)]

(2k)!!
=

=
1 · 2 · 3 · 4 · . . . · (2k − 1) · (2k)

2kk!
=

(2k)!
2kk!

,
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то
I(m,n) =

(2n)!(2m)!
(2nn!)(2mm!)2m+n(m+ n)!

· π
2

=

=
π(2n)!(2m)!

22n+2m+1(m+ n)!m!n!
. (3.27)

Замечание. Использование формул Эйлера, как можно ви-
деть, усложняет решение задачи. Сначала необходимо свести за-
дачу к вычислению интеграла по отрезку [0; 2π]. Выполняя под-
становку x = π − t, находим

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx =

π∫
π/2

sin2m t cos2n t dt =

π∫
π/2

sin2m x cos2n x dx,

следовательно, в силу аддитивности интеграла,

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx =
1
2

π∫
0

sin2m x cos2n x dx.

В силу π-периодичности подынтегральной функции и формулы
(3.13) задачи 2265

π∫
0

sin2m x cos2n x dx =

2π∫
π

sin2m x cos2n x dx

и, таким образом,

I(m,n) =

π/2∫
0

sin2m x cos2n x dx =
1
4

2π∫
0

sin2m x cos2n x dx.

Применяя формулы Эйлера и формулу бинома Ньютона, по-
лучаем:

2π∫
0

sin2m x cos2n x dx =

2π∫
0

(
eix − e−ix

2i

)2m(eix + e−ix

2

)2n

dx =
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=
(−1)m

22m+2n

2π∫
0

(
2m∑
k=0

(−1)kCk
2meikxe−i(2m−k)x

)
×

×

(
2n∑

s=0

Cs
2neisxe−i(2n−s)x

)
dx =

=
(−1)m

22m+2n

2m∑
k=0

2n∑
s=0

(−1)kCk
2mC

s
2n

2π∫
0

ei(2k+2s)xe−i(2m+2n)xdx.

Согласно решению задачи 2288

2π∫
0

ei(2k+2s)xe−i(2m+2n)xdx =
{

0, если k + s ̸= m+ n,
2π, если k + s = m+ n.

Таким образом, во внутренней сумме, от нуля может быть от-
лично только слагаемое с индексом s = m+ n− k, поэтому

2π∫
0

sin2m x cos2n x dx =
π(−1)m

22m+2n−1

2m∑
k=0

(−1)kCk
2mC

m+n−k
2n

(наличие множителя Cm+n−k
2n гарантирует, что при k > m + n

слагаемое, отвечающее отрицательному индексу s, отсутствует в
сумме, так как по определению биномиальных коэффициентов
величина Ck

n = 0 при k < 0). Отсюда следует, что

I(m,n) =
π(−1)m

22m+2n+1

2m∑
k=0

(−1)kCk
2mC

m+n−k
2n . (3.28)

В справочнике ([9], c. 617, ф-ла (20)) приведено тождество,
которое после замены n на m и a на m+ n принимает вид:

2m∑
k=0

(−1)kCk
2mC

m+n−k
2n = (−1)mC

n
m+nC

m+n
2m+2n

C2n
2m+2n

=
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=
(−1)m(2m)!(2n)!
m!n!(m+ n)!

. (3.29)

Если подставить (3.29) в (3.28), получим формулу (3.27). Впро-
чем этот факт можно представить по другому: из сравнения фор-
мул (3.27) и (3.28) следует тождество (3.29) для биномиальных
коэффициентов.

2291.

π∫
0

sinnx
sinx

dx.

Так как подынтегральная функция четна, то согласно задаче
2258

π∫
0

sinnx
sinx

dx =
1
2

π∫
−π

sinnx
sinx

dx.

С другой стороны, эта же функция 2π-периодична и в соответ-
ствие с решением задачи 2265

π∫
−π

sinnx
sinx

dx =

2π∫
0

sinnx
sinx

dx,

следовательно, искомый интеграл

π∫
0

sinnx
sinx

dx =
1
2

2π∫
0

sinnx
sinx

dx.

Применяя формулу Эйлера, находим:

sinnx
sinx

=
einx − e−inx

eix − e−ix
. (3.30)

Суммируя геометрическую прогрессию с первым членом an−1

и знаменателем q = b/a, приходим к равенству

n−1∑
k=0

an−1−k bk =
an − bn

a− b
.
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Полагая в этом равенстве a = eix, b = e−ix и учитывая (3.30),
получаем

sinnx
sinx

=
n−1∑
k=0

ei(n−1−2k)x

и после интегрирования, имеем

π∫
0

sinnx
sinx

dx =
1
2

n−1∑
k=0

2π∫
0

ei(n−1−2k)x dx =

=
1
2

n−1∑
k=0

2π∫
0

einxe−i(2k+1)x dx. (3.31)

Если n четное число, то при любом целом k величина 2k+1 ̸=
̸= n и согласно решению задачи 2288 все интегралы, стоящие под
знаком суммы в правой части равенства (3.31), равны нулю.

Если же n нечетно, то согласно решению той же задачи равны
нулю все интегралы кроме одного, отвечающего индексу k =
= (n−1)/2, причем этот интеграл равен 2π. Отсюда следует, что

π∫
0

sinnx
sinx

dx =
{

0, если n четное,
π, если n нечетное.

2292.

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.

Так как подынтегральная функция четна, то согласно задаче
2258

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx =
1
2

π∫
−π

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.
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С другой стороны, эта же функция 2π-периодична и в соответ-
ствие с решением задачи 2265

π∫
−π

cos(2n+ 1)x
cosx

dx =

2π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx,

следовательно, искомый интеграл

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx =
1
2

2π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.

Применяя формулу Эйлера, находим:

cos(2n+ 1)x
cosx

=
ei(2n+1)x + e−i(2n+1)x

eix + e−ix
. (3.32)

Суммируя геометрическую прогрессию с первым членом a2n

и знаменателем q = −b/a, приходим к равенству

2n∑
k=0

(−1)ka2n−k bk =
a2n+1 + b2n+1

a+ b
.

Полагая в этом равенстве a = eix, b = e−ix и учитывая (3.32),
получаем

cos(2n+ 1)x
cosx

=
2n∑

k=0

(−1)kei(2n−2k)x

и после интегрирования, имеем

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx =
1
2

2n∑
k=0

(−1)k

2π∫
0

ei(2n−2k)x dx =

=
1
2

2n∑
k=0

(−1)k

2π∫
0

ei(2n)xe−i(2k)x dx. (3.33)
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Согласно задаче 2288 все интегралы, стоящие под знаком сум-
мы в правой части равенства (3.33), кроме интеграла с индексом
k = n, равны нулю, а оставшийся интеграл равен 2π. Следова-
тельно,

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx = (−1)nπ.

2293.

π∫
0

cosn x cosnx dx.

С помощью формулы Эйлера и бинома Ньютона находим:

cosn x cosnx =
(

eix + e−ix

2

)n(einx + e−inx

2

)
=

=
1

2n+1

(
n∑

k=0

Ck
nei(n−k)xe−ikx

)(
einx + e−inx

)
=

=
1

2n+1

(
n∑

k=0

Ck
nei(n−2k)x

)(
einx + e−inx

)
=

=
1

2n+1

(
n∑

k=0

Ck
nei(2n−2k)x +

n∑
k=0

Ck
ne−2ikx

)
.

Заменяя в первой сумме индекс суммирования k на n− k и учи-
тывая, что Cn−k

n = Ck
n, получаем:

cosn x cosnx =
1

2n+1

(
n∑

k=0

Cn−k
n e2ikx +

n∑
k=0

Ck
ne−2ikx

)
=

=
1

2n+1

n∑
k=0

Ck
n

(
e2ikx + e−2ikx

)
.

Так как
e2ikx + e−2ikx = 2 cos 2kx,
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то, окончательно, находим:

cosn x cosnx =
1
2n

n∑
k=0

Ck
n cos 2kx. (3.34)

Интегрируя соотношение (3.34), получаем:

π∫
0

cosn x cosnx dx =
1
2n

 π∫
0

dx+
n∑

k=1

Ck
n

π∫
0

cos 2kx dx

 =

=
1
2n

(
π +

n∑
k=1

Ck
n

sin 2kx
2k

∣∣∣∣∣
π

0

)
=

π

2n
.

2294.

π∫
0

sinn x sinnx dx.

С помощью формулы Эйлера и бинома Ньютона находим

sinn x sinnx =
(

eix − e−ix

2i

)n(einx − e−inx

2i

)
=

=
1

(2i)n+1

(
n∑

k=0

Ck
n(−1)kei(n−k)xe−ikx

)(
einx − e−inx

)
=

=
1

(2i)n+1

(
n∑

k=0

(−1)kCk
nei(n−2k)x

)(
einx − e−inx

)
=

=
1

(2i)n+1

(
n∑

k=0

(−1)kCk
nei(2n−2k)x −

n∑
k=0

(−1)kCk
ne−2ikx

)
.

Заменяя в первой сумме индекс суммирования k на n− k и учи-
тывая, что Cn−k

n = Ck
n, получаем

sinn x sinnx =
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=
1

(2i)n+1

(
n∑

k=0

(−1)n−kCn−k
n e2ikx −

n∑
k=0

(−1)kCk
ne−2ikx

)
=

=
1

(2i)n+1

n∑
k=0

(−1)kCk
n

(
(−1)ne2ikx − e−2ikx

)
.

1. Пусть n четно, тогда (−1)n = 1, учитывая, что

e2ikx − e−2ikx = 2i sin 2kx,

а слагаемое с индексом k = 0 равно нулю, получаем

sinn x sinnx =
1

(2i)n

n∑
k=1

(−1)kCk
n sin 2kx. (3.35)

Интегрируя соотношение (3.35), получаем
π∫

0

sinn x sinnx dx =
1

(2i)n

n∑
k=1

(−1)kCk
n

(
−cos 2kx

2k

)∣∣∣∣π
0

= 0.

2. Пусть n четно и n = 2m− 1, тогда (−1)n = −1. Учитывая
равенство

e2ikx + e−2ikx = 2 cos 2kx,

получаем

sinn x sinnx =
(−1)m+1

2n

n∑
k=0

(−1)kCk
n cos 2kx. (3.36)

Интегрируя (3.36), находим
π∫

0

sinn x sinnx dx =
(−1)m+1

2n

n∑
k=0

(−1)kCk
n

π∫
0

cos 2kx dx =

=
(−1)m+1

2n

 π∫
0

dx+
n∑

k=1

(−1)kCk
n

π∫
0

cos 2kx dx

 =
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=
(−1)m+1

2n

(
π +

n∑
k=1

(−1)kCk
n

sin 2kx
2k

∣∣∣∣π
0

)
=

(−1)m+1π

2n
.

Таким образом получаем следующую формулу:

π∫
0

sinn x sinnx dx =


0 , n = 2m,

(−1)m+1 π

2n
, n = 2m− 1.

Нетрудно убедиться, что эту формулу можно записать более
компактно:

π∫
0

sinn x sinnx dx =
π

2n
sin

πn

2
.

Найти интегралы (n – натуральное число):

2295.

π∫
0

sinn−1 x cos(n+ 1)x dx.

По формуле косинуса суммы

π∫
0

sinn−1 x cos(n+ 1)x dx =

=

π∫
0

sinn−1 x(cosnx cosx− sinnx sinx)dx =

=

π∫
0

sinn−1 x cosnx cosx dx−
π∫

0

sinn x sinnx dx. (3.37)

Интегрируя по частям, получаем:

π∫
0

sinn−1 x cosnx cosx dx =

π∫
0

cosnx d
(

sinn x

n

)
=
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=
cosnx sinn x

n

∣∣∣∣π
0

+

π∫
0

sinn x sinnx dx =

=

π∫
0

sinn x sinnx dx. (3.38)

Подставляя (3.38) в (3.37), получаем ответ:

π∫
0

sinn−1 x cos(n+ 1)x dx = 0.

2296.

π∫
0

cosn−1 x sin(n+ 1)x dx.

По формуле синуса суммы

π∫
0

cosn−1 x sin(n+ 1)x dx =

=

π∫
0

cosn−1 x(sinnx cosx+ cosnx sinx)dx =

=

π∫
0

cosn x sinnx dx+

π∫
0

cosn−1 x cosnx sinx dx. (3.39)

Интегрируя по частям, получаем:

π∫
0

cosn−1 x cosnx sinx dx = −
π∫

0

cosnx d
(

cosn x

n

)
=

= −cosnx cosn x

n

∣∣∣∣π
0

−
π∫

0

cosn x sinnx dx =
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= −
π∫

0

cosn x sinnx dx. (3.40)

Подставляя (3.40) в (3.39), получаем ответ:

π∫
0

cosn−1 x sin(n+ 1)x dx = 0.

2297.

2π∫
0

e−ax cos2n x dx.

Используя формулу Эйлера и бином Ньютона, находим

cos2n x =
(

eix + e−ix

2

)2n

=
1

22n

2n∑
k=0

Ck
2nei(2n−k)xe−ikx =

=
1

22n

2n∑
k=0

Ck
2nei(2n−2k)x =

=
1

22n

(
n∑

k=0

Ck
2nei(2n−2k)x +

2n∑
k=n+1

Ck
2nei(2n−2k)x

)
.

Преобразуем каждую из полученных двух сумм. В первой сумме
заменим индекс суммирования k на n− k, получим

n∑
k=0

Ck
2nei(2n−2k)x =

n∑
k=0

Cn−k
2n e2ikx.

Во второй сумме индекс k заменим на k−n. Учитывая свойство
симметрии биномиальных коэффициентов Ck+n

2n = C
2n−(k+n)
2n =

= Cn−k
2n , имеем:

2n∑
k=n+1

Ck
2nei(2n−2k)x =

n∑
k=1

Ck+n
2n e−2ikx =

n∑
k=1

Cn−k
2n e−2ikx.

172



Таким образом,

cos2n x =
1

22n

(
n∑

k=0

Cn−k
2n e2ikx +

n∑
k=1

Cn−k
2n e−2ikx

)
=

=
1

22n

(
Cn

2n +
n∑

k=1

Cn−k
2n

(
e2ikx + e−2ikx

))
.

Учитывая равенство

e2ikx + e−2ikx = 2 cos 2kx,

получаем, окончательно, следующую формулу:

cos2n x =
1

22n

(
Cn

2n + 2
n∑

k=1

Cn−k
2n cos 2kx

)
. (3.41)

Умножая (3.41) на e−ax и интегрируя, находим

2π∫
0

e−ax cos2n x dx =

=
1

22n

Cn
2n

2π∫
0

e−ax dx+ 2
n∑

k=1

Cn−k
2n

2π∫
0

e−ax cos 2kx dx

 .

Первый из полученных в правой части интегралов – табличный:

2π∫
0

e−ax dx = − e−ax

a

∣∣∣∣2π

0

=
1 − e−2aπ

a
.

Для остальных интегралов первообразная вычислена в задаче
1828 из [7]. Используя решение этой задачи, находим

2π∫
0

e−ax cos 2kx dx =
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=
−a cos 2kx+ 2k sin 2kx

a2 + 4k2
e−ax

∣∣∣∣2π

0

=
a
(
1 − e−2aπ

)
a2 + 4k2

.

Отсюда следует, что

2π∫
0

e−ax cos2n x dx =
1 − e−2aπ

22na

(
Cn

2n + 2
n∑

k=1

Cn−k
2n

a2

a2 + 4k2

)
.

Полученный ответ можно немного преобразовать. Для того, что-
бы получить ответ, который приведен в задачнике Б.П.Демидо-
вича, нужно заменить индекс суммирования k на n− k. Оконча-
тельно получаем:

2π∫
0

e−ax cos2n x dx =

=
1 − e−2aπ

22na

(
Cn

2n + 2
n∑

k=1

Ck
2n

a2

a2 + 4(n− k)2

)
.

2298.

π/2∫
0

ln cosx · cos 2nx dx.

Интегрируя по частям, получаем

In =

π/2∫
0

ln cosx · cos 2nx dx =
1
2n

π/2∫
0

ln cosx d(sin 2nx) =

=
(ln cosx) · sin 2nx

2n

∣∣∣∣π/2

0

+
1
2n

π/2∫
0

sin 2nx tg x dx =

=
1
2n

π/2∫
0

sin 2nx tg x dx =
1
2n

π/2∫
0

sin 2nx · sinx
cosx

dx =
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1
4n

π/2∫
0

cos(2n− 1)x− cos(2n+ 1)x
cosx

dx =

=
1
4n

π/2∫
0

cos(2n− 1)x
cosx

dx− 1
4n

π/2∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.

Обозначим

Jn =

π/2∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx,

тогда искомый интеграл можно записать в следующем виде:

In =
1
4n

(Jn−1 − Jn).

Преобразуем выражение для интеграла Jn. Делая замену t =
= π − x и меняя букву t обратно на x, получаем

Jn =

π∫
π/2

cos(2n+ 1)t
cos t

dt =

π∫
π/2

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.

Отсюда (и из аддитивности интеграла) следует, что

Jn =
1
2

π∫
0

cos(2n+ 1)x
cosx

dx.

Последний интеграл вычислен в задаче 2292. Используя значе-
ние этого интеграла, получаем

Jn =
(−1)n π

2
.

Подставляя это в выражение для интеграла In, находим

In =
1
4n

(
(−1)n−1 π

2
− (−1)n π

2

)
=

(−1)n−1 π

4n
.
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2299. Применяя многократное интегрирование по частям,
вычислить интеграл Эйлера:

B(m,n) =

1∫
0

xm−1(1 − x)n−1 dx,

где m и n – целые положительные числа.
Интегрируя по частям, получаем рекуррентное соотношение

B(m,n) =
1
m

1∫
0

(1 − x)n−1 d(xm) =
xm(1 − x)n−1

m

∣∣∣∣1
0

+

+
n− 1
m

1∫
0

xm(1 − x)n−2 dx =
n− 1
m

B(m+ 1, n− 1).

Применяя это соотношение последовательно n−1 раз, приходим
к равенству

B(m,n) =
(n− 1)!

m(m+ 1) . . . (m+ n− 2)
B(m+ n− 1, 1).

Согласно определению интеграла Эйлера

B(m+ n− 1, 1) =

1∫
0

xm+n−2 dx =
xm+n−1

m+ n− 1

∣∣∣∣1
0

=
1

m+ n− 1
,

следовательно,

B(m,n) =
(n− 1)!

m(m+ 1) . . . (m+ n− 2)(m+ n− 1)
=

=
(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
.

2300. Многочлены Лежандра Pn(x) определяются формулой:

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
(n = 0, 1, 2 . . .).
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Доказать, что

1∫
−1

Pm(x)Pn(x) dx =


0 , если m ̸= n,

2
2n+ 1

, если m = n.

Рассмотрим вспомогательную функцию

wn(x) = (x2 − 1)n.

По формуле разности квадратов wn(x) = (x+1)n(x− 1)n, поэто-
му применяя формулу Лейбница для производной произведения,
имеем:

w(k)
n (x) =

k∑
s=0

Cs
k [(x+ 1)n](k−s) [(x− 1)n](s) .

Если k < n, то также s < n и k − s < n, поэтому

[(x+ 1)n](k−s)= n(n− 1) . . . (n− (k − s) + 1))(x+ 1)n−(k−s) ,

[(x− 1)n](s) = n(n− 1) . . . (n− s+ 1))(x+ 1)n−s) .

Отсюда следует, что при всех k < n значения w(s)
n (±1) = 0, т. е.{

wn(−1) = 0 , w′
n(−1) = 0 , . . . , w(n−1)

n (−1) = 0 ,
wn(1) = 0 , w′

n(1) = 0 , . . . , w(n−1)
n (1) = 0 .

(3.42)

Пусть

In(k, s) =

1∫
−1

xkw(s)
n (x) dx.

Предположим, что k > 1 и 1 6 s 6 n. Интегрируя по частям и
учитывая (3.42), получаем:

In(k, s) =

1∫
−1

xk d
(
w(s−1)

n (x)
)

=xkw(s−1)
n (x)

∣∣∣∣1
−1

−
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−k
1∫

−1

xk−1w(s−1)
n (x) dx =

= −k
1∫

−1

xk−1w(s−1)
n (x) dx = −kIn(k − 1, s− 1).

Применяя последовательно k раз полученное рекуррентное со-
отношение

In(k, s) = −kIn(k − 1, s− 1) (k > 1 , 1 6 s 6 n) (3.43)

при s = n и учитывая равенства (3.42), находим

In(k, n) = (−1)kk!In(0, n− k) = (−1)kk!

1∫
−1

w(n−k)
n (x) dx =

=(−1)kk!w(n−k−1)
n (x)

∣∣∣∣1
−1

= 0.

Следовательно, при k < n

1∫
−1

xkw(n)
n (x) dx = 0.

Так как w(n)
n (x) = 2nn!Pn(x), то также

1∫
−1

xkPn(x) dx = 0 (k < n). (3.44)

Пусть, теперь Pm(x) и Pn(x) – два многочлена Лежандра с
m ̸= n, тогда без ограничения общности можно считать, что n
обозначает большую из их степеней, т. е. m < n. В этом случае

Pm(x) =
m∑

k=0

akx
k
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и
1∫

−1

Pm(x)Pn(x) dx =
m∑

k=0

ak

1∫
−1

xkPn(x) dx = 0,

так как вследствие равенства (3.44) равно нулю каждое слагае-
мое последней суммы (k 6 m < n).

Осталось вычислить интеграл от квадрата многочлена Ле-
жандра. Для этого сначала вычислим его старший коэффициент.
Пусть

Pn(x) =
n∑

k=0

akx
k.

Так как функция wn(x) = x2n + . . . , то

w(n)
n (x) = 2n(2n− 1) . . . (n+ 1)xn + . . . =

(2n)!
n!

xn + . . .

и
Pn(x) =

1
2nn!

w(n)
n (x) =

(2n)!
2n(n!)2

xn + . . . ,

следовательно,

an =
(2n)!

2n(n!)2
. (3.45)

Переходим к вычислению интеграла. Используя свойство (3.44),
получаем:

1∫
−1

P 2
n(x) dx =

1∫
−1

Pn(x)Pn(x) dx =

1∫
−1

(
n∑

k=0

akx
k

)
Pn(x) dx =

=
n−1∑
k=0

ak

1∫
−1

xkPn(x) dx+ an

1∫
−1

xnPn(x) dx = an

1∫
−1

xnPn(x) dx.

Так как Pn(x) = w
(n)
n (x)/(2nn!), то

1∫
−1

P 2
n(x) dx =

an

2nn!

1∫
−1

xnw(n)
n (x) =

an

2nn!
In(n, n).
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Для вычисления In(n, n) воспользуемся рекуррентным соотно-
шением (3.43) при k = s = n. Применяя это соотношение после-
довательно n раз, получаем

In(n, n) = (−1)nn!In(0, 0).

Отсюда следует, что
1∫

−1

P 2
n(x) dx =

(−1)nan

2n
In(0, 0).

Интеграл In(0, 0) сводится к интегралу задачи 2284:

In(0, 0) =

1∫
−1

(x2 − 1)n dx = 2

1∫
0

(x2 − 1)n dx =

= 2(−1)n

1∫
0

(1 − x2)n dx = 2(−1)n 22n(n!)2

(2n+ 1)!
=

(−1)n22n+1(n!)2

(2n+ 1)!
.

Таким образом, с учетом формулы (3.45),

1∫
−1

P 2
n(x) dx =

(−1)nan

2n
· (−1)n22n+1(n!)2

(2n+ 1)!
=
an2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
=

=
(2n)!

2n(n!)2
· 2n+1(n!)2

(2n+ 1)!
=

2(2n)!
(2n+ 1)!

=
2

2n+ 1
.

2301. Пусть функция f(x) собственно интегрируема на [a; b]
и F (x) – функция такая, что F ′(x) = f(x) всюду в [a; b], за ис-
ключением, быть может, конечного числа внутренних точек ci
(i = 1, . . . , p) и точек a и b, где функция F (x) терпит разрыв
1-го рода (“обобщенная первообразная”). Доказать, что

b∫
a

f(x) dx = F (b− 0) − F (a+ 0) −
p∑

i=1

[F (ci + 0) − F (ci − 0)] .
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Лемма. Предположим, что функция f(x) интегрируема на
[a; b], F ′(x) = f(x) во всех точках интервала (a; b) и существуют
F (a+ 0), F (b− 0). Тогда

b∫
a

f(x) dx = F (b− 0) − F (a+ 0). (3.46)

Доказательство леммы проведем в два этапа. На первом эта-
пе покажем, что для любых чисел α и β, удовлетворяющих нера-
венствам a < α < β < b выполняется формула Ньютона – Лейб-
ница

β∫
α

f(x) dx = F (β) − F (α)

(непрерывность f(x) не предполагается). Рассмотрим произволь-
ное разбиение

T = {x0, x1, . . . , xn}

(α = x0 < x1 < . . . < xn = β) отрезка [α;β] и запишем легко
проверяемое тождество

n−1∑
i=0

[F (xi+1) − F (xi)] = F (β) − F (α). (3.47)

Так как функция F (x) дифференцируема в интервале (a; b), то
при каждом i (0 6 i 6 n− 1) она удовлетворяет условиям теоре-
мы Лагранжа на отрезке [xi;xi+1], следовательно,

F (xi+1) − F (xi) = F ′(ξi)(xi+1 − xi),

где ξi ∈ (xi;xi+1). Так как F ′ = f , то тождество (3.47) принимает
следующий вид:

n−1∑
i=0

f(ξi)(xi+1 − xi) = F (β) − F (α).
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В полученном равенстве слева стоит интегральная сумма функ-
ции f на отрезке [α;β], поэтому в пределе, когда характеристика
разбиения стремится к нулю, получаем требуемое равенство

β∫
α

f(x) dx = F (β) − F (α). (3.48)

На втором этапе получим из формулы (3.48) формулу (3.46).
Для этого достаточно доказать, что при α→ a+ 0, β → b− 0:

β∫
α

f(x) dx→
b∫

a

f(x) dx.

В самом деле, из интегрируемости функции f следует ее ограни-
ченность, т. е. существует такая постоянная M > 0, что при всех
x ∈ [a; b] все значения |f(x)| 6 M . Следовательно,

∣∣∣∣∣∣
β∫

α

f(x) dx−
b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

α∫
a

f(x) dx+

b∫
β

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∣∣
α∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

b∫
β

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣ 6 M(α− a) +M(b− β) → 0

при α→ a+ 0, β → b− 0. Лемма доказана.
Переходим к решению задачи. Применим лемму к отрезкам
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[a; c1], [c1; c2], . . . , [cp−1; cp], [cp; b], получим:
c1∫

a

f(x) dx = F (c1 − 0) − F (a+ 0),

c2∫
c1

f(x) dx = F (c2 − 0) − F (c1 + 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cp∫
cp−1

f(x) dx = F (cp − 0) − F (cp−1 + 0),

b∫
cp

f(x) dx = F (b− 0) − F (cp + 0).

Складывая эти равенства и используя аддитивность интеграла,
получаем

b∫
a

f(x) dx = F (b− 0) − F (a+ 0) −
p∑

i=1

[F (ci + 0) − F (ci − 0)] .

Утверждение задачи доказано.
2302. Пусть функция f(x) собственно интегрируема на сег-

менте [a; b] и

F (x) =

x∫
a

f(ξ) dξ + C

– ее неопределенный интеграл.
Доказать, что функция F (x) непрерывна и во всех точках

непрерывности функции f(x) имеет место равенство

F ′(x) = f(x).

Что можно сказать о производной функции F (x) в точках
разрыва функции f(x)?
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Рассмотреть примеры:

а) f
(

1
n

)
= 1 (n = ±1, ±2, . . . ) и f(x) = 0 при x ̸= 1

n
;

б) f(x) = sgnx.

Утверждение задачи является составной частью любого тра-
диционного курса математического анализа и его доказательство
приводится во всех общепринятых учебниках (см., например, [2],
с. 365; [3], с. 115; [4], с. 467; [5], с. 364). Поэтому рассмотрим толь-
ко примеры, которые показывают, что в точках разрыва функ-
ции f(x) функция F (x) может как иметь производную, так и не
иметь ее.

а). Функция F (x) = C дифференцируема всюду (в том числе
и в точках разрыва функции f) и ее производная F ′(x) = 0. В
точках разрыва F ′(x) ̸= f(x).

б). Функция F (x) = |x| + C дифференцируема всюду, кроме
точки разрыва функции f(x) (точка x = 0).

Найти неопределенные интегралы от ограниченных разрыв-
ных функций:

2303.
∫

sgnx dx.

Рассмотрим первообразную, заданную формулой

F (x) =

x∫
0

sgn t dt.

При x > 0

F (t) =

x∫
0

dt = x.

Так как подынтегральная функция нечетна, то согласно ре-
шению задачи 2259 F (x) четна, следовательно, F (x) = |x| и∫

sgnx dx = |x| + C.
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2304.
∫

sgn(sinx) dx.

Рассмотрим первообразную, заданную формулой

F (x) =

x∫
0

sgn(sinx) dt.

Покажем, что F (x) периодическая функция с периодом 2π. В
самом деле, из свойства аддитивности интеграла следует, что

F (x+ 2π) − F (x) =

x+2π∫
x

sgn(sinx) dt.

Так как подынтегральная функция имеет период 2π, то согласно
решению задачи 2265:

x+2π∫
x

sgn(sinx) dt =

2π∫
0

sgn(sinx) dt =

π∫
0

dt−
2π∫

π

dt = π − π = 0.

Таким образом, F (x+ 2π) = F (x) при всех вещественных x, что
доказывает 2π-периодичность F (x).

Так как подынтегральная функция нечетна, то согласно ре-
шению задачи 2259 F (x) четна. Из четности и 2π-периодичности
функции F (x) следует, что она однозначно определяется свои-
ми значениями на промежутке x ∈ [0;π]. При этих значениях
аргумента

F (x) =

x∫
0

dt = x.

Отметим, что такими же свойствами обладает функция

y = arccos(cosx),

она 2π-периодична, четна и на отрезке [0;π]

arccos(cosx) = x.
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Следовательно, F (x) = arccos(cosx) и, соответственно,∫
sgn(sinx) dx = arccos(cosx) + C.

2305.
∫

[x] dx (x > 0).

Вычислим

F (x) =

x∫
0

[t] dt.

Если k < x < k + 1, где k – целое число, то F ′(x) = [x] = k и,
следовательно,

F (x) = kx+ ck.

Так как на промежутке x ∈ (k− 1; k) функция F (x) = (k− 1)x+
+ck−1, то из условия непрерывности F (x) в точке x = k следует,
что (k − 1)k + ck−1 = k2 + ck. Отссюда получаем рекуррентное
соотношение для последовательности {ck}:

ck = ck−1 − k.

В интервале (0; 1) функция F (x) = 0, следовательно, c0 = 0. При-
меняя полученное рекуррентное соотношение k раз и учитывая,
что c0 = 0, получаем

ck = −(1 + 2 + . . .+ k).

Суммируя арифметичческую прогрессию, находим

ck = −k(k + 1)
2

,

т. е. в интервале (k; k + 1), а в силу непрерывности F (x) и на
промежутке [k; k+ 1), функция F (x) = kx− k(k+ 1)/2. Заменяя
здесь k = [x], получаем окончательный ответ:

F (x) = [x]x− 1
2

[x]([x] + 1),
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поэтому ∫
[x] dx = [x]x− 1

2
[x]([x] + 1) + C (x > 0).

2306.
∫
x[x] dx (x > 0).

Пусть

F (x) =

x∫
0

t[t] dt.

Если k < x < k + 1, где k – целое число, то F ′(x) = x[x] = kx и,
следовательно,

F (x) =
kx2

2
+ ck.

Приравнивая предельные значения F (k−0) и F (k+0), получаем
равенство

(k − 1)k2

2
+ ck−1 =

k3

2
+ ck,

из которого находим рекуррентное соотношение для последова-
тельности {ck}:

ck = ck−1 −
k2

2
.

В интервале (0; 1) функция F (x) = 0, следовательно, c0 = 0. При-
меняя полученное рекуррентное соотношение k раз и учитывая,
что c0 = 0, получаем

ck = −1
2

(12 + 22 + . . .+ k2).

Согласно формуле (2.5)

12 + 22 + . . .+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
.

Таким образом, в интервале (k; k + 1), а в силу непрерывности
F (x) и на промежутке [k; k + 1), функция

F (x) =
kx2

2
− k(k + 1)(2k + 1)

12
.
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Заменяя здесь k = [x], получаем окончательный ответ:

F (x) =
[x]x2

2
− [x]([x] + 1)(2[x] + 1)

12
,

поэтому∫
x[x] dx =

[x]x2

2
− [x]([x] + 1)(2[x] + 1)

12
+ C (x > 0).

2307.
∫

(−1)[x] dx.

Положим

F (x) =

x∫
0

(−1)[t] dt.

Подынтегральная функция f(x) = (−1)[x] периодична с перио-
дом T = 2. Покажем, что функция F (x) также периодична и
имеет такой же период. В самом деле, в силу аддитивности ин-
теграла

F (x+ 2) − F (x) =

x+2∫
x

(−1)[t] dt.

Так как подынтегральная функция имеет период 2, то согласно
решению задачи 2265:

x+2∫
x

(−1)[t] dt =

2∫
0

(−1)[t] dt =

1∫
0

dt−
2∫

1

dt = 0.

Таким образом, F (x + 2) = F (x) при всех вещественных x и
она однозначно определяется своими значениями на промежутке
x ∈ [0; 2].

Если x ∈ [0; 1), то

F (x) =

x∫
0

dt = x,
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при x ∈ [1; 2) в силу свойства аддитивности интеграла

F (x) =

1∫
0

dt−
x∫

1

dt = 1 − (x− 1) = 2 − x.

Учитывая непрерывность функции F (x), получаем, что

F (x) =
{

x, 0 6 x 6 1,
2 − x, 1 6 x 6 2.

В элементарной математике есть функция, которая задает-
ся аналогичным образом. Это функция y = arccos(cosx), она
2π-периодична и на отрезке длиной в период определяется ра-
венством

arccos(cosx) =
{

x, 0 6 x 6 π,
2π − x, π 6 x 6 2π.

Отсюда следует, что графики этих функций подобны с коэффи-
циентом подобия, равным π, следовательно

F (x) =
1
π

arccos(cosπx),

и поэтому ∫
(−1)[x] dx =

1
π

arccos(cosπx) + C.

2308.

x∫
0

f(t) dt, где f(x) =
{

1, если |x| < l,
0, если |x| > l.

1. Пусть x 6 l, тогда в силу свойства аддитивности интеграла

x∫
0

f(t) dt =

−l∫
0

f(t) dt+

x∫
−l

f(t) dt =

= −
0∫

−l

f(t) dt−
−l∫
x

f(t) dt = −
0∫

−l

dt− 0 = −l.
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2. Пусть −l 6 x 6 l, тогда

x∫
0

f(t) dt =

x∫
0

dt = x.

3. Пусть x > l, тогда в силу свойства аддитивности интеграла

x∫
0

f(t) dt =

l∫
0

f(t) dt+

x∫
l

f(t) dt =

l∫
0

dt+ 0 = l.

Следовательно,

x∫
0

f(t) dt =


−l, x 6 −l,
x, −l 6 x 6 l
l, x > l.

Нетрудно проверить, что эта же функция задается формулой

y =
1
2

(| l + x| − | l − x|),

таким образом,

x∫
0

f(t) dt =
1
2

(| l + x| − | l − x|).

Вычислить определенные интегралы от ограниченных раз-
рывных функций:

2309.

3∫
0

sgn(x− x3) dx.

Подынтегральная функция

sgn(x− x3) =
{

1, 0 < x < 1,
−1, 1 < x < 3,
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следовательно,

3∫
0

sgn(x− x3) dx =

1∫
0

dx−
3∫

1

dx = 1 − 2 = −1.

2310.

2∫
0

[ex] dx.

Нетрудно видеть, что подынтегральная функция

[ex] =



1, 0 6 x < ln 2,
2, ln 2 6 x < ln 3,
3, ln 3 6 x < ln 4,
4, ln 4 6 x < ln 5,
5, ln 5 6 x < ln 6,
6, ln 6 6 x < ln 7,
7, ln 7 6 x 6 2.

Отсюда получаем:

2∫
0

[ex] dx =

ln 2∫
0

dx+ 2

ln 2∫
ln 2

dx+ 3

ln 4∫
ln 3

dx+ 4

ln 5∫
ln 4

dx+ 5

ln 6∫
ln 5

dx+

+6

ln 7∫
ln 6

dx+ 7

2∫
ln 7

dx = ln 2 + 2(ln 3 − ln 2) + 3(ln 4 − ln 3)+

+4(ln 5 − ln 4) + 5(ln 6 − ln 5) + 6(ln 7 − ln 6) + 7(2 − ln 7) =

= ln 2 + ln
(

3
2

)2

+ ln
(

4
3

)3

+ ln
(

5
4

)4

+ ln
(

6
5

)5

+

+ ln
(

7
6

)6

+ ln
(
e2

7

)7

= ln
e14

7!
= 14 − ln 7! .
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2311.

6∫
0

[x] sin
πx

6
dx.

Подынтегральная функция

[x] sin
πx

6
=



0, 0 6 x < 1,

sin
πx

6
, 1 6 x < 2,

2 sin
πx

6
, 2 6 x < 3,

3 sin
πx

6
, 3 6 x < 4,

4 sin
πx

6
, 4 6 x < 5,

5 sin
πx

6
, 5 6 x < 6,

следовательно,
6∫

0

[x] sin
πx

6
dx =

2∫
1

sin
πx

6
dx+ 2

3∫
2

sin
πx

6
dx+ 3

4∫
3

sin
πx

6
dx+

+4

5∫
4

sin
πx

6
dx+ 5

6∫
5

sin
πx

6
dx =− 6

π
cos

πx

6

∣∣∣∣2
1

−12
π

cos
πx

6

∣∣∣∣3
2

−

−18
π

cos
πx

6

∣∣∣∣4
3

−24
π

cos
πx

6

∣∣∣∣5
4

−30
π

cos
πx

6

∣∣∣∣6
5

= − 6
π

(
1
2
−

√
3

2

)
−

−12
π

(
0 − 1

2

)
− 18

π

(
−1

2
− 0
)
−

−24
π

(
−
√

3
2

+
1
2

)
− 30

π

(
−1 +

√
3

2

)
=

30
π
.

2312.

π∫
0

x sgn(cosx) dx.
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π∫
0

x sgn(cosx) dx =

π/2∫
0

x sgn(cosx) dx+

π∫
π/2

x sgn(cosx) dx =

=

π/2∫
0

x dx−
π∫

π/2

x dx =
x2

2

∣∣∣∣π/2

0

− x2

2

∣∣∣∣π
π/2

=
π2

8
−
(
π2

2
− π2

8

)
= −π

2

4
.

2313.

n+1∫
1

ln[x] dx, где n – натуральное число.

Согласно свойству аддитивности определенного интеграла

n+1∫
1

ln[x] dx =
n∑

k=1

k+1∫
k

ln[x] dx =
n∑

k=1

(ln k)

k+1∫
k

dx =
n∑

k=1

ln k =

= ln 1 + ln 2 + . . .+ lnn = ln(1 · 2 · . . . · n) = lnn!.

2314.

1∫
0

sgn [sin(lnx)] dx.

1∫
0

sgn [sin(lnx)] dx =
+∞∑
k=0

e−πk∫
e−π(k+1)

(−1)k−1 dx =

=
+∞∑
k=0

(−1)k−1
(
e−πk − e−π(k+1)

)
= −

(
1 − e−π

) +∞∑
k=0

(
−e−π

)k
.

Суммируя геометрическую прогрессию, находим

+∞∑
k=0

(
−e−π

)k =
1

1 + e−π
.
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Таким образом,
1∫

0

sgn [sin(lnx)] dx = −1 − e−π

1 + e−π
= −eπ/2 − e−π/2

eπ/2 + e−π/2
= − th

π

2
.

2315. Найти ∫
E

| cosx|
√

sinx dx,

где E – множество тех значений сегмента [0; 4π], для которых
подынтегральное выражение имеет смысл.

Так как E = [0;π] ∪ [2π; 3π], то∫
E

| cosx|
√

sinx dx =

π∫
0

| cosx|
√

sinx dx+

3π∫
2π

| cosx|
√

sinx dx =

=

π/2∫
0

cosx
√

sinx dx−
π∫

π/2

cosx
√

sinx dx+

+

5π/2∫
2π

cosx
√

sinx dx−
3π∫

5π/2

cosx
√

sinx dx.

Неопределенный интеграл вычисляется с помощью замены
t = sinx:∫

cosx
√

sinx dx =
∫ √

t dt =
2
3
t3/2 + C =

2
3

sin3/2 x+ C.

По формуле Ньютона – Лейбница∫
E

| cosx|
√

sinx dx =
2
3

sin3/2 x

∣∣∣∣π/2

0

− 2
3

sin3/2 x

∣∣∣∣π
π/2

+

+
2
3

sin3/2 x

∣∣∣∣5π/2

2π

− 2
3

sin3/2 x

∣∣∣∣3π

5π/2

=
8
3
.
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Глава 4

Теоремы о среднем

Средним значением функции f на отрезке [a; b] называется
величина

M [f ] =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

Среднее значение любой интегрируемой функции всегда лежит
между ее точной нижней гранью и точной верхней гранью. В
общепринятых курсах анализа показывается, что для непрерыв-
ной функции среднее значение является одним из ее значений:
M [f ] = f(ξ), где ξ ∈ [a; b]. Однако положение точки ξ можно
уточнить.

Задача 14. Доказать, что если функция f ∈ C[a; b], то су-
ществует такая точка ξ ∈ (a, b), что

M [f ] = f(ξ).

На практике часто встречается необходимость оценить знак
или величину интеграла от произведения двух функций. В учеб-
ных курсах обычно приводятся две теоремы о такого рода оцен-
ках, которые называются традиционно первой и второй теорема-
ми о средних значениях.
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Первая теорема о среднем утверждает, что

b∫
a

f(x)g(x) dx = µ

b∫
a

g(x) dx, (4.1)

где
inf

a6x6b
f(x) 6 µ 6 sup

x∈[a;b]
f(x).

Для справедливости соотношения (4.1) достаточно, чтобы функ-
ции f и g были интегрируемы на [a; b], а функция g, дополни-
тельно, либо неотрицательной, либо неположительной на [a; b].
Если функция f непрерывна на отрезке [a; b], то число µ явля-
ется одним из ее значений.

Вторая теорема о среднем обобщает две формулы Бонне. Ес-
ли функции f и g интегрируемы на [a; b], а g монотонно неубыва-
ет и неотрицательна на [a; b], то существует такая точка ξ ∈ [a; b],
что

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(a)

ξ∫
a

f(x) dx. (4.2)

В том случае, когда f и g интегрируемы на [a; b], а g монотонно
невозрастает и неотрицательна на [a; b], то применима другая
формула:

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(b)

b∫
ξ

f(x) dx. (4.3)

От условия неотрицательности функции g можно отказаться,
тогда формулы (4.2) и (4.3) нужно видоизменить. Если функции
f и g интегрируемы на [a; b], а функция g монотонна на [a; b], то
существует такая точка ξ ∈ [a; b], что

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x) dx. (4.4)
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Формула (4.4) носит название второй теоремы о среднем. От-
носительно этой формулы можно сделать следующее замечание.
Если изменить значения функции g в точках x = a и x = b,
взяв вместо них произвольные числа A и B, удовлетворяющие
условиям

A > g(a+ 0), B 6 g(b− 0), если g убывает,

A 6 g(a+ 0), B > g(b− 0), если g возрастает,

то значение интеграла не изменится, а функция g останется мо-
нотонной. Поэтому справедлива несколько более общая формула

b∫
a

f(x)g(x) dx = A

ξ∫
a

f(x) dx+B

b∫
ξ

f(x) dx

(значение ξ зависит, разумеется, от выбора чисел A и B). Эту
формулу часто записывают только для предельного случая

b∫
a

f(x)g(x) dx = g(a+ 0)

ξ∫
a

f(x) dx+ g(b− 0)

b∫
ξ

f(x) dx. (4.5)

Так как в формулу (4.5) входят только предельные значения
g(a + 0) и g(b − 0), то достаточно чтобы функция g была мо-
нотонна только в интервале (a; b).

В некоторых примерах можно пользоваться более простыми
свойствами интеграла. Приведем их в виде задач.

Задача 15. Пусть функция f непрерывна на отрезке [a; b],
неотрицательна и не тождественно равна нулю. Тогда

b∫
a

f(x) dx > 0.

197



Задача 16. Пусть функции f, g ∈ C[a; b], при всех x ∈ [a; b]
выполнено неравенство f(x) > g(x) и функции f не совпадает с
g хотя бы в одной точке. Тогда

b∫
a

f(x) dx >

b∫
a

g(x) dx.

Переходим к задачам.
2316. Определить знаки следующих интегралов:

а)
2π∫
0

x sinx dx; б)
2π∫
0

sinx
x

dx;

в)
2∫

−2

x32x dx; г)
1∫

1/2

x2 lnx dx.

а). Определить знак интеграла проще всего вычислив его зна-
чение. Интегрируя по частям, получаем

2π∫
0

x sinx dx = −
2π∫
0

x d(cosx) =

= − x cosx
∣∣∣∣2π

0

+
∫ 2π

0
cosx dx = −2π + sinx

∣∣∣∣2π

0

= −2π < 0.

б). Разобьем интеграл на два

I =

2π∫
0

sinx
x

dx =

π∫
0

sinx
x

dx+

2π∫
π

sinx
x

dx

и во втором интеграле сделаем замену y = x− π:

I =

π∫
0

sinx
x

dx−
π∫

0

sin y
π + y

dy =
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=

π∫
0

sinx
x

dx−
π∫

0

sinx
π + x

dx = π

π∫
0

sinx
x(π + x)

dx.

В полученном интеграле подынтегральная функция непрерывна,
неотрицательна и не равна тождественно нулю, следовательно,
этот интеграл положителен. Таким образом,

2π∫
0

sinx
x

dx > 0.

в). Разобьем интеграл на два

I =

2∫
−2

x32x dx =

0∫
−2

x32x dx+

2∫
0

x32x dx

и в первом интеграле сделаем замену y = −x:

I = −
2∫

0

y32−y dy +

2∫
0

x32x dx =

= −
2∫

0

x32−x dx+

2∫
0

x32x dx =

2∫
0

x3
(
2x − 2−x

)
dx.

В полученном интеграле подынтегральная функция непрерывна,
неотрицательна и не равна тождественно нулю, следовательно,
этот интеграл положителен. Таким образом,

2∫
−2

x32x dx > 0.

г). В интеграле стоит непрерывная, неположительная и не
равная тождественно нулю функция, следовательно, этот инте-
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грал отрицателен:
1∫

1/2

x2 lnx dx < 0.

2317. Какой интеграл больше:

a)

π/2∫
0

sin10 x dx или

π/2∫
0

sin2 x dx?

б)
1∫

0

e−x dx или
1∫

0

e−x2
dx?

в)
π∫

0

e−x2
cos2 x dx или

2π∫
π

e−x2
cos2 x dx?

а). Функции f(x) = sin10 x и g(x) = sin2 x непрерывны на
отрезке [0;π/2], всюду на этом отрезке f(x) 6 g(x) и f(x) ̸≡ g(x),
следовательно, интеграл от f(x) меньше, чем интеграл от g(x),
т. е.

π/2∫
0

sin10 x dx <

π/2∫
0

sin2 x dx.

б). Функции f(x) = e−x и g(x) = e−x2 непрерывны на от-
резке [0; 1], всюду на этом отрезке f(x) 6 g(x) и f(x) ̸≡ g(x),
следовательно, интеграл от f(x) меньше, чем интеграл от g(x),
т. е.

1∫
0

e−x dx <

1∫
0

e−x2
dx.

в). Пусть

I1 =

π∫
0

e−x2
cos2 x dx , I2 =

2π∫
π

e−x2
cos2 x dx.
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Сделаем в интеграле I2 замену y = x− π, получим

I2 =

π∫
0

e−(π+y)2 cos2 y dy =

π∫
0

e−(π+x)2 cos2 x dx.

Отсюда следует, что

I1 − I2 =

π∫
0

e−x2
cos2 x dx−

π∫
0

e−(π+x)2 cos2 x dx =

=

π∫
0

[
e−x2 − e−(π+x)2

]
cos2 x dx.

В последнем интеграле подынтегральная функция непрерывна,
неотрицательна и не равна тождественно нулю, поэтому этот ин-
теграл положителен. Следовательно, I1 > I2, т. е.

π∫
0

e−x2
cos2 x dx >

2π∫
π

e−x2
cos2 x dx.

2318. Определить средние значения данных функций в ука-
занных промежутках:

а) f(x) = x2 на [0; 1];
б) f(x) =

√
x на [0; 100];

в) f(x) = 10 + 2 sinx+ 3 cosx на [0; 2π];
г) f(x) = sinx sin(x+ φ) на [0; 2π].

а) M [f ] =

1∫
0

x2 dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

=
1
3
.

б) M [f ] =
1

100

100∫
0

√
x dx =

x3/2

150

∣∣∣∣∣
100

0

=
20
3

= 6
2
3
.
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в) M [f ] =
1
2π

2π∫
0

(10 + 2 sinx+ 3 cosx) dx =

=
1
2π

[10x− 2 cosx+ 3 sinx]
∣∣∣∣2π

0

= 10.

г) M [f ] =
1
2π

2π∫
0

sinx sin(x+ φ) dx =
1
4π

2π∫
0

[cosφ− cos(2x+

+φ)]dx =
1
4π

[
x cosφ− 1

2
sin(2x+ φ)

]∣∣∣∣2π

0

=
1
2

cosφ.

2319. Найти среднее значение длины фокального радиуса-
вектора эллипса

r =
p

1 − ε cosφ
(0 < ε < 1).

По определению среднего значения

M [r] =
1
2π

2π∫
0

p

1 − ε cosφ
dφ.

Полученный интеграл можно свести к интегралу, вычисленному
ранее. Для этого сделаем замену φ = π − t, получим

M [r] =
p

2π

π∫
−π

dt

1 + ε cosφ
.

Согласно решению задачи 2265
π∫

−π

dt

1 + ε cosφ
=

2π∫
0

dt

1 + ε cosφ
,

а в соответствии с решением задачи 2213
2π∫
0

dt

1 + ε cosφ
=

2π√
1 − ε2

.
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Следовательно,
M [r] =

p√
1 − ε2

.

Замечание. Из курса аналитической геометрии известно,
что величина

p√
1 − ε2

совпадает с длиной меньшей полуоси эллипса. Таким образом,
среднее значение длины фокального радиуса-вектора эллипса
равно длине малой полуоси этого эллипса.

2320. Найти среднее значение скорости свободно падающего
тела, начальная скорость которого равна v0.

Обозначим через v1 конечную скорость тела. Если t1 – время
падения, то ускорение свободного падения

g =
v1 − v0
t1

и закон изменения скорости тела имеет следующий вид:

v(t) = v0 + gt = v0 +
v1 − v0
t1

t.

Среднее значение скорости

M [v] =
1
t1

t1∫
0

v(t) dt =
1
t1

t1∫
0

(
v0 +

v1 − v0
t1

t

)
dt =

=
1
t1

[
v0t+

v1 − v0
2t1

t2
]∣∣∣∣t1

0

= v0 +
v1 − v0

2
=
v0 + v1

2
.

2321. Сила переменного тока меняется по закону

i = i0 sin
(

2πt
T

+ φ

)
,

где i0 – амплитуда, t – время, T – период и φ – начальная фаза.
Найти среднее значение квадрата силы тока.
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По определению среднего значения

M [i2] =
1
T

T∫
0

i2(t) dt =
i20
T

T∫
0

sin2

(
2πt
T

+ φ

)
dt =

=
i20
2T

T∫
0

[
1 − cos

(
4πt
T

+ 2φ
)]

dt =

=
i20
2T

[
t− T

4π
sin
(

4πt
T

+ 2φ
)]∣∣∣∣T

0

=
i20
2
.

2321.1. Пусть f(x) ∈ C[0;+∞) и lim
x→+∞

f(x) = A. Найти

lim
x→+∞

1
x

x∫
0

f(x) dx.

Рассмотреть пример f(x) = arctg x.
Применяя правило Лопиталя и учитывая, что x∫

0

f(x) dx

′

= f(x),

находим

lim
x→+∞

1
x

x∫
0

f(x) dx = lim
x→+∞

x∫
0

f(x) dx

x
= lim

x→+∞

f(x)
1

= A.

Проверим полученную формулу на примере функции
f(x) = arctg x. Первообразную этой функции находим, интегри-
руя по частям∫

arctg x dx = x arctg x−
∫

x dx

1 + x2
= x arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C.
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Отсюда следует, что
x∫

0

f(x) dx = x arctg x− 1
2

ln(1 + x2)

и

lim
x→+∞

1
x

x∫
0

f(x) dx = lim
x→+∞

[
arctg x− ln(1 + x2)

2x

]
=
π

2
.

Этой же величине равен и lim
x→+∞

f(x).
2322. Пусть

x∫
0

f(t) dt = xf(θx).

Найти θ, если:

а) f(t) = tn (n > −1); б) f(t) = ln t; в) f(t) = et.

Чему равны lim
x→+0

θ и lim
x→+∞

θ?

а)
x∫

0

f(t) dt =

x∫
0

tn dt =
xn+1

n+ 1
.

Уравнение для θ имеет вид

xn+1

n+ 1
= x(θx)n,

решая это уравнение, находим

θ = n

√
1

n+ 1
.

В данном случае величина θ не зависит от x и поэтому

lim
x→+0

θ = lim
x→+∞

θ = θ = n

√
1

n+ 1
.
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б). Интегрируя по частям, находим:

x∫
0

f(t) dt =

x∫
0

ln t dt = t ln t
∣∣∣∣x
0

−
x∫

0

dt = x lnx− x = x ln
x

e
.

Уравнение для θ имеет вид

x ln
x

e
= x ln(θx),

решая это уравнение, находим:

θ =
1
e
.

В данном случае величина θ также не зависит от x и поэтому

lim
x→+0

θ = lim
x→+∞

θ = θ =
1
e
.

в)
x∫

0

f(t) dt =

x∫
0

et dt = ex − 1.

Уравнение для θ имеет вид

ex − 1 = xeθx,

решая это уравнение, находим

θ =
1
x

ln
ex − 1
x

.

Предел θ при x → +0 находим, применяя трижды правило
Лопиталя,

lim
x→+0

θ = lim
x→+0

ln
ex − 1
x
x

= lim
x→+0

ex

ex − 1
− 1
x

1
= lim

x→+0

xex − ex + 1
(ex − 1)x

=

= lim
x→+0

xex

xex + ex − 1
= lim

x→+0

ex + xex

2ex + xex
=

1
2
.
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Аналогично вычисляется и предел на +∞:

lim
x→+∞

θ = lim
x→+∞

ln
ex − 1
x
x

= lim
x→+∞

ex

ex − 1
− 1
x

1
= lim

x→+∞

xex − ex + 1
(ex − 1)x

=

= lim
x→+∞

xex

xex + ex − 1
= lim

x→+∞

ex + xex

2ex + xex
= lim

x→+∞

1 + x

2 + x
= 1.

Пользуясь первой теоремой о среднем, оценить интегралы:

2323.

2π∫
0

dx

1 + 0,5 cosx
.

По первой теореме о среднем

2π∫
0

dx

1 + 0,5 cosx
=

2π
1 + 0,5 cos ξ

.

Так как −1 6 cos ξ 6 1, то 1/2 6 1 + 0,5 cos ξ 6 3/2 и

4π
3

6 2π
1 + 0,5 cos ξ

6 4π,

следовательно,

4π
3

6
2π∫
0

dx

1 + 0,5 cosx
6 4π.

2324.

1∫
0

x9

√
1 + x

dx.

По первой теореме о среднем

1∫
0

x9

√
1 + x

dx =
1√

1 + ξ

1∫
0

x9 dx =
1

10
√

1 + ξ
,
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где ξ ∈ [0; 1]. Неравенства 0 6 ξ 6 1 влекут за собой оценку

1√
2

6 1√
1 + ξ

6 1

и, таким образом,

1
10

√
2

6
1∫

0

x9

√
1 + x

dx 6 1
10
.

2325.

100∫
0

e−x

x+ 100
dx.

По первой теореме о среднем

100∫
0

e−x

x+ 100
dx =

1
ξ + 100

100∫
0

e−x dx =
1 − e−100

ξ + 100
,

где ξ ∈ [0; 100]. Из неравенств 0 6 ξ 6 100, следует оценка

1 − e−100

200
6 1 − e−100

ξ + 100
6 1 − e−100

100
,

т. е.
1 − e−100

200
6

100∫
0

e−x

x+ 100
dx 6 1 − e−100

100
.

2326. Доказать равенства:

а) lim
n→+∞

1∫
0

xn

1 + x
dx = 0; б) lim

n→+∞

π/2∫
0

sinn x dx = 0;

а). Так как

0 6
1∫

0

xn

1 + x
dx 6

1∫
0

xn dx =
1

n+ 1
,
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то отсюда следует, что при n→ +∞

1∫
0

xn

1 + x
dx→ 0.

б). Проверим определение предела. Пусть ε > 0. Выберем в
интервале (0;π/2) точку xε так, чтобы

π

2
− xε <

ε

2

и разобьем рассматриваемый интеграл на два

In = I(1)
n + I(2)

n ,

где

I(1)
n =

xε∫
0

sinn x dx, I(2)
n =

π/2∫
xε

sinn x dx.

Оценим первый из полученных интегралов. Пусть

q = sinxε.

В силу монотонного возрастания функции y = sinx

I(1)
n 6

xε∫
0

sinn xε dx =

xε∫
0

qn dx = qn

xε∫
0

dx 6 qn

π/2∫
0

dx =
π

2
qn.

Так как 0 < q < 1, то последовательность

an =
π

2
qn → 0

при n → +∞. Следовательно, по определению предела, суще-
ствует такое натуральное nε, что при всех n > nε будет справед-
ливо неравенство ∣∣∣π

2
qn
∣∣∣ < ε

2
,

209



и, соответственно,
I(1)
n <

ε

2
.

Оценим второй интеграл. Так как | sinx| 6 1, то

I(2)
n 6

π/2∫
xε

dx =
π

2
− xε <

ε

2
.

Отсюда получаем, что при всех n > nε

−ε < 0 6 In = I(1)
n + I(2)

n <
ε

2
+
ε

2
= ε,

и поэтому −ε < In < ε, т. е.

|In − 0| < ε.

Таким образом, действительно

lim
n→+∞

π/2∫
0

sinn x dx = 0.

2326.1. Найти:

а) lim
ε→0

1∫
0

dx

εx2 + 1
; б) lim

ε→0

bε∫
aε

f(x)
dx

x
,

где a > 0, b > 0 и f(x) ∈ C[0; 1].
а). По теореме о среднем

1∫
0

dx

εx2 + 1
=

1
εξ2 + 1

,

где ξ ∈ [0; 1]. Из неравенства 0 6 ξ 6 1 следует, что

1
1 + ε

6 1
εξ2 + 1

6 1,
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т. е.
1

1 + ε
6

1∫
0

dx

εx2 + 1
6 1.

Переходя здесь к пределу при ε→ 0, получаем, что

lim
ε→0

1∫
0

dx

εx2 + 1
= 1.

б). По теореме о среднем

bε∫
aε

f(x)
dx

x
= f(ξ)

bε∫
aε

dx

x
= f(ξ) ln

b

a
,

где ξ находится между точками aε и bε и, поэтому

lim
ε→0

ξ = 0.

В силу непрерывности функции f(x)

lim
ε→0

bε∫
aε

f(x)
dx

x
= lim

ε→0
f(ξ) ln

b

a
= f(0) ln

b

a
.

2327. Пусть f(x) непрерывна на [a; b] и φ(x) непрерывна на
[a; b] и дифференцируема на (a; b), причем

φ′(x) > 0 при a < x < b.

Доказать вторую теорему о среднем, применяя интегрирова-
ние по частям и используя первую теорему о среднем.

Положим

F (x) =

x∫
a

f(t) dt,
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В силу свойств интеграла с переменным верхним пределом, фун-
кция F (x) непрервыно дифференцируема и F ′(x) = f(x), следо-
вательно,

I =

b∫
a

f(x)φ(x) dx =

b∫
a

φ(x) dF (x).

Интегрируя по частям, получаем:

I = φ(x)F (x)
∣∣∣∣b
a

−
b∫

a

F (x)φ′(x) dx.

Так как

F (b) =

b∫
a

f(t) dt =

b∫
a

f(x) dx,

а F (a) = 0, то

I = φ(b)

b∫
a

f(x) dx−
b∫

a

F (x)φ′(x) dx. (4.6)

Функция F (x) непрерывна (более того, непрерывно дифферен-
цируема), а функция φ′(x) 6 0 и интегрируема, следовательно,
применима первая теорема о среднем:

b∫
a

F (x)φ′(x) dx = F (ξ)

b∫
a

φ′(x) dx =

=

 ξ∫
a

f(x) dx

 [φ(b) − φ(a)] (4.7)

(ξ ∈ [a; b]). Подставляя (4.7) в (4.6), получаем:

b∫
a

f(x)φ(x) dx = φ(b)

b∫
a

f(x) dx− [φ(b) − φ(a)]

ξ∫
a

f(x) dx =
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= φ(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ φ(b)

 b∫
a

f(x) dx−
ξ∫

a

f(x) dx

 =

= φ(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ φ(b)

b∫
ξ

f(x) dx,

т. е. при некотором ξ ∈ [a; b]

b∫
a

f(x)φ(x) dx = φ(a)

ξ∫
a

f(x) dx+ φ(b)

b∫
ξ

f(x) dx.

Полученная формула и представлет вторую теорему о среднем.
Замечание. В условии задачи пропущено условие интегри-

руемости функции φ′(x). Это условие существенно в том доказа-
тельстве, которое требуется провести согласно условию задачи.

Пользуясь второй теоремой о среднем, оценить интегралы:

2328.

200π∫
100π

sinx
x

dx.

В силу свойства аддитивности интеграла

I =

200π∫
100π

sinx
x

dx =
199∑

k=100

π(k+1)∫
πk

sinx
x

dx.

Производя замену t = x− πk, получаем

π(k+1)∫
πk

sinx
x

dx = (−1)k

π∫
0

sin t dt
t+ πk

,
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следовательно,

I =
199∑

k=100

(−1)k

π∫
0

sin t dt
t+ πk

.

Группируя в последней сумме по два слагаемых, имеем

I =
99∑

n=50

 π∫
0

sin t dt
t+ 2πn

−
π∫

0

sin t dt
t+ π(2n+ 1)

 =

= π

99∑
n=50

π∫
0

sin t dt
(t+ 2πn)(t+ π(2n+ 1))

.

Функция

φn(t) =
1

(t+ 2πn)(t+ π(2n+ 1))

убывает и, применяя вторую теорему о среднем, находим

π∫
0

sin t dt
(t+ 2πn)(t+ π(2n+ 1))

=

π∫
0

sin t φn(t) dt =

= φn(0)

ξn∫
0

sin t dt = φn(0) (1 − cos ξn) =
1 − cos ξn

2π2n(2n+ 1)
.

(ξn ∈ [0;π]).
Таким образом,

I =
1
π

99∑
n=50

1 − cos ξn
2n(2n+ 1)

.

Учитывая. что 0 6 1−cos ξn 6 2, 2n > 100, 2n+1 > 100, получаем

I <
1
π

99∑
n=50

2
100 · 100

=
1
π

(
2

100 · 100

)
· 50 =

1
100π

.

214



Следовательно,

0 6 I <
1

100π
,

т. е.

0 6
200π∫

100π

sinx
x

dx <
1

100π
.

2329.

b∫
a

e−αx

x
sinx dx (α > 0; 0 < a < b).

Функция φ(x) = e−αx/x монотонно убывает. Применяя вто-
рую теорему о среднем, получаем

b∫
a

e−αx

x
sinx dx =

e−αa

a

ξ∫
a

sinx dx =
e−αa

a
(cos a− cos ξ).

Так как | cos a− cos ξ| 6 2 и e−αa 6 1, то∣∣∣∣∣∣
b∫

a

e−αx

x
sinx dx

∣∣∣∣∣∣ 6 2
a
.

2330.

b∫
a

sinx2 dx (0 < a < b).

После замены переменной t =
√
x, получаем

b∫
a

sinx2 dx =
1
2

b2∫
a2

sin t√
t
dt.

В полученном интеграле функция φ(t) = 1/
√
t убывает. Приме-

няя вторую теорему о среднем, получаем

1
2

b2∫
a2

sin t√
t
dt =

1
2a

ξ∫
a2

sin t dt =
cos a2 − cos ξ2

2a
.
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Так как | cos a2 − cos ξ2| 6 2, то∣∣∣∣cos a2 − cos ξ2

2a

∣∣∣∣ 6 1
a
,

а, следовательно, и ∣∣∣∣∣∣
b∫

a

sinx2 dx

∣∣∣∣∣∣ 6 1
a
.

2331. Пусть функции φ(x) и ψ(x) интегрируемы на проме-
жутке [a; b] вместе со своими квадратами. Доказать неравенство
Коши – Буняковского:

b∫
a

φ(x)ψ(x) dx


2

6
b∫

a

φ2(x) dx

b∫
a

ψ2(x) dx. (4.8)

Рассмотрим неотрицательную функцию переменной t:

f(t) =

b∫
a

(tφ(x) + ψ(x))2 dx =

= t2
b∫

a

φ2(x) dx+ 2t

b∫
a

φ(x)ψ(x) dx+

b∫
a

ψ2(x) dx = At2 +Bt+ C,

где

A =

b∫
a

φ2(x) dx , B = 2

b∫
a

φ(x)ψ(x) dx , C =

b∫
a

ψ2(x) dx.

а) A ̸= 0. В этом случае функция f(t) = At2 + Bt + C пред-
ставляет собой квадратный трехчлен, который неотрицателен на
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всей числовой прямой. Это может быть только в том случае, ко-
гда его дискриминант

D = B2 − 4AC 6 0,

т. е.

4

 b∫
a

φ(x)ψ(x) dx

2

6 4

 b∫
a

φ2(x) dx

 b∫
a

ψ2(x) dx

 ,

что равносильно неравенству (4.8).
б) A = 0. В этом случае неотрицательна на всей числовой

прямой функция f(t) = Bt + C. Это возможно тогда и только
тогда, когда B = 0 и C > 0. Неравенство (4.8) в этом случае
принимает вид

02 6 0 · C

и, очевидно, выполнено.
2332. Пусть функция f(x) непрерывно дифференцируема на

сегменте [a; b] и f(a) = 0.
Доказать неравенство

M2 6 (b− a)

b∫
a

f ′2(x) dx,

где
M = sup

a6x6b
|f(x)|.

Так как f(a) = 0, то

f(x) =

x∫
a

f ′(t) dt.
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Применяя к интегралу, стоящему в правой части последнего ра-
венства неравенство Коши – Буняковского (см. задачу 2331), по-
лучаем:

|f(x)|2 =

 x∫
a

f ′(t) · 1 dt

2

6
x∫

a

|f ′(t)|2dt
x∫

a

12 dt =

= (x− a)

x∫
a

|f ′(t)|2dt 6 (b− a)

b∫
a

|f ′(t)|2dt = (b− a)

b∫
a

|f ′(x)|2dx.

Переходя в неравенстве

|f(x)|2 6 (b− a)

b∫
a

|f ′(x)|2dx

к точной верхней грани, получаем(
sup

a6x6b
|f(x)|

)2

6 (b− a)

b∫
a

|f ′(x)|2dx,

что доказывает утверждение задачи.
2333. Доказать равенство

lim
n→+∞

n+p∫
n

sinx
x

dx = 0 (p > 0).

Применяя вторую теорему о среднем (с учетом убывания
функции φ(x) = 1/x), получаем:

n+p∫
n

sinx
x

dx =
1
n

ξ∫
n

sinx dx =
cosn− cos ξ

n
.
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Из этого равенства получаем, что при любом p > 0∣∣∣∣∣∣
n+p∫
n

sinx
x

dx

∣∣∣∣∣∣ 6 2
n
,

откуда и следует, что

lim
n→+∞

n+p∫
n

sinx
x

dx = 0.
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Глава 5

Несобственные интегралы

Несобственные интегралы представляют обобщение понятия
интеграла на случай неограниченного промежутка интегрирова-
ния или неограниченной подынтегральной функции. Для удоб-
ства дальнейших формулировок введем понятие локально инте-
грируемой функции. Пусть X – некоторое подмножество веще-
ственнной прямой. Функцию f , определенную на X, будем назы-
вать локально интегрируемой на X, если эта функция интегри-
руема на любом отрезке, содержащимся в X.

Рассмотрим сначала простейшие несобственные интегралы
по промежуткам [a; +∞), [a; b), (−∞; b] и (a; b].

Пусть функция f определена и локально интегрируема на
промежутке X = [a; +∞), тогда несобственным интегралом по
промежутку X называют величину

+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx. (5.1)

Если предел в правой части равенства (5.1) существует, то ин-
теграл называют сходящимся, в противном случае его называют
расходящимся. Если функции f непрерывна, а F – первообраз-
ная этой функции на промежутке X, то несобственный интеграл
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(5.1) можно вычислить по формуле Ньютона – Лейбница:

+∞∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣+∞

a

, (5.2)

где под правой частью равенства (5.2) понимается величина

F (x)
∣∣∣∣+∞

a

= lim
x→+∞

F (x) − F (a).

Задача 17. Доказать формулу (5.2).
Сходимость интеграла не зависит от выбора нижнего преде-

ла интегрирования. Это свойство составляет содержание следу-
ющей задачи.

Задача 18. Если интеграл (5.1) сходится, то при любом A> a
сходится интеграл

+∞∫
A

f(x) dx. (5.3)

Обратно, если при некотором A > a сходится интеграл (5.3), то
сходится и интеграл (5.1).

Пусть функция f определена и локально интегрируема на
промежутке X = [a; b), тогда несобственным интегралом по про-
межутку X называют величину

b∫
a

f(x) dx = lim
c→b−0

c∫
a

f(x) dx. (5.4)

Если предел в правой части равенства (5.4) существует, то несоб-
ственный интеграл называют сходящимся, в противном случае
его называют расходящимся. Если функции f непрерывна, а F
– первообразная этой функции на промежутке X, то несобствен-
ный интеграл (5.4) можно вычислить по формуле Ньютона –
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Лейбница:
b∫

a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣ b
a

, (5.5)

где под правой частью равенства (5.5) понимается величина

F (x)
∣∣∣∣ b
a

= lim
x→b−0

F (x) − F (a).

Задача 19. Доказать формулу (5.5).
Сходимость интеграла не зависит от выбора нижнего предела

интегрирования. Если сходится интеграл (5.4), то при любом a′ ∈
∈ [a; b) также сходится и интеграл по промежутку [a′; b). Обрат-
но, если при некотором a′ ∈ [a; b) сходится интеграл по проме-
жутку [a′; b), то сходится и интеграл (5.4).

Аналогичным образом определяются другие несобственные
интегралы. Несобственный интеграл по промежуткуX=(−∞; b]:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx.

Несобственный интеграл от функции, определенной на X=(a; b]:

b∫
a

f(x) dx = lim
c→a+0

b∫
c

f(x) dx.

Если функции f непрерывна, а F – первообразная этой функции
на промежутке X, то

b∫
−∞

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣ b
−∞

= F (b) − lim
x→−∞

F (x),

b∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣ b
a

= F (b) − lim
x→a+0

F (x).
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Сходимость интегралов по промежуткам (−∞; b] и (a; b] не
зависит от выбора верхнего предела интегрирования.

Для несобственных интегралов по промежуткам [a; b) и (a; b]
используется то же самое обозначение, что и для собственного
(определенного) интеграла по отрезку [a; b]. Это не приводит к
недоразумениям: в том случае, когда существует собственный
интеграл, оба несобственных интеграла равены собственному.

Задача 20. Пусть функция f интегрируема на отрезке [a; b],
тогда несобственные интегралы от f по промежуткам [a; b) и
(a; b] существуют и совпадают с определеным интегралом по от-
резку [a; b].

Для промежутка X = (−∞; +∞) несобственный интеграл

+∞∫
−∞

f(x) dx =

c∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
c

f(x) dx, (5.6)

где c – произвольная точка. Интеграл называют сходящимся, ес-
ли сходятся оба интеграла в правой части равенства (5.6). Схо-
димость интеграла и его значение не зависят от выбора точки
c. Если функции f непрерывна на всей числовой прямой, а F –
первообразная этой функции, то

+∞∫
−∞

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣+∞

−∞
= lim

x→+∞
F (x) − lim

x→−∞
F (x).

Если подынтегральная функция f на промежутке интегри-
рования [a; b] не определена в одной или нескольких точках, то
выбирают такое разбиение T = {x0, x1, . . . , xn} отрезка [a; b],
чтобы на каждом из отрезков разбиения функция f не была
определена только в одной точке и полагают

b∫
a

f(x) dx =
n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

f(x) dx. (5.7)
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Интеграл называют сходящимся, если сходятся все несобствен-
ные интегралы, входящие в правую часть равенства (5.7). Схо-
димость интеграла и его величина не зависят от выбора разбие-
ния T .

При определении интеграла по промежутку [a; +∞), содер-
жащему конечное число точек, в которых подынтегральная фун-
кция не определена, поступают следующим образом. Выбирают
точку b настолько большой, чтобы функция f была определена
во всех точках промежутка [b; +∞) и полагают

+∞∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

+∞∫
b

f(x) dx (5.8)

(несобственный интеграл по промежутку [a; b] был определн вы-
ше формулой (5.7). Сходимость и значение несобственного инте-
грала (5.8) не зависят от выбора точки b.

Так же определяется интеграл и по промежутку (−∞; b], со-
держащему конечное число точек, в которых функция f не опре-
делена. Выбирают точку a так, чтобы на промежутке (−∞; a]
функция f была определена во всех точках и полагают

a∫
−∞

f(x) dx =

b∫
−∞

f(x) dx+

b∫
a

f(x) dx. (5.9)

Сходимость и значение несобственного интеграла (5.9) не зави-
сят от выбора точки a.

Наконец, при определении интеграла по всей числовой пря-
мой от функции, которая не определена в конечном числе точек,
выбирают числа a и b так, чтобы все эти точки содержались на
отрезке [a; b] и полагают

+∞∫
−∞

f(x) dx =

a∫
−∞

f(x) dx+

b∫
a

f(x) dx+

+∞∫
b

f(x) dx. (5.10)
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Сходимость и значение несобственного интеграла (5.10) не зави-
сят от выбора чисел a и b.

Использование формулы Ньютона – Лейбница для вычисле-
ния несобственных интегралов не вносит новых принципиальных
моментов по сравнению с вычислением собственных интегралов.
Дополнительно имеется лишь технический аспект, связанный с
умением вычислять пределы функций. С помощью этой форму-
лы вычисляются интегралы в задачах 2334 – 2347, 2349, 2350.

Для вычисления несобственных интегралов тоже можно при-
менять технику, разработанную для неопределенных и собствен-
ных интегралов. К ней прежде всего относятся формулы инте-
грирования по частям и замены переменной.

Проще всего переносится на несобственные интегралы фор-
мула интегрирования по частям. Так как произвольный несоб-
ственный интеграл представим в виде суммы простейших, то до-
статочно рассмотреть этот вопрос для простейших интегралов.
Для несобственного интеграла вида (5.1)

+∞∫
a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣+∞

a

−
+∞∫
a

f ′(x)g(x) dx. (5.11)

Задача 21. Пусть функции f и g непрерывно дифференци-
руемы на промежутке [a; +∞) и в формуле (5.11) существуют
две из трех величин: два несобственных интеграла и подстанов-
ка на бесконечности. Тогда существует третья из этих величин
и справедливо равенство (5.11).

Для остальных несобственнных интегралов формулы инте-
грирования по частям выглядят аналогично. Например, для не-
собственного интеграла (5.4)

b∫
a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣ b
a

−
b∫

a

f ′(x)g(x) dx. (5.12)

В этой главе интегрирование по частям в несобственном ин-
теграле применяется только в задачах 2348 и 2352 для интеграла
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вида (5.1). При решении остальных задач, в случае необходимо-
сти, мы применяем интегрировние по частям в неопределенном
интеграле.

Принципиальных трудностей в переносе формулы замены пе-
ременной на несобственный интеграл нет. Каждая из формул за-
мены получается с помощью предельного перехода из формулы
замены переменной для определенного интеграла. При этом для
любого из четырех простейших несобственных интегралов мо-
жет получиться также любой из них. Таким образом, мы имеем
16 вариантов этой формулы и проблема заключается в том, что-
бы постараться записать их, по возможности, одной формулой.
Мы можем это сделать, используя символическую запись. Пусть
<α;β> обозначает любой из четырех промежутков [0;+∞), [a; b),
(−∞; b], (a; b] так, что буквы α и β могут обозначать соответству-
ющую бесконечность, а символы <, > используются для обозна-
чения одной из двух скобок – либо квадратной, либо круглой.
Формула замены имеет вид

β∫
α

f(φ(x))φ′(x) dx =

φ(β)∫
φ(α)

f(t) dt. (5.13)

В этой формуле значения φ(α) и φ(β) также следует понимать
символически: если функция φ не определена при x = α или
при x = β (в частности, если один из этих символов обозначает
бесконечность), то под значением функции φ в этой точке пони-
мается соответствующий предел. Для справедливости формулы
(5.13) достаточно, чтобы функция φ ∈ C1<α;β>, а функция
f была непрерывна на области значений функции φ. В качестве
примера приведем формулу замены переменной, преобразующей
интеграл типа (5.1) в интеграл типа (5.2):

+∞∫
a

f(φ(x))φ′(x) dx =

φ(+∞)∫
φ(a)

f(t) dt, (5.14)
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где
φ(+∞) = lim

x→+∞
φ(x). (5.15)

Задача 22. Пусть функция φ ∈ C1[a; +∞) и существует пре-
дел (5.15), а функция f непрерывна на области значений функ-
ции φ. Тогда справедлива формула (5.15).

Так же, как и для определеного интеграла, формула (5.13)
обобщается для прозвольной интегрируемой функции f : если
функция f интегрируема на любом отрезке, содержащемся в
промежутке <φ(α);φ(β)>, несобственный интеграл в правой ча-
сти равенства (5.13) сходится и функция φ строго монотонна, то
справедлива формула (5.13).

Отдельную тему составляет исследование несобственных ин-
тегралов на сходимость. Из определения сходимости следует, что
это исследование достаточно уметь проводить для четырех про-
стейших несобственных интегралов по промежуткам [a; +∞),
[a; b), (−∞; b], (a; b].

Наиболее разработана техника исследования интегралов от
знакопостоянных функций. Для них имеется обширная систе-
ма различных признаков сравнения. Все они основаны на следу-
ющем свойстве несобственных интегралов: если на промежутке
интегрирования выполнено неравенство

0 6 f(x) 6 g(x),

то из сходимости интеграла от g следует сходимость интеграла
от f , а из расходимости интеграла от f следует расходимость
интеграла от g.

Для компактности формулировок обозначим символом ω осо-
бую точку для каждого из этих четырех интегралов. В порядке
их перечисления, это, соответственно, ω = +∞, ω = b, ω = a и
ω = −∞. В этих признаках фигурируют такие обозначения, как
o, O и ∼. Напомним их определение.

Функция f = o(g) при x → ω, если в некоторой окрестности
точки ω (кроме, быть может, самой точки ω) f = gh, где h –
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некоторая бесконечно малая функция при x→ ω (т. е. имеющая
нулевой предел при x→ ω).

Функция f = O(g) при x→ ω, если в некоторой окрестности
точки ω (кроме, быть может, самой точки ω) f = gh, где h –
некоторая локально ограниченная при x→ ω функция.

Функция f ∼ g при x → ω (эквивалентность), если в неко-
торой окрестности точки ω (кроме, быть может, самой точки ω)
f = gh, где h – имеющая при x→ ω предел, равный 1.

Достаточные условия выполнимости этих соотношений мож-
но дать в терминах пределов. Если существует

C = lim
x→ω

f(x)
g(x)

,

то при C = 0 функция f = o(g) (отсюда следует, что также и
одновременно f = O(g)). При C ̸= 0 выполнены оба соотношения
f = O(g) и g = O(f). При C = 1 справедлива эквивалентность
f ∼ g.

Важным свойством для исследования сходимости интегралов
является наличие у подынтегральной функции степенной асимп-
тотики при x → ω. Для исследования простейших интегралов
удобно использовать асимптотическую формулу со степенным
показателем в знаменателе. При x → +∞, x → b − 0, x → +∞
и x→ a+ 0 мы будем использовать, соответственно, следующие
формы асимптотики:

f(x) ∼ C

xp
(C ̸= 0), (5.16)

f(x) ∼ C

(b− x)p
(C ̸= 0), (5.17)

f(x) ∼ C

|x|p
(C ̸= 0), (5.18)

f(x) ∼ C

(x− a)p
(C ̸= 0). (5.19)
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Если функция имеет степенную асимптотику, то параметры
C и p определяются однозначно. Значение p, входящее в форму-
лы (5.16)–(5.19), мы будем называть порядком асимптотики.

Перейдем к формулировке признаков сравнения.
1. Пусть f(x) = o(g(x)) при x→ ω. Если интеграл от функции

g сходится, то интеграл от f также сходится. Если интеграл от
функции f расходится, то интеграл от g также расходится.

2. Пусть f(x) = O(g(x)) при x → ω. Если интеграл от функ-
ции g сходится, то интеграл от f также сходится. Если интеграл
от функции f расходится, то интеграл от g также расходится.

3. Пусть существует

C = lim
x→ω

f(x)
g(x)

.

Если интеграл от функции g сходится, то интеграл от f также
сходится. Если интеграл от функции f расходится, то интеграл
от g также расходится. Если величина C ̸= 0, то интегралы от
функций f и g сходятся или расходятся одновременно.

4. Если f ∼ g при x → ω, то интегралы от функций f и g
сходятся или расходятся одновременно.

5. Пусть подынтегральная функция f в несобственном инте-
грале по одному из промежутков [a; +∞), [a; b), (−∞; b] или (a; b]
имеет соответствующую степенную асимптотику (5.16), (5.17),
(5.18) или (5.19). Тогда для интегралов по промежуткам [a; +∞)
и (−∞; b] интеграл сходится при p > 1 и расходится при p 6 1, а
для интегралов по промежуткам [a; b) и (a; b] интеграл сходится
при p < 1 и расходится при p > 1.

Если подынтегральная функция меняет знак на промежутке
интегрирования, то признаки сравнения, вообще говоря, не при-
менимы. Однако может оказаться полезным вместо самой функ-
ции рассматривать ее модуль. Если сходится интеграл от модуля
функции, то такой несобственный интеграл называют абсолют-
но сходящимся. Можно показать, что если интеграл абсолют-
но сходится, то он сходится. К интегралу от модуля функции
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признаки сравнения применимы. Это дает возможность иссле-
дования интегралов от знакопеременных функция с помощью
признаков сравнения. Однако такой подход имеет существенное
ограничение, его можно использовать только для доказательства
сходимости. Интеграл от модуля функции может расходится, но
интеграл от самой функции может сходиться. Такие интегралы
называют условно сходящимися.

Из критериев сходимости, пригодных для произвольных фун-
кций, наиболее важным является критерий Коши. Для любого
из четырех основных промежутков [a; +∞), [a; b), (−∞; b], (a; b]
сходимость интеграла равносильна существованию предела

lim
x→ω

F (x)

любой одной из первообразных F подынтегральной функции f
в особой точке ω. Критерий Коши существования этого преде-
ла и называется критерием Коши сходимости соответствующего
несобственного интеграла. При формулировке критерия нужно
учитывать, что по формуле Ньютона – Лейбница

F (x2) − F (x1) =

x2∫
x1

f(x) dx.

Так для сходимости интеграла по промежутке [a; +∞), по-
лучаем следующее условие: для любого ε > 0 существует такое
D > a, что при всех x1, x2 ∈ (D; +∞) выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Задача 23. Сформулировать критерий Коши для интеграла
по промежутку [a; b).

Задача 24. Сформулировать критерий Коши для интеграла
по промежутку (−∞; b].
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Задача 25. Сформулировать критерий Коши для интеграла
по промежутку (a; b].

Задача 26. Пусть функция f ограничена и локально ин-
тегрируема на промежутке [a; b). Доказать, что несобственный
интеграл от функции f по промежутку [a; b) сходится.

Задача 27. Пусть функция f ограничена и локально ин-
тегрируема на промежутке (a; b]. Доказать, что несобственный
интеграл от функции f по промежутку (a; b] сходится.

Задача 28. Пусть функция f непрерывна и ограничена на
промежутке [a;b). Доказать, что несобственный интеграл от фун-
кции f по промежутку [a; b) сходится.

Задача 29. Пусть функция f непрерывна и ограничена на
промежутке (a;b]. Доказать, что несобственный интеграл от фун-
кции f по промежутку (a; b] сходится.

Часто в приложениях встречаются несобственные интегра-
лы, содержащие произведение двух функций. Для таких инте-
гралов разработаны признаки Абеля и Дирихле. Приведем их
формулировки. Пусть ∆ обозначает один из четырех основных
промежутков: [a; +∞), [a; b), (−∞; b] или (a; b].

Признак Абеля. Пусть сходится интеграл∫
∆

f(x) dx,

а функция g монотонна и ограничена на ∆. Тогда интеграл∫
∆

f(x)g(x) dx (5.20)

сходится.
Признак Дирихле. Пусть функция f локально интегриру-

ема на промежутке ∆, и имеет ограниченную на ∆ первообраз-
ную, а функция g монотонна и имеет нулевой предел в особой
точке

lim
x→ω

g(x) = 0.
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Тогда интеграл (5.20) сходится.
Замечание. Так как две первообразные одной функции от-

личаются на постоянную, то проверку ограниченности можно
проводить для любой из них.

Если несобственный интеграл расходится, то иногда ему мож-
но все же приписать определенную величину, называемую глав-
ным значением интеграла. Пусть функция f локально интегри-
руема на множестве X = [a; c)∪ (c; b]. Главным значением несоб-
ственного интеграла по отрезку [a; b] называют величину

v.p.

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+0

 c−ε∫
a

f(x) dx+

b∫
c+ε

f(x) dx

 .

Если несобственный интеграл сходится, то главное значение ин-
теграла существует и равно несобственному интегралу.

Задача 30. Пусть a < c < b, показать, что

v.p.

b∫
a

dx

x− c
= ln

b− c

c− a
.

Задача 31. Пусть a < c < b и n – натуральное, n > 2,
показать, что при нечетном n

v.p.

b∫
a

dx

(x− c)n
=

1
n− 1

[
1

(a− c)n−1
− 1

(b− c)n−1

]
,

а при четном n главное значение этого интеграла равно +∞.
Аналогичным образом можно ввести понятие главного значе-

ния и для других видов несобственных интегралов. Пусть функ-
ция f локально интегрируема на множестве X = [a; b)∪ (b; +∞),
причем несобственный интеграл от f по промежутку [c; +∞) схо-
дится при любом c > b. Тогда

v.p.

+∞∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+0

 b−ε∫
a

f(x) dx+

+∞∫
b+ε

f(x) dx

 .
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Можно ввести понятие главного значения и для сходимости
на бесконечности. Пусть функция f локально интегрируема на
всей числовой прямой, тогда

v.p.

+∞∫
−∞

f(x) dx = lim
D→+∞

D∫
−D

f(x) dx.

Вычислить интегралы:

2334.

+∞∫
a

dx

x2
(a > 0).

+∞∫
a

dx

x2
=
(
− 1
x

)∣∣∣∣+∞

a

=
1
a
.

2335.

1∫
0

lnx dx.

Согласно решению задачи 1791 из [1]

1∫
0

lnx dx =
(
x lnx− x

)∣∣∣∣1
0

= −1 .

2336.

+∞∫
−∞

dx

1 + x2
.

+∞∫
−∞

dx

1 + x2
=
(

arctg x
)∣∣∣∣+∞

−∞
= π .

2337.

1∫
−1

dx√
1 − x2

.
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1∫
−1

dx√
1 − x2

=
(

arcsinx
)∣∣∣∣1

−1

= π .

2338.

+∞∫
2

dx

x2 + x− 2
.

+∞∫
2

dx

x2 + x− 2
=

1
3

+∞∫
2

(
1

x− 1
− 1
x+ 2

)
dx =

=
(

1
3

ln
∣∣∣∣x− 1
x+ 2

∣∣∣∣ )∣∣∣∣+∞

2

=
2
3

ln 2 .

2339.

+∞∫
−∞

dx

(x2 + x+ 1)2
.

Согласно решению задачи 1921 из [1]∫
dx

(x2 + x+ 1)n
=

2x+ 1
3(n− 1)(x2 + x+ 1)n−1

+

+
2(2n− 3)
3(n− 1)

∫
dx

(x2 + x+ 1)n−1
.

Применяя эту формулу для n = 2, находим∫
dx

(x2 + x+ 1)2
=

2x+ 1
3(x2 + x+ 1)

+
2
3

∫
dx

x2 + x+ 1
.

Оставшийся интеграл сводим к табличному, выделяя в знамена-
теле полный квадрат:∫

dx

x2 + x+ 1
=
∫

d
(
x+ 1

2

)(
x+ 1

2

)2 + 3
4

=
2√
3

arctg
2x+ 1√

3
+ C.
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Следовательно,
+∞∫

−∞

dx

(x2 + x+ 1)2
=

=
(

2x+ 1
3(x2 + x+ 1)

+
4

3
√

3
arctg

2x+ 1√
3

)∣∣∣∣+∞

−∞
=

4π
3
√

3
.

2340.

+∞∫
0

dx

1 + x3
.

Согласно решению задачи 1881 из [1]

+∞∫
0

dx

1 + x3
=
(

1
6

ln
(x+ 1)2

x2 − x+ 1
+

1√
3

arctg
2x− 1√

3

)∣∣∣∣+∞

0

=
2π

3
√

3
.

2341.

+∞∫
0

x2 + 1
x4 + 1

dx.

Согласно решению задачи 1712 из [1]

+∞∫
0

x2 + 1
x4 + 1

dx =
(

1√
2

arctg
x2 − 1
x
√

2

)∣∣∣∣+∞

0

=
π√
2
.

2342.

1∫
0

dx

(2 − x)
√

1 − x
.

Интеграл рационализируется заменой

y =
√

1 − x, x = 1 − y2, dx = −2y dy.

После замены получаем:

1∫
0

dx

(2 − x)
√

1 − x
= 2

1∫
0

dy

1 + y2
=
(
2 arctg y

)∣∣∣∣1
0

=
π

2
.
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2343.

+∞∫
1

dx

x
√

1 + x5 + x10
.

Делая последовательно замены y = 1/x5 и u = y+ 1
2 , получа-

ем:
+∞∫
1

dx

x
√

1 + x5 + x10
=

1
5

1∫
0

dy√
y2 + y + 1

=

=
1
5

1∫
0

d
(
y + 1

2

)√(
y + 1

2

)2 + 3
4

=
1
5

3/2∫
1/2

du√
u2 + 3

4

=

=
1
5

ln

(
u+

√
u2 +

3
4

)∣∣∣∣∣
3/2

1/2

=
1
5

ln
(

1 +
2√
3

)
.

2344.

+∞∫
0

x lnx
(1 + x2)2

dx.

Применяя интегрирование по частям, вычислим неопреде-
ленный интеграл:∫

x lnx
(1 + x2)2

dx = −1
2

∫
lnx d

(
1

1 + x2

)
= − lnx

2(1 + x2)
+

+
∫

dx

2x(1 + x2)
= − lnx

2(1 + x2)
+

1
2

∫ (
1
x
− x

1 + x2

)
dx =

= − lnx
2(1 + x2)

+
1
2

lnx− ln(1 + x2) + C.

Следовательно,

+∞∫
0

x lnx
(1 + x2)2

dx =
[
− lnx

2(1 + x2)
+

1
2

lnx− ln(1 + x2)
]∣∣∣∣+∞

0

.
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Для вычисления предела в нуле сгруппируем вместе первое и
второе слагаемые

lim
x→0

[
− lnx

2(1 + x2)
+

1
2

lnx− ln(1 + x2)
]

=

= lim
x→0

x2 lnx
2(1 + x2)

− lim
x→0

ln(1 + x2) = 0.

Для того, чтобы вычислить предел на бесконечности, сгруппи-
руем второе и третье слагаемые

lim
x→+∞

[
− lnx

2(1 + x2)
+

1
2

lnx− ln(1 + x2)
]

=

= − lim
x→+∞

lnx
2(1 + x2)

+
1
2

lim
x→+∞

ln
x√

1 + x2
= 0.

Таким образом,
+∞∫
0

x lnx
(1 + x2)2

dx = 0.

Замечание. Если в интеграле сделать замену t = 1/x, то
получим

I =

+∞∫
0

x lnx
(1 + x2)2

dx = −
+∞∫
0

t ln t
(1 + t2)2

dt = −I.

Отсюда непосредственно (без вычисления интеграла) следует,
что I = 0.

2345.

+∞∫
0

arctg x
(1 + x2)3/2

dx.

Согласно решению задачи 1684 из [1]∫
dx

(1 + x2)3/2
=

x√
1 + x2

+ C.
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Следовательно,

1
(1 + x2)3/2

= d

(
x√

1 + x2

)
.

Интегрируя дважды по частям, получаем:∫
arctg x

(1 + x2)3/2
dx =

∫
arctg x d

(
x√

1 + x2

)
=
x arctg x√

1 + x2
−

−
∫

x

(1 + x2)3/2
dx =

x arctg x√
1 + x2

−
∫
x d

(
x√

1 + x2

)
=

=
x arctg x√

1 + x2
− x2

√
1 + x2

+
∫

x dx√
1 + x2

=

=
x arctg x√

1 + x2
− x2

√
1 + x2

+
√

1 + x2 + C.

Таким образом,

+∞∫
0

arctg x
(1 + x2)3/2

dx =
[
x arctg x√

1 + x2
− x2

√
1 + x2

+
√

1 + x2

]∣∣∣∣+∞

0

=

= lim
x→+∞

[
x arctg x√

1 + x2
− x2

√
1 + x2

+
√

1 + x2

]
− 1.

Для вычисления предела сгруппируем второе и третье слагаемые

lim
x→+∞

[
x arctg x√

1 + x2
− x2

√
1 + x2

+
√

1 + x2

]
=

= lim
x→+∞

[
x arctg x√

1 + x2
+

1√
1 + x2

]
=
π

2
.

Искомый интеграл

+∞∫
0

arctg x
(1 + x2)3/2

dx =
π

2
− 1.
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2346.

+∞∫
0

e−ax cos bx dx (a > 0).

Согласно решению задачи 1828 из [1]
+∞∫
0

e−ax cos bx dx =
−a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
e−ax + C,

следовательно,
+∞∫
0

e−ax cos bx dx =
[
−a cos bx+ b sin bx

a2 + b2
e−ax

]∣∣∣∣+∞

0

=
a

a2 + b2
.

2347.

+∞∫
0

e−ax sin bx dx (a > 0).

Согласно решению задачи 1829 из [1]
+∞∫
0

e−ax sin bx dx = −a sin bx+ b cos bx
a2 + b2

e−ax + C,

следовательно,
+∞∫
0

e−ax cos bx dx =
[
−a sin bx+ b cos bx

a2 + b2
e−ax

]∣∣∣∣+∞

0

=
b

a2 + b2
.

С помощью формул понижения вычислить следующие несоб-
ственные интегралы (n – натуральное число):

2348. In =

+∞∫
0

xne−xdx.

Интегрируя по частям, находим

In = −
+∞∫
0

xnd
(
e−x
)

= − xne−x

∣∣∣∣+∞

0

+
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+n

+∞∫
0

xn−1e−xdx = 0 + nIn−1 = nIn−1.

Это дает рекуррентное соотношение

In = nIn−1.

Так как

I0 =

+∞∫
0

e−xdx = − e−x

∣∣∣∣+∞

0

= 1,

то, применяя рекуррентное соотношение n раз, получаем:

In = nIn−1 = n(n− 1)In−2 = · · · = n!I0 = n!.

Следовательно,
+∞∫
0

xne−xdx = n!

2349. In =

+∞∫
−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)n
(ac− b2 > 0).

Согласно решению задачи 1921 с заменой b на 2b∫
dx

(ax2 + 2bx+ c)n
=

ax+ b

2(n− 1)∆(ax2 + 2bx+ c)n−1
+

+
(2n− 3)a
2(n− 1)∆

∫
dx

(ax2 + 2bx+ c)n−1
,

где ∆ = ac− b2. Таким образом,

In =

+∞∫
−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)n
=
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=
[

ax+ b

2(n− 1)∆(ax2 + 2bx+ c)n−1

]∣∣∣∣+∞

−∞
+

+
(2n− 3)a
2(n− 1)∆

+∞∫
−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)n−1
=

(2n− 3)a
2(n− 1)∆

In−1.

Это приводит к рекуррентному соотношению

In =
(2n− 3)a
(2n− 2)∆

In−1.

Применяя полученное соотношение n− 1 раз, находим:

In =
(2n− 3)a(2n− 5)a . . . 3a · a

(2n− 2)∆(2n− 4)∆ . . . (4∆)(2∆)
I1 =

=
(2n− 3)!!
(2n− 2)!!

( a
∆

)n−1
I1.

Так как ac− b2 > 0, то после замены y = x+ b
a имеем:

I1 =

+∞∫
−∞

dx

ax2 + 2bx+ c
=

+∞∫
−∞

d

(
x+

b

a

)
a

(
x+

b

a

)2

+
ac− b2

a

=

=
1
a

+∞∫
−∞

du

u2 +
ac− b2

a2

=
1
a

[
a√

ac− b2
arctg

au√
ac− b2

]∣∣∣∣+∞

−∞
=

=
π sgn a√
ac− b2

.

Следовательно,

+∞∫
−∞

dx

(ax2 + 2bx+ c)n
=

(2n− 3)!!πan−1 sgn a

(2n− 2)!!(ac− b2)n− 1
2

.
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2350. In =

+∞∫
1

dx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
.

Разложим подынтегральную функцию на элементарные дро-
би

1
x(x+ 1) . . . (x+ n)

=
c0
x

+
c1

x+ 1
+ · · · + cn

x+ n
.

Приводя к общему знаменателю и освобождаясь от него, полу-
чаем тождество

1 = c0(x+ 1) . . . (x+ n) + · · ·

· · · + ckx(x+ 1) . . . (x+ k − 1)(x+ k + 1) . . . (x+ n) + · · ·

· · · + cnx(x+ 1) . . . (x+ n− 1).

Полагая в этом тождестве x=−k и учитывая, что все слагаемые
в правой части кроме k-го (слагаемые нумеруются с нуля) равны
нулю, имеем:

1 = ck(−k)(−k + 1) . . . (−1)(1)(2) . . . (n− k),

откуда находим

ck =
(−1)k

k!(n− k)!
=

(−1)kCk
n

n!
.

Следовательно,

1
x(x+ 1) . . . (x+ n)

=
1
n!

n∑
k=0

(−1)kCk
n

x+ k
.

Интегрируя это равенство, получаем

+∞∫
1

dx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
=

[
1
n!

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln(x+ k)

]∣∣∣∣∣
+∞

1

=
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=
1
n!

lim
x→+∞

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln(x+ k) − 1

n!

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln(k + 1).

Из формулы бинома Ньютона следует, что

n∑
k=0

(−1)kCk
n = (1 − 1)n = 0,

Поэтому
n∑

k=0

(−1)kCk
n ln(x+ k) =

=
n∑

k=0

(−1)kCk
n ln(x+ k) −

(
n∑

k=0

(−1)kCk
n

)
ln(x) =

=
n∑

k=0

(−1)kCk
n (ln(x+ k) − ln(x)) =

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln

x+ k

x
.

Таким образом,

lim
x→+∞

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln(x+ k) =

n∑
k=0

(−1)kCk
n lim

x→+∞
ln
x+ k

x
= 0

и искомый интеграл

+∞∫
1

dx

x(x+ 1) . . . (x+ n)
= − 1

n!

n∑
k=0

(−1)kCk
n ln(k + 1) =

=
1
n!

n∑
k=0

(−1)k+1Ck
n ln(k + 1) =

1
n!

n∑
k=1

(−1)k+1Ck
n ln(k + 1)

(слагаемое, отвечающее k = 0, равно нулю).

2351. In =

1∫
0

xn dx√
(1 − x)(1 + x)

.
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Замена t = arcsinx (x = sin t) дает

In =

π/2∫
0

sinn t dt.

Согласно решению задачи 2882

In =


(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2
, n = 2k,

(2k)!!
(2k + 1)!!

, n = 2k + 1.

2352. In =

+∞∫
0

dx

chn+1 x
.

Используя свойства гиперболических функций и интегрируя
по частям, получаем:

In =

+∞∫
0

ch2 x− sh2 x

chn+1 x
dx = In−2 −

+∞∫
0

sh2 x

chn+1 x
dx =

= In−2 +
1
n

+∞∫
0

shx d
(

1
chn x

)
= In−2 +

+
1
n

 shx
chn x

∣∣∣∣+∞

0

−
+∞∫
0

dx

chn−1 x

 =

= In−2 +
1
n

[0 − In−2] =
n− 1
n

In−2.

Таким образом, для рассматриваемого интеграла имеет место
рекуррентное соотношение

In =
n− 1
n

In−2.
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Нетрудно вычислить интегралы при n = 0 и n = 1:

I0 =

+∞∫
0

dx

chx
=

+∞∫
0

d(shx)
ch2 x

=

=

+∞∫
0

d(shx)
1 + sh2 x

= arctg(shx)
∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
.

I1 =

+∞∫
0

dx

ch2 x
= thx

∣∣∣∣+∞

0

= 1.

Далее воспользуемся рекуррентным соотношением. При n =
= 2k применим рекуррентное соотношение k раз, получаем

In = I2k =
2k − 1

2k
I2k−2 = . . . =

(2k − 1)(2k − 3) . . . 3 · 1
(2k)(2k − 2) . . . 4 · 2

I0 =

=
(2k − 1)!!

(2k)!!
· π
2

=
(n− 1)!!
n!!

· π
2
.

При n = 2k + 1 применим рекуррентное соотношение k раз:

In = I2k+1 =
2k

2k + 1
I2k−1 = . . .

. . . =
(2k)(2k − 2) . . . 4 · 2

(2k + 1)(2k − 1) . . . 5 · 3
I1 =

(2k)!!
(2k + 1)!!

· 1 =
(n− 1)!!
n!!

.

Следовательно,

In =


(n− 1)!!
n!!

· π
2
, n – четное,

(n− 1)!!
n!!

, n – нечетное.

2353. а)

π/2∫
0

ln sinx dx; б)

π/2∫
0

ln cosx dx.
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Пусть

I1 =

π/2∫
0

ln sinx dx , I2 =

π/2∫
0

ln cosx dx.

Покажем, что I1 = I2, для этого в I2 сделаем замену x =
π

2
− t:

I2 = −
0∫

π/2

ln cos
(π

2
− t
)
dt =

π/2∫
0

ln sin t dt = I1.

Обозначим общее значение этих интегралов через I. Тогда

2I = I1 + I2 =

π/2∫
0

ln sinx dx+

π/2∫
0

ln cosx dx =

=

π/2∫
0

[ln sinx+ ln cosx] dx =

π/2∫
0

ln (sinx cosx) dx =

=

π/2∫
0

ln
sin 2x

2
dx =

π/2∫
0

[ln sin 2x− ln 2] dx =

=

π/2∫
0

ln sin 2x dx− π

2
ln 2.

Преобразуем интеграл в правой части последнего равенства,
делая замену 2x = t:

π/2∫
0

ln sin 2x dx =
1
2

π∫
0

ln sin t dt =
1
2

π/2∫
0

ln sin t dt+
1
2

π∫
π/2

ln sin t dt.
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Если во втором из полученных интегралов сделать замену z =
π − t, получим

π∫
π/2

ln sin t dt = −
0∫

π/2

ln sin(π − z)dz =

π/2∫
0

ln sin z dz.

Следовательно,

π/2∫
0

ln sin 2x dx =
1
2

π/2∫
0

ln sin t dt+
1
2

π/2∫
0

ln sin z dz =
1
2
I +

1
2
I = I,

что приводит к уравнению

2I = I − π

2
ln 2.

Решая полученное уравнение, находим:

I = −π
2

ln 2,

т. е.
π/2∫
0

ln sinx dx =

π/2∫
0

ln cosx dx = −π
2

ln 2.

2354. Найти ∫
E

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx,

где E – множество тех значений x интервала (0;+∞), для кото-
рых подынтегральное выражение имеет смысл.

Прежде всего, вычислим неопределенный интеграл от подын-
тегральной функции с опущенным знаком модуля:∫

e−x/2 sinx− cosx√
sinx

dx =
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=
∫ (

e−x/2
√

sinx− e−x/2 cosx√
sinx

)
dx =

=
∫ (

−2e−x/2
√

sinx
)′
dx = −2e−x/2

√
sinx+ C.

Область определения подынтегральной функции

E =
∞∪

n=0

(2πn;π + 2πn)

и рассматриваемый интеграл

∫
E

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx =
∞∑

n=0

π+2πn∫
2πn

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx.

На промежутке [2πn;π/4 + 2πn] модуль | sinx − cosx| =
= −(sinx − cosx), а на участке [π/4 + 2πn;π + 2πn] величина
| sinx − cosx| = sinx − cosx. Следовательно, учитывая найден-
ный выше неопределенный интеграл, имеем:

π+2πn∫
2πn

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx =
(
2e−x/2

√
sinx

)∣∣∣π/4+2πn

2πn
−

−
(
2e−x/2

√
sinx

)∣∣∣π+2πn

π/4+2πn
= 2 4

√
8 e−π/8e−πn.

Таким образом,∫
E

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx = 2 4
√

8 e−π/8
∞∑

n=0

e−πn.

Суммируя геометрическую прогрессию, находим:

∞∑
n=0

e−πn =
∞∑

n=0

(
e−π
)n =

1
1 − e−π
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и искомый интеграл∫
E

e−x/2 | sinx− cosx|√
sinx

dx =
2 4
√

8 e−π/8

1 − e−π
.

2355. Доказать равенство

+∞∫
0

f

(
ax+

b

x

)
dx =

1
a

+∞∫
0

f
(√

x2 + 4ab
)
dx,

где a > 0 и b > 0, предполагая, что интеграл в левой части
равенства имеет смысл.

Рассмотрм на положительной полуоси функцию

y = ax+
b

x
,

график которой представлен на рис. 5.1.

-

6

y = ax+
b

x

q
q2

√
ab

√
b
a

O x

y

Рис. 5.1

Он имеет асимптоты x = 0 и y = ax. В точке x =
√
b/a

функция имеет единственный экстремум y = 2
√
ab, являющийся

строгим минимумом. На промежутках (0;
√
b/a ] и [

√
b/a; +∞)

249



эта функция имеет обратные, которые обозначим, соответствен-
но, x1(y) и x2(y). Их явный вид легко найти, решая уравнение

y = ax+
b

x

относительно переменной x. Приводя к общему знаменателю, по-
лучаем квадратное уравнение ax2 − yx+ b = 0. Решая его, нахо-
дим:

x1(y) =
y −

√
y2 − 4ab
2a

, x2(y) =
y +

√
y2 − 4ab
2a

.

Рассматриваемый интеграл разбиваем на два:

+∞∫
0

f

(
ax+

b

x

)
dx =

√
b/a∫

0

f

(
ax+

b

x

)
dx+

+∞∫
√

b/a

f

(
ax+

b

x

)
dx.

В первом интеграле сделаем подстановку x = x1(y), а во втором –
замену x = x2(y). В обоих случаях ax+ b/x = y (по определению
обратной функции). После замены получаем:

√
b/a∫

0

f

(
ax+

b

x

)
dx =

2
√

ab∫
+∞

f(y)x′1(y)dy =

=
1
2a

2
√

ab∫
+∞

f(y)

(
1 − y√

y2 − 4ab

)
dy =

=
1
2a

+∞∫
2
√

ab

f(y)

(
y√

y2 − 4ab
− 1

)
dy.

+∞∫
√

b/a

f

(
ax+

b

x

)
dx =

+∞∫
2
√

ab

f(y)x′2(y)dy =
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=
1
2a

+∞∫
2
√

ab

f(y)

(
1 +

y√
y2 − 4ab

)
dy.

Складывая полученные выражения, находим

+∞∫
0

f

(
ax+

b

x

)
dx =

1
a

+∞∫
2
√

ab

f(y)
y√

y2 − 4ab
dy.

В полученном справа интеграле сделаем замену

t =
√
y2 − 4ab , y =

√
t2 + 4ab , dt =

y√
y2 − 4ab

dy,

после которой получаем

+∞∫
2
√

ab

f(y)
y√

y2 − 4ab
dy =

+∞∫
0

f(
√
t2 + 4ab ) dt.

Меняя переменную интегрирования t на x, получаем требуемое
равенство:

+∞∫
0

f

(
ax+

b

x

)
dx =

1
a

+∞∫
0

f(
√
t2 + 4ab ) dt =

=
1
a

+∞∫
0

f(
√
x2 + 4ab ) dx.

2356. Средним значением функции f(x) на интервале (0;+∞)
называется число

M [f ] = lim
x→+∞

1
x

x∫
0

f(ξ) dξ.
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Найти средние значения следующих функций:

a) f(x) = sin2 x+ cos2(x
√

2 );

б) f(x) = arctg x;

в) f(x) =
√
x sinx.

а). Используя формулы понижения

sin2 x =
1 − cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x
2

,

получаем:

M [f ] = lim
x→+∞

1
x

x∫
0

(
sin2 ξ + cos2(ξ

√
2 )
)
dξ =

= lim
x→+∞

1
2x

x∫
0

(
2 − cos 2ξ + cos(2

√
2ξ)
)
dξ =

= lim
x→+∞

1
2x

[
2ξ − 1

2
sin 2ξ +

1
2
√

2
sin(2

√
2ξ)
]∣∣∣∣x

0

=

= lim
x→+∞

1
2x

(
2x− 1

2
sin 2x+

1
2
√

2
sin(2

√
2x)
)

=

= lim
x→+∞

(
1 − sin 2x

4x
+

sin(2
√

2x)
4
√

2x

)
= 1 − 0 + 0 = 1.

б). Используя интегрирование по частям, находим:

M [f ] = lim
x→+∞

1
x

x∫
0

arctg ξ dξ =

= lim
x→+∞

1
x

ξ arctg ξ
∣∣∣∣x
0

−
x∫

0

ξ dξ

1 + ξ2

 =
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= lim
x→+∞

1
x

[
x arctg x− 1

2
ln(1 + ξ2)

∣∣∣∣x
0

]
=

= lim
x→+∞

1
x

[
x arctg x− 1

2
ln(1 + x2)

]
=

= lim
x→+∞

[
arctg x− ln(1 + x2)

2x

]
=
π

2
− 0 =

π

2
.

в). Воспользуемся формула Бонне (4.3):

b∫
a

f(ξ)φ(ξ) dξ = φ(b)

b∫
θ

f(ξ) dξ,

где θ ∈ [a; b]. Применяя эту теорему для функций

f(ξ) = sin ξ , φ(ξ) =
√
ξ,

на отрезке [0;x], получаем

x∫
0

√
ξ sin ξ dξ =

√
x

x∫
θ

sin ξ dξ =
√
x (cos θ − cosx) ,

(θ ∈ [0;x]). Так как величина |(cos θ − cosx)| 6 2, то полученное
соотношение позволяет оценить интеграл следующим образом:∣∣∣∣∣∣

x∫
0

√
ξ sin ξ dξ

∣∣∣∣∣∣ 6 √
x |(cos θ − cosx)| 6 2

√
x.

Отсюда следует, что ∣∣∣∣∣∣ 1
x

x∫
0

√
ξ sin ξ dξ

∣∣∣∣∣∣ 6 2√
x
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и поэтому

M [f ] = lim
x→+∞

1
x

x∫
0

√
ξ sin ξ dξ = 0.

2357. Найти:

а) lim
x→0

x

1∫
x

cos t
t2

dt ; б) lim
x→∞

x∫
0

√
1 + t4 dt

x3
;

в) lim
x→0

+∞∫
x
t−1e−tdt

ln 1
x

; г) lim
x→0

xα

1∫
x

f(t)
tα+1

dt ,

где α > 0 и f(t) – непрерывная функция на сегменте [0; 1].
а). По правилу Лопиталя и формуле (3.8)

lim
x→0

x

1∫
x

cos t
t2

dt = lim
x→0

1∫
x

cos t
t2

dt

1
x

= lim
x→0

(
− cos x

x2

)(
− 1

x2

) = lim
x→0

cosx = 1.

б). По правилу Лопиталя и формуле (3.8)

lim
x→∞

x∫
0

√
1 + t4 dt

x3
= lim

x→∞

√
1 + x4

3x2
=

1
3
.

в). По правилу Лопиталя и формуле (3.8)

lim
x→0

+∞∫
x
t−1e−tdt

ln 1
x

= lim
x→0

(
− 1

x e−x
)(

− 1
x

) = lim
x→0

e−x = 1.
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г). По правилу Лопиталя и формуле (3.8)

lim
x→0

xα

1∫
x

f(t)
tα+1

dt = lim
x→0

1∫
x

f(t)
tα+1

dt

x−α
=

= lim
x→0

(
− f(x)
xα+1

)
(
− α

xα+1

) = lim
x→0

f(x)
α

=
f(0)
α

.

Исследовать сходимость интегралов:

2358.

+∞∫
0

x2dx

x4 − x2 + 1
.

подынтегральная функция

f(x) =
x2

x4 − x2 + 1
непрерывна и имеет степенную асимптотику

f(x) ∼ 1
x2
, x→ ∞.

Так как порядок асимптотики больше 1, то рассматриваемый
интеграл сходится.

2359.

+∞∫
1

dx

x 3
√
x2 + 1

.

подынтегральная функция

f(x) =
1

x 3
√
x2 + 1

непрерывна и имеет степенную асимптотику

f(x) ∼ 1
x5/3

, x→ ∞.
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Так как порядок асимптотики больше 1, то рассматриваемый
интеграл сходится.

2360.

2∫
0

dx

lnx
.

Разобьем интеграл на три так, чтобы в каждом было по одной
особенности:

2∫
0

dx

lnx
=

1/2∫
0

dx

lnx
+

1∫
1/2

dx

lnx
+

2∫
1

dx

lnx
.

Первый интеграл
1/2∫
0

dx

lnx

сходится так как подынтегральная функция непрерывна и огра-
ничена на промежутке (0; 1/2] (см. решение задачи 29). Во вто-
ром и третьем интегралах подынтегральная функция имеет сте-
пенную асимптотику при x→ 1:

f(x) =
1

lnx
∼ 1
x− 1

.

Так как порядок асимптотики равен 1, то интегралы

1∫
1/2

dx

lnx
,

2∫
1

dx

lnx

расходятся. Отсюда следует, что расходится и рассматриваемый
интеграл.

Замечание. Для сходимости интеграла с несколькими осо-
бенностями нужно, чтобы сходились все интегралы, каждый из
которых имеет только одну особенность, поэтому для доказа-
тельства расходимости досточно было рассмотреть один из рас-
ходящихся интегралов.
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2361.

+∞∫
0

xp−1e−xdx.

Разобьем интеграл на два

+∞∫
0

xp−1e−xdx =

1∫
0

xp−1e−xdx+

+∞∫
1

xp−1e−xdx.

В первом из полученных интегралов подынтегральная функ-
ция непрерывна и имеет степенную асимптотику при x→ 0:

f(x) = xp−1e−x ∼ 1
x1−p

.

Отсюда следует, что интеграл по промежутку (0; 1] сходится то-
гда и только тогда, когда 1 − p < 1, т. е. p > 0.

При исследовании второго интеграла можно воспользоваться
тем, что при любом p

xp−1 = o(ex/2) , x→ +∞

и поэтому

f(x) = xp−1e−x = o(e−x/2) , x→ +∞.

Так как интеграл
+∞∫
1

e−x/2dx

сходится, то сходится (при любом p) и интеграл

+∞∫
1

f(x) dx.

Таким образом, рассматриваемый интеграл сходится тогда и
только тогда, когда p > 0.
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2362.

1∫
0

xp lnq 1
x

dx.

Интеграл от функции

f(x) = xp lnq 1
x

разобьем на два:

1∫
0

xp lnq 1
x

dx =

1/2∫
0

xp lnq 1
x

dx+

1∫
1/2

xp lnq 1
x

dx.

Исследуем на сходимость первый из них

I1 =

1/2∫
0

xp lnq 1
x

dx

и рассмотрим три случая.
а) p < −1. Подберем положительное число ε так, чтобы число

p + ε также удовлетворяло неравенству p + ε < −1 (рис. 5.2).
Для этого можно, например, взять ε = (−p−1)/2 (в этом случае
точка x = p+ ε лежит ровно посередине между точками x = p и
x = −1).

-q q q q
0−1p p+ ε

x

Рис. 5.2

Положим α = −p− ε. Так как ε > 0, то при любом q

xε = o

(
lnq 1

x

)
, x→ 0,

следовательно, при x→ 0

1
xα

= xp+ε = o

(
xp lnq 1

x

)
= o(f(x)).
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Величина p+ ε < −1, поэтому α > 1 и интеграл

1/2∫
0

dx

xα

расходится, следовательно, расходится и интеграл от функции
f(x).

б) p = −1. После замены u = ln
1
x

, получаем:

1/2∫
0

f(x) dx =

1/2∫
0

x−1 lnq 1
x

dx =

+∞∫
ln 2

uqdu =

+∞∫
ln 2

du

u−q
.

Условие сходимости последнего интеграла: −q > 1, т. е. q <
< −1.

в) p > −1. Подберем положительное число ε так, чтобы число
p−ε также удовлетворяло неравенству p−ε > −1 (рис. 5.3). Для
этого можно, например, взять ε = (p+1)/2 (в этом случае точка
x = p − ε лежит ровно посередине между точками x = −1 и
x = p).

-q q q
−1 p− ε p

x

Рис. 5.3

Положим α = −p+ ε. Так как ε > 0, то при любом q

lnq 1
x

= o

(
1
xε

)
, x→ 0,

следовательно, при x→ 0

f(x) = xp lnq 1
x

= o(xp−ε) = o

(
1
xα

)
.
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Величина p− ε > −1, поэтому α < 1 и интеграл

1/2∫
0

dx

xα

сходится, следовательно, сходится и интеграл от функции f(x).
Резюмируя, получаем, что интеграл I1 сходится при p >

> −1 и при p = −1, q < −1. В остальных случаях этот инте-
грал расходится.

Перейдем ко второму интегралу

I2 =

1∫
1/2

xp lnq 1
x

dx.

Подынтегральная функция f(x) непрерывна на промежутке
[1/2; 1) и имеет степенную асимптотику при x→ 1:

f(x) = xp lnq 1
x

∼ lnq 1
x

= (− lnx)q ∼ (1 − x)q =
1

(1 − x)−q
.

Отсюда следует, что интеграл I2 сходится при q > −1 и расхо-
дится при q 6 1.

Для сходимости рассматриваемого интеграла необходимо и
достаточно, чтобы сходились оба интеграла I1 и I2. Учитывая
проведенное выше исследование, получаем, что интеграл

1∫
0

xp lnq 1
x

dx

сходится при p > −1, q > −1 и расходится во всех остальных
случаях.

2363.

+∞∫
0

xm

1 + xn
dx (n > 0).

260



Интеграл от функции

f(x) =
xm

1 + xn

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику

f(x) ∼


1

x−m
, n > 0

1
2x−m

, n = 0.

Условие сходимости интеграла: −m < 1 (т. е. m > −1). Таким
образом, интеграл I1 сходится при m > −1 и расходится при
m 6 −1.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и также имеет степен-
ную асимптотику при x→ ∞:

f(x) ∼ 1
xn−m

.

Условие сходимости второго интеграла: n−m > 1.
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Суммируя результаты по сходимости интегралов I1 и I2, по-
лучаем, что рассматриваемый интеграл сходится при m > −1,
n−m > 1 и расходится во всех остальных случаях.

2364.

+∞∫
0

arctg ax
xn

dx (a ̸= 0).

Интеграл от функции

f(x) =
arctg ax
xn

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼ a

xn−1
.

Следовательно, первый интеграл сходится тогда и только тогда,
когда n− 1 < 1, т. е. n < 2.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ +∞:

f(x) ∼ π sgn a
2xn

,
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поэтому интеграл I2 сходится при n > 1 и расходится при n 6 1.
Учитывая условия сходимости интегралов I1 и I2, получаем,

что рассматриваемый интеграл сходится при 1 < n < 2 и расхо-
дится в остальных случаях.

2365.

+∞∫
0

ln(1 + x)
xn

dx.

Интеграл от функции

f(x) =
ln(1 + x)

xn

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0. Функция ln(1 + x) ∼ x при x→ 0 и поэтому

f(x) ∼ 1
xn−1

, x→ 0.

Отсюда следует, что первый интеграл сходится только если
n− 1 < 1, т. е. при n < 2. Таким образом, условие сходимости I1
имеет вид n < 2.

Исследуем на сходимость второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx
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и рассмотрим три случая:
а) n < 1. В этом случае интеграл

+∞∫
1

dx

xn

расходится. С другой стороны, так как 1 = o(ln(1 + x)) при x→
→ +∞, то

1
xn

= o

(
ln(1 + x)

xn

)
= o (f(x))

при x→ +∞, поэтому расходится и интеграла I2.
б) n = 1. Подынтегральная функция

f(x) =
ln(1 + x)

x
∼ lnx

x
, x→ +∞.

Делая замену u = lnx, получаем

+∞∫
1

lnx
x

=

+∞∫
0

u du = +∞,

что доказывает расходимость интеграла от функции lnx/x, а
следовательно, и интеграла от f(x).

в) n > 1. В этом случае можно подобрать такое положитель-
ное число ε, что также и n− ε > 1 (рис. 5.4). Для этого можно,
например, взять ε = (n − 1)/2 (в этом случае точка x = n − ε
лежит ровно посередине между точками x = 1 и x = n).

-q q q
1 n− ε n

x

Рис. 5.4

Положим α = n− ε. Так как ε > 0, то

ln(1 + x) = o(xε) , x→ +∞,
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следовательно, при x→ +∞

f(x) =
ln(1 + x)

xn
= o

(
1

xn−ε

)
= o

(
1
xα

)
.

Величина α = n− ε > 1, поэтому интеграл

+∞∫
1

dx

xα

сходится, следовательно, сходится и интеграл от функции f(x).
Подводя итоги исследования интегралов I1 и I2, получаем

следующий результат. Интеграл

+∞∫
0

ln(1 + x)
xn

dx

сходится при 1 < n < 2 и расходится в остальных случаях.

2366.

+∞∫
0

xm arctg x
2 + xn

dx (n > 0).

Интеграл от функции

f(x) =
xm arctg x

2 + xn

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Исследуем на сходимость первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

265



Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼


1

2x−m−1
, n > 0

1
3x−m−1

, n = 0.

Следовательно, интеграл I1 сходится при −m − 1 < 1, что рав-
носильно условию m > −2.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ +∞:

f(x) ∼ π

2xn−m
,

поэтому интеграл I2 сходится только при условии n−m > 1.
Суммируя сказанное выше о сходимости интегралов I1 и I2,

получаем, что рассматриваемый интеграл сходится при m > −2,
n−m > 1 и расходится в остальных случаях.

2367.

+∞∫
0

cos ax
1 + xn

dx (n > 0).

При a = 0 подынтегральная функция

f(x) =
1

1 + xn

непрерывна на полуоси [0; +∞) и при x→ +∞ имеет степенную
асимптотику

f(x) ∼


1
xn

, n > 0

1
2
, n = 0.
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Отсюда следует, что при n > 1 интеграл сходится, а при n 6 1
интеграл расходится.

Рассмотрим случай a ̸= 0. Если n = 0, мы имеем интеграл

I =
1
2

+∞∫
0

cos ax dx =
(

1
2a

sin ax
)∣∣∣∣+∞

0

=
1
2a

(
lim

x→+∞
sin ax

)
.

Так как предел функции sin ax при x→ +∞ не существует (для
последовательности точек xn = πn/a предел последовательности
значений функции равен нулю, а для последовательности точек
xn = (π + 4πn)/2a предел соответствующей последовательности
значений функции равен единице), то рассматриваемый инте-
грал расходится .

Если n > 0, то применим признак Дирихле: подынтеграль-
ная функция f(x) = g(x)h(x), где функция g(x) = cos ax имеет
ограниченную первообразную

G(x) =
sin ax
a

,

(|G(x)| 6 1/|a|) а функция

h(x) =
1

1 + xn

монотонно стремится к нулю при x→ +∞. Отсюда следует, что
рассматриваемый интеграл сходится.

Таким образом, если a = 0, то при n > 1 интеграл сходится,
а при n 6 1 расходится. Если же a ̸= 0, то при n > 0 интеграл
сходится, а при n = 0 расходится.

2368.

+∞∫
0

sin2 x

x
dx.

Исследуемый интеграл разобъем на два
+∞∫
0

sin2 x

x
dx =

1∫
0

sin2 x

x
dx+

+∞∫
1

sin2 x

x
dx.
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В первом из них

I1 =

1∫
0

sin2 x

x
dx

подынтегральная функция

f(x) =
sin2 x

x

непрерывна на (0; 1] и имеет конечный предел в особой точке

lim
x→0

sin2 x

x
= 0.

Отсюда следует, что подынтегральная функция при x ∈ (0; 1]
совпадает с функцией

f̃(x) =


sin2 x

x
, x ∈ (0; 1];

0, x = 0,

непрерывной на [0; 1]. Согласно решению задачи 20 интеграл I1
сходится.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

sin2 x

x
dx.

Применяя формулу sin2 x = (1 − cos 2x)/2, получаем

I2 =

+∞∫
1

sin2 x

x
dx =

1
2

+∞∫
1

dx

x
− 1

2

+∞∫
1

cos 2x
x

dx =
1
2
I3 −

1
2
I4,

где

I3 =

+∞∫
1

dx

x
, I4 =

+∞∫
1

cos 2x
x

dx.
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Интеграл I3 расходится, а интеграл I4 сходится по призна-
ку Дирихле: функция cos 2x имеет ограниченную первообразную
(sin 2x)/2, функция 1/x монотонно убывает к нулю на +∞. От-
сюда следует, что интеграл I2 расходится (если допустить про-
тивное, то из равенства I2 = (I3 − I4)/2 следует, что интеграл
I3 = 2I2 + I4 сходится).

2369.

π/2∫
0

dx

sinp x cosq x
.

Интеграл от функции

f(x) =
1

sinp x cosq x

разобьем на два

π/2∫
0

f(x) dx =

π/4∫
0

f(x) dx+

π/2∫
π/4

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

π/4∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼ 1
xp
.

Следовательно, интеграл I1 сходится при p < 1 и расходится при
p > 1.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

π/2∫
π/4

f(x) dx.
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Подынтегральная функция непрерывна и также имеет степен-
ную асимптотику

f(x) =
1

sinp x sinq
(

π
2 − x

) ∼ 1(
π
2 − x

)q , x→ π

2
.

Отсюда следует, что интеграл I2 сходится при q < 1 и расходится
при q > 1.

Таким образом, рассматриваемый интеграл сходится при p <
< 1, q < 1 и расходится в остальных случаях.

2370.

1∫
0

xndx√
1 − x4

.

Интеграл от функции

f(x) =
xn

√
1 − x4

разобьем на два

1∫
0

f(x) dx =

1/2∫
0

f(x) dx+

1∫
1/2

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1/2∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼ 1
x−n

.

Условие сходимости первого интеграла: −n < 1, что равносильно
n > −1.
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Рассмотрим второй интеграл

I2 =

1∫
1/2

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и также имеет степен-
ную асимптотику при x→ 1:

f(x) =
xn√

(1 − x)(1 + x)(1 + x2)
∼ 1

2(1 − x)1/2
.

Отсюда следует, что второй интеграл сходится при любом n. Та-
ким образом, интеграл

1∫
0

xndx√
1 − x4

сходится тогда и только тогда, когда n > −1.

2370.1.

+∞∫
0

dx√
x3 + x

.

Интеграл от функции

f(x) =
1√

x3 + x

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.
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Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼ 1
x1/2

.

Отсюда следует, что интеграл I1 сходится.
Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и также имеет степен-
ную асимптотику при x→ +∞:

f(x) ∼ 1
x3/2

.

Таким образом, второй интеграл также сходится. Следователь-
но, рассматриваемый интеграл сходится.

2371.

+∞∫
0

dx

xp + xq
.

Интеграл от функции

f(x) =
1

xp + xq

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.
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Подынтегральная функция непрерывна и имеет степенную асим-
птотику при x→ 0:

f(x) ∼


1

xmin(p,q)
, q ̸= p ;

1
2xmin(p,q)

, q = p .

Отсюда следует, что интеграл I1 сходится тогда и только тогда,
когда min(p, q) < 1.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и также имеет степен-
ную асимптотику при x→ +∞:

f(x) ∼


1

xmax(p,q)
, q ̸= p ;

1
2xmax(p,q)

, q = p .

Таким образом, I2 сходится тогда и только тогда, когда величина
max(p, q) > 1.

Окончательно получаем, что рассматриваемый интеграл схо-
дится если min(p, q) < 1, max(p, q) > 1 и расходится в остальных
случаях.

2372.

1∫
0

lnx
1 − x2

dx.

Интеграл от функции

f(x) =
lnx

1 − x2
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разобьем на два

1∫
0

f(x) dx =

1/2∫
0

f(x) dx+

1∫
1/2

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1/2∫
0

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и при x→ 0

f(x) ∼ lnx = o

(
1√
x

)
.

Так как интеграл
1/2∫
0

1√
x
dx

сходится, то сходится и I1.
Рассмотрим второй интеграл

I2 =

1∫
1/2

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и при x→ 1 существует
конечный предел функции f(x), который можно найти, напри-
мер, по правилу Лопиталя:

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

lnx
1 − x2

= lim
x→1

(1/x)
(−2x)

= −1
2
.

Таким образом, функция f на промежутке [1/2; 1) совпадает
с функцией

f̃(x) =


lnx

1 − x2
, x ∈ [1/2; 1);

−1/2, x = 1,
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непрерывной на отрезке [1/2; 1]. Из решения задачи 20 следует
сходимость интеграла I2.

Таким образом, рассматриваемый интеграл сходится.

2373.

π/2∫
0

ln(sinx)√
x

dx.

Подынтегральная функция непрерывна на (0;π/2]. При x→
→ 0 функция ln(sinx) ∼ lnx. Это легко проверить с помощью
правила Лопиталя:

lim
x→0

ln(sinx)
lnx

= lim
x→0

(cosx
sinx

)
(

1
x

) =
lim
x→0

cosx

lim
x→0

(
sinx
x

) = 1.

Отсюда следует, что при x→ 0

ln(sinx)√
x

∼ lnx√
x

и сходимость рассматриваемого интеграла равносильна сходимо-
сти интеграла

I =

π/2∫
0

lnx√
x
dx.

Рассмотрим вопрос о сходимости интеграла I. Известно, что
при любом ε > 0, функция lnx = o(1/xε) при x→ 0, в частности

lnx = o

(
1
x1/4

)
.

Отсюда следует, что при x→ 0

lnx√
x

= o

(
1
x3/4

)
.

Так как интеграл
π/2∫
0

1
x3/4

dx
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сходится, то сходится и интеграл I. Таким образом, интеграл

π/2∫
0

ln(sinx)√
x

dx

сходится.

2374.

+∞∫
1

dx

xp lnq x
.

Интеграл от функции

f(x) =
1

xp lnq x

разобьем на два

+∞∫
1

f(x) dx =

2∫
1

f(x) dx+

+∞∫
2

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

2∫
1

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна и при x → 1 имеет сте-
пенную асимптотику

f(x) ∼ 1
(x− 1)q

.

Условие сходимости интеграла I1: q < 1.
Исследуем на сходимость второй интеграл

I2 =

+∞∫
2

f(x) dx
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и рассмотрим три случая.
а) p < 1. В этом случае можно подобрать такое положитель-

ное число ε, что также и p + ε < 1 (рис. 5.5). Для этого можно,
например, взять ε = (1 − p)/2 (в этом случае точка x = p + ε
лежит ровно посередине между точками x = p и x = 1).

-q q q
p p+ ε 1

x

Рис. 5.5

Положим α = p+ ε. Так как ε > 0, то при x→ +∞

1
xε

= o

(
1

lnq x

)
(при любом q), следовательно, при x→ +∞

1
xα

=
1
xp

· 1
xε

=
1
xp

· o
(

1
lnq x

)
= o

(
1

xp lnq x

)
= o(f(x)).

Величина α = p+ ε < 1, поэтому интеграл

+∞∫
2

dx

xα

расходится, следовательно, расходится и интеграл от функции
f(x).

б) p = 1. Подынтегральная функция

f(x) =
1

x lnq x
.

Делая замену u = lnx, получаем

+∞∫
2

f(x) dx =

+∞∫
2

dx

x lnq x
=

+∞∫
ln 2

du

uq
.
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Условие сходимости интеграла: q > 1.
в) p > 1. В этом случае можно подобрать такое положитель-

ное число ε, что также и p − ε > 1 (рис. 5.6). Для этого можно,
например, взять ε = (p − 1)/2 (в этом случае точка x = p − ε
лежит ровно посередине между точками x = 1 и x = p).

-q q q
1 p− ε p

x

Рис. 5.6

Положим α = p− ε. Так как ε > 0, то при x→ +∞

1
lnq x

= o (xε)

(при любом q), следовательно, при x→ +∞

f(x) =
1
xp

· 1
lnq x

=
1
xp

· o (xε) = o

(
xε

xp

)
= o

(
1

xp−ε

)
= o

(
1
xα

)
.

Величина α = p− ε > 1, поэтому интеграл

+∞∫
2

dx

xα

сходится, следовательно, сходится и интеграл от функции f(x).
Суммируя полученные результаты, получаем, что интеграл

+∞∫
1

dx

xp lnq x

сходится при p > 1, q < 1 и расходится в остальных случаях.

2375.

+∞∫
e

dx

xp(lnx)q(ln lnx)r
.
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Прежде всего отметим, что в случае p = 1 с помощью заме-
ны переменной u = lnx рассматриваемый интеграл сводится к
интегралу задачи 2374:

+∞∫
e

dx

x(lnx)q(ln lnx)r
=

+∞∫
1

du

uq lnr u

с заменой p на q, а q на r. Из решения этой задачи следует, то
при p = 1 рассматриваемый интеграл сходится тогда и только
тогда, когда q > 1, r < 1.

Исследуем вопрос сходимости интеграла при p ̸= 1. Интеграл
от функции

f(x) =
1

xp(lnx)q(ln lnx)r

разобьем на два

+∞∫
e

f(x) dx =

10∫
e

f(x) dx+

+∞∫
10

f(x) dx.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

10∫
e

f(x) dx.

Подынтегральная функция непрерывна на промежутке (e; 10].
При x → e функции xp → ep, lnx → 1. Функция φ(x) = ln lnx
при x = e равна нулю, а ее производная

φ′(x) =
1

x lnx

имеет значение φ′(e) = 1/e, следовательно,

ln lnx ∼ x− e
e

, x→ e.
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Таким образом, функция f(x) имеет степенную асимптотику при
x→ e

f(x) ∼ er−p

(x− e)r
.

Условие сходимости интеграла I1: r < 1.
Исследуем на сходимость второй интеграл

I2 =

+∞∫
10

f(x) dx

и рассмотрим два случая.
а) p < 1. В этом случае можно подобрать такое положитель-

ное число ε, что также и p + ε < 1 (рис. 5.5). Для этого можно,
например, взять ε = (1 − p)/2 (в этом случае точка x = p + ε
лежит ровно посередине между точками x = p и x = 1).

Положим α = p+ ε. Так как ε > 0, то при x→ +∞

1
xε

= o

(
1

(lnx)q(ln lnx)r

)
(при любых q и r), следовательно, при x→ +∞

1
xα

=
1
xp

· 1
xε

=
1
xp

· o
(

1
(lnx)q(ln lnx)r

)
=

= o

(
1

xp(lnx)q(ln lnx)r

)
= o(f(x)).

Величина α = p+ ε < 1, поэтому интеграл

+∞∫
10

dx

xα

расходится, следовательно, расходится и интеграл от функции
f(x).
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б) p > 1. В этом случае можно подобрать такое положитель-
ное число ε, что также и p − ε > 1 (рис. 5.6). Для этого можно,
например, взять ε = (p − 1)/2 (в этом случае точка x = p − ε
лежит ровно посередине между точками x = 1 и x = p).

Положим α = p− ε. Так как ε > 0, то при x→ +∞
1

(lnx)q(ln lnx)r
= o (xε)

(при любых q и r), следовательно, при x→ +∞

f(x) =
1
xp

· 1
(lnx)q(ln lnx)r

=
1
xp

· o (xε) =

= o

(
xε

xp

)
= o

(
1

xp−ε

)
= o

(
1
xα

)
.

Величина α = p− ε > 1, поэтому интеграл

+∞∫
10

dx

xα

сходится, следовательно, сходится и интеграл от функции f(x).
Суммируя полученные результаты, получаем, что интеграл

+∞∫
e

dx

xp(lnx)q(ln lnx)r

сходится при p > 1, r < 1 и p = 1, q > 1, r < 1. Во всех остальных
случаях интеграл расходится.

2376.

+∞∫
−∞

dx

|x− a1|p1 |x− a2|p2 . . . |x− an|pn

(a1 < a2 < . . . < an).
Обозначим через f(x) подынтегральную функцию

f(x) =
1

|x− a1|p1 |x− a2|p2 . . . |x− an|pn
.
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Зафиксируем набор точек b0, b1, . . . , bn так, чтобы выполнялись
неравенства

b0< a1< b1< a2< . . .< bi−1< ai< bi< . . .< bn−1< an< bn,

тогда
+∞∫

−∞

f(x) dx =

b0∫
−∞

f(x) dx+

+
n∑

i=1

 ai∫
bi−1

f(x) dx+

bi∫
ai

f(x) dx

+

+∞∫
bn

f(x) dx.

Для сходимости интеграла необходимо и достаточно, чтобы схо-
дились все интегралы, входящие в полученное разложение. Так
как при x→ ∞

f(x) ∼ 1
|x|p1+p2+...+pn

,

то условием сходимости интегралов

b0∫
−∞

f(x) dx,

+∞∫
bn

f(x) dx

является неравенство p1 + p2 + . . .+ pn > 1.
При x→ ai

f(x) ∼ Ci

|x− ai|pi
,

где
Ci =

∏
j ̸=i

|ai − aj |−pj .

Отсюда следует, что каждый из интегралов

ai∫
bi−1

f(x) dx,

bi∫
ai

f(x) dx
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сходится тогда и только тогда, когда pi < 1.
Таким образом, рассматриваемый интеграл

+∞∫
−∞

dx

|x− a1|p1 |x− a2|p2 . . . |x− an|pn

сходится при p1 < 1, p2 < 1, . . . , pn < 1, p1 + p2 + . . . + pn > 1 и
расходится в остальных случаях.

2376.1.

+∞∫
0

xα|x− 1|βdx.

Интеграл от функции

f(x) = xα|x− 1|β

разобьем на четыре

+∞∫
0

f(x) dx =

1/2∫
0

f(x) dx+

1∫
1/2

f(x) dx+

2∫
1

f(x) dx+

+∞∫
2

f(x) dx.

На промежутке (0; 1/2] функция f(x) непрерывна и при x→0

f(x) ∼ xα =
1
x−α

,

поэтому интеграл
1/2∫
0

f(x) dx

сходится при условии −α < 1, т. е. при α > −1.
На промежутках [1/2; 1) и (1; 2] функция f(x) также непре-

рывна и при x→ 1

f(x) ∼ 1
|x− 1|−β

,
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поэтому интегралы
1∫

1/2

f(x) dx,

2∫
1

f(x) dx

сходятся только при −β < 1, что равносильно β > −1.
На полуоси [2;+∞) подынтегральная функция нерерывна и

при x→ +∞
f(x) ∼ 1

x−α−β
.

Следовательно, интеграл
+∞∫
2

f(x) dx

сходится тогда и только тогда, когда −α − β > 1, т. е. если вы-
полнено условие α+ β < −1.

С учетом приведенного анализа, получаем, что рассматрива-
емый интеграл сходится при α > −1, β > −1, α + β < −1 и
расходится в остальных случаях.

2377.

+∞∫
0

Pm(x)
Pn(x)

dx, где Pm(x) и Pn(x) – взаимно простые мно-

гочлены соответственно степеней m и n.
Если многочлен Pn(x) имеет на промежутке интегрирования

[0;+∞) корень x = a, то в разбиение несобственного интеграла
в сумму элементарных несобственных интегралов, содержащих
по одной особенности подынтегральной функции, будет входить
интеграл вида

b∫
a

Pm(x)
Pn(x)

dx.

Если s – кратность корня x = a (s > 1), то при x→ a

Pm(x)
Pn(x)

∼ C

(x− a)s
,
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где C ̸= 0. Так как s > 1, то интеграл расходится. Таким обра-
зом, для сходимости рассматриваемого несобственного интегра-
ла необходимо, чтобы многочлен Pn(x) не имел нулей на проме-
жутке интегрирования. Предположим, что это условие выпол-
нено, тогда подынтегральная функция непрерывна на [0;+∞) и
при x→ +∞

Pm(x)
Pn(x)

∼ C

xn−m

с некоторой постоянной C ̸= 0. Следовательно, рассматриваемый
интеграл сходится тогда и только тогда, когда n − m > 1, т. е.
n > m+ 1.

Подводя итог, получаем, что интеграл

+∞∫
0

Pm(x)
Pn(x)

dx

сходится в том и только в том случае, когда многочлен Pn(x) не
имеет корней в промежутке [0;+∞) и n > m+ 1.

Исследовать на абсолютную и условную сходимость следую-
щие интегралы:

2378.

+∞∫
0

sinx
x

dx.

Интеграл от функции

f(x) =
sinx
x

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.
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Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

Так как lim
x→0

sinx
x

= 1, то согласно решению задачи 20, несоб-
ственный интеграл I1 совпадает с собственным интегралом от
непрерывной функции

f̃(x) =


sinx
x

, 0 < x 6 1

1 , x = 0.

Отсюда следует, что I1 сходится абсолютно.
Перейдем ко второму интегралу

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx.

а). Сходимость интеграла I2 следует из признака Дирихле:
функция y = sinx имеет ограниченную первообразную − cosx, а
функция y = 1/x монотонно стремится к нулю при x→ ∞.

б). Покажем что интеграл не сходится абсолютно. Восполь-
зуемся тем, что | sinx| > sin2 x (это неравенство следует из нера-
венства | sinx| 6 1), тогда имеем:

+∞∫
1

|f(x)| dx =

+∞∫
1

| sinx|
x

dx >
+∞∫
1

sin2 x

x
dx =

=

+∞∫
1

1 − cos 2x
2x

dx =
1
2

+∞∫
1

dx

x
− 1

2

+∞∫
1

cos 2x
x

dx.
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Первый из полученных интегралов расходится, а второй сходит-
ся по признаку Дирихле: функция y = cos 2x имеет ограничен-
ную первообразную sin 2x/2, а функция y = 1/x монотонно стре-
мится к нулю при x → +∞. Так как разность расходящегося и
сходящегося интегралов есть интеграл расходящийся, то отсюда
следует, что интеграл I2 не является абсолютно сходящимся.

Подводя итог, получаем, что рассматриваемый в задаче ин-
теграл сходится условно.

2379.

+∞∫
0

√
x cosx

x+ 100
dx.

Подынтегральная функция непрерывна на [0; +∞), поэтому
сходимость интеграла не зависит от выбора начальной точки ин-
тегрирования и вместо исходного интеграла можно рассмотреть
интеграл

I =

+∞∫
100

√
x cosx

x+ 100
dx.

Для доказательства сходимости интеграла I воспользуемся
признаком Дирихле. Функция f(x) = cosx имеет ограниченную
первообразную F (x) = sinx, а функция

g(x) =
√
x

x+ 100

имеет нулевой предел на бесконечности и монотонно убывает.
Последнее утверждение о монотонности легко проверить, вычис-
лив производную:

g′(x) =
100 − x

2
√
x(x+ 100)2

6 0,

так как x > 100 (именно из соображения монотонности и был
выбран новый нижний предел интегрирования, равный 100).
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Для исследования интеграла I на абсолютную сходимость,
воспользуемся неравенством | cosx| > cos2 x, следующим из нера-
венства | cosx| 6 1:

+∞∫
100

∣∣∣∣√x cosx
x+ 100

∣∣∣∣ dx =

+∞∫
100

√
x | cosx|
x+ 100

dx >
+∞∫

100

√
x cos2 x
x+ 100

dx =

=

+∞∫
100

√
x (1 + cos 2x)
2(x+ 100)

dx =
1
2

+∞∫
100

√
x dx

x+ 100
+

1
2

+∞∫
100

√
x cos 2x
x+ 100

dx.

Первый из полученных в правой части последнего равенства
интегралов расходится, так как при x→ +∞

√
x

x+ 100
∼ 1
x1/2

.

Второй интеграл сходится по признаку Дирихле: функция y =
= cos 2x имеет ограниченную первообразную y = sin 2x/2, а
функция

g(x) =
√
x

x+ 100
,

как показано выше, имеет нулевой предел на бесконечности и мо-
нотонно убывает. Так как разность расходящегося и сходящегося
интегралов является расходящимся интегралом, то интеграл

+∞∫
100

√
x cos2 x
x+ 100

dx

расходится, следовательно, расходится и интеграл

+∞∫
100

√
x | cosx|
x+ 100

dx,

т. е. I не является абсолютно сходящимся.
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Подводя итог, получаем, что рассматриваемый в задаче ин-
теграл сходится условно.

2380.

+∞∫
0

xp sin(xq) dx (q ̸= 0).

После замены переменной t = xq получаем:

+∞∫
0

xp sin(xq) dx =



1
q

+∞∫
0

sin t
tα

dt , q > 0 ;

− 1
q

+∞∫
0

sin t
tα

dt , q < 0 ,

где
α =

q − p− 1
q

.

В любом из двух случаях (q > 0 или q < 0) задача сводится
к исследованию интеграла

I =

+∞∫
0

sin t
tα

dt.

Полученный интеграл от функции

f(t) =
sin t
tα

разобьем на два
+∞∫
0

f(t) dt =

1∫
0

f(t) dt+

+∞∫
1

f(t) dt.

Рассмотрим первый интеграл

I1 =

1∫
0

f(t) dt.
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Подынтегральная функция непрерывна, причем при t→ 0

f(t) ∼ 1
tα−1

.

Отсюда следует, что интеграл I1 сходится тогда и только тогда,
когда α−1 < 1, т. е. при α < 2. При этом в силу положительности
функции f(t) на промежутке интегрирования понятия сходимо-
сти и абсолютной сходимости совпадают.

Перейдем ко второму интегралу

I2 =

+∞∫
1

f(t) dt

и рассмотрим вопрос о его сходимости. При α > 0 к интегралу
применим признак Дирихле. Функция y = sin t имеет ограничен-
ную первообразную y = − cos t, а функция y = 1/tα монотонно
убывает к нулю на бесконечности. Таким образом, при α > 0
интеграл I2 сходится.

При α = 0

I2 =

+∞∫
1

sin t dt = lim
D→+∞

D∫
1

sin t dt =

= lim
D→+∞

(
− cos t

)∣∣∣∣D
0

= 1 − lim
D→+∞

cosD.

Так как lim
D→+∞

cosD не существует, то интеграл расходится.

При α < 0 интеграл расходится. Для доказательства этого
факта проверим, что не выполнен критерий Коши сходимости
интеграла, т. е. при некотором ε > 0 для любого D > 1 найдутся
такие D1, D2 ∈ (D; +∞), что∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ > ε.
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В самом деле, пусть ε = 2 и D > 1, подберем натуральное число
n так, чтобы точки D1 = 2πn и D2 = π+ 2πn попали в интервал
(D; +∞) (для этого достаточно выбрать n > D/2π). Учитывая,
что при t > 1 величина 1/tα > 1 (α < 0), имеем:∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

π+2πn∫
2πn

sin t
tα

dt

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣

π+2πn∫
2πn

sin t dt

∣∣∣∣∣∣ = 2 = ε.

Рассмотрим вопрос об абсолютной сходимости интеграла I2.
Если величина α > 1, то подынтегральная функция

|f(t)| =
| sin t|
tα

6 1
tα
,

что влечет абсолютную сходимость I2. Так как при α 6 0 инте-
грал I2 расходится, то он не может сходиться абсолютно, следо-
вательно, осталось рассмотреть случай 0 < α 6 1. Покажем, что
в этом случае интеграл также не сходится абсолютно. Для это-
го воспользуемся неравенством | sin t| > sin2 t, вытекающим из
неравенства | sin t| 6 1. С помощью этого неравенства получаем:

+∞∫
1

|f(t)| dt =

+∞∫
1

| sin t|
tα

dt >
+∞∫
1

sin2 t

tα
dt =

+∞∫
1

1 − cos 2t
2tα

dt =

=
1
2

+∞∫
1

dt

tα
− 1

2

+∞∫
1

cos 2t
tα

dt.

Так как α 6 1, то первый из полученных интегралов расходит-
ся, а второй сходится по признаку Дирихле: функция y = cos 2t
имеет ограниченную первообразную sin 2t/2, а функция y = 1/tα

монотонно стремится к нулю при x→ +∞ (α > 0). Так как раз-
ность расходящегося и сходящегося интегралов есть интеграл
расходящийся, то отсюда следует, что интеграл I2 не является
абсолютно сходящимся.
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Подведем итог исследованию сходимости интеграла

I =

+∞∫
0

sin t
tα

dt.

При α > 2 интеграл расходится, при 1 < α 6 2 интеграл сходится
абсолютно, при 0 < α 6 1 интеграл сходится условно и при α 6 0
интеграл расходится.

Переходя к параметрам p и q получаем условия сходимости
исходного интеграла

+∞∫
0

xp sin(xq) dx.

При −1 < (p + 1)/q < 0 интеграл сходится абсолютно, при 0 6
6 (p + 1)/q < 1 интеграл сходится условно, а при (p + 1)/q > 1
или (p+ 1)/q 6 −1 интеграл расходится.

2380.1.

π/2∫
0

sin(secx)dx.

В задаче используется вышедшее из употребления обозначе-
ние функции

secx =
1

cosx
.

Подынтегральня функция

f(x) = sin(secx)

непрерывна на промежутке [0;π/2) и ограничена

| sin(secx)| 6 1.

Из решения задачи 28 следует, что интеграл сходится, причем
абсолютно.
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2380.2.

+∞∫
0

x2 cos(ex) dx.

После замены переменной t = ex получаем:

+∞∫
0

x2 cos(ex) dx =

+∞∫
1

ln2 t

t
cos t dt.

Так как сходимость интеграла не зависит от выбора нижнего
предела интегрирования, то достаточно исследовать на сходи-
мость интеграл

I =

+∞∫
10

ln2 t

t
cos t dt.

Интеграл I сходится по признаку Дирихле. Функция f(t) = cos t
имеет ограниченную первообразную F (t) = sin t, а функция

g(t) =
ln2 t

t

монотонно убывает и имеет нулевой предел на бесконечности.
Для проверки монотонного убывания можно вычислить произ-
водную

g′(t) =
ln t(2 − ln t)

t2
.

Из явного вида производной следует, что она отрицательна при
t > e2. Так как e2 ≈ 7, 389 < 10, то g′(t) < 0 на всем проме-
жутке интегрирования (из этих соображений и был выбран ниж-
ний предел интегрирования). Отсюда следует убывание функции
g(t).

Исследуем интеграл на абсолютную сходимость. Та же заме-
на t = ex дает:

+∞∫
0

|x2 cos(ex)| dx =

+∞∫
1

ln2 t

t
| cos t| dt.
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Сходимость интеграла не зависит от выбора нижнего предела
интегрирования, поэтому достаточно исследовать на сходимость
интеграл

J =

+∞∫
10

ln2 t

t
| cos t| dt.

Покажем, что этот интеграл расходится. Так как | cos t| 6 1, то
отсюда имеем неравенство | cos t| > cos2 t и

J >
+∞∫
10

ln2 t

t
cos2 t dt =

+∞∫
10

ln2 t

2t
(1 + cos 2t) dt =

=
1
2

+∞∫
10

ln2 t

t
dt+

1
2

+∞∫
10

ln2 t

t
cos 2t dt.

Так как при t→ +∞

1
t

= o

(
ln2 t

t

)
,

и интеграл
+∞∫
10

dt

t

расходится, то расходится и первый из полученных интегралов

+∞∫
10

ln2 t

t
dt.

Второй из полученных интегралов

+∞∫
10

ln2 t

t
cos 2t dt
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сходится по признаку Дирихле: функция y = cos 2t имеет огра-
ниченную первообразную y = sin 2t/2, а функция

g(t) =
ln2 t

t

монотонно убывает к нулю при t→ +∞ (это было показано вы-
ше при исследовании сходимости интеграла I). Так как сумма
расходящегося и сходящегося интегралов есть интеграл расхо-
дящийся, то отсюда следует расходимость интеграла J .

Следовательно, рассматриваемый интеграл

+∞∫
0

x2 cos(ex) dx

сходится условно.

2381.

+∞∫
0

xp sinx
1 + xq

dx (q > 0).

Интеграл от функции

f(x) =
xp sinx
1 + xq

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx.

Исследуем сходимость интеграла

I1 =

1∫
0

f(x) dx.

Так как подынтегральная функция f(x) неотрицательна на (0; 1],
то понятия сходимости и абсолютной сходимости для интеграла
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I1 совпадают. Функция f(x) непрерывна на промежутке (0; 1] и
имеет степенную асимптотику при x→ 0

f(x) ∼


1

x−p−1
, q > 0 ,

1
2x−p−1

, q = 0 .

Отсюда следует, что интеграл I1 сходится тогда и только тогда,
когда −p− 1 < 1, т. е. p > −2.

Рассмотрим второй интеграл

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx

и выясним условия его сходимости.
а) p < q. Так как сходимость интеграла не зависит от выбора

нижнего предела интегрирования, то вместо интеграла I2 можно
исследовать интеграл

J =

+∞∫
D

f(x) dx,

где D мы можем выбрать по своему усмотрению. Выберем это
число так, чтобы

D >

(
p

q − p

)1/q

.

Покажем, что интеграл J сходится. Воспользуемся признаком
Дирихле: подынтегральная функция

f(x) = f1(x)f2(x),

где

f1(x) = sinx , f2(x) =
xp

1 + xq
.
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Функция f1(x) имеет ограниченную первообразную F1(x) =
= − cosx, а функция f2(x) монотонно убывает к нулю при x →
→ +∞. Для проверки монотонности достаточно найти производ-
ную

f ′2(x) =
xp−1[p− (q − p)xq]

(1 + xq)2
.

В силу выбора числа D величина f ′2(x) < 0 на [D; +∞), что
влечет убывание функции f2(x).

б) p > q. Для этих значений параметров интеграл расходится.
Для доказательства этого покажем, что не выполнен критерий
Коши сходимости интеграла, т. е. при некотором ε > 0 для лю-
бого D > 1 найдутся такие D1, D2 ∈ (D; +∞), что∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ > ε.

Пусть ε = 1 и D > 1. Подберем натуральное число n так, что-
бы числа D1 = 2πn и D2 = π + 2πn попали в интервал (D; +∞)
(для этого достаточно выбрать n > D/2π). Воспользуемся раз-
ложением подынтегральной функции на множители из преды-
дущего пункта

f(x) = f1(x)f2(x),

где

f1(x) = sinx , f2(x) =
xp

1 + xq
.

Величины p и p−q неотрицательны (p > q, q > 0). Отюда следует,
что производная

f ′2(x) =
xp−1[p+ (p− q)xq]

(1 + xq)2

неотрицательна и функция f2(x) возрастает на [1;+∞). Следо-
вательно, на всем промежутке интегрирования

f2(x) > f2(1) =
1
2
.
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Так как на отрезке [D1;D2] = [2πn;π + 2πn] обе функции f1(x)
и f2(x) неотрицательны, то∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

f(t) dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

π+2πn∫
2πn

f1(x)f2(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =
π+2πn∫
2πn

f1(x)f2(x) dx >

> 1
2

π+2πn∫
2πn

f1(x) dx =
1
2

π+2πn∫
2πn

sinx dx = 1 = ε.

Рассмотрим вопрос об абсолютной сходимости интеграла I2.
Так как при p > q интеграл расходится, то достаточно рассмот-
реть случай p < q.

а) q > p + 1. Так как функция f1(x) = sinx ограничена, а
функция

f2(x) =
xp

1 + xq
∼ 1
xq−p

, x→ +∞,

то

|f(x)| = O

(
1

xq−p

)
, x→ +∞

и в силу условия q > p+ 1 интеграл I2 сходится абсолютно.
б) p < q 6 p+ 1. Так как сходимость интеграла не зависит от

выбора нижнего предела интегрирования, то можно исследовать
сходимость интеграла

+∞∫
D

|f(x)| dx,

где

D >

(
p

q − p

)1/q

.

Покажем, что этот интеграл расходится. Для этого воспользу-
емся неравенством | sinx| > sin2 x, вытекающим из неравенства
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| sinx| 6 1, получаем:

+∞∫
D

|f(x)| dx =

+∞∫
D

xp| sinx|
1 + xq

dx >
+∞∫
D

xp sin2 x

1 + xq
dx =

=

+∞∫
D

xp(1 − cos 2x)
2(1 + xq)

dx =
1
2

+∞∫
D

xp

1 + xq
dx− 1

2

+∞∫
D

xp cos 2x
1 + xq

dx.

В первом из полученных интегралов подынтегральная функция

xp

1 + xq
∼ 1
xq−p

и так как q 6 p+1, то q−p 6 1, следовательно, этот интеграл рас-
ходится. Второй интеграл сходится по признаку Дирихле: функ-
ция y = cos 2x имеет ограниченную первообразную y = sin 2x/2,
а функция

f2(x) =
xp

1 + xq

была исследована выше (при доказательстве обычной сходимо-
сти интеграла I2 в п. а, отвечающего случаю p < q), эта функция
имеет нулевой предел на бесконечности (p < q) и монотонно убы-
вает: производная этой функции

f ′2(x) =
xp−1[p− (q − p)xq]

(1 + xq)2

отрицательна на промежутке [D; +∞) в силу выбора числа D.
Так как разность расходящегося интеграла и сходящегося есть
интеграл расходящийся, то I2 не может сходиться абсолютно.

Подведем итог исследования. При q > 0 интеграл

+∞∫
0

xp sinx
1 + xq

dx
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сходится абсолютно при p > −2, q > p+ 1, сходится условно при
p > −2, p < q 6 p+ 1 и расходится в остальных случаях.

2382.

+∞∫
0

sin
(
x+

1
x

)
xn

dx.

Интеграл от функции

f(x) =
sin
(
x+

1
x

)
xn

разобьем на два

+∞∫
0

f(x) dx =

1∫
0

f(x) dx+

+∞∫
1

f(x) dx

и в каждом из интегралов сделаем замену

y = x+
1
x
.

Функция, определяющая замену, убывает на промежутке (0; 1] от
+∞ до 2 и возрастает на [1;+∞) от 2 до +∞. Формулу обратной
замены находим, решая квадратное уравнение x2 − yx + 1 = 0
относительно переменной x:

x =
1
2

(
y ±

√
y2 − 4

)
.

По теореме Виета произведение корней равно 1, следовательно,
меньший корень лежит на промежутке (0; 1], а больший – на
[1;+∞). Таким образом, в первом интеграле

x =
1
2

(
y −

√
y2 − 4

)
, dx =

√
y2 − 4 − y

2
√
y2 − 4

dy
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и

I1 =

1∫
0

f(x) dx = 2n−1

+∞∫
2

sin y dy√
y2 − 4

(
y −

√
y2 − 4

)n−1 .

Во втором интеграле

x =
1
2

(
y +

√
y2 − 4

)
, dx =

√
y2 − 4 + y

2
√
y2 − 4

dy

так, что

I2 =

+∞∫
1

f(x) dx = 2n−1

+∞∫
2

sin y dy√
y2 − 4

(
y +

√
y2 − 4

)n−1 .

Изучим интеграл I1. Обозначим подынтегральную функцию

F (y) =
sin y√

y2 − 4
(
y −

√
y2 − 4

)n−1

и разобьем интеграл на два

I1 =

+∞∫
2

F (y) dy =

3∫
2

F (y) dy +

+∞∫
3

F (y) dy.

Рассмотрим первый интеграл

I11 =

3∫
2

F (y) dy.

Подынтегральная функция непрерывна и при y → 2 имеет сте-
пенную асимптотику с показателем 1/2

F (y) ∼ sin 2
2n(y − 2)1/2

,
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поэтому интеграл I11 сходится, причем абсолютно.
Рассмотрим сходимость второго интеграла

I12 =

+∞∫
3

F (y) dy.

а) n < 2. Покажем, что интеграл сходится. Воспользуемся
признаком Дирихле. Функция sin y имеет ограниченную перво-
образную, поэтому достаточно показать, что функция

F1(y) =
1√

y2 − 4
(
y −

√
y2 − 4

)n−1

монотонно убывает к нулю на бесконечности. Уничтожая ирра-
циональность в знаменателе, преобразуем выражение для этой
функции:

F1(y) =

(
y +

√
y2 − 4

)n−1

4n−1
√
y2 − 4

.

Из этого выражения следует, что при y → +∞

F1(y) ∼
1

2n−1y2−n
,

следовательно, F1(y) → 0 при y → +∞ (n < 2). Для доказатель-
ства убывания функции F1(y) преобразуем ее выражение следу-
ющим образом:

F1(y)=

(
y +
√
y2−4

)n−1

4n−1
√
y2−4

=
y +

√
y2−4

4n−1
√
y2−4

· 1(
y +
√
y2−4

)2−n =

=
1

4n−1

 1√
1 − 4

y2

+ 1

 1(
y +

√
y2 − 4

)2−n .
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Функции

u =
1√

1 − 4
y2

, v =
1(

y +
√
y2 − 4

)2−n

положительны и убывают на [3;+∞), следовательно, убывает и
функция F1(y). Таким образом, условия признака Дирихле вы-
полнены и интеграл сходится.

б) n > 2. Покажем, что в этом случае интеграл I12 расходит-
ся. Для этого достаточно показать, что не выполнен критерий
Коши сходимости интеграла, т. е. при некотором ε > 0 для лю-
бого D > 3 найдутся такие D1, D2 ∈ (D; +∞), что∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

F (y) dy

∣∣∣∣∣∣ > ε.

В предыдущем пункте было показано, что функция

F1(y) ∼
1

2n−1y2−n

при y → +∞. Так как n > 2, то функция F1(y) отделена от
нуля при y → +∞, т. е. существует такое положительное число
m и такое число y0, что при всех y ∈ [y0; +∞) будет выполнено
неравенство F1(y) > m. Пусть ε = 2m и D > 3. Подберем такое
натуральное число n, чтобы точки D1 = 2πn и D2 = π + 2πn
были больше, чем max{D, y0}. Тогда∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

F (y) dy

∣∣∣∣∣∣ =
π+2πn∫
2πn

F1(y) sin y dy > m

π+2πn∫
2πn

sin y dy = 2m = ε,

что доказывает расходимость интеграла I12.
Рассмотрим, теперь, вопрос об абсолютной сходимости ин-

теграла I12. Так как при n > 2 этот интеграл расходится, то
достаточно ограничиться случаем n < 2.
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а) n < 1. Функция F (y) = F1(y) sin y. При исследовании обыч-
ной сходимости интеграла, в пункте а, было показано, что

F1(y) ∼
1

2n−1y2−n

при y → +∞. Следовательно,

F (y) = O

(
1

y2−n

)
при y → +∞. Так как n < 1, то 2−n > 1 и интеграл I12 сходится
абсолютно.

б) 1 6 n < 2. Воспользуемся неравенством | sin y| > sin2 y,
вытекающим из неравенства | sin y| 6 1. Так как функция F1(y)
положительна, то

+∞∫
3

|F (y)| dy =

+∞∫
3

F1(y)| sin y| dy >
+∞∫
3

F1(y) sin2 y dy =

=
1
2

+∞∫
3

F1(y)(1 − cos 2y) dy =
1
2

+∞∫
3

F1(y) dy −
1
2

+∞∫
3

F1(y) cos 2y dy.

Как уже отмечалось выше, при y → +∞

F1(y) ∼
1

2n−1y2−n
.

Ввиду того, что n > 1 величина 2 − n 6 1, следовательно, инте-
грал

+∞∫
3

F1(y) dy

расходится. С другой стороны, при n > 2 функция F1(y) моно-
тонно убывает к нулю (это также было показано выше), а функ-
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ция cos 2y имеет ограниченную первообразную, поэтому, по при-
знаку Дирихле, интеграл

+∞∫
3

F1(y) cos 2y dy

сходится. Так как разность расходящегося и сходящегося инте-
гралов есть интеграл расходящийся, то интеграл I12 не может
сходиться абсолютно.

Суммируя результаты о сходимости интегралов I11 и I12, по-
лучаем, что интеграл I1 сходится абсолютно при n < 1, сходится
условно при 1 6 n < 2 и расходится при n > 2.

Перейдем к интегралу I2. Обозначим подынтегральную фун-
кцию

G(y) =
sin y√

y2 − 4
(
y +

√
y2 − 4

)n−1

и разобьем интеграл на два

I2 =

+∞∫
2

G(y) dy =

3∫
2

G(y) dy +

+∞∫
3

G(y) dy.

Рассмотрим первый интеграл

I21 =

3∫
2

G(y) dy.

Подынтегральная функция непрерывна и при y → 2 имеет сте-
пенную асимптотику с показателем 1/2

G(y) ∼ sin 2
2n(y − 2)1/2

,

поэтому интеграл I21 сходится, причем абсолютно.
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Рассмотрим сходимость второго интеграла

I22 =

+∞∫
3

G(y) dy.

Изучение сходимости этого интеграла проводится аналогично ис-
следованию сходимости интеграла I12.

а) n > 0. Покажем, что интеграл сходится. Воспользуемся
признаком Дирихле. Функция sin y имеет ограниченную перво-
образную, поэтому достаточно показать, что функция

G1(y) =
1√

y2 − 4
(
y +

√
y2 − 4

)n−1

монотонно убывает к нулю на бесконечности. В самом деле, при
y → +∞

G1(y) ∼
1

2n−1yn

и так как n > 0, то G1(y) имеет нулевой предел на бесконечности.
С другой стороны,

G1(y) =
y +

√
y2 − 4√

y2 − 4
(
y +

√
y2 − 4

)n =

=

 1√
1 − 4

y2

+ 1

 1(
y +

√
y2 − 4

)n .

Функции

u =
1√

1 − 4
y2

, v =
1(

y +
√
y2 − 4

)n

положительны и убывают на [3;+∞), следовательно, убывает
и функция G1(y). Таким образом, условия признака Дирихле
выполнены и интеграл сходится.
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б) n 6 0. Покажем, что в этом случае интеграл I22 расходит-
ся. Для этого достаточно показать, что не выполнен критерий
Коши сходимости интеграла, т. е. при некотором ε > 0 для лю-
бого D > 3 найдутся такие D1, D2 ∈ (D; +∞), что∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

G(y) dy

∣∣∣∣∣∣ > ε.

Так как
G1(y) ∼

1
2n−1yn

при y → +∞ и n 6 0, то функция G1(y) отделена от нуля
при y → +∞, т. е. существует такое положительное число m
и такое число y0, что при всех y ∈ [y0; +∞) будет выполне-
но неравенство G1(y) > m. Пусть ε = 2m и D > 3. Подбе-
рем такое натуральное число n, чтобы точки D1 = 2πn и D2 =
= π + 2πn были больше, чем max{D, y0}. Тогда∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

G(y) dy

∣∣∣∣∣∣ =
π+2πn∫
2πn

G1(y) sin y dy > m

π+2πn∫
2πn

sin y dy = 2m = ε,

что доказывает расходимость интеграла I22.
Рассмотрим вопрос об абсолютной сходимости интеграла I22.

Так как при n 6 0 этот интеграл расходится, то достаточно огра-
ничиться случаем n > 0.

а) n > 1. Функция G(y) = G1(y) sin y. Функция

G1(y) ∼
1

2n−1yn

при y → +∞. Следовательно,

G(y) = O

(
1
yn

)
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при y → +∞. Так как n > 1, то интеграл I22 сходится абсолютно.
б) 0 < n 6 1. Воспользуемся неравенством | sin y| > sin2 y,

вытекающим из неравенства | sin y| 6 1. Так как функция G1(y)
положительна, то

+∞∫
3

|G(y)| dy =

+∞∫
3

G1(y)| sin y| dy >
+∞∫
3

G1(y) sin2 y dy =

=
1
2

+∞∫
3

G1(y)(1 − cos 2y) dy =
1
2

+∞∫
3

G1(y) dy −
1
2

+∞∫
3

G1(y) cos 2y dy.

Как уже отмечалось выше, при y → +∞

G1(y) ∼
1

2n−1yn
.

Ввиду того, что n 6 1 интеграл

+∞∫
3

G1(y) dy

расходится. С другой стороны, при n > 0 функция G1(y) моно-
тонно убывает к нулю (это также было показано выше), а функ-
ция cos 2y имеет ограниченную первообразную, поэтому, по при-
знаку Дирихле, интеграл

+∞∫
3

G1(y) cos 2y dy

сходится. Так как разность расходящегося и сходящегося инте-
гралов есть интеграл расходящийся, то интеграл I22 не может
сходиться абсолютно.
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Подводя итоги проделанного анализа относительно сходимо-
сти интегралов I21 и I22, получаем, что интеграл I2 сходится аб-
солютно при n > 1, сходится условно при 0 < n 6 1 и расходится
при n 6 0.

Учитывая полученные результаты, касающиеся сходимости
интегралов I1 и I2, получаем окончательно, что рассматривае-
мый в задаче интеграл

+∞∫
0

sin
(
x+

1
x

)
xn

dx

сходится условно при 0 < n < 2 и расходится в остальных слу-
чаях.

2383.

+∞∫
a

Pm(x)
Pn(x)

sinx dx,

где Pm(x) и Pn(x) – целые многочлены и Pn(x) > 0, если
x > a > 0.

Обозначим через f(x) подынтегральную функция

f(x) =
Pm(x)
Pn(x)

sinx,

через g(x) – отношение многочленов

g(x) =
Pm(x)
Pn(x)

,

так, что
f(x) = g(x) sinx

и рассмотрим три случая.
а) n > m + 1. Функция y = sinx ограничена, а отношение

многочленов при x→ +∞

g(x) =
Pm(x)
Pn(x)

∼ C

xn−m
,
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где постоянная C равна отношению старших коэффициентов
многочленов Pm(x) и Pn(x). Отсюда следует, что при x→ +∞

f(x) = O

(
1

xn−m

)
.

Так как n > m + 1, то величина n − m > 1 и, следовательно,
рассматриваемый интеграл

+∞∫
a

f(x) dx

сходится абсолютно.
б) m < n 6 m + 1. Покажем, что в данном случае интеграл

сходится условно. Вычислим производную

g′(x) =
P ′

m(x)Pn(x) − Pm(x)P ′
n(x)

P 2
n(x)

.

Числитель полученного выражения P ′
m(x)Pn(x) − Pm(x)P ′

n(x)
представляет собой многочлен, который может иметь только ко-
нечное число корней (случай когда g(x) = const мы исключаем,
так как m ̸= n). Отсюда следует, что существует такое число
A, что при x > A функция g′(x) не имеет нулей и, таким обра-
зом, знакопостоянна. Это влечет монотонность функции g(x) на
промежутке [A; +∞). Более того, так как m < n, то функция
g(x) имеет нулевой предел на бесконечности. С другой стороны,
функция y = sinx имеет ограниченную первообразную, следова-
тельно, интеграл

+∞∫
A

f(x) dx =

+∞∫
A

g(x) sinx dx

сходится по признаку Дирихле. Так как сходимость интеграла не
зависит от выбора нижнего предела интегрирования, то сходится
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и рассматриваемый интеграл
+∞∫
a

f(x) dx.

Интеграл от модуля функции f(x) также можно рассматри-
вать на промежутке [A; +∞). Для оценки этого интеграла вос-
пользуемся неравенством | sinx| > sin2 x, вытекающим из нера-
венства | sinx| 6 1. Используя это неравенство, получаем:

+∞∫
A

|f(x)| dx =

+∞∫
A

|g(x)|| sinx| dx >
+∞∫
A

|g(x)| sin2 x dx =

=
1
2

+∞∫
A

|g(x)|(1 − cos 2x) dx =

=
1
2

+∞∫
A

|g(x)| dx− 1
2

+∞∫
A

|g(x)| cos 2x dx.

Рассмотрим первый из полученных интегралов. Как отмеча-
лось выше, на промежутке [A; +∞) функция

g(x) =
Pm(x)
Pn(x)

при x → +∞ монотонно стремится к нулю, не являясь тож-
дественно равной нулю. Отсюда следует, что многочлен Pm(x),
стоящий в числителе дроби, определяющей функцию g, не мо-
жет иметь нулей на промежутке [A; +∞). Таким образом, функ-
ция g(x) знакопостоянна на [A; +∞) (по условию задачи много-
член Pn(x) > 0), следовательно, либо |g(x)| = g(x), либо |g(x)| =
= −g(x). В любом из этих двух случаях сходимость интеграла

+∞∫
A

|g(x)| dx
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равносильна сходимости интеграла
+∞∫
A

g(x) dx,

а так как
g(x) ∼ C

xn−m
(C ̸= 0),

причем n 6 m + 1, то величина n − m 6 1 и интеграл от g(x)
расходится, следовательно, расходится и интеграл

+∞∫
A

|g(x)| dx.

Во втором интеграле также на всем промежутке интегриро-
вания |g(x)| = g(x) или |g(x)| = −g(x) так, что его сходимость
равносильна сходимости интеграла

+∞∫
A

g(x) cos 2x dx.

Функция cos 2x имеет ограниченную первообразную, а g(x) (как
показано выше) монотонно стремится к нулю при x→ +∞. Сле-
довательно, этот интеграл сходится по признаку Дирихле. Так
как разность расходящегося и сходящегося интегралов есть ин-
теграл расходящийся, то интеграл

+∞∫
A

|f(x)| dx

расходится.
в) n 6 m. Докажем, что в этом случае интеграл расходится.

Так как при x→ +∞

g(x) =
Pm(x)
Pn(x)

∼ C

xn−m
= Cxm−n (C ̸= 0)
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и n 6 m, то отсюда следует, что функция g(x) при x → +∞
отделена от нуля, т. е. существует такое положительное число m
и такое число B, что при всех x ∈ [B; +∞) значения |g(x)| > m,
причем сама функция g(x) знакопостоянна. Ввиду того, что схо-
димость интеграла не зависит от выбора нижнего предела инте-
грирования, исходный интеграл можно заменить интегралом

+∞∫
B

f(x) dx =

+∞∫
B

g(x) sinx dx.

Так как на всем промежутке интегрирования [B; +∞) функ-
ция g(x) знакопостоянна, то функция y = |g(x)| sinx совпадает
либо с функцией y = g(x) sinx, либо с функцией y = −g(x) sinx.
В любом из этих случаев сходимость интеграла от функции
g(x) sinx будет равносильна сходимости интеграла от функции
|g(x)| sinx. Отсюда следует, что исходный интеграл можно заме-
нить на интеграл

+∞∫
B

|g(x)| sinx dx.

Для доказательства расходимости последнего интеграла до-
статочно установить, что для него не выполнен критерий Коши,
т. е. при некотором ε > 0 для любого D > B найдутся такие
точки D1, D2 ∈ (D; +∞), что∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

|g(x)| sinx dx

∣∣∣∣∣∣ > ε.

Пусть ε = 2m и D > B. Подберем такое натуральное число n,
чтобы точки D1 = 2πn и D2 = π + 2πn были больше, чем D.
Тогда ∣∣∣∣∣∣

D2∫
D1

|g(x)| sinx dx

∣∣∣∣∣∣ =
π+2πn∫
2πn

|g(x)| sinx dx >
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> m

π+2πn∫
2πn

sinx dx = 2m = ε,

что доказывает расходимость интеграла.
Таким образом, окончательно получаем, что интеграл

+∞∫
a

Pm(x)
Pn(x)

sinx dx

абсолютно сходится при n > m + 1, условно сходится при m <
< n 6 m+ 1 и расходится при n 6 m.

2384. Если
+∞∫
a

f(x) dx

сходится, то обязательно ли f(x) → 0 при x→ +∞?
Рассмотреть примеры:

а)
+∞∫
0

sin(x2) dx; б)
+∞∫
0

(−1)[x
2] dx.

Оба предлагаемых примера показывают, что ответ на постав-
ленный вопрос – отрицательный. Рассмотрим первый пример.

а)
+∞∫
0

sin(x2) dx.

Данный интеграл представляет собой частный случай инте-
грала, рассмотренного в задаче 2380. Он отвечает значениям
p = 0, q = 2. Согласно решению задачи 2380, при этих значе-
ниях параметров интеграл сходится:

p+ q

q
=

1
2

=⇒ 0 6 p+ q

q
< 1.

Однако, предел функции sin(x2) при x→ +∞ не существует.
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б)
+∞∫
0

(−1)[x
2] dx.

Если при неотрицательном целом n число x удовлетворяет
неравенствм

√
n 6 x <

√
n+ 1, то число x2 удовлетворяет нера-

венствам
n 6 x2 < n+ 1

и его целая часть [x2] = n. Следовательно,

+∞∫
0

(−1)[x
2] dx =

+∞∑
n=0

√
n+1∫

√
n

(−1)[x
2] dx =

=
+∞∑
n=0

√
n+1∫

√
n

(−1)n dx =
+∞∑
n=0

(−1)n (
√
n+ 1 −

√
n) =

=
+∞∑
n=0

(−1)n 1√
n+ 1 +

√
n

=
+∞∑
n=0

(−1)n bn ,

где

bn =
1√

n+ 1 +
√
n
.

Ряд
+∞∑
n=0

(−1)n bn

сходится по признаку Лейбница, так как {bn} монотонно стре-
мится к нулю при n→ +∞, однако, функция

f(x) = (−1)[x
2] = (−1)n при

√
n 6 x <

√
n+ 1

не имеет предела при x→ +∞.
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2384.1. Пусть f(x) ∈ C1[x0; +∞), |f ′(x)| < C при x0 6
6 x < +∞ и

+∞∫
x0

|f(x)| dx

сходится. Доказать, что f(x) → 0 при x→ +∞.
Согласно формуле Ньютона – Лейбница

f2(x) = f2(x0) +

x∫
x0

[f2(ξ)]′dξ = f2(x0) + 2

x∫
x0

f(ξ)f ′(ξ) dξ.

Из условия задачи следует, что

|f(ξ)f ′(ξ)| 6 C|f(ξ)|.

Так как интеграл от |f | сходится, то интеграл

+∞∫
x0

f(ξ)f ′(ξ) dξ

сходится (абсолютно). Отсюда следует. что существует предел

lim
x→+∞

f2(x) = f2(x0) + 2

+∞∫
x0

f(ξ)f ′(ξ) dξ.

В силу непрерывности функции y =
√
x, существует также и

предел

lim
x→+∞

|f(x)| = lim
x→+∞

√
f2(x) =

√
lim

x→+∞
f2(x).

Однако в силу сходимости интеграла от функции |f(x)| на про-
межутке [x0; +∞), этот предел может быть равен только нулю,
а из равенства

lim
x→+∞

|f(x)| = 0
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следует равенство
lim

x→+∞
f(x) = 0.

2385. Можно ли сходящийся несобственный интеграл
b∫

a

f(x) dx

от неограниченной функцииf(x), определенной на [a; b], рассмат-
ривать как предел соответствующей интегральной суммы

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi,

где xi 6 ξi 6 xi+1 и ∆xi = xi+1 − xi?
Для неограниченной функции предел интегральной суммы

не существует. Для доказательства этого факта достаточно по-
казать, что интегральная сумма не удовлетворяет критерию Ко-
ши существования предела, т. е. при некотором ε > 0 для любой
величины δ > 0 найдутся две интегральные суммы S1 и S2 с ха-
рактеристиками разбиений меньше δ, для которых |S1 −S2| > ε.

В самом деле, пусть ε > 0 фиксировано и δ – произвольное
положительное число. Рассмотрим произвольное разбиение от-
резка [a; b]

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b

с характеристикой
max

06i6n−1
∆xi < δ

и произвольным выбором точек

ξi ∈ [xi;xi+1] , 0 6 i 6 n− 1 .

Так как функция f(x) не ограничена на [a; b], то она не ограни-
чена хотя бы на одном из отрезков разбиения [xk;xk+1]. Следо-
вательно, существует точка ξ на этом отрезке, для которой

|f(ξ)| > |f(ξk)| +
ε

∆xk
.
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Рассмотрим вторую интегральную сумму, отвечающую тому же
разбиению отрезка и с тем же выбором точек {ξi}, в которых вы-
числяются значения функции, входящие в интегральную сумму,
но с одним исключением: вместо точки ξk берется точка ξ. Тогда
характристика этого разбиения (совпадающая с характристикой
первого разбиения) будет также меньше δ, а разность соответ-
ствующих интегральный сумм

S1 − S2 = (f(ξk) − f(ξ))∆xk.

В силу известного числового неравенства |x−y| > |x|−|y|, отсюда
имеем:

|S1 − S2| = |f(ξ) − f(ξk)|∆xk >

> (|f(ξ)| − |f(ξk)|)∆xk > ε

∆xk
∆xk = ε.

Это доказывает отсутствие предела интегральной суммы у неог-
раниченной функции.

2386. Пусть
+∞∫
a

f(x) dx (5.21)

сходится и функция φ(x) ограничена.
Обязательно ли сходится интеграл

+∞∫
a

f(x)φ(x) dx? (5.22)

Привести соответствующий пример.
Что можно сказать о сходимости интеграла (5.22), если ин-

теграл (5.21) сходится абсолютно?
1. Ответ на первый вопрос отрицательный. Приведем следу-

ющий пример:

f(x) =
sinx
x

, φ(x) = sinx
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на промежутке [0;+∞). Интеграл

+∞∫
0

f(x) dx =

+∞∫
0

sinx
x

dx

сходится (задача 2378), функция φ(x) = sinx ограничена, а ин-
теграл

+∞∫
a

f(x)φ(x) dx =

+∞∫
0

sin2 x

x
dx

расходится (задача 2368).
2. В том случае, когда интеграл (5.21) сходится абсолютно,

интеграл (5.22) сходится также абсолютно. В самом деле, так как
|φ(x)| 6 M , то |f(x)φ(x)| 6 M |f(x)| и из сходимости интеграла
от |f | следует сходимость интеграла |fφ| (а, следовательно, и
интеграла от fφ).

2387. Доказать, что если
+∞∫
a

f(x) dx

сходится и f(x) – монотонная функция, то

f(x) = O

(
1
x

)
.

Так как функция f(x) монотонна, то она имеет предел на +∞
и в силу сходимости интеграла этот предел должен быть равен
нулю. Отсюда следует, что функция f(x) знакопостоянна.

Для определенности будем считать, что функция f(x) поло-
жительна и, следовательно, убывает на [0; +∞). Обозначим че-
рез M интеграл от функции f , тогда

M =

+∞∫
a

f(t) dt >
x∫

a

f(t) dt >
x∫

a

f(x) dt = f(x)(x− a).
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Таким образом,

f(x) 6 M

x− a
и, следовательно,

f(x) = O

(
1
x

)
при x→ +∞.

2388. Пусть функция f(x) монотонна в промежутке 0 <
< x 6 1 и не ограничена в окрестности точки x = 0.

Доказать, что если существует

1∫
0

f(x) dx,

то

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

1∫
0

f(x) dx.

Из условия задачи следует, что при некотором δ > 0 функция
f(x) знакопостоянна на промежутке (0; δ).

1. Функция f(x) положительна в интервале (0; δ). Отсюда
следует, что f(x) является убывающей, поэтому

x∫
0

f(t) dt >
x∫

0

f(x) dt = xf(x).

Так как интеграл
1∫

0

f(x) dx

сходится, то

lim
x→0

x∫
0

f(t)| dt = 0,
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следовательно,
lim
x→0

xf(x) = 0. (5.23)

В силу убывания функции f(x)

1∫
1/n

f(x) dx =
n−1∑
k=1

(k+1)/n∫
k/n

f(x) dx 6

6
n−1∑
k=1

(k+1)/n∫
k/n

f

(
k

n

)
dx =

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
1
n
.

Аналогично
1∫

1/n

f(x) dx =
n−1∑
k=1

(k+1)/n∫
k/n

f(x) dx >

>
n−1∑
k=1

(k+1)/n∫
k/n

f

(
k + 1
n

)
dx =

n−1∑
k=1

f

(
k + 1
n

)
1
n
.

Отсюда получаем, что

f(1)
1
n

+

1∫
1/n

f(x) dx 6
n∑

k=1

f

(
k

n

)
1
n

6

6
1∫

1/n

f(x) dx+ f

(
1
n

)
1
n
. (5.24)

Из (5.23) следует, что

lim
n→+∞

1
n
f

(
1
n

)
= 0,
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поэтому, переходя в (5.24) к пределу, получаем:

lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)
1
n

=

1∫
0

f(x) dx.

2. Функция f(x) отрицательна в интервале (0; δ). Тогда функ-
ция g(x) = −f(x) положительна в интервале (0; δ) и удовлетво-
ряет условиям задачи. Согласно предыдущему пункту

lim
n→+∞

n∑
k=1

g

(
k

n

)
1
n

=

1∫
0

g(x) dx.

Заменяя здесь g(x) на −f(x) и умножая полученное равенство
на −1, получаем:

lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)
1
n

=

1∫
0

f(x) dx.

2389. Доказать, что если функция f(x) монотонна и ограни-
чена в интервале 0 < x < a и существует несобственный интеграл

a∫
0

xpf(x) dx,

то
lim

x→+0
xp+1f(x) = 0.

Ввиду ограниченности функции f(x) сходимость несобствен-
ного интеграла не зависит от выбора верхнего предела инте-
грирования. Поэтому, уменьшая, в случае необходимости, зна-
чение a, можно считать, что f(x) знакопостоянна в интерва-
ле (0; a). Нетрудно также видеть, что если утверждение задачи
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справедливо для функции f(x), то оно справедливо и для функ-
ции g(x) = −f(x). Поэтому, без ограничения общности, можно
считать, что функция f(x) > 0 в интервале (0; a).

1. Функция f(x) убывает в интервале (0; a). Если p ̸= −1, то

x∫
0

tpf(t) dt >
x∫

0

tpf(x) dt =
1

p+ 1
xp+1f(x),

а если p = −1, то
x∫

0

1
t
f(t) dt >

x∫
x/2

1
t
f(x) dt = f(x) ln 2.

Таким образом,

0 6 xp+1f(x) 6 Ap

x∫
0

tpf(t) dt,

где

Ap =
{
p+ 1 , p ̸= −1;
1/ ln 2 , p = −1.

Так как несобственный интеграл от функции xpf(x) сходится, то

lim
x→0

x∫
0

tpf(t) dt = 0,

следовательно,
lim

x→+0
xp+1f(x) = 0.

2. Функция f(x) возрастает в интервале (0; a). Если p ̸= −1,
то

2x∫
0

tpf(t) dt >
2x∫

x

tpf(t) dt >
2x∫

x

tpf(x) dt =
2p+1 − 1
p+ 1

xp+1f(x),
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а если p = −1, то

2x∫
0

1
t
f(t) dt >

2x∫
x

1
t
f(t) dt >

2x∫
x

1
t
f(x) dt = f(x) ln 2.

Отсюда следует, что

0 6 xp+1f(x) 6 Bp

2x∫
0

tpf(t) dt,

где

Bp =
{

(p+ 1)/
(
2p+1 − 1

)
, p ̸= −1;

1/ ln 2 , p = −1.

Так как несобственный интеграл от функции xpf(x) сходится, то

lim
x→0

2x∫
0

tpf(t) dt = 0,

следовательно,
lim

x→+0
xp+1f(x) = 0.

2390. Показать, что:

а) v.p.

1∫
−1

dx

x
= 0; б) v.p.

+∞∫
0

dx

1 − x2
= 0; в) v.p.

+∞∫
−∞

sinx dx = 0.

а). По определению главного значения

v.p.

1∫
−1

dx

x
= lim

ε→0

 −ε∫
−1

dx

x
+

1∫
ε

dx

x

 =

= lim
ε→0

(
ln |x|

∣∣∣∣−ε

−1

+ ln |x|
∣∣∣∣1
ε

)
=
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= lim
ε→0

((ln ε− 0) + (0 − ln ε)) = lim
ε→0

0 = 0.

б). По определению главного значения

v.p.

+∞∫
0

dx

1 − x2
= lim

ε→0

 1−ε∫
0

dx

1 − x2
+

+∞∫
1+ε

dx

1 − x2

 =

= lim
ε→0

(
1
2

ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣1−ε

0

+
1
2

ln
∣∣∣∣1 + x

1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣+∞

1+ε

)
=

= lim
ε→0

(
1
2

ln
2 − ε

ε
− 1

2
ln

2 + ε

ε

)
=

1
2

lim
ε→0

ln
2 − ε

2 + ε
= 0.

в). По определению главного значения

v.p.

+∞∫
−∞

sinx dx = lim
D→+∞

D∫
−D

sinx dx =

= lim
D→+∞

(− cosx)
∣∣∣∣D
−D

= lim
D→+∞

0 = 0.

2391. Доказать, что при x > 0, x ̸= 1 существует

lix = v.p.

x∫
0

dξ

ln ξ
.

Рассмотрим функцию

φ(x) =
1

lnx
− 1
x− 1

.

Нетрудно видеть, что

lim
x→0

φ(x) = 1.
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Кроме того, применяя дважды правило Лопиталя, находим:

lim
x→1

φ(x) = lim
x→1

x− 1 − lnx
(x− 1) lnx

= lim
x→1

1 − 1
x

lnx+
x− 1
x

=

= lim
x→1

x− 1
x lnx+ x− 1

= lim
x→1

1
lnx+ 2

=
1
2
.

Отсюда следует, что несобственный интеграл от φ(x) существует
и совпадает с обычным интегралом от непрерывной функции

φ̃(x) =


1 , x = 0

φ(x) , x ̸= 0, x ̸= 1;

1/2 , x = 1.

Таким образом,

v.p.

x∫
0

dξ

ln ξ
= v.p.

x∫
0

(
φ(ξ) +

1
ξ − 1

)
dξ =

=

x∫
0

φ(ξ) dξ + v.p.

x∫
0

dξ

ξ − 1

и достаточно доказать, что существует

v.p.

x∫
0

dξ

ξ − 1
.

Существование этого интеграла проверяется непосредствен-
но, исходя из определения главного значения

v.p.

x∫
0

dξ

ξ − 1
= lim

ε→0

 1−ε∫
0

dξ

ξ − 1
+

x∫
1+ε

dξ

ξ − 1

 =
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= lim
ε→0

(
ln |ξ − 1|

∣∣∣∣1−ε

0

+ ln |ξ − 1|
∣∣∣∣x
1+ε

)
=

= lim
ε→0

((ln ε− 0) + (ln |x− 1| − ln ε)) =

= lim
ε→0

ln |x− 1| = ln |x− 1|.

Найти следующие интегралы:

2392. v.p.

+∞∫
0

dx

x2 − 3x+ 2
.

Так как∫
dx

x2 − 3x+ 2
=
∫ (

1
x− 2

− 1
x− 1

)
dx = ln

∣∣∣∣x− 2
x− 1

∣∣∣∣+ C,

то

v.p.

+∞∫
0

dx

x2 − 3x+ 2
= lim

ε→0

 1−ε∫
0

dx

x2 − 3x+ 2
+

3/2∫
1+ε

dx

x2 − 3x+ 2

+

+ lim
ε→0

 2−ε∫
3/2

dx

x2 − 3x+ 2
+

+∞∫
2+ε

dx

x2 − 3x+ 2

 =

= lim
ε→0

[(
ln

1 + ε

ε
− ln 2

)
+
(

0 − ln
1 − ε

ε

)]
+

+ lim
ε→0

[(
ln

ε

1 − ε
− 0
)

+
(

0 − ln
ε

1 + ε

)]
=

= lim
ε→0

[
ln

1 + ε

1 − ε
− ln 2

]
+ lim

ε→0

[
ln

1 + ε

1 − ε

]
= − ln 2.
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2393. v.p.

2∫
1/2

dx

x lnx
.

Так как ∫
dx

x lnx
=
∫
d(lnx)
lnx

= ln | lnx| + C,

то

v.p.

2∫
1/2

dx

x lnx
= lim

ε→0

 1−ε∫
1/2

dx

x lnx
+

2∫
1+ε

dx

x lnx
=

 =

= lim
ε→0

[(
ln | ln(1 − ε)| − ln

∣∣∣∣ln 1
2

∣∣∣∣)+

+(ln | ln 2| − ln | ln(1 + ε)|)] = lim
ε→0

ln
∣∣∣∣ ln(1 − ε)
ln(1 + ε)

∣∣∣∣ .
Здесь учтено, что

∣∣ln 1
2

∣∣ = | − ln 2| = ln 2. Предел полученного
выражения можно найти, применяя правило Лопиталя:

lim
ε→0

ln
∣∣∣∣ ln(1 − ε)
ln(1 + ε)

∣∣∣∣=ln
∣∣∣∣limε→0

ln(1 − ε)
ln(1 + ε)

∣∣∣∣=ln

∣∣∣∣∣∣∣limε→0

− 1
1 − ε
1

1 + ε

∣∣∣∣∣∣∣=ln 1=0.

Следовательно,

v.p.

2∫
1/2

dx

x lnx
= 0.

2394. v.p.

+∞∫
−∞

1 + x

1 + x2
dx.

Так как∫
1 + x

1 + x2
dx =

∫
dx

1 + x2
+
∫

x dx

1 + x2
= arctg x+

1
2

ln(1 + x2) + C,

328



то

v.p.

+∞∫
−∞

1 + x

1 + x2
dx = lim

D→+∞

D∫
−D

1 + x

1 + x2
dx =

= lim
D→+∞

2 arctgD = 2 · π
2

= π.

2395. v.p.

+∞∫
−∞

arctg x dx.

Согласно решению задачи 2258 интеграл от нечетной функ-
ции в симметричных пределах равен нулю, следовательно,

v.p.

+∞∫
−∞

arctg x dx = lim
D→+∞

D∫
−D

arctg x dx = lim
D→+∞

0 = 0.

Задача 32. Пусть a < c < b, функция f непрерывна на [a; b]
и равна нулю только в точке x = c, причем в некоторой окрест-
ности точки x = c функция f имеет первую производную. Пусть
также существует f ′′(c) и f ′(c) ̸= 0. Доказать, что существует

v.p.

b∫
a

dx

f(x)
.
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Решения и ответы к задачам

Задача 1. Пусть два числа являются пределами одной и той
же функции φ. Допустим, что они не совпадают, обозначим через
A меньшее из этих чисел, а через B – большее из них. Рассмот-
рим положительное число ε = (B − A)/2. По определению пре-
дела, существуют такие положительные числа δ1 и δ1, что для
всех размеченных разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ1
справедливо неравенство

|φ(T, ξ) −A| < B −A

2
, (1)

а для всех размеченных разбиений (T, ξ ) с характеристикой
λ(T ) < δ2

|φ(T, ξ) −B| < B −A

2
. (2)

Выберем произвольное размеченное разбиение (T, ξ ) с характе-
ристикой λ(T ) < min{δ1, δ2}, тогда для этого разбиения будут
справедливы оба неравенства (1) и (2). Из неравенства (1) сле-
дует, что

φ(T, ξ) −A <
B −A

2
=⇒ φ(T, ξ) <

A+B

2
,

а из неравенства (2) получаем

φ(T, ξ) −B > −B −A

2
=⇒ φ(T, ξ) >

A+B

2
.

Полученное противоречие доказывает утверждение задачи.
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Задача 2. Пусть A и B – пределы функций φ и ψ, соответ-
ственно, χ = φ+ψ, C = A+B и ε – произвольное положительное
число. Тогда ε/2 также положительно и, по определению преде-
ла, существуют такие положительные числа δ1 и δ1, что для всех
размеченных разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ1 спра-
ведливо неравенство

|φ(T, ξ) −A| < ε/2, (3)

а для всех размеченных разбиений (T, ξ ) с характеристикой
λ(T ) < δ2

|ψ(T, ξ) −B| < ε/2. (4)

Положим δ = min{δ1, δ2}, тогда при λ(T ) < δ будут выполнены
оба неравенства (3) и (4), следовательно,

|χ(T, ξ) − C| = |(φ(T, ξ) + ψ(T, ξ)) − (A+B)| =

= |(φ(T, ξ) −A) + (ψ(T, ξ) −B)| 6

6 |φ(T, ξ) −A| + |ψ(T, ξ) −B| < ε/2 + ε/2 = ε.

Таким образом, для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для
всех размеченных разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ

|χ(T, ξ) − C| < ε,

т. е.
lim

λ(T )→0
χ(T, ξ) = C,

что доказывает утверждение задачи.
Задача 3. Так как число ε = 1 положительно, то по опреде-

лению предела существует такое положительное число δ, что для
всех размеченных разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ
будет выполнено неравенство

|φ(T, ξ) −A| < 1,
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где A – предел функции φ. Но тогда

|φ(T, ξ)| = |(φ(T, ξ) −A) +A| 6 |φ(T, ξ) −A| + |A| < 1 + |A|.

Обозначив M = 1 + |A|, получаем, что для всех размеченных
разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ

|φ(T, ξ)| 6 M,

откуда следует локальная ограниченность функции φ.
Задача 4. Необходимость условия доказывается следующим

образом. Пусть некоторое число A является пределом функции φ
и ε > 0. Так как число ε/2 также положительно, то, по определе-
нию предела, существует такое положительное число δ, что для
всех размеченных разбиений (T, ξ) с характеристикой λ(T ) < δ

|φ(T, ξ) −A| < ε

2
.

Если теперь (T1, ξ
(1)) и (T2, ξ

(2)) – любые разбиения с характери-
стиками λ(T1) < δ и λ(T2) < δ, то∣∣∣φ(T1, ξ

(1)) − φ(T2, ξ
(2))
∣∣∣ =

=
∣∣∣(φ(T1, ξ

(1)) −A
)

+
(
A− φ(T2, ξ

(2))
)∣∣∣ 6

6
∣∣∣φ(T1, ξ

(1)) −A
∣∣∣+ ∣∣∣φ(T2, ξ

(2)) −A
∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Необходимость доказана.
Достаточность доказывается сложнее. Пусть функция φ удо-

влетворяет условиям критерия Коши. Для любого натурального
числа n величина ε = 1/n положительна и, согласно условию
критерия Коши, существует такое положительное число δn, что
что для всех размеченных разбиений (T1, ξ

(1)) и (T2, ξ
(2)) с ха-

рактеристиками λ(T1) < δn, λ(T2) < δn∣∣∣φ(T1, ξ
(1)) − φ(T2, ξ

(2))
∣∣∣ < 1

n
.
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Определим последовательность {δ̃n} следующим образом:

δ̃1 = δ1, δ̃2 = min{δ1, δ2}, . . . , δ̃n = min{δ1, . . . , δn}, . . . .

Нетрудно видеть, что все члены последовательности {δ̃n} поло-
жительны, а сама последовательность является невозрастающей
и при всех n справедливо неравенство δ̃n 6 δn, из которого сле-
дует, что для всех размеченных разбиений (T1, ξ

(1)) и (T2, ξ
(2)) с

характеристиками λ(T1) < δ̃n, λ(T2) < δ̃n выполняется такое же
неравенство: ∣∣∣φ(T1, ξ

(1)) − φ(T2, ξ
(2))
∣∣∣ < 1

n
. (5)

Выберем теперь любую последовательность размеченных раз-
биений (Tn, ξ

(n)), для которой

λ(Tn) < δ̃n, (6)

и рассмотрим числовую последовательность

yn = φ(Tn, ξ
(n)).

Она удовлетворяет критерию Коши для числовых последова-
тельностей. Действительно, пусть ε > 0. Возьмем натуральное
число N так, чтобы величина 1/N < ε. Пусть m > N и n > N и,
для определенности, m > n. В силу выбора последовательности
разбиений величины

λ(Tm) < δ̃m 6 δ̃n, λ(Tn) < δ̃n

и в силу (5)

|yn − ym| =
∣∣∣φ(Tn, ξ

(n)) − φ(Tm, ξ
(m))

∣∣∣ < 1
n
<

1
N
< ε.

Отсюда следует, что последовательность {yn} сходится, т. е. су-
ществует такое число A, что

A = lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

φ(Tn, ξ
(n)).
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Покажем, что число A является пределом функции φ. Про-
верим определение предела. Пусть ε > 0, тогда число ε/2 также
положительно и, по определению предела числовой последова-
тельности, существует такое натуральное число N1, что при всех
n > N1 будет выполнено неравенство∣∣∣φ(Tn, ξ

(n)) −A
∣∣∣ < ε

2
.

Выберем натуральное число N2 так, чтобы N2 > 2/ε, тогда в
силу (5) для всех размеченных разбиений (T1, ξ

(1)) и (T2, ξ
(2)) с

характеристиками λ(T1) < δ̃N2 , λ(T2) < δ̃N2∣∣∣φ(T1, ξ
(1)) − φ(T2, ξ

(2))
∣∣∣ < 1

N2
<
ε

2
. (7)

Пусть N = max{N1, N2}+1 и δ = δ̃N . Покажем, что число δ соот-
ветствует числу ε в определении предела для числа A и функции
φ. В самом деле, рассмотрим любое размеченное разбиение (T, ξ)
с характеристикой λ(T ) < δ.

Из монотонности последовательности {δ̃n} и неравенства N>
> N2 следует, что

δ = δ̃N 6 δ̃N2 ,

и поэтому λ(T ) < δN2 . С другой стороны, в силу выбора после-
довательности (Tn, ξ

(n)) величина

λ(TN ) < δ̃N 6 δ̃N2 .

Таким образом,

λ(T ) < δ̃N2 , λ(TN ) < δ̃N2

и в силу (7) ∣∣∣φ(T, ξ) − φ(TN , ξ
(N))

∣∣∣ < ε

2
,

а так как N > N1, то, в силу выбора числа N1∣∣∣φ(TN , ξ
(N)) −A

∣∣∣ < ε

2
.
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Следовательно,

|φ(T, ξ)−A| =
∣∣∣(φ(T, ξ)−φ(TN , ξ

(N))
)

+
(
φ(TN , ξ

(N))−A
)∣∣∣ 6

6
∣∣∣φ(T, ξ) − φ(TN , ξ

(N))
∣∣∣+ ∣∣∣φ(TN , ξ

(N)) −A
∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Достаточность условия критерия Коши также доказана.
Задача 5. Обозначим

A =

b∫
a

f(x) dx

и проверим определение предела для числа A и последовательно-
сти sn. Пусть ε > 0, выберем число δ по числу ε из определения
интеграла. Так как последовательность λ(Tn) сходится к нулю,
то для положительного числа δ (по определению предела после-
довательности) найдется такое число N , что для всех n > N
величина λ(Tn) < δ. В силу выбора числа δ

|sn −A| =
∣∣∣φ(TN , ξ

(N)) −A
∣∣∣ < ε

при всех n > N . Следовательно,

lim
n→+∞

sn = A.

Задача 6. Пусть

M = sup
x∈X

f(x), m = inf
x∈X

f(x), K = M −m

и
F (x, y) = |f(x) − f(y)|.

Для доказательства достаточно установить справедливость двух
утверждений: 1) при всех x, y ∈ X функция F (x, y) 6 K, 2) для
любого K ′ < K найдутся такие x, y ∈ X, для которых F (x, y) >
> K ′.

335



Проверим первое утверждение. Пусть x, y ∈ X. Так как

M = sup
x∈X

f(x), m = inf
x∈X

f(x),

то, по определению верхней и нижней точных граней

f(x) 6 M, f(y) > m,

следовательно, f(x) − f(y) 6 M −m = K. Аналогично

f(y) 6 M, f(x) > m,

и поэтому f(y) − f(x) 6 M − m = K. Последнее неравенство
можно записать в виде f(x) − f(y) > −K. Из двух неравенств
f(x)−f(y) 6 K и f(x)−f(y) > −K следует, что |f(x)−f(y)| 6 K.
Первое утверждение доказано.

Проверим второе утверждение. Так как K ′ < K, то величина

M ′ = M − K −K ′

2
< M.

Ввиду того, что
M = sup

x∈X
f(x),

существует такой элемент x ∈ X, для которого значение f(x) >
> M ′. Аналогично, величина

m′ = m+
K −K ′

2
> m

и ввиду того, что
m = inf

x∈X
f(x),

найдется такой элемент y ∈ X, для которого f(y) < m′. Для этой
пары элементов x, y ∈ X

|f(x) − f(y)| > f(x) − f(y) > M ′ −m′ = M − K −K ′

2
−m−
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−K −K ′

2
= (M −m) − (K −K ′) = K − (K −K ′) = K ′.

Второе утверждение также доказано.
Задача 7. 1. Пусть функция f интегрируема, σ > 0, а T –

произвольное разбиение отрезка [a; b]. Обозначим через I множе-
ство всех индексов i, для которых колебание f на отрезке раз-
биения с номером i не меньше, чем σ. Интегральное колебание
функции

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi >
∑
i∈I

ωi∆xi > σ
∑
i∈I

∆xi = σµ(f, σ;T ).

Отсюда следует, что

0 6 µ(f, σ;T ) 6 1
σ

Ω(f ;T ).

Так как функция f интегрируема, то Ω(f ;T ) при λ(T ) → 0. По
теоереме о предельном переходе в неравенствах также и

lim
λ(T )→0

µ(f, σ;T ) = 0.

2. Пусть для каждого σ > 0 функция µ(f, σ;T ) → 0 при
λ(T ) → 0. Обозначим через A колебание функции f на всем
отрезке [a; b]:

A = ω(f ; [a; b]),

тогда, используя обозначения из предыдущего пункта, получаем:

Ω(f ;T ) =
n−1∑
i=0

ωi∆xi =
∑
i∈I

ωi∆xi +
∑
i ̸∈I

ωi∆xi <

< ω(f ; [a; b])
∑
i∈I

∆xi + σ
∑
i ̸∈I

∆xi 6

6 Aµ(f, σ;T ) + σ(b− a). (8)
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Проверим определение предела для функции Ω(f ;T ). Пусть ε >
> 0, положим

σ =
ε

2(b− a)
.

Так как предел функции µ(f, σ;T ) равен нулю, то найдется та-
кое положительное число δ, при котором для любого разбиения
T отрезка [a; b] с характеристикой λ(T ) < δ будет выполнено
неравенство

µ(f, σ;T ) <
ε

2A
.

Из оценки (8) следует, что при λ(T ) < δ

Ω(f ;T ) < A
ε

2A
+

ε

2(b− a)
(b− a) = ε,

следовательно,
lim

λ(T )→0
Ω(f ;T ) = 0.

Отсюда следует интегрируемость функции f .
Задача 8. Легко видеть, что при n = 1 формула (2.5) спра-

ведлива. Допустим, что она справедлива для n = k, т. е.

12 + 22 + 32 + . . .+ k2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
,

тогда

12 + 22 + 32 + . . .+ k2 + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2 =

=
k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6
=

=
(k + 1)

6
[k(2k + 1) + 6(k + 1)] =

=
(k + 1)

6
(2k2 + 7k + 6) =

(k + 1)
6

(k + 2)(2k + 3) =

=
(k + 1) [(k + 1) + 1] [2(k + 1) + 1]

6
.
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Таким образом, формула (2.5) справедлива для n = k + 1. На
основании метода математической индукции можно сделать за-
ключение, что формула (2.5) справедлива для любого натураль-
ного n.

Задача 9. Легко видеть, что при n = 1 формула (2.6) спра-
ведлива. Допустим, что она справедлива для n = k, т. е.

13 + 23 + 33 + . . .+ k3 =
k2(k + 1)2

4
,

тогда

13 + 23 + 33 + . . .+ k3 + (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3 =

=
k2(k + 1)2 + 4(k + 1)3

4
=

(k + 1)2

4
[
k2 + 4(k + 1)

]
=

=
(k + 1)2

4
(k2 + 4k + 4) =

(k + 1)2

4
(k + 2)2 =

=
(k + 1)2 [(k + 1) + 1]2

4
.

Таким образом, формула (2.6) справедлива для n = k + 1. На
основании метода математической индукции можно сделать за-
ключение, что формула (2.6) справедлива для любого натураль-
ного n.

Задача 10. Применяя тригонометрические формулы

2 sinx sin y = cos(x− y) − cos(x+ y),

cosx− cos y = 2 sin
x+ y

2
sin

y − x

2
,

получаем при α ̸= 2πn (n – целое):

sinα+ sin 2α+ . . .+ sin kα =
1

2 sin
α

2

[
2 sinα sin

α

2
+
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+2 sin 2α sin
α

2
+ . . .+ 2 sin kα sin

α

2

]
=

=
1

2 sin
α

2

[(
cos

α

2
− cos

3α
2

)
+
(

cos
3α
2

− cos
5α
2

)
+ . . .

. . .+
(

cos
(2k − 1)α

2
− cos

(2k + 1)α
2

)]
=

=
1

2 sin
α

2

[
cos

α

2
− cos

(2k + 1)α
2

]
=

sin
(k + 1)α

2
sin

kα

2
sin

α

2

.

Задача 11. Применяя тригонометрические формулы

2 sinx cos y = sin(x− y) + sin(x+ y),

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y

2
,

получаем при α ̸= 2πn (n – целое):

1 + cosα+ cos 2α+ . . .+ cos kα =
1

2 sin
α

2

[
2 sin

α

2
+

+2 sin
α

2
cosα+ 2 sin

α

2
cos 2α+ . . .+ 2 sin

α

2
cos kα

]
=

=
1

2 sin
α

2

[
2 sin

α

2
+
(
− sin

α

2
+ sin

3α
2

)
+
(
− sin

3α
2

+ sin
5α
2

)
+

+ . . .+
(
− sin

(2k − 1)α
2

+ sin
(2k + 1)α

2

)]
=

=
1

2 sin
α

2

[
sin

α

2
+ sin

(2k + 1)α
2

]
=

sin
(k + 1)α

2
cos

kα

2
sin

α

2

.
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Задача 12. Покажем, что функция F (x) имеет пределы при
x→ a и x→ b. По теореме Лагранжа при x, y ∈ (a; b)

F (x) − F (y) = F ′(ξ)(x− y) = f(ξ)(x− y), (9)

где ξ лежит между a и b. Так как функция f непрерывна на
отрезке [a; b], то она ограничена на этом отрезке, т. е. существу-
ет такая положительная постоянная M , что при всех x ∈ [a; b]
выполнено неравенство |f(x)| 6 M . Отсюда и из равенства (9)
следует, что при всех x, y ∈ (a; b)

|F (x) − F (y)| 6 M |x− y|. (10)

Из оценки (10) вытекает, что в каждой точке отрезка [a; b] для
функции F выполнен критерий Коши существования предела. В
самом деле, пусть x0 ∈ [a; b] и ε > 0, выберем δ = ε/(2M). Если x
и y – произвольные точки отрезка [a; b], лежащие в δ-окрестности
точки x0, то величина |x− y| < 2δ и согласно (10)

|F (x) − F (y)| < 2Mδ = ε.

Отсюда следует, что функция F имеет односторонние преде-
лы на концах отрезке [a; b]. Обозначим через F̃ (x) продолжение
по непрерывности функции F :

F̃ (x) =


F (a+ 0), x = a;
F (x), 0 < x < b;

F (b− 0), x = b.

Покажем, что функция F̃ (x) является первообразной f на всем
отрезке [a; b]. Для этого достаточно установить, что F̃ ′ = f при
x = a и x = b. По формуле Лагранжа

F̃ (x) − F̃ (a)
x− a

= F ′(ξ) = f(ξ),

где a < ξ < x. Так как ξ ̸= a, то можно сделать замену перемен-
ной

lim
x→a

f(ξ) = lim
ξ→a

f(ξ) = f(a),
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(функция f непрерывна при x = a). Отсюда следует, что

F̃ ′(a) = lim
x→a

F̃ (x) − F̃ (a)
x− a

= f(a).

Аналогично устанавливается, что F̃ ′(b) = f(b). По формуле Ла-
гранжа

F̃ (x) − F̃ (b)
x− b

= F ′(ξ) = f(ξ),

где x < ξ < b. Так как ξ ̸= b, то можно сделать замену перемен-
ной

lim
x→b

f(ξ) = lim
ξ→b

f(ξ) = f(b),

(функция f непрерывна при x = b). Отсюда следует, что

F̃ ′(b) = lim
x→b

F̃ (x) − F̃ (b)
x− b

= f(b).

По формуле Ньютона – Лейбница

b∫
a

f(x) dx = F̃ (b) − F̃ (a) = F (b− 0) − F (a+ 0).

Задача 13. Пусть

φ(x) =

b(x)∫
a(x)

f(ξ) dξ.

Выберем любую точку x0 ∈ [A;B] и положим

F (x) =

x∫
x0

f(ξ) dξ.
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По свойству аддитивности интеграла

φ(x) =

x0∫
a(x)

f(ξ) dξ +

b(x)∫
x0

f(ξ) dξ =

b(x)∫
x0

f(ξ) dξ−

−
a(x)∫
x0

f(ξ) dξ = F (b(x)) − F (a(x)).

Так как функция f непрерывна на [A;B], то

F ′(x) = f(x)

и по теореме о дифференцировании сложной функции

φ′(x) =
d

dx
[F (b(x)) − F (a(x))] =

= F ′(b(x))b′(x) − F ′(a(x))a′(x) = f(b(x))b′(x) − f(a(x))a′(x).

Задача 14. Пусть

F (t) =

t∫
a

f(x) dx.

Так как функция f непрерывна, то всюду на [a; b]

F ′(x) = f(x).

Используя формулу Ньютона – Лейбница и теорему Лагранжа,
получаем:

M [f ] =
F (b) − F (a)

b− a
= F ′(ξ) = f(ξ),

где ξ ∈ (a; b).
Задача 15. Пусть x0 ∈ [a; b] и f(x0) > 0. В силу непрерыв-

ности функции f существует отрезок [α;β] ⊂ [a; b] ненулевой
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длины, содержащий точку x0, на котором f(x) > m > 0. В силу
неотрицательности функции f

b∫
a

f(x) dx >
β∫

α

f(x) dx >
β∫

α

mdx = m(β − α) > 0.

Задача 16. Положим F (x) = f(x)− g(x), функция F непре-
рывна, неотрицательна и не равна тождественно нулю. Согласно
решению предыдущей задачи

b∫
a

F (x) dx > 0.

Следовательно,
b∫

a

f(x) dx−
b∫

a

g(x) dx =

b∫
a

F (x) dx > 0 ,

и поэтому
b∫

a

f(x) dx >

b∫
a

g(x) dx.

Задача 17.
+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

(F (b) − F (a)) =

= lim
b→+∞

F (b) − F (a) = lim
x→+∞

F (x) − F (a) = F (x)
∣∣∣∣+∞

a

.

Задача 18. Пусть сходится интеграл (5.1), тогда согласно
решению задачи 17 существует lim

x→+∞
F (x) и, по формуле (5.2)

+∞∫
A

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣+∞

A

= lim
x→+∞

F (x) − F (A).
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Обратно, пусть сходится интеграл (5.3), тогда согласно реше-
нию задачи 17 существует lim

x→+∞
F (x) и, по формуле (5.2)

+∞∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣∣+∞

a

= lim
x→+∞

F (x) − F (a).

Задача 19.

b∫
a

f(x) dx = lim
c→b−0

c∫
a

f(x) dx = lim
c→b−0

(F (c) − F (a)) =

= lim
c→b−0

F (c) − F (a) = lim
x→b−0

F (x) − F (a) = F (x)
∣∣∣∣ b
a

.

Задача 20. Для решения задачи обозначим несобственные
интегралы по промежуткам [a; b) и (a; b] соответственно,

b−0∫
a

f(x) dx и
b∫

a+0

f(x) dx.

Пусть F – интеграл с переменным верхним пределом

F (x) =

x∫
a

f(ξ) dξ.

Так как функция f интегрируема на отрезке [a; b], то F непре-
рывна на этом отрезке. Используя последовательно определение
несобственного интеграла, задачу (18), непрерывность функции
F и ее определение, получаем:

b−0∫
a

f(x) dx = lim
c→b−0

c∫
a

f(x) dx = lim
x→b−0

F (x) − F (a) =
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= F (b) − F (a) =

b∫
a

f(ξ) dξ =

b∫
a

f(x) dx.

Аналогично,

b∫
a+0

f(x) dx = lim
c→a+0

b∫
c

f(x) dx = F (b) − lim
x→a+0

F (x) =

= F (b) − F (a) =

b∫
a

f(ξ) dξ =

b∫
a

f(x) dx.

Задача 21. По формуле интегрирования по частям для опре-
деленного интеграла

c∫
a

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣ c
a

−
c∫

a

f ′(x)g(x) dx. (11)

Равенство (11) можно записать в другой форме:

c∫
a

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)
∣∣∣∣ c
a

−
c∫

a

f(x)g′(x) dx (12)

или

f(x)g(x)
∣∣∣∣ c
a

=

c∫
a

f ′(x)g(x) dx+

c∫
a

f(x)g′(x) dx. (13)

Из равенств (11) – (13) и арифметических свойств пределов
следует, что если существуют две из трех величин:

+∞∫
a

f(x)g′(x) dx,

+∞∫
a

f ′(x)g(x) dx, f(x)g(x)
∣∣∣∣+∞

a

,
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то существует и третья из них. Переходя в равенстве (11) к пре-
делу, получаем формулу интегрирования по частям для несоб-
ственного интеграла.

Задача 22. Применяя формулу замены переменной для оп-
ределенного интеграла, имеем при c ∈ [a; +∞):

c∫
a

f(φ(x))φ′(x) dx =

φ(c)∫
φ(a)

f(t) dt.

Переходя в этом равенстве к пределу при c→ +∞, получаем:

c∫
a

f(φ(x))φ′(x) dx =

φ(+∞)∫
φ(a)

f(t) dt.

Задача 23. Для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что
при всех x1, x2 ∈ (b− δ; b) выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Задача 24. Для любого ε > 0 существует такое D < b, что
при всех x1, x2 ∈ (−∞;D) выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Задача 25. Для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что
при всех x1, x2 ∈ (a; a+ δ) выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.
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Задача 26. Проверим критерий Коши. Пусть ε > 0. По усло-
вию задачи существует такое положительное число M , что при
всех x ∈ [a; b) выполнено неравенство |f(x)| 6 M . Положим
δ = ε/M , тогда для любых x1, x2 ∈ (b− δ; b):∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

|f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ 6 M

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

dx

∣∣∣∣∣∣ = M |x2 − x1| < Mδ = ε.

Задача 27. Проверим критерий Коши. Пусть ε > 0. По усло-
вию задачи существует такое положительное число M , что при
всех x ∈ (a; b] выполнено неравенство |f(x)| 6 M . Положим
δ = ε/M , тогда для любых x1, x2 ∈ (a; a+ δ):∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

|f(x)| dx

∣∣∣∣∣∣ 6 M

∣∣∣∣∣∣
x2∫

x1

dx

∣∣∣∣∣∣ = M |x2 − x1| < Mδ = ε.

Задача 28. Пусть ∆ – произвольный отрезок, содержащийся
в [a; b). Так как функция f непрерывна на [a; b), то она непре-
рывна и на ∆. Отсюда следует, что f интегрируема на ∆. В силу
решения задачи 26 несобственный интеграл от функции f по
промежутку [a; b) сходится.

Задача 29. Пусть ∆ – произвольный отрезок, содержащийся
в (a; b]. Так как функция f непрерывна на (a; b], то она непре-
рывна и на ∆. Отсюда следует, что f интегрируема на ∆. В силу
решения задачи 27 несобственный интеграл от функции f по
промежутку (a; b] сходится.

Задача 30.

v.p.

b∫
a

dx

x− c
= lim

ε→0+0

 c−ε∫
a

dx

x− c
+

b∫
c+ε

dx

x− c

 =

= lim
ε→0+0

(
ln |x− c|

∣∣∣∣ c−ε

a

+ ln |x− c|
∣∣∣∣ b
c+ε

)
=
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= lim
ε→0+0

((ln ε− ln(c− a)) + (ln(b− c) − ln ε)) =

= lim
ε→0+0

(ln(b− c) − ln(c− a)) = ln
b− c

c− a
.

Задача 31.

v.p.

b∫
a

dx

(x− c)n
= lim

ε→0+0

 c−ε∫
a

dx

(x− c)n
+

b∫
c+ε

dx

(x− c)n

 =

= lim
ε→0+0

1
1 − n

[
1

(x− c)n−1

∣∣∣∣ c−ε

a

+
1

(x− c)n−1

∣∣∣∣ b
c+ε

]
=

= lim
ε→0+0

1
n− 1

[
1

(a− c)n−1
− 1

(b− c)n−1
+ (−1)n 1

εn−1
+

1
εn−1

]
=

=


1

n− 1

[
1

(a− c)n−1
− 1

(b− c)n−1

]
, n – нечетное;

+∞, n – четное.

Задача 32. Пусть

φ(x) =
1

f(x)
− 1
f ′(c)(x− c)

.

Согласно решению задачи 30

v.p.

b∫
a

dx

f(x)
= v.p.

b∫
a

(
1

f ′(c)(x− c)
+ φ(x)

)
dx =

=
1

f ′(c)
ln
b− c

c− a
+ v.p.

b∫
a

φ(x) dx.

Поэтому достаточно показать, что интеграл в смысле главного
значения существует у функции φ.
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Из явной формулы для φ следует, что эта функция опре-
делена и непрерывна на [a; c) ∪ (c; b]. Покажем, что существует
конечный предел функции φ в точке x = c.

Согласно предположениям можно воспользоваться формулой
Тэйлора с дополнительным членом в форме Пеано:

f(x) = f(c) + f ′(c)(x− c) +
1
2
f ′′(c)(x− c)2 + α(x)(x− c)2,

где α(x) – функция, имеющая нулевой предел при x = c. Учи-
тывая, что f(c) = 0, получаем:

φ(x) = − f ′′(c) + 2α(x)
f ′(c) [2f ′(c) + f ′′(c)(x− c) + 2α(x)(x− c)]

.

Отсюда находим

lim
x→c

φ(x) = − f ′′(c)
2f ′2(c)

.

Таким образом, функция φ продолжается по непрерывности до
функции φ̃, непрерывной на всем отрезке [a; b]. Согласно реше-
нию задачи 20 функция φ интегрируема в несобственном смыле,
а, следовательно, обладает интегралом и в смыле главного зна-
чения.
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