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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Пособие предназначено главным образом для студентов, изучающих в 
техническом вузе математический курс «Теория функций комплексной 
переменной» (ТФКП), как правило, в течение семестра, а также для пре-
подавателей, ведущих практические занятия по этому курсу. Оно может 
быть использовано также изучающими курс самостоятельно. 

Пособие состоит из шестнадцати глав, охватывающих весь изучаемый 
курс в соответствии с действующими учебным планом и учебной про-
граммой по ТФКП, утверждёнными в НИЯУ МИФИ. 

Представлены разделы: комплексные числа и действия над ними; 
функции комплексной переменной; определение и свойства аналитиче-
ских функций; конформные отображения, осуществляемые аналитиче-
скими функциями; интегралы по комплексной переменной; теория выче-
тов; ряды Лорана и различные приложения теории, в частности, к вычис-
лению несобственных интегралов и другие вопросы. 

Значительное место отведено операционному исчислению и его при-
менениям, в том числе решению дифференциальных уравнений, инте-
гральных уравнений и вычислению несобственных интегралов. 

Материал изложен на уровне современных требований и отвечает за-
дачам фундаментальной математической подготовки специалистов физи-
ко-математических и технических направлений. 

Пособие сочетает в себе функции частично учебника (в кратком изло-
жении), когда в каждой главе содержится теоретическая часть, а также и 
главным образом практикума по решению задач по всем разделам курса с 
решениями, указаниями и методическими рекомендациями по работе над 
конкретными разделами. 

В задачу автора входило сделать изложение максимально доступным и 
в то же время достаточно строгим. В каждом разделе дан набор задач раз-
личной сложности, что удобно как для начального изучения курса, так и 
для углубления полученных ранее сведений из базового курса. 

Кроме того, в некоторых разделах приводятся задачи, выходящие за 
рамки общепринятой программы (в частности, в главе о многозначных 
функциях, в главе, посвященной конформным отображениям, и некото-
рых других). Их можно рассматривать как необязательные, если изучение 
курса строго ограничено стандартной программой. 
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Комплексным числом z называется пара действительных чисел 
( , )x y , взятых в определенном порядке. Число х, стоящее на первом 
месте, называется действительной (реальной) частью комплексного 
числа (пишется: Rex z= ), число у, стоящее на втором месте, – 
мнимой частью комплексного числа (пишется: Im y z= ).  

Множество комплексных чисел определяется заданием опера-
ций сложения и умножения. Число ( ),z x y=  называется суммой 
двух комплексных чисел 1 1 1( , )z x y=  и 2 2 2( , )z x y= , если х = х1 + х2, 
у = у1 + у2.  

Произведением чисел z1 и z2 называется такое комплексное чис-
ло ( ),z x y= , у которого 1 2 1 2,x x x y y= −  1 2 2 1.y x y x y= +   

Вычитание и деление комплексных чисел определяются как 
действия, обратные сложению и умножению. Так, 1 2z z z= − , если 

1 2,z z z= +  и ( )1
2

2
0= ≠zz z

z
, если 2 1z z z⋅ = . (Равенство чисел 

1 2z z=  означает, что 1 2x x= , 1 2=y y .)  
Действительные числа рассматриваются как частный случай 

комплексных, у которых мнимая часть 0y = , т.е. они имеют вид 

( ),0x . Числа вида (0, )y  называются чисто мнимыми (или просто 
мнимыми). Числа (0,0), (1,0) и (0,1) называют нулем, единицей и 
мнимой единицей, соответственно. Из определения следует, что 
известные из арифметики свойства сложения и умножения для 
действительных чисел сохраняются и для чисел комплексных. Вво-
дится также понятие комплексного числа z , называемого сопря-
женным данному комплексному числу ( ),z x y= , по правилу: 

( ), .z x y= −  Произведение ( )( ) 2 2 , ,z z x y x y x y= − = +  и называется 

квадратом модуля числа .z  Отсюда модуль числа z : 2 2z x y= +  
(арифметическое значение корня из действительного, неотрица-
тельного числа 2 2).x y+  Число (0,1) (мнимая единица) получило 
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специальное обозначение (0,1) = i, что позволило записывать вся-
кое комплексное число в удобной так называемой алгебраической 
форме: z x iy= + , так как 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0 0, , 0 0,1   z x y x y x y x iy= = + = + = + . 
Такая запись комплексного числа в виде алгебраического дву-

члена позволяет производить действия над комплексными числами, 
как над алгебраическими двучленами, с учетом того, что 

( )( ) ( ) ( )2 0,1 0,1 0 0 1 1,  0 1 1 0 1,  0 1i = = ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ = − = − . 
Например: 

( )( ) ( )( )1 2 1, 1 2, 2 1 1 2 2 z z x y x y x iy x iy= = + + =  

( )2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1x x ix y iy x i y y x x y y i x y x y= + + + = − + + . 

Алгебраическая форма комплексного числа позволяет произво-
дить деление домножением числителя и знаменателя на число, 
комплексно сопряженное знаменателю, т.е.: 

( )
( )

1, 11 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 22, 2

( , )  
x yz x iy x iy x iyz x y

z x iy x iy x iyx y
+ + −= = = = = =
+ + −

 

( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

,
x x y y i y x x y x x y y y x x yi

x y x y x y
+ + − + −= = +

+ + +
 

т.е.
 

1 2 1 2
2 2
2 2

x x y yx
x y

+=
+

, 1 2 1 2
2 2
2 2

.y x x yy
x y

−=
+

 

На плоскости с декартовыми прямоугольными координатами 
точки (х, у) можно рассматривать точки плоскости, как геометриче-
ские изображения комплексных чисел. В этом случае плоскость 
называют комплексной плоскостью, ось 0х – действительной ее 
осью, ось 0у – мнимой осью. Из определения сложения и равенства 
комплексных чисел следует, что и радиус-вектор, проведенный из 
начала координат в точку плоскости, изображающую комплексное 
число, также можно рассматривать как геометрический образ ком-
плексного числа. Поэтому сложить (или вычесть) комплексное 
число можно сложив (или вычтя) соответствующие векторы по 
правилам сложения векторов (правило треугольника или правило 
параллелограмма, известные из геометрии). В таком случае модуль 
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разности двух комплексных чисел 1 2z z−  есть не что иное, как 
расстояние между точками 1z  и 2z  комплексной плоскости. Введя 

полярные координаты 2 2ρ ( )x y= + , φ  – угол вектора с осью 0х, 

т.е. 
ρcosφ,
ρsinφ,

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 получим тригонометрическую форму записи ком-

плексного числа ( )ρcosφ ρ sinφ ρ cosφ sinφ .z x iy i i= + = + = +  
Положительные значения φ  отсчитываются против часовой 

стрелки, отрицательные – по часовой стрелке. Угол φ , называемый 
аргументом комплексного числа, определен с точность до 2πk .  
Для однозначности этого понятия бывает удобно выделить так на-
зываемое главное значение аргумента, заключенное в любом про-
межутке углов вида 0 0φ φ φ 2π≤ < + . Чаще всего в качестве 0ϕ  
принимается 0  или π− .  

В дальнейшем мы будем брать в качестве главного такое значе-
ние аргумента φ  (пишется: φ arg z= ), которое удовлетворяет нера-
венствам π arg  πz− < ≤ . Следовательно, в качестве аргумента ком-
плексного числа (пишется: Arg z ) можно брать любое значение, 
связанное с главным соотношением Arg  arg 2πz z k= +  (k = 0, ±1, 
±2, ...). Отметим, что для числа 0z =  значение аргумента не опре-
делено. Так как 

1 2 1 1 1 2 2 2  ρ (cosφ  sinφ ) ρ (cosφ    sinφ )z z i i= + + =  

1 2 1 2 1 2ρ ρ (cos(φ φ )   sin(φ φ ))i= + + +  
(т.е. при перемножении комплексных чисел их модули перемно-
жаются, а аргументы складываются) и, следовательно,  

1 1
1 2 1 2

2 2

ρ (cos(φ φ )  sin(φ φ ))
ρ

z i
z

= − + − , 

a также ρ (cos φ sin φ)n nz n i n= +  (формула Муавра). 
Введем обозначение φcosφ sinφ ii e+ = . Оно позволяет использо-

вать величину ie ϕ  как алгебраическую экспоненту, что приводит к 
еще одной форме записи комплексного числа – показательной: 
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( ) φρ cosφ sinφ ρ iz i e= + = . 
В этом виде перемножение комплексных чисел записывается так:  

1 2 1 2φ φ (φ φ )
1 2 1 2 1 2ρ ρ ρ ρi i iz z e e e += = . 

Определим действие извлечения корня п-й степени (n – нату-
ральное число, п > 1) из комплексного числа точно так же, как это 
делается в алгебре действительных чисел, т.е. комплексное число 

nw z= , если nw z= .  
Пусть ( )cosψ sinψw r i= + . По формуле Муавра: 

( ) ( )cos ψ sin ψ ρ cos(φ 2π ) sin(φ 2π )nr n i n k i k+ = + + + , 

откуда ρnr =  (арифметическое значение корня), 

( )φ 2πψ  0, 1, ...k k
n n

= + = ± . 

Таким образом, различных корней п-й степени из числа  
( )ρ cosφ sinφz i= +  ровно п, и они вычисляются по формуле  

φ 2π φ 2πρ cos sinn n k kz i
n n

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

при 0,1,..., 1k n= − . 

Имея один и тот же модуль, они располагаются на комплексной 
плоскости в вершинах правильного n-угольника, вписанного в ок-
ружность радиуса ρn .  

Пример 1.1.  Доказать, пользуясь определением комплексного 

числа, что 1 i
i

= − . Произвести также это деление, пользуясь поня-

тием комплексно сопряженного числа.  
Решение. 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) 0 1 11,01 , 0,1 , 1,0

1 0 00,1
x y

x y x y
x yi
⋅ − ⋅ =⎧

= = ⇒ = ⇒ ⇒⎨ ⋅ + ⋅ =⎩
 

( )1 1 0, 1
0

y
i

x i
= −⎧

⇒ ⇒ = − = −⎨ =⎩
 

или   
( )
( )

11 .
1

i i i
i i i

− −= = = −
−

 



Пр

Реш
123i =

Пр

От

Пр
z , ar
форма
1) z =

7) z =

12) z =

15) z =
Реш
1) 
z

z =
 (р

ример 1.2. Вычис

шение. Так как i
120 3i i i= − ,  2013i

123

2013
2

1
i

i
−

+
33

2
i− +⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

ример 1.3. Выпол

(
( )

97

327

3

2 1
1

             

i i
i i

i

⎛ − −
⎜⎜ + −⎝

+

твет. 1 i+ . 

ример 1.4. Для д
rg z  и записать ч
ах, а также изоб
3= ;  2) 1z = − ;   3

1 i− − ; 8) 1z i= −

2 3i= − − ;  13)

1 sinα cosαi= − +
шение.  

3;  Re 3;   z z= = I
3;=    arg 0;z =  

( )3 cos0 sin 0i= +
ис. 1.1).        
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слить: 
3123

2013

2
1
i

i
⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

4 1ni = , 4 1ni i+ = , 
3 2012 1i i i= = , то 

= (
(

22
1 1

ii
i i

− −− − =
+ +

( )33 27
8

i− + − += =

лнить действия:

)
( )
( )
( )

3 9 6

2

2

1
1

2 1
1 1

i
i i i

i
i i i

−+
− − +

−
− + + − +

данных комплекс
число в тригоно
бразить это числ
3) z i= ;   4) z =

; 9) 3 1
2 2

z i= − ;

) π πsin cos
3 3

z i= +

;     16) ctgαz = +

Im 0;z =   

03 ie=       

3

.
⎞
⎟
⎠

 

4 2 2 1ni i+ = = − , i

)( )
)( )
2 1 3

1 2
i i

i
− − +=

−
,

27 9 9
8 4

i i+ + − −= +

( ) (

( )

2 3

2

3

1:
1 1

1
11

i i i i

i
ii

⎞ − −
⎟⎟− −⎠

−⎛ ⎞− ⎜ ⎟+⎝ ⎠+ −

сных чисел z ука
метрической и п
ло на комплексно

2i− ;  5) 1z i= +

 10) 1 3z i= − +

π
3

;  14) cosz =

i+  (α πk≠ ,  k =

Рис. 1.1

4 3 3ni i+ = = i− , 

 

13 .
4

i+  

)2

1

2i
i

− +
−

 

азать Rez, Imz, 
показательной 
ой плоскости: 
; 6) 1z i= − + ;    

; 11) 1 2z i= − ;  

17π 5πsin
6 3

i+ ;    

0, 1,...± ). 

 
1 

 

   



 
Рис. 1.2 

 

  
Рис. 1.3 

 

 
Рис. 1.4 

 

 
Рис. 1.5 

 

 
Рис. 1.6 
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3) ;  Re z i z=

1;z =   arg z

2
i

z e
π

=   (рис.
 

5) 1 ; Rz i= +

2; z =   arg

   2 cosz ⎛= ⎜
⎝

   
π
42

i
z e=  

 

7) 1 ; z i= − −

    2;z =   

   2 cosz ⎛= ⎜
⎝

    
3π
42

i
z e

−
=

 

9) 3
2

z i= −

   1Im ; 
2

z = −

   πcos
6

z ⎛= −⎜
⎝

   (рис. 1.5). 
 
11) 1 2 ;z i= −
     5z = ; a

     5(cosz =
     a5 iz e−=

0;  = Im 1; z =   
π ;
2

=  πcos
2

z = +

. 1.2). 

Re 1;  Im 1; z z= =  
πg
4

z = ;    

π πs sin ; 
4 4

i ⎞+ ⎟
⎠

     

 (рис. 1.3). 

Re 1;  z = − Im z =
3πarg
4

z −= ; 
3π 3πs sin
4 4

i− − ⎞+ ⎟
⎠

π
4    (рис. 1.4). 

1 3;  Re ;  
2 2

z =  

 1;z =   arg z = −

π πsin ; 
6 6

i⎞ ⎛ ⎞+ −⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

  

;  Re 1; z =  Im z =
arg arctg2;z = −  

s( arctg2) sin(i− +
arctg2   (рис. 1.6). 

 
πsin ;
2

i     

   

1; = −  

;  

π
6

− ;  
π
6

i
z e

−
=   

2;= −  

arctg2));−  



 13) 

Im z

cz =

15)

z

при α

z =

z =
 

16)

z

⎛−⎜
⎝

z =

Пр

1) z

4) 

6) 

π πsin cos
3 3

z i= −

π 1cos ;
3 2

z = − = −

πcos sin
6

i⎛ ⎞ ⎛− + −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

) 1 sinα cz i= − +

2 1 sinα= − ; a

πα 2π
2

k= +  arg z

2(1 sinα) co⎛= − ⎜
⎝

arc
2(1 sinα)

i
e= −

)  (ctg α ;  αz i= +

21 ctg α
si

= + =

(α α1  n n⎞− ≤ ≤ − ⎟π π ⎠

((1 cos α
sinα

= ⋅ +

ример 1.5.  Реши
2 2 2 0z z+ + = ;   

( )26 5 3z i z− + +
3 29 27 2z z z− + −

11 

π ;  
3

πRe sin
3

z = =

π 1;  arg
6

z z= = −

π ; 
6
⎞− ⎟
⎠

π
6

i
z e

−
=  (ри

osα;   Re 1 sz = −
cosarg arctg

1 si
z =

−

 не определен.  

cosαos(arctg )
1 sinα

+
−

cosαctg
1 sinα− . 

)α ; Re ctk z≠ π =

1
inα

;   arg αz = +

)0, 1,...n = ± ,  

) (π sin α πn i n+ +

ить уравнения: 

 2) 2 4 5 0z z+ + =

0i+ = ;     5) 55z

26 0= ; 

3 ;
2

  

π
6

;  

ис. 1.7). 

sinα; Im cosαz =
α  

inα
, πα 2π

2
⎛ ≠ +⎜
⎝

cosαsin(arctg
1 sin

i+
−

tg α;  Im 1z = ; 

π ;  n+  

)) ( )α π1
sinα

i ne += ⋅

0 ;  3) ( )2 2 2z i+ −
5 4 3 24 3 3z z z− + −

; 
π , 0, 1.. ,k k ⎞= ± ⎟

⎠
 

α ) ;
nα

⎞
⎟
⎠

 

).  

) 4 2 0z i+ − = ; 
2 4 5 0z+ − = ; 

 
 

Рис. 1.7 
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Решение. 
1) 2 2 2 0z z+ + = ; по формуле корней квадратного уравнения:  

1,2
2 4 8 2 4 1

2 2 2
b Dz i

a
− ± − ± − − ± −= = = = − ± . 

3) ( )2 2 2 4 2 0z i z i+ − + − = ;  
( ) ( ) ( )2 22 2 4 4 2 4 1 16 8D i i i i= − − − = − − + = 8 16 8 16i i− − + = − ; 

1,2 1 2
2 2 16 1 2 ; 1 ; 1 3

2
iz i i z i z i− + ± −= = − + ± = − − = − + . 

5) 5 4 3 25 4 3 3 4 5 0z z z z z− + − + − =  очевидно 1 1z = . 
Делим левую часть на двучлен 1z − . Получаем 

4 3 25 4 5 0z z z z+ + + + = . 
Сгруппируем по парам:  

( ) ( )4 3 25 1 4 0z z z z+ + + + = . 

Разделим обе части на 2z :  
2

2
1 15 4 0z z

zz
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Сделаем замену 1z t
z

+ = , при этом 2 2
2

1 2z t
z

+ = − .  Далее:       

25 6 0t t+ − = ;  1,2 1 2
1 1 120 1 11 6;    ;    1

10 10 5
t t t− ± + − ± −= = = = . 

 Найдем z :  
21 6 ;     5 6 5 0

5
z z z

z
+ = − + + = ; 

2,3
3 9 25 3 16 3 4 1;    1

5 5 5
iz z

z
− ± − − ± − − ±= = = + = ; 

2 1 0z z− + = ;   4,5
1 1 4 1 3 .

2 2
iz ± − ±= =  

Ответ: 1 2,3 4,5
3 4 1 31;    ;    .

5 5 2 2
z z i z i−= = ± = ±  
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Пример 1.6. Извлечь корень из комплексного числа (найти 
различные значения корня):   1) 3 4i+ ;    2) 3 4i− − ;   3) 6 64 ;     

4) 8 1 ;      5) 3 2 2i− + ;    6) 5 4 3i− + . 
Решение. 
2) 3 4i− − . Запишем подкоренное выражение в тригонометри-

ческой (или в показательной) форме: 
4 43 4 5 cos(arctg π) sin(arctg π)
3 3

i i⎛ ⎞− − = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Извлечем корень, предварительно прибавив к аргументу период 
4 4arctg π 2π arctg π 2π
3 32π : 3 4 5 cos sin ,

2 2

k k
k i i

⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟
− − = +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

(k = 0, 1). Вычислим один из двух корней, например, при k = 0 (вто-
рой корень будет отличаться от первого знаком).  

При 0k =   
4 4arctg π arctg π
3 33 4 5 cos sin

2 2
i i

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
− − = +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

По формуле тригонометрии α 1 cosαcos
2 2

+= ± , где в нашем 

случае 4α arctg π
3

= − , вычислив сначала 

2

1 1 3cosα
5161 tg α 1

9

= − = − = −
+ +

, 

получим 
3 31 1
5 53 4 5 1 2  .

2 2

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎜ ⎟− − = − + = − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i i i  

Ответ: ±(–1 + 2i).  
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3) 66 64 2 1= . Вычислим шесть значений 
корня шестой степени из единицы, пользуясь 
геометрическим изображением корней на 
комплексной плоскости. Один корень очеви-
ден – это число 1. Все шесть корней нахо-
дятся в вершинах правильного шестиуголь-
ника, вписанного в окружность единичного 
радиуса с центром в начале координат, и от-
стоят друг от друга на угол π/3 (рис. 1.8).  

Осталось домножить каждый из полученных корней на 2. 
Ответ: 6 64 {2; 1 3; 1 3; 2; 1 3; 1 3}= + − + − − − −i i i i . 

5)  3 3π 3π2 2 ;   2 2 2 2 cos sin
4 4

i i i⎛ ⎞− + + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )3π 3π2 2 cos 2π sin 2π ,   0,1 , 2 ;
4 4

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

k i k k  

при 0k =  

N

 
3 3 6

арифм.
значен.
корня

3π 3π π π2 2 2 2 cos sin 8 cos sin
4 3 4 3 4 4

i i i⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

6 2 28 1  ,
2 2

i i
⎛ ⎞

= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при 1k =  

33

3π 3π2π 2π
4 42 2 2 2 cos sin

3 3
i i

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
− + = + =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 311π 11π π π2 2 cos sin 2 2 cos sin
12 12 12 12

i⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

3 3

π π 3 31 cos 1 cos 1 1
6 6 2 22 2 2 2

2 2 2 2
i i

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − + −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= − + = − + =
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Рис. 1.8 
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( )6

1 2 3 2 3  ,
8

i= + + −  

при 2k =  

33

3π 3π4π 4π
4 42 2 2 2 cos sin   

3 3
i i

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
− + = + =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 319π 19π π π2 2 cos sin 2 2 sin cos
12 12 12 12

i i⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )6

1 2 3 2 3
8

i= − − + . 

Пример 1.7. Выяснить геометрический смысл указанных соот-
ношений. 

1) [3], № 1.24: 2 2 5z z− + + = . Так как 1 2z z−  есть расстояние 
между точками 1z  и 2z  комплексной плоскости, то соотношение 

2 2 5z z− + + =  изображает геометрическое место точек z , сумма 
расстояний от которых до двух фиксированных точек 2  и 2− , есть 
величина постоянная, равная в данном случае 5 , то это, по опреде-
лению, есть эллипс с фокусами в точках (–2,0) и (2,0) на действи-
тельной оси с действительной полуосью, равной 2,5. 

2) [3], № 1.25: 2 2 3z z− − + > ; 

3) [3], № 1.26: 1 2z z z z− = −  – геометрическое место точек, 
расстояния от которых до двух фиксированных точек z1 и z2 равны, 
есть прямая, проходящая через середину отрезка, соединяющего 
точки 1z  и 2z , и перпендикулярная к этому отрезку. 

4) [3], № 1.27: Re z C≥ ; Im z C< ;  
5) [3], № 1.28: 0 Re 1iz< < . Так как z x iy= + , то iz ix y= −  и 

Re iz y= − . Соотношение: 0 1y< − < ⇔ 1 0y− < <  определяет гори-
зонтальную полосу; 

6) [3], № 1.29: α arg βz< < ; ( ) ( )0α arg β  π α β πz z< − < − < < ≤ . 

7) [3], № 1.30:  Re 1z z= + .  



10)
11)
 
 
   Р
1.1
1.7
   Р
   Д
1.3
1.7

 

) [3], № 1.34; 
) [3], № 1.35. 

Рекомендуемый 
1;  1.2;  1.4 (нечет
7  ([3], № 1.24; 1.2
Резерв: 1.4 (12; 1
Для самостояте
3; 1.4 (2; 4; 6; 8; 1
7 ([3], № 1.25; 1.2

Рис. 1.9 
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Так как z =
2 2x y+ =

2 2 1y x= +  –
 

8) [3], № 1.3

9) [3], № 1.3

1

2

Re z z
z z

−
−

перечень задач д
тные); 1.5 (нечет
26; 1.28; 1.29; 1.3
4; 16); 1.5 (6); [3
ельной работы д
10); 1.5 (2; 4); 1.6
27; 1.31). 

 

2 2x y= + , а Re

1x + ;  2 2x y+ =

– парабола (рис.

31: Re Im z z+ <

32:  1

2

Im 0z z
z z

− =
−

0= . 

для решения в а
тные); 1.6 (2; 3; 5
30; 1.34). 
], № 1.35.  
дома:  

6 (1; 4; 6);  

e z x= , то  

( )21x + ; 

 1.9). 

1;  

;  

аудитории:  
);  
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2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

Степенная функция w = zn, n ∈ N. Определена на всей ком-
плексной плоскости и однозначна всюду.  

Однолистна, например, в каждом из п углов c вершиной в нача-

ле координат: 0 0
2πφ arg φz
n

< < + . Однолистной в некоторой об-

ласти называется такая функция ( )w f z= , что любым двум раз-
личным значениям 1 2z z≠  из этой области отвечают различные 
значения функции. Под областью понимается связное открытое 
множество. Однозначная и однолистная в некоторой области 
функция осуществляет взаимно однозначное отображение этой об-
ласти на область ее значений. Обратная степенной функция 

nw z=  – функция многозначная, т.к. каждому значению ( )0z z ≠  
отвечает n  различных значений функции (см. п. 1):  

φ 2π φ 2πcos sinn n
k kz z i

n n
+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ( 0,1, , 1)k n= … − . 

При обходе точки 0z =  по замкнутой кривой, содержащей 
внутри себя эту точку, в сколь угодно малой окрестности этой точ-
ки возвращение в исходную точку приводит к изменению значения 
функции. Так, если взять определенное значение функции в точке 

0 0z ≠ , отвечающее некоторому определенному значению k0, то 
после обхода точки 0z =  против часовой стрелки значение функ-
ции станет таким, как в этой же точке, но при 0 1= +k k . Точка 

 = 0z  является для этой функции точкой ветвления.  
Еще одной точкой ветвления этой функции является бесконечно 

удаленная точка. Вообще, точкой ветвления назовем точку, при 
обходе которой по замкнутой кривой, содержащей эту точку внут-
ри себя и находящейся в сколь угодно малой окрестности этой точ-
ки, функция по возвращении в исходную точку меняет свое значе-
ние. В области, где указанный обход любой точки не приводит к 
изменению значения функции, можно из данной многозначной 
функции выделить однозначную функцию (однозначную ветвь), 
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взяв в некоторой точке одно конкретное значение многозначной 
функции, а значения ее в других точках области получить путем 
непрерывного продолжения. Так, функция nw z=  является п-
значной.  

Во всякой области, в которой невозможен обход точек ветвле-
ния, можно выделить из этой функции n  различных однозначных 
функций, беря в некоторой точке области последовательно п раз-
личных значений функции и продолжая функцию по непрерывно-
сти на все другие точки области. Например, взяв в качестве облас-
ти, допускающей разделение ветвей, всю плоскость за вычетом то-
чек действительной положительной полуоси (плоскость с «разре-
зом»), получим п независимых различных однозначных функций: 

φ 2π φ 2πcos sin ,  0,1, , 1n
k

k kw z i k n
n n

+ +⎛ ⎞= + = … −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Возможны и другие варианты разделения этой функции на од-
нозначные ветви. Отметим, что для некоторых функций одного 
лишь выбора значения многозначной функции в точке бывает не 
достаточно для разделения ветвей (может потребоваться задание 
еще и производной в этой точке, понятие производной см. далее). 

Показательная функция (экспонента) zw e= . До строгого опре-
деления (см. степенные ряды) за определение этой функции возь-
мем формулу Эйлера φ cosφ sinφie i= +  и будем считать, что  

( )cos sinz x iy xe e e y i y+= = + . 
Функция определена на всей комплексной плоскости и всюду 

однозначна. Вся плоскость может быть разделена на области (по-
лосы) однолистности прямыми, параллельными действительной 
оси, ширина полос 2π . Обратная ей функция  

Ln  ln φ 2πw z z i i k= = + +   ( )0, 1, 2,k = ± ± …  

бесконечнозначна. У функции Ln z  две точки ветвления 0z =  и 
z = ∞ . Соединив их разрезом, получим область, в которой возмож-
но разделение ветвей. Если разрезом служит действительная поло-
жительная полуось, то ветви различаются значением числа k. 
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Точки действительной положительной полуоси, для которых 
значение аргумента считается равным нулю, называются точками 
«верхнего берега» разреза. При обходе начала координат от точки 
верхнего берега к этой же точке получим для нее значение аргу-
мента, равное 2π . Так полученные точки будем называть точками 
«нижнего берега» разреза. 

Определим функции  

sin
2

iz ize ez
i

−−= , сos 
2

iz ize ez
−+= ,  ch ,

2

z ze ez
−+=  sh 

2

z ze ez
−−= , 

sin tg 
cos

zz
z

= ,  cos ctg 
sin 

zz
z

= ,      sh  th 
ch 

zz
z

= ,    ch cth 
sh 

zz
z

= . 

Будем рассматривать также и им обратные (многозначные) 
функции. 

Пример 2.1 ([3], № 1.61). Найти модули и главные значения ар-
гументов комплексных чисел: ( )2 3 4 φ1) , 2) , 3) 0, φ π+ − − > ≤i i ie e e a . 

Решение. 
1) ( )2 2 2 2cos1 sin1i ie e e e i z e+ = = + ⇒ = , arg 1z = ;  

2) ( ) ( )( )3 4 3 4 3 cos 4 sin 4i ie e e e i− − − − −= = − + − =  

( ) ( )( )3 cos 4 2π sin 4 2πe i−= − + + − + ⇒ 3z e−= , arg 2 4z = π − ; 

3) ( )φ φ π φ1i i i iae a e ae e− = − = ( ) ( )( )cos π φ sin π φa i= + + + ⇒  

z a⇒ = , arg π φ z = + (при [ ]φ π;0∈ − ) и arg z = ϕ− π  (при 
(0;π]ϕ∈ ).  

 

Пример 2.2 ([3], № 1.66).  Доказать, что:  
1) sin sh iz i z= ; 2) cos iz = ch z;  3) tg th iz i z= ;  4) ctg cthiz i z= − . 

Решение. 
1) по формуле Эйлера:  

sin sh 
2 2 2

⋅ − ⋅ − −− − −= = = =
i iz i iz z z z ze e e e e eiz i i z

i i
; 

3) sin sh tg th 
cos ch 

iz i ziz i z
iz z

= = = . 
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Пример 2.3 ([3], № 1.67).  Найти Re ,  Im w w  и |w| для функций:       
1) sin z ;   2) cos z ;   3) tg z ;   4) sh z ;    5) ch z ;    6) th z . 

Решение.  
1) ( )sin ;    υ sin sin cos cos sinw z u i x iy x iy x iy= + = + = + =  

sin  ch cos  sh Re sin  ch x y i x y u w x y= + ⇒ = = ; 
Im cos  sh ;= =w x yv  

2 2 2 2 2 2υ sin  ch cos  shw u x y x y= + = + =  

( )2 2 2 2sin  ch 1 sin shx y x y= + − =  

2 2 2 2 2sin  ch sh sin  shx y y x y= + − =  

( )2 2 2 2sh +sin ch shy x y y= − 2 2sh siny x= +   

(так как 2 2ch sh 1y y− = ); 
sin sin  ch cos  sh tg 
cos cos  ch sin  sh 

z x y i x yw z
z x y i x y

+= = = =
−

 

( )( )
2 2 2 2

sin  ch cos  sh cos  ch sin  sh 
  

cos  ch sin  sh
x y i x y x y i x y

x y x y
+ +

= =
+

 

2 2

sin  ch cos  ch cos  sh sin  sh 
cos sh

x y x y x y x y
x y
−= +
+

 

( )
2 2

sin  ch sin  sh cos  sh cos  ch 
cos sh

i x y x y x y x y
x y
+

+ =
+

 

2 2 2 21 1 1 1sin 2  ch sin 2  sh sh2  sin sh2  cos
2 2 2 2

1 cos2 ch2 1
2 2

x y x y i y x y x

x y

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =+ −+

 

 sin2 sh2 sin 2 Re
cos2 ch2 cos2 ch2

x i y xw
x y x y

+= ⇒ =
+ +

; 

2 2
2 2 sin 2 sh 2ysh2Im ;   

cos2 ch2 cos2 ch2
+

= = + =
+ +

xyw u
x y x y

w v . 
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Пример 2.4 ([3], № 1.68). Найти действительные и мнимые части 
значений функций:  

1) ( )cos 2 i+ ;    2) sin 2i ;    3) ( )tg 2 i− ;    4) πctg ln 2
4

i⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Решение. 
1) ( ) cos 2 cos 2cos sin 2sinw i i i= + = − = cos 2 ch1 sin 2 sh 1i− ⇒  
Re cos2 ch 1;  Im sin 2 sh 1w w⇒ = = − . 

4)     

πctg ctg ln 2 1π ctg ln 2 14ctg ln 2 π4 ctg ln 2 1ctg ln 2 ctg
4

i ii
ii

+ +⎛ ⎞− = = =⎜ ⎟ −⎝ ⎠ −
 

2

2

cth ln 2 1 1  cth ln 2 1 cth ln 2 2 cth ln2
cth ln 2 1 1  cth ln 2 1 cth ln 2

i i i
i i

− + − + − + += = = ⇒
− − + +

 

2

2

1 cth ln 2Re ;    
1 cth ln 2

w − +
⇒ =

+
 

12 52cth ln 2 1 32
2

+
= =

−
;      

251 16 89Re 25 34 171
9

w
− +

= = =
+

; 

2

522cth ln 2 10 9 153Im 251 cth ln 2 3 34 171
9

w
⋅ ⋅= = = =

+ ⋅+
. 

Пример 2.5  ([3], № 1.71). Вычислить: 1) Ln4 ,  Ln( 1)− ,  ln( 1)− ;             

2) Lni , ln i ;    3) 1Ln
2
i± ;     4) ( ) ( )Ln 2 3 ,  Ln 2 3i i− + . 

Решение. 
1) Так как Ln ln φ 2πz z i i k= + +  ( )0, 1,k = ± … , то

Ln4 ln 4 2πki= + ; ( ) ( ) Ln 1 π 2π ;  ln 1 πi ki i− = + − = . 

3) 1 1 π π π Ln ln 2π ln1 2π 2π
4 4 42 2

i i i i k i i k i ki± ±= ± + = ± + = ± + . 
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Пример 2.6 ([3], № 1.73). Первоначальное значение Im f(z) при 
2z =  принято равным  0. Точка z делает один полный оборот против 

часовой стрелки по окружности с центром в точке z = 0 и возвраща-
ется в точку z = 2. Считая, что f(z) изменяется непрерывно при дви-
жении точки z, указать значение Im f(z) после данного оборота, если: 

1) ( ) 2Ln f z z= ; 12) ( ) Lnf z
z

= ; ( )3) ( ) Ln Ln 1 ;f z z z= − +

4) ( ) Ln( 1) Ln f z z z= + + . 

Решение. 1) ( ) 2Ln f z z= ; так как Ln ln φ 2πz z i i k= + + , то 
Ln2 ln 2 0 2πi i k= + ⋅ + .  По условию  

( )Im 2 0f = ⇒  0k = ⇒ ( ) ( ) ( )Im Im 2Ln 2 φ 2π 2f z z k= = + = ϕ⇒  

после оборота  ( )Im 4f z = π . 

3) ( ) ( )Ln Ln 1f z z z= − + . Пусть φρ iz e= ;   
ψ1 iz re+ =  (рис. 2.1). 

( )Im ( ) φ ψ 2π 2πf z i i k i n= − + − ; 

( ) ( ) ( )Im 2 0 0 2π 0f i i k n= − + − = ⇒   
0k n− = , т.е.  ( ) ( )Im φ ψf z i= − .  

После оборота φ⇒ φ 2π+ ; ψ ψ 2π⇒ + .  
Следовательно, ( )Im 2 0f = . 
Пример 2.7 ([3], № 1.43). Первоначальное 

значение ( )Arg f z  при 2z =  принято равным 0 . Точка z делает 
один полный оборот против часовой стрелки по окружности с цен-
тром в точке z = 0 и возвращается в точку z = 2. Считая, что f(z) из-
меняется непрерывно при движении точки z, указать значение Im f(z) 
после данного оборота, если: 1) ( ) 1f z z= − ;   2) ( ) 3 1f z z= − ;    3)

( ) 2 1f z z= − ;     ( ) 24) 2 3f z z z= + − ;   5) ( ) 1
1

zf z
z

−=
+

. 

Решение. 

1) ( )
1φ 2π

2
11 ρ

k

f z z e
+

= − = ,  0,1k = ;  1ρ 1z= − , ( )1φ arg 1z= −  
(рис. 2.2). 

Рис. 2.1 



Arg f

Arg f

По

2π⇒

2) 

Arg f

Arg f

3) 

Об
(рис. 2

Ar

В т

2ϕ

По

Arg f

Пр

ней: 1

7) (3 −

Реш
получ

( ) 1φ 2π
2

kf z += , в

( )2 π 0f k= = ⇒  k

осле оборота 1ϕ  п

 после оборота 

( ) 3 31f z z= − =

( ) 1φ 2π
3

kz += ;  

( ) 1
3

f z ϕ= .  После

( ) 2 1f z z= − =

бозначим 1z − =
2.3). Тогда 

( ) 1 2φ φrg 
2

f z + +=

точке 2z =   1ϕ =

0= ⇒  ( )Arg 2f

осле оборота каж

( ) 42 2
2

f π= = π . 

ример 2.8 ([3], №

1) 21 ;        2) ( 2−

)14 ii +− ;       8) ( 3−

шение. Взяв за 
чим: 
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в точке 2z =   1ϕ

0k = ⇒ ( )Arg f z

приобретает при

( )Arg πf z = . 

(
1φ 2π

33 1
ki

z e k
+

− =

в точке 2z =  1ϕ

е оборота в 2π  A

( )( )1 1z z− + .  

1φ
1ρ

ie= ;  1z +

( )2π 0,1k k+ = .

0= ,  

) 2 0
2

kπ= = ⇒  k

( )Arg f z⇒ =

ждый аргумент ув

№ 1.74). Найти вс

) 22 ;        3) 2i ;   

)13 4 ii ++ . 

определение ст

0= ,  

) 1
2
ϕ= . 

иращение 

)0,1,2= ; 

1 0=   2π 0
3
k

⇒ =

( ) 2πArg 2
3

f = .  

 

2φ
2ρ

ie=   

0= ⇒   

1 2
2

ϕ + ϕ . 

величивается на 

е значения следу

   4)1 i− ;      5) ii ;

тепени выражени

⇒  0k = ⇒

2π . Отсюда 

ующих степе-

  6)
11

2

ii +−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

;       

ие α αLnaa e= , 

 
Рис. 2.2 

 
Рис. 2.3 
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1) ( ) ( )2 2Ln1 2 2π1 cos 2π 2 sin 2π 2 ,kie e k i k= = = +  0, 1,k = ± … 

2) ( ) ( ) ( )2 2Ln 2 2 ln 2 π 2π2 i i ke e− + +− = = =   

( ) ( )( )2 ln 2 cos 2π 2 1 sin 2π 2 1e k i k= + + + . 

5) 
π πln1 2π 2πLn 2 2

i i i k ki i ii e e e
⎛ ⎞ −+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠= = = (или 

2
2

k
e

−π + π
,  что то же самое). 

7) ( ) ( ) ( ) ( ) 41 ln 5 arctg 2 π1 1 Ln 3 4 33 4
i i i ki i ii e e
⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟+ + − ⎝ ⎠− = = =  

44 ln 5 arctg 2πln 5 arctg 2π 33
i kk

e e
⎛ ⎞− ++ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠⋅= =  

4arctg 2π
3 4 45 cos ln5 arctg sin ln5 arctg

3 3
+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

k
e i  ( )0, 1,k = ± … . 

Пример 2.9. Выяснить, допускают ли данные функции выделе-
ние однозначных ветвей в окрестности данной точки: 

1) 0 0,   0,   n z z z= = ∞ ;               2) 2
0 0 01,  0,  1,  1z z z z− = = = − ; 

3) ( )( ) 0,  
1 2

z z
z z

= ∞
− −

;         4) ( )( )( )3 1 2 3z z z− − − ,  0z = ∞ ; 

5) 1 z+ ,  0 1z = ;                    6) 2 1z z+ − , 0 1z = ; 

7) ( )( ) 0Ln 1 2 ,  z z z− − = ∞⎡ ⎤⎣ ⎦ ;    8) ( )( )
( )( ) 0

1 2
Ln ,  

3 4
z z

z
z z

− −
= ∞

− −
; 

Решение. 
1) nw z= , 0 0z =  и 0z = ∞  являются точками ветвления этой 

функции, поэтому разделение ветвей в окрестности данных точек 
невозможно. 

2) 2 1w z= − ; 0 0z =  – не точка ветвления, разделение ветвей 
возможно, точки 0 1z = ±  – точки ветвления, в окрестности этих 
точек разделение ветвей невозможно. 

3) ( )( )1 2
zw

z z
=

− −
 (рис. 2.4). Обозначим φρ iz e= ; 

1φ
11 ρ iz e− = ; 2φ

22 ρ iz e− = .  
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При обходе точки 0z = ∞ , каждый из аргу-
ментов ϕ , 1φ , 2φ  изменяется на 2π . Поэтому 

1 2φ φ φ 2πArg 
2

kw − − +=    ( )0,1k =  

 изменится на π
2

−  и, следовательно, значение 

функции изменится. Поэтому разделение вет-
вей в окрестности точки 0z = ∞  невозможно. 

5) 1w z= + ,  0 1z = . Точка 0 1z =  является точкой ветвления 

той ветви функции 1 z+ , для которой 1 1= − . Для этой ветви 
разделение невозможно. Для ветви функции, для которой 1 1=  
точка 0 1z =  не является точкой ветвления внешнего корня. Разде-
ление на 2 ветви возможно.  

Пример  2.10.  Показать, что данные функции допускают в ука-
занной области выделение однозначной ветви, для которой 

( )0 0f z w= . Найти значение этой ветви в указанных точках: 

1) 1
1

zw
z

+=
−

; область – плоскость с разрезом { }1 1; 0x y− ≤ ≤ = , 

0 2z = ,  0 3w = .  Найти ( )f ∞ . 

2) ( ) 23 1w z z= + , область – плоскость с разрезом { 1 0;x− ≤ ≤  

0}y = , 0 1z = , 
3

0
2

2
w = ⋅ ( 1 3i− + ). Найти ( )f i− . 

3) ( )2Ln 1w z= − , область – плоскость с разрезами { }1; 0x y= − ≥  

и { }1; 0x y≥ = ; 0z i= ; 0 ln 2w i= + π . Найти (2)f  на нижнем бере-
гу разреза. 

4) 1Ln
1

zw
z

+=
−

, область – плоскость с разрезом

{ ( ; 1] [1; );x ∈ −∞ − ∪ +∞ 00};   2y z= = −  на верхнем берегу разреза;

0 ln3 2w = − − π . Найти (2)f  на нижнем берегу разреза. 

 
 

Рис. 2.4 
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Решение. 

1) ( ) 1
1

zf z
z

+=
−

. Точки ветвления 1± . Они 

соединены разрезом. Поэтому ветви разделя-
ются. Обозначим 1 11z eϕ− = ρ , 2

21 iz e ϕ+ = ρ  
(рис. 2.5), тогда  

( )
2 1φ φ 2π

2 2

1

1 ρ 0,1
1 ρ

kiz e k
z

− ++ = =
−

. 

В точке 0 2z =   1 1ρ = ,  2 3ρ = ;  1 0ϕ = ;  2 0ϕ = . Поэтому  

( )
2

22 3 3
ki

f e
π

= = ⇒  0k = ⇒  ( )
1 2

2 2

1

i
f z e

ϕ −ϕρ=
ρ

; 

на  бесконечности  2

1
lim 1ρ =

ρ
; 1 2 0ϕ ≈ ϕ ≈ .  

Ответ: ( ) 1f ∞ = . 

2) ( ) ( ) 23 1f z z z= + . Точки ветвления 0z =  и 1z = − . Они со-
единены разрезом. Поэтому разделение ветвей возможно.  

Обозначим iz e ϕ= ρ , 1
11 iz e ϕ+ = ρ ; 

( )
1φ 2φ 2π

2 33
1ρ ρ

ki
f z e

+ +

=   ( )0,1,2k =  (рис. 2.6). 
В точке 0 1  1= ρ =z ;  1 2ρ = ;  

1 0ϕ = ϕ = ⇒  ( )
2

3 31 2
i k

f e
π

= =

( )
3

3 2π 2π 22 cos sin 1 3
3 3 2

⎛ ⎞+ = − + ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

k i k i

1k⇒ = ⇒   ( )
1 2 2

23 3
1

i
f z e

ϕ + ϕ+ π

= ρ ρ . 

В точке z i= −   1ρ = ,  2 2ρ = ,  
2
πϕ = − ;  1 4

πϕ = − ; 

( )
5 2

34
3 3 33 1 1 2( ) 2 2 cos sin 2 1 .

4 4 2 2 2

π− + π
π π ⎛ ⎞⎛ ⎞− = = + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i
f i e i i i  

Рис. 2.5 

Рис. 2.6 
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3) 2Ln( 1)w z= − . Точки ветвления 1z = ±  и z = ∞ . Они соеди-
нены разрезом (рис. 2.7)  Разделение ветвей возможно.  

Обозначим 1
11 iz e ϕ− = ρ ;  2

21 iz e ϕ+ = ρ ;  
( )1 2 1 2ln 2 0, 1...w i i i k k= ρ ρ + ϕ + ϕ + π = ± . 

В точке 0z i= :  1 2 2ρ = ρ = ;  1
3
4
πϕ = ,  

2 4
πϕ = ⇒ ( ) ln 2 2 ln 2f i i i k i= + π + π = + π⇒   

0k⇒ = ( ) 1 2 1 2lnf z i i⇒ = ρ ρ + ϕ + ϕ . 
 В точке 2z =  на нижнем берегу разреза 1 1ρ = ; 2 3ρ = ; 1 2ϕ = π ; 

2 0ϕ = ⇒   ( )2 ln3 2f i= + π .  

4) 1Ln
1

zw
z

+=
−

.  Ответ: ln 3 4 i− π . 

Пример 2.11.  
[3]  № 1.116. Для отображения 2w z= : 
1) найти образы линий x C= ,  y C= ,  x y= ,  z R= ,  arg z = α  

и выяснить, какие из них преобразуются взаимно однозначно;  
2) найти прообразы линий  ,  u С υ С= = . 

[3] № 1.117. Для отображения 1w
z

= : 

1) найти образы линий x C= , y C= , x y= , z R= , arg α,z =  

1 1z − =  и выяснить, какие из них преобразуются взаимно одно-
значно; 

2) найти прообразы линий ,  u С υ С= = . 
Решение. 
[3] № 1.116. 1) ( )22 2 22w z x iy x ixy y= = + = + − ;  2 2u x y= − ; 

2= xyv , x C= ⇒  2 2u C y= − ;  2υ Cy= ⇒  
2

2
24

υu C
C

−=  – парабола 

при 0C ≠ , если 0C = , то υ 0= ; 2u y= −  – отрицательная действи-
тельная полуось в плоскости w . Отображение является взаимно 

 
Рис. 2.7 
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однозначным, так как две различные точки линии x C=  отобра-
жаются в две различные точки параболы-образа этой линии; y C= ; 

2 2u x C= − ,  2υ xC= ; 
2

2

4
υu C
C

= −  – парабола при 0C ≠ ; при 

 0C =  – отрицательная действительная полуось (взаимно одно-
значное отображение при 0C ≠ ); x y= ; 0u = ; 2υ 2x=  мнимая 
положительная полуось. Отображение не взаимно однозначно. 
z R=  – окружность. Отображается в 2 2iw R e ϕ=  (где iz Re ϕ= ) в 

окружность радиуса 2 ,R  проходимую дважды (отображение не 
взаимно однозначно); arg αz =  (луч) – отображается в луч 2αw =  
(отображение взаимно однозначно). 

[3] № 1.117. 2) Находим прообразы линий (на z -плоскости) 
u C= , υ C= . Так как 2 2u x y= − , 2υ xy= , то линия u С=  имеет 

прообразом линию 2 2 x y C− =  – гипербола; при 0C =  – прямые 
0x y− = , 0x y+ = . Линия υ C=  имеет прообразом линии: 

2xy C=  – гипербола 
2
Cy
x

= ; при 0C =  – пара прямых  0x = , 

0y = . 
 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории:  
2.1 ([3], № 1.61 (1,2));   2.2 ([3], № 1.66 (1,3));  
2.3 ([3], № 1.67 (1,3));   2.4 ([3], № 1.68 (1));  
2.5 ([3], № 1.71 (1,3));   2.6 ([3], № 1.73 (1));   
2.7 ([3], № 1.43 (1,3)), 2.8 ([3], № 1.74 (1,5));  
2.9 (1,2,5); 2.10 (1,3);  2.11 ([3], № 1.116 (частично)).  
Резерв:  
2.1 ([3], №1.61 (3)); 2.2 ([3], № 1.66 (4)); 2.3 ([3], № 1.67 (4,6)); 
2.5 ([3], № 1.71 (4)); 2.6 ([3], № 1.73 (2,3)); 2.7 ([3], № 1.43 (2,4,5));  
2.9 (3, 6), 2.10 (4).  
Для самостоятельной работы дома:  
2.1 ([3], № 1.61 (𝑒ଶିଷ௜, 𝑒ଷାସ௜)); 2.2 ([3], № 1.66 (2));  
2.3 ([3], № 1.67 (2));  2.4 ([3], № 1.68 (2)); 2.5 ([3], № 1.71 (2)); 
2.6 ([3], № 1.73(2)); 2.8 ([3], № 1.74 (4)); 2.9 (3); 2.10 (2);  
2.11 ([3], № 1.117). 
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3. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ.  
УСЛОВИЯ КОШИ–РИМАНА 

 
Определение производной. Пусть в некоторой окрестности 

точки z  комплексной плоскости определена функция ( )w f z= . 

Производной ( ) ( )' 'w z f z=  называется предел отношения 

0
lim ,
z

w
zΔ →

Δ
Δ

 где zΔ  – приращение независимой комплексной пере-

менной, не выводящее ее из указанной окрестности, а wΔ – прира-
щение функции, вызванное этим приращением zΔ . По определе-
нию предела производная не зависит от направления zΔ . Если 
приращение z x i yΔ = Δ + Δ  происходит вдоль действительной оси 

,x  т.е. 0yΔ = , то производная приобретает вид 
u υi
x x

∂ ∂+
∂ ∂

, 

где u
x

∂
∂

 и υ
x

∂
∂

 – частные производные функций двух действитель-

ных переменных ( ),u x y , ( ),υ x y , являющихся, соответственно, 
действительной и мнимой частями функции  

( ) ( ) ( ), ,w z u x y iυ x y= + . 
Если приращение zΔ  осуществляется вдоль оси y , то есть 

0xΔ = ;  z i yΔ = Δ , то производная приобретает вид 

0
lim
Δ →

Δ + Δ ∂ ∂= −
Δ ∂ ∂y

u i υ υ ui
i y y y

. 

Отсюда следуют необходимые условия существования производ-
ной ( )'w z (условия Коши–Римана): 

;   ∂ ∂ ∂ ∂= = −
∂ ∂ ∂ ∂
u υ u υ
x y y x

.                               (3.1) 

В случае непрерывности частных производных эти условия ста-
новятся и достаточными для существования производной w′(z). 
Функция w = f (z), имеющая в каждой точке области непрерывную 
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производную, называется аналитической в этой области1. При на-
личии непрерывных вторых частных производных из условий Ко-
ши–Римана следует, что действительная ( ),u x y  и мнимая ( ),υ x y  

части функции ( )w f z=  удовлетворяют уравнению Лапласа и яв-
ляются, поэтому гармоническими функциями. Условия Коши-
Римана позволяют по заданной действительной ( ),u x y  части най-

ти с точностью до постоянного слагаемого мнимую ( ),υ x y  часть 
аналитической функции (и, соответственно, наоборот). 

Пример 3.1 ([3], № 1.131). Проверить выполнение условий Ко-
ши–Римана для функций nz , ze , cos z , Lnz  и доказать, что 

( ) 1n nz nz −′ = , ( )z ze e′ = ,  ( )cos sin ,z z′ = −  ( ) 1Ln z
z

′ = . 

Решение. Рассмотрим функцию nw z= . Возьмем z  в тригоно-
метрической форме:  ( )cos sinz i= ρ ϕ + ϕ . Тогда  

( )cos sinn nz n i n= ρ ϕ + ϕ , 

т.е. cosnu n= ρ ϕ ; sinnυ n= ρ ϕ . Вычислим u
x

∂
∂

, υ
x

∂
∂

,  u
y

∂
∂

,  υ
y

∂
∂

:  

1ρ φ ρ φ= + = ρ cos φ ρ sin φ
ρ φ

n nu u u n n n n
x x x x x

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂−
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Из определения полярных координат 
cos ,
sin ,

= ρ ϕ⎧
⎨ = ρ ϕ⎩

x
y

  дифференци-

руя оба уравнения по 𝑥, получим   
ρ φ1 cosφ ρsinφ
x x

∂ ∂= −
∂ ∂

,        ρ φ0 sinφ ρcosφ
x x

∂ ∂= +
∂ ∂

. 

Откуда  

( )2 2

1 ρsinφ
0 ρcosφρ ρcosφ cosφ

ρρ cos φ sin φx

−
∂ = = =
∂ +

, 

                                                      
1 Мы пользуемся определением, данным в [1]. 
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cosφ 1
sinφ 0φ sinφ

ρ ρx
∂ = = −
∂

. 

Таким образом,  
1 sinφρ cos φcosφ ρ sin φ

ρ
n nu n n n n

x
− ⎛ ⎞∂ = − − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

( ) ( )1 1ρ cos φcosφ sin φsinφ ρ cos 1 φn nn n n n n− −= + = − . 
Далее:  

1 ρ φ ρ sin φ ρ cos φn nυ n n n n
y y y

−∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

; 
 

ρ φ0 cosφ ρsinφ ,

ρ φ1 sinφ ρcosφ

y y

y y

∂ ∂⎧ = −⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ∂⎪ = +
⎪ ∂ ∂⎩

0 ρsinφ
1 ρcosφρ sinφ

ρy

−
∂

⇒ = =
∂

; 

cosφ 0
sinφ 1φ cosφ

ρ ρy
∂ = =
∂

,  

откуда 
1υ ρ −∂ = ⋅

∂
nn

y
( )1cosφsin φsinφ ρ cos φ ρ cos 1 φ

ρ
n nn n n n n−+ = − . 

Таким образом,  u υ
x y

∂ ∂=
∂ ∂

.  

Аналогично проверяется условие u υ
y x

∂ ∂= −
∂ ∂

.  

Ввиду непрерывности частных производных производную 

'( )w z   можно вычислить, например, по формуле ( )' u υw z i
x x

∂ ∂= +
∂ ∂

.  

Подсчитав, что ( )1ρ sin 1 φnυ n n
x

−∂ = −
∂

, получим: 

1 1 1( ) ' ρ cos( 1)φ ρ sin( 1)φn n n nz n n in n nz− − −= − + − = , 
что и требовалось доказать. 
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Производную легко получить и непосредственно, пользуясь оп-
ределением: 

( )
0 0

( ) ' lim lim
n n

n

z z

z z zwz
z zΔ → Δ →

+ Δ −Δ= = =
Δ Δ

 

1
1

Δ 0
m .li

n n n
n

z

z nz z z nz
z

−
−

→

+ Δ + −= =
Δ

"  

Рассмотрим функцию ( )cos sinz x iy x iy xw e e e e e y i y+= = = = + ;  

( ), cosxu x y e y= ; ( ), sinxυ x y e y= .  
Условия Коши–Римана выполняются, так как  

cos cosx xu υe y e y
x y

∂ ∂= = =
∂ ∂

,  sin sinx xu υe y e y
y x

∂ ∂= − = − = −
∂ ∂

. 

Следовательно, 

( ) ' cos sin  z x x zu υe i e y ie y e
x x

∂ ∂= + = + =
∂ ∂

. 

Рассмотрим функцию Ln lnρ φ 2πw z i i k= = + + . 

( ) 2 2, lnu x y x y= + ;   ( ), φ 2π= +x y kv ; 

2 2
cosφ
ρ

u x
x x y

∂ = =
∂ +

;    φ cosφ
ρ

υ
y y

∂ ∂= =
∂ ∂

 (см. выше). 

Аналогично:  

2 2
sinφ
ρ

u y
y x y

∂ = =
∂ +

;     φ sinφ
ρ

υ
x x

∂ ∂= = −
∂ ∂

. 

Условия Коши–Римана выполнены: 

( ) 2 2
cosφ sinφ ρcosφ ρsinφLn '
ρ ρ ρ ρ

u υz i i i
x x

∂ ∂= + = − = − =
∂ ∂

 

2 2 2 2 2 2
1x y x iyi

x y x y x y z
−= − = =

+ + +
. 

Эту производную можно было вычислить по правилу производ-
ной для обратной функции.  Действительно, если ( )w w z= , то об-

ратная функция ( )1z z w−=  имеет производную:  
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( )
( )( )0 0 1

1 1' lim lim
Δ → Δ → −

Δ= = =ΔΔ ′
Δ

z w

ww z
z z

w
wz ;   

так как Ln w z= , если wz e= , то  

( ) ( )
1 1 1Ln '

' wwz
e ze

= = = . 

Пример 3.2 ([3], № 1.132). Найти постоянные a , b , c , при ко-
торых функция ( )f z  будет аналитической: 

1) ( ) ( )f z x ay i bx cy= + + + ; 

2) ( ) ( ) ( )cos ch sh sin ch shf z x y a y i x y b y= + + + . 
Решение. 

1) ( ) ( )= = + = + + +w f z u i x ay i bx cyv ; 1u
x

∂ =
∂

, υ c
y

∂ = ⇒
∂

с = 1, 

u a
y

∂ =
∂

,    .υ b a b
x

∂ = ⇒ = −
∂

  

Ответ: 1c = , a b= − . 
2) ( ) υf z u i= + , ( )cos ch shu x y a y= + ; 

( ) ( )sin ch sh ;   sin ch shuυ x y b y x y a y
x

∂= + = − +
∂

; 

( )sin sh chυ x y b y
y

∂ = + ⇒
∂

 1a = − ; 1b = − . 

При этом ( )cos sh chu x y y
y

∂ = −
∂

; ( )cos ch shυ x y y
x

∂ = −
∂

, т.е.  

u υ
y x

∂ ∂= −
∂ ∂

. 

Пример 3.3 ([3], № 1.133). Найти области, в которых функция 

( ) 2 2 2f z x y i xy= − +  будет аналитической. 

Решение. Рассмотрим два случая: 1) 0xy > ;  2) 0xy < .  
В первом случае: а) 2 2 0x y− > ;  б) 2 2 0x y− <   (I и III четверти 

на рис. 3.1): 
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а) 2 2u x y= − ; 2υ xy= ; 2u x
x

∂ =
∂

;   

2υ u υx
y x y

∂ ∂ ∂= ⇒ =
∂ ∂ ∂

; 

2 ;u y
y

∂ = −
∂

   2υ u υy
x y x

∂ ∂ ∂= ⇒ = −
∂ ∂ ∂

. 

Условия Коши–Римана выполняются. 

б)  2 2u y x= − ; 2υ xy= ;  2u x
x

∂ = −
∂

. 

Условия Коши–Римана  не выполняются. 
Во втором случае: а) х2 – у2 > 0, 

2 2б) 0− <x y  (II-я и IV-я четверти на рис. 
3.2):       

а) 2 2u x y= − ; 2υ xy= − ; 2u x
x

∂ =
∂

; 

2υ x
y

∂ = −
∂

,  условия не выполняются. 

б) 2 2u y x= − ; 2υ xy= − ; 2u x
x

∂ = −
∂

; 2υ x
y

∂ = −
∂

;  2u y
y

∂ =
∂

;  

2υ y
x

∂ = −
∂

,  т.е. условия Коши–Римана выполняются. 

Таким образом, функция аналитическая в областях: 
3π π π π π 3πarg π; ; 0; ;
4 2 4 4 2 4

z ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∈ − − ∪ − − ∪ ∪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

 

Пример 3.4 ([3], № 1.135).  Пусть φρiz = , ( )w f z= =  

( ) ( )ρ,φ ρ,φu iυ= + . Записать уравнения Коши–Римана в полярных 
координатах. 

Решение. Так как 
cos ,
sin ,

x
y

= ρ ϕ⎧
⎨ = ρ ϕ⎩

  то 

 
Рис. 3.1 

 

 
Рис. 3.2 
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cosφ sinφ
ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
u u x u y u u

x y x y
, 

( )ρsinφ ρcosφ
φ φ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
υ υ x υ y υ υ

x y x y
. 

Применяя условия Коши–Римана в переменных ( ),x y , получим    

cosφ sinφ;
ρ

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂
u u u

x y
 

1ρcosφ ρsinφ
φ ρ ρ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⇒ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
υ u u u υ

x y
. 

Аналогично: 

( )ρsinφ ρcosφ,
φ φ φ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
u u x u y u u

x y x y
 

cosφ sinφ
ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
υ υ x υ y υ υ

x y x y
. 

По условиям Коши–Римана в переменных ( , )x y : 

ρsinφ ρcosφ,
φ

cosφ sinφ
ρ

∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂

u u υ
x y

υ u u
y x

  1
ρ φ ρ

∂ ∂= −⇒
∂ ∂

u υ . 

Таким образом, условия Коши–Римана в полярных координатах 
имеют вид 

1=
ρ ρ φ

∂ ∂
∂ ∂
u υ

,            
1 =
ρ φ ρ

∂ ∂−
∂ ∂

u υ
.                         (3.2) 

 

Пример 3.5 ([3], № 1.139). Доказать, что для функции 
( )f z xy=  в точке 0z =  выполняются условия Коши–Римана, но 

производная не существует.  
Решение. Для функции ( )f z xy= :   ( ),u x y xy= ;   0υ = ; 

0υ υ
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

 всюду;  u
x

∂
∂

 в точке 0z =  вычисляется как предел: 
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( ) ( )
00

0

0 ,0 0,0
lim
xx

y

u x uu
x xΔ →=

=

+ Δ −∂ =
∂ Δ

; 

так как   ( )0 ,0 0u x+ Δ =   и   ( )0,0 0u = , то  
0
0

0
=
=

∂ =
∂ x

y

u
x

. 

Аналогично: 
( ) ( )

00
0

0 ,0 0,0
lim 0
yx

y

u y uu
y yΔ →=

=

+ Δ −∂ = =
∂ Δ

. 

Таким образом, в этой точке условия Коши–Римана выполняют-
ся. Найдем производную в точке 0z = , вычисляя предел по лучу 

y k xΔ = Δ . Тогда 

( )
2

0 0
lim lim

1z x

w x k
z x ikΔ → Δ →

Δ Δ=
Δ Δ +

, 

откуда видно, что этот предел зависит от k, т.е. производной не су-
ществует.  

Пример № 3.6 ([3], № 1.156). Будут ли гармоническими функ-
ции ( )f z , arg ( )f z , ln ( )f z , если ( )f z  – аналитическая функция? 

Решение. Рассмотрим функцию: 
2 2( )w f z u υ U iV= = + = + ,  

где 2 2 ReU u υ w= + = , 0 ImV w≡ = ; 

0V V
x y

∂ ∂= ≡
∂ ∂

;     
2 2 2 2

U u u υ υ
x x xu υ u υ

∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂+ +

; 

2
2 2

2 2 2

2 2 2

u u uu υ
x xU uu υ

xx u υ

∂ ∂+ ⋅ − ⋅
∂ ∂∂ ∂+= ⋅ +

∂∂ +
 

2
2 2

2 22 2

2 2 2 22 2 2 2

υ υ υu υ
x xu u υ υu υ

x u υ xu υ u υ

∂ ∂+ ⋅ − ⋅
∂ ∂∂ ∂++ ⋅ + + ⋅ =

∂ + ∂+ +
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( ) ( )
2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2

υ u u υ
x xu υ u υ u υ u υ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⋅ + + +
 

2 2

2 22 2 2 2

u u υ υ
x xu υ u υ

∂ ∂+ ⋅ + ⋅
∂ ∂+ +

. 

Аналогично 

( ) ( )
2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

U υ u u υ
y yy u υ u υ u υ u υ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + + +
 

2 2

2 22 2 2 2
;u u υ υ

y yu υ u υ

∂ ∂+ ⋅ + ⋅
∂ ∂+ +

 

( )
3
2

222 2 2

2 2
2 2

U U υ u uU
x yx y u υ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥Δ = + = ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ⎢⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦+
 

( )
3
2

222 2 2

2 22 22 2

u u υ u u u
x y x yu υu υ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ ⋅ + + ⋅ + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠ + ⎝ ⎠⎣ ⎦+
 

222 2

2 22 2 2 2

1 0;υ υ υ u u
x yx yu υ u υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥+ ⋅ + = + ⋅ ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ∂ ⎢⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠+ +⎝ ⎠ ⎣ ⎦
 

Таким образом, функция ( )f z  не является гармонической. 
Рассмотрим функцию arg ( )f z , где ( ) ( , ) υ( , );f z u x y i x y= +

arg ( ) arctg constυf z
u

= + .  

2

2 2 2 2 2 2

2

(arg ( )) 1 ;
1

∂ ∂ ∂ ∂− −∂ ∂ ⎛ ⎞ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟∂ ∂ + +⎝ ⎠+

υ u υ uu υ u υf z υ u x x x x
x x uυ u υ u u υ

u

 

2

2 2 2
(arg ( ))

υ uu υf z x x
xx u υ

∂ ∂⎡ ⎤−⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂= =⎢ ⎥∂∂ +⎢ ⎥
⎣ ⎦
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( )
( )

2 2
2 2

2 2

22 2

υ 2 2u υ υ υ u u u u υu υ u υ u υ u υ
x x x x x x x yx x

u υ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ⋅ + − ⋅ − − − ⋅ +⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦= =
+

 

( )
2 2

2 2
2 2

2 2 2

2
;

( )

υ u υ u u υu υ u υ u υ u υ
x x x xx x

u υ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ − − − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦=
+

 

Аналогично 

( )
( )

2 2
2 2

2 22

2 22 2

2
(arg ( )) ;

υ u υ u u υu υ u υ u υ u υ
y y y yy yf z

y u υ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − − − +⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦=
∂ +

 

2 2

2 2
(arg ( )) (arg ( ))arg ( ) f z f zf z

x y
∂ ∂Δ = + =

∂ ∂
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − −
+ +

υ υ u uu υ
x y x y

u υ u υ ( )22 2

2

u υ
×

+
 

υ u u υ υ u u υu υ u υ u υ u υ
x x x x y y y y

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞× − + + − + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )22 2

2 u u u u u u u uu υ u υ u υ u υ
y x x y x y y xu υ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ − − − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦+
 

(так как и, υ – гармонические функции, потому 
2 2

2 2 0u u
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

, 

2 2

2 2 0υ υ
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

, кроме того, во втором слагаемом в силу условий 

Коши–Римана мы заменили υ
x

∂
∂

 на 
u
y

∂−
∂

 и 
υ
y

∂
∂

 на u
x

∂
∂

). 
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Далее:   

( )
2 2

2
2 2

2(arg ( )) u u u uf z u uυ uυ
x y y xu υ

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢Δ = − ⋅ − ⋅ + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎝ ⎠+ ⎝ ⎠⎣
 

22
2 2 2 0.u u u u u u u uυ u uυ uυ υ

x y x y x y x y

⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎥+ ⋅ + ⋅ + − − ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠ ⎦
 

Таким образом, функция arg ( )f z  является гармонической (при 
условии аналитичности функции ( )f z ).  

Можно было бы сделать этот пример и иначе, но для этого 
предварительно докажем еще одну форму записи условий Коши–
Римана, а именно: если функция ( , )w f x y=  записана в виде 

( , )( , ) i x yw R x y e Φ= ⋅ , где ( , )R x y w= , а ( , ) argx y wΦ = , то условия 
Коши–Римана можно записать в виде: 

,R R
x y

∂ ∂Φ=
∂ ∂

            ,R R
y x

∂ ∂Φ= −
∂ ∂

                   (3.3) 

Действительно:  
( ) ( ) ( , )( , ) , , cos sini x yw u x y iυ x y R x y e R iRΦ= + = = Φ + Φ , 

т.е.  
( ) ( )( , ) , cos ,u x y R x y x y= Φ ,  ( ) ( ) ( ), , sin ,υ x y R x y x y= Φ . 

Используя условия Коши–Римана u υ
x y

∂ ∂=
∂ ∂

, ∂ ∂= −
∂ ∂
u υ
y x

, получим 

cos sin sin cos ,

cos sin sin cos .

R RR R
x x y y
R RR R
y y x x

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ⎧ Φ − Φ ⋅ = Φ + Φ⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
⎨∂ ∂Φ ∂ ∂Φ⎪ Φ − Φ ⋅ = − Φ − Φ
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎩

 

Умножим первое уравнение на cos Φ , а второе – на sin Φ  и 
сложим: 

R R
x y

∂ ∂Φ=
∂ ∂

. 

Второе условие получим, умножив первое уравнение на sin Φ , а 
второе – на cos Φ : 
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R R
y x

∂ ∂Φ= −
∂ ∂

. 

Пользуясь уравнениями (3.3), докажем полученные ранее ре-
зультаты относительно гармоничности функций arg ( ),f z  ( ) ,f z  

ln ( )f z . Так как ( )arg ( ) ,f z x y= Φ  в принятых здесь обозначениях, 
то дифференцируя первое из равенств (3.3) по у, а второе – по х и 
вычитая их, получим: 

2 2

2 2 0R RR R
y y y x x x

∂ ∂Φ ∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ Φ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

В силу (3.3) первое и третье слагаемые уничтожаются, что при-

водит к уравнению 
2 2

2 2 0
x y

∂ Φ ∂ Φ+ =
∂ ∂

, из которого следует гармонич-

ность функции Ф(х,у). 
Аналогично  для функции ( ) ( )| , | ,=f x y R x y  продифференциру-

ем первое из уравнений (3.3) по х, а второе – по у и сложим: 
2 2 2 2

2 2 ;R R R RR R
x y x y x y y x x y

∂ ∂ ∂ ∂Φ ∂ Φ ∂ ∂Φ ∂ Φ+ = ⋅ + − ⋅ −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2

2 2

R R R RR
x y y x x y

∂ ∂ ∂ ∂Φ ∂ ∂ΦΔ = + = ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

В силу (3.3) правая часть приобретает вид: 
2 22 2

0,R R R
x y x y

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − = − + ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

следовательно, 0RΔ ≠  и функция ( ),f x y  не является гармониче-
ской. 

И, наконец, для функции ( )ln ,f x y  получим 

( )( ) ( ) 1ln , ln ( , ) ,Rf x y R x y
x x R x

∂ ∂ ∂= = ⋅
∂ ∂ ∂

 
 

( )( ) ( ) 1ln , ln ( , ) Rf x y R x y
y y R y

∂ ∂ ∂= = ⋅
∂ ∂ ∂

. 
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Дифференцируя еще раз первое из этих равенств по х, а второе 
по у и складывая, получим: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

2 2ln , ln , ln ,f x y f x y f x y
x y

∂ ∂+ = Δ =
∂ ∂

 

=
22 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1R R R R
R x R x R y R y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Опять-таки в силу (3.3) запишем это равенство в виде 

( )
2 22 2

2 2
2 2 2 2

1 1 1ln ( , ) .R Rf x y R R
R y R x y R x

⎛ ⎞⎛ ⎞∂Φ ∂ ∂ ∂Φ⎛ ⎞Δ = − + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Соотношение    
222 2

2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂Φ ∂Φ⎛ ⎞⎜ ⎟+ = ⋅ + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

R R R
x y x y

 

непосредственно вытекает из условий Коши–Римана (3.3). Откуда 
и получим ( )ln ( , ) 0f x yΔ = , что означает гармоничность функции 

ln ( , )f x y . 

Пример № 3.7 ([3], № 1.165).  Найти аналитическую функцию 
( )f z u iυ= +  по заданной её действительной части 

2 2
2 25 yu x y x y

x y
= − + + −

+
. 

   Решение.    
( )22 2

2 υ2 5u yxx
x yx y

∂ ∂= + + =
∂ ∂+

 (по условию Коши–

Римана) ⇒ 2 2( ) 2 5 ( )υ xυ dy C x xy y C x
y x y

∂= + = + − +
∂ +∫ . 

     В то же время, 
υ u
x y

∂ ∂= − ⇒
∂ ∂

 
( )

2 2

22 2

22 ( )x y x xy C x
x y

+ − ⋅ ′− + =
+
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( )
2 2 2

22 2

22 1 x y yy
x y

+ −= − + ⇒
+

 ( ) 1C x′ = − ;  

( ) constC x x= − + . 
Таким образом, 

2
2 2

2 2( ) 5 yf z u iυ x y x y
x y

= + = − + + − +
+

 

2 22 5 constxi xy y x
x y

⎛ ⎞
+ + − − + =⎜ ⎟

+⎝ ⎠
2 5 iz z iz Ci

z
+ − − +  

 
(С – произвольная действительная постоянная). 

 
 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
3.1 ([3], № 1.131 (zn, ez)); 3.2 ([3], № 1.132 (1)); 3.4 ([3], № 1.135);  
3.5 ([3], № 1.139);  3.7 ([3], № 1.165). 
Резерв:  
3.1 ( Ln z ); 3.3 ([3], № 1.133);   3.6 ([3], № 1.156, частично),  
[3], № 1.137, № 1.166. 
Для самостоятельной работы дома:  
3.1 ([3], № 1.131 (cos z));  3.2 ([3], № 1.132 (2));  
[3], № 1.138, № 1.167. 
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КИЙ СМЫСЛ 
ОЙ АНАЛИТИЧ
ИЕ КОНФОРМН

 
оизводной функ

0
) lim li

z z

wz
zΔ → Δ

Δ= =
Δ

(a

0
lim i

z

w e
zΔ →

Δ⎛= ⋅⎜ Δ⎝

ь производной li
zΔ

производимого ф
ной arg ( ) li

z
f z

Δ
′ =

вления, задаваем
ображении его в
1, 4.2). 

         Р
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кции ( )w f z=    

arg

0
im

wi
z

z

w e
z

Δ
Δ

→

⎛ ⎞Δ⎜ ⋅
⎜ Δ⎝ ⎠

)arg argw zΔ − Δ ⎞
⎟
⎠

 

0
im
z

w k
z→

Δ =
Δ

 есть 

функцией (w f=

0
im (arg arg
z

w
→

Δ − Δ

ого вектором zΔ
в направлении в
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ествляемое ею, в
ем углов (включ
о всем направлен
ображение w f=
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КЦИИ. 
ЖЕНИЯ 

⎞
⎟ =
⎟
⎠

 

коэффициент 

( )z  в точке z , 
)zΔ  – угол по-

z ,  исходящим 
вектора wΔ  в 

 

ществует и от-
взаимно одно-
чая их направ-
ниям, исходя-
( )f z  называет-
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Пример 4.1 ([3], № 1.187). Отображение совершается с помо-
щью функций 2w z=  и 3w z= . Найти угол поворота θ  направле-
ния, выходящего из точки 0z , и коэффициент растяжения k  в этой 
точке: 0 1z = .  

Решение. Для функции 2w z=  производная 2w z′ = ⇒  

arg 2 0θ = = ; ' 2k w= = ; для функции 3w z=  производная 
23w z′ = ⇒  в точке 0 1z =    θ arg3 0= = ;  ' 3k w= = . 

4) 0 3 4z i= − + ; для функции 2w z= ; 2w z′ = .  

В точке 0 3 4z i= − +  6 8w i′ = − +  и 4θ arg π arctg
3

w′= = − ;  

36 64 10′= = + =k w ;  для функции 3w z= ; 23w z′ = .  
В точке 0 3 4= − +z i   

23( 3 4 ) 3(9 24 16) 21 72w i i i′ = − + = − − = − −  
и  

72 24θ arg π arctg π arctg
21 7

′= = − + = − +w ; 

2 221 72 75k w′= = + = . 
 

Пример 4.2 ([3], № 1.188).  Какая часть плоскости сжимается, а 
какая растягивается, если отображение осуществляется функцией: 

1) 2w z= ;       2) 2 2w z z= + ;       3) 1w
z

= ;       4) zw e= . 

Решение.  
1) 2w z′ = ; растяжение при 1k w′= > ; 2 1z > ; 1z >  –

внешность единичного круга с центром в начале координат; сжатие 
– внутри этого круга; 

2) 2 2w z z= + ; 2 2w z′ = + ; сжатие в точках 2 1 1z + <  – внутрен-

ность круга с центром в точке 0 1z = −  радиуса 1
2

; растяжение – 

вне этого круга; 
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3) 1w
z

= ; 2
1w
z

′ = − ; сжатие при 
2

1 1
z

< ; 1 1
z

< ; 1z >  – внеш-

ность единичного круга с центром в начале координат. Растяжение 
– вне этого круга; 

4) zw e= ; z x iyw e e e′ = = ⋅ ; xk w e′= = . Сжатие в области 1xe < ; 
то есть в полуплоскости 0x < ; растяжение в полуплоскости 0x > . 

Пример 4.3 ([3], № 1.189).  Область G отображается с помощью 
функции ( )w f z=  конформно на область G′ .  

1.Указать формулы для вычисления площади S области G′  и 
длины L дуги, на которую отображается некоторая дуга l , принад-
лежащая области G .  

2. Найти длину L  спирали, на которую с помощью функции 
zw e=  отображается отрезок y x= ; 0 2πx≤ ≤ . 

Решение.  
1. Пусть ( ) ( , ) υ( , )w f z u x y i x y= = + , что соответствует переходу 

от плоскости двух действительных переменных ( , )x y  к плоскости 
двух действительных переменных ( , )u υ , где u  и υ заданные функ-
ции переменных х и у. Конформность отображения предполагает 
его взаимоднозначность, при которой площадь 

( , )
( , )G G

D u υS dudυ dxdy
D x y′

= =∫∫ ∫∫ , 

где ( , )
( , )

u υ
D u υ u υ υ ux x

u υD x y x y x y
y y

∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= = ⋅ − ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

 – якобиан преобразования 

при переходе от переменных ( , )x y  к переменным ( , )u υ . Так как 
отображение конформно, то функция ( )w f z=  аналитична, и вы-
полняются условия Коши–Римана:   

u υ
x y

∂ ∂=
∂ ∂

; u υ
y x

∂ ∂= −
∂ ∂

, 

откуда получаем  
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2 2 2
( )

G G

u υS dxdy f z dxdy
x x

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′= + =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫ . 

 
Аналогично вычисляется длина дуги l , заданной параметриче-

ски, например: ( )x x t= , 2 2( ),   ( ) ( )y y t l x t y t dt
β

α

′ ′= = +∫ .  

При переходе к переменным ( , )u u x y= , ( , )υ υ x y= : 

2 2( ) '( )L u t υ t dt
β

α

′= + =∫  

2 2

( ) ( ) ( ) ( )u u υ υx t y t x t y t dt
x y x y

β

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

22
2 2( ) 2 ( ) ( ) ( )u u u ux t x t y t y t

x x y y

β

α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′= + ⋅ ⋅ + ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫  

2 2
2 2( ) 2 ( ) ( ) ( )u u y ux t x t y t y t dt

y y x x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

2 2 2 2
2 2( ) ( )u υ u υx t y t dt

x x x x

β

α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

2 2( ) ( ) ( )f z x t y t dt
β

α

′ ′ ′= ⋅ +∫ . 

2. Так как отрезок целиком лежит в полосе однолистности 
функции, то применима формула для L , полученная выше:  

( ) z x iyf z e e e′ = = ⋅ ; ( ) xf z e′ = . 
 Примем за параметр переменную .x  Тогда  

1x′ = ; 1y′ =  ⇒  
2

2

0

2 2( 1)xL e dx e
π

π= ⋅ = −∫ , 
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в спираль (рис

eϕ  (логарифмич

№ 1.191). Найти
которую с пом
жается прямоуго
ис. 4.4). 

                                  

υ z xu i e e= + = = ⋅

y .    
ольника отображ

{ }20;1υ ue⇒ = ≤

} { 2 cos ;u e y⇒ =

} – отрезок луча 

} ; cosu e y= ; υ
. 4.5). 
равна 

2( )
G

dudυ f z d′= ∫∫

с. 4.3): 

ческая 

и пло-
мощью 
ольник 

                      Рис. 4.

(cos siy xe e y i= +

жается в границ

};  

}2 sinυ e y= ⇒  

ctg 4u
υ

= ; 

sine y= ; 2 2u υ+

2x

G

dxdy e dxdy= ∫∫

Р

 
5 

sin )y  ⇒  

цу области в 

2 2 4u υ e+ =  – 

2 2e= , окруж-

=  

 
Рис. 4.3 
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( )
22 4 2

2 2 2 4 2

11 0 1

14 4 2
2

x x xe dydx e dx e e e= = ⋅ = ⋅ = −∫ ∫ ∫ . 

 

Пример 4.5 ([3], № 2.1).  Найти целую линейную функцию (т.е. 
функцию вида w az b= + , где a  и b  комплексные постоянные), 
отображающую треугольник с вершинами в точках 0 , 1, i  на по-
добный ему треугольник с вершинами 0 , 2 , 1 i+  (рис. 4.6 и 4.7). 

Решение. В соответствии с геометрическим смыслом преобра-
зования, осуществляемого линейной функцией, точка 0z =  (вер-
шина прямого угла треугольника в плоскости z ) переходит в точку 

1w i= +  (вершина прямого угла образа этого треугольника в плос-
кости w ): 1 0 1i a b b i+ = ⋅ + ⇒ = + .  

Вершина z i=  переходит в вершину 2 2 1w a i i= ⇒ = ⋅ + + ; 
1ai i= − ; 1 (1 )(1 )a i w i z= − − ⇒ = + − . 

 
Рис. 4.6                                                                     Рис. 4.7 

 
Пример 4.6 ([3], № 2.6). Найти целую линейную функцию 
( ),w z отображающую полосу, заключенную между прямыми х = а 

и x a h= +  на полосу 0 1u< <  при указанной нормировке: 
( ) 0w a = . 
Решение. В силу принципа соответствия границ при конформ-

ном отображении, граница исходной области переходит в границу 
отображения этой области. Чтобы внутренность исходной области 
переходила во внутренность отображения, дается условие, в дан-
ном случае ( ) 0w a = . 

Общий вид целой линейной функции w cz d= + .  Пусть прямая 
х = а переходит в прямую 0u = , тогда υ ( )i c a iy d= + + .  
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Прямая x a h= +  переходит в прямую 1u = , тогда  

1 υ ( )i c a h iy d+ = + + +  ⇒  1 11 ch c w z d
h h

= ⇒ = ⇒ = ⋅ + . 

Используем условие ( ) 0w a = :  

( )1 10 aa d d w z a
h h h

= + ⇒ = − ⇒ = − . 
 

    Пример 4.7 ([3], № 2.7). Найти целую линейную функцию, ото-
бражающую круг 1z <  на круг 0w w R− <  так, чтобы центры 
кругов соответствовали друг другу и горизонтальный диаметр пе-
реходил в диаметр, образующий с направлением действительной 
оси угол α . 

Решение. По смыслу линейного преобразования, изменим диа-
метр круга с 1 на R  преобразованием 1 ,iw Rze α=   сохранив центр 
круга в начале координат и повернув горизонтальный диаметр на 
угол α  против часовой стрелки. Затем осуществим преобразование 
параллельного переноса так, чтобы центр круга 0z =  перешел в 
центр круга 0w w= : 2 1 0w w w= + . Окончательно: 0 .iw e Rz wα= +  

 

Пример 4.8 ([3], № 2.8). Для функции 1w
z

=  найти образы сле-

дующих линий: 1) семейства окружностей 2 2x y ax+ = ; 3) пучка 
параллельных прямых y x b= + ;  6) параболы 2y x= . 

Решение.  
1) Найдем образ семейства окружностей 2 2x y ax+ = : 

2 2
1 1 1x iy x iy iyw
z x iy ax a axx y

− −= = = = = −
+ +

. 

Так как точка 0z =  принадлежит всем окружностям семейства, 
а она переходит в точку w = ∞ , то все окружности этого семейства 
переходят в прямые, параллельные мнимой оси в плоскости w , то 

есть 1u
a

=  (сама мнимая ось не входит в это семейство). 

3) Найдем образ пучка параллельных прямых y x b= + : 
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2 2
1 ( )
( ) ( )

x i x bw
x i x b x x b

− += =
+ + + +

; 

2 2( )
xu

x x b
=

+ +
; 2 2( )

x bυ
x x b

+= − ⇒
+ +

 

2 2
2 2

2 22 2 2 2

( )

( ) ( )

x x bu υ
x x b x x b

++ = +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 

2 2
2 2

1
( )

u υ
x x b

+ =
+ +

; 

в то же время  
2 2

2 2( )
b u υu υ u υ

bx x b
++ = − ⇒ + = −

+ +
 

или  
2 2

2
1 1 1
2 2 2

u υ
b b b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

– семейство окружностей с центром в точке 1
2

u
b

= − , 1
2

υ
b

= −  ра-

диуса 1 ( 0)
2

b
b

≠
⋅

. При 0b =  прямая y x=  переходит в прямую 

υ u= − . 
6) Найдем образ параболы 2y x= : 

2

2 2 4
1 1 x ixw
z x ix x x

−= = =
+ +

; 2 4 2
1

(1 )
xu

x x x x
= =

+ +
; 

2 3
2

2 4 2 2 2 2
1 1

11 (1 )
x υυ u

υx x x x x
= − = − ⇒ = = −

++ + +
. 

 

Пример 4.9 ([3], № 2.11).  Во что преобразуется первая четверть 
плоскости z  при отображении, осуществляемом дробно-линейной 

функцией z iw
z i

−=
+

. 

Решение. По свойствам дробно-линейной функции ни одна точ-
ка первой четверти и ее границы не переходит в точку w = ∞  (так 
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как в точку w = ∞  переходит только точка z i= − , не принадлежа-
щая первой четверти). Следовательно, обе границы области 
{ }( )0; 0 1x y= < <  и { }0; 0y x= < < ∞  переходят в окружности, а 
сама область – в ограниченную этими окружностями конечную об-
ласть плоскости w. 

По принципу соответствия границ граница { }0; 0y x= ≤ ≤ +∞  
переходит в часть окружности:   

( )2 2

2 2 2
1 2

1 1 1
x ix i x ixu iυ

x i x x x
−− −+ = = = −

+ + + +
; 

2

2
1
1

xu
x

−=
+

; 2 2
2
2 1

1
xυ u υ

x
= − ⇒ + =

+
, 

причем 0 1→ − , 1 i→ − ; 1∞ → , то есть в нижнюю полуплоскость.  
Вторая часть границы { }0; 0x y= < < +∞  переходит в отрезок 

действительной оси { }0; 0 1υ u= ≤ ≤ . Таким образом, первая чет-

верть переходит в нижний полукруг { }2 2 1; 0u υ υ+ < < . 

Пример 4.10 ([3], № 2.20). Найти дробно-линейную функцию, 
переводящую точки 1,  0,  1−  соответственно, в точки 1, i, –1, и вы-
яснить, во что при этом отображении переходит верхняя полуплос-
кость. 

Решение. Запишем дробно-линейную функцию в виде, содер-

жащем 3 подлежащих определению параметра: αλ
β

zw
z

−= ⋅
−

. Ис-

пользуем заданные условия, из которых получим 1 α1 λ
1 β

− −= ⋅
− −

; 

αλ
β

i −= ⋅
−

; 1 α1 λ
1 β

−− = ⋅
−

.  Решаем эту систему: 

β 1 λ(1 α),
,

1 β λ(1 α)
i

+ = +⎧
⎪ β = λα⎨
⎪− + = −⎩

 
2β 2λ,
β λαi

=⎧
⇒ ⎨ =⎩

 β βα αi i⇒ = ⇒ = , 
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β 1 1 β
β 1 1

i i
i

+ += ⇒ = −
− −

; λ z ii w i
z i

−= − ⇒ = − ⋅
+

. 

Во что эта функция переводит верхнюю полуплоскость? 
Граница 0y =  переходит в границу  

2

2 2
1 ( 1 )( ) 2 ( 1)

1 1
x i ix ix x i x i xw i
x i x i x x

− − − − − − − − −= − ⋅ = = =
+ + + +

; 

2
2

1
xu

x
= −

+
; 

2 2 2 2
2 2

2 2 2
1 4 (1 ) 1

1 ( 1)
x x xυ u υ

x x
− + −= ⇒ + = =

+ +
; 

– это уравнение единичной окружности с центром в начале коор-
динат. А так как некоторая точка верхней полуплоскости, например 

 ,z i=  переходит в точку внутри окружности (в данном случае 
0i → ), то получаем ответ: верхняя полуплоскость отображается в 

единичный круг 1w < . 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
4.1 ([3], № 1.187 (1,4)); 4.2 ([3], № 1.188 (1,3));  
4.3 ([3], № 1.189, № 1.190);  4.5 ([3], № 2.1); 4.6 ([3], № 2.6 (1)); 
4.7 ([3], № 2.7);  4.8 ([3], № 2.8 (1,3));  4.9 ([3], № 2.11).  
Резерв:  
[3], № 1.188 (5), № 1.191;   2.8 (4, 6). 
Для самостоятельной работы дома:  
4.1 ([3], № 1.187 (3));  4.2 ([3], № 1.188 (2,4));  
4.8 ([3], № 2.8 (2));   [3], № 2.14 (1). 
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5. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ1 
 

Определение конформного отображения дано во вступительной 
части к теме 4. 

 
Основные принципы конформного отображения 

 
Принцип взаимно однозначного соответствия. Необходимым и 

достаточным условием конформности отображения, осуществляемо-
го однозначной аналитической в некоторой области функцией, явля-
ется однолистность этой функции в данной области. (Однолистность 
функции в области означает, что в любых двух различных точках 
этой области функция принимает различные значения.) 

На практике применение этого принципа сводится в основном к 
необходимости проверять на однолистность используемую в каж-
дом конкретном случае отображающую функцию. 

Принцип соответствия границ. Если однозначная аналитиче-
ская в некоторой области D,  ограниченной контуром γ , функция, 
непрерывная в области D с границей, взаимно однозначно отобра-
жает границу γ  на некоторый контур Г, с сохранением направле-
ния обхода, то и область D конформно отображается этой функци-
ей на область внутри контура Г.  

На практике это позволяет для отображения одной области на 
другую отобразить лишь границу, что обеспечивает конформное 
отображение всей области. 

Принцип симметрии. Если одна из двух симметричных отно-
сительно отрезка прямой областей (отрезок является их общей гра-
ницей) конформно отображается аналитической в ней функцией, 
непрерывной,  в области с границей на некоторую область, граница 
которой содержит отрезок прямой (этот отрезок – отображение 
выше упомянутого отрезка), то и вторая, симметричная первой об-
ласть конформно отображается на симметричную относительно 
образа отрезка область, единственной аналитической функцией, 
являющейся аналитическим продолжением функции, заданной на 
первой  из симметричных областей на вторую через прямолиней-
ный участок их общей границы. 
                                                      
1 При недостатке часов это занятие можно рассматривать как факультативное. 
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нюю полуплоско

φ

cosφ)
− =
−

ie
 

1
2

u⇒ = , 

отображается 
мого угла 

нкция Жуков-

жает область 

асть действи-

)+∞  преобра-

1  ,
x
⎞+ ⎟
⎠

  0υ = .  

–1,  перемен-
до –1. Одина-

[ )1;x ∈ +∞ . Ок-

жается так: 

сть переходит 

си 1 1u− ≤ ≤ . 
сть отобража-
ость Im 0w >



63 

Пример 5.2 ([3], № 2.30). Найти функцию, отображающую круг 

2z <  на полуплоскость Re 0w >  так, чтобы (0) 1w = , arg (0)
2

w π′ =  

(рис. 5.7 и 5.8). 

 
Рис. 5.7                                                          Рис. 5.8 
 

    Решение. Будем искать решение в виде дробно-линейной 

функции αλ
β

zw
z

−= ⋅
−

 (так как именно она может перевести окруж-

ность в прямую). Используем условие  
α β(0) 1 1 λ
β α

w = ⇒ = ⋅ ⇒ λ = ;         β α
α β

zw
z

−= ⋅
−

. 

Симметричная точке 0z =  относительно границы (т.е. окруж-
ности) точка z =∞ . Поэтому симметричная точке 1w =  относи-
тельно образа этой границы (то есть прямой 0u = ) точка 1w = − . 
Следовательно,  

β α β( ) 1 lim α β
α β αz

zw
z→∞

−∞ = − = ⋅ = ⇒ = −
−

. 

Таким образом, α
α

zw
z

−= −
+

.  

Используем условие 
( )2

2α(0) : ( )
2 α

w w z
z

π′ ′= = −
+

; 2(0)
α

w′ = − . 

Если 0φα α ie= , то 0φ(0) 2 α iw e−′ = − ⋅  и 0arg (0) π φw′ = − ⇒  

0 0
απ ππ φ φ α α ( )

2 2 α
z i

i w z
z i

−
− = ⇒ = ⇒ = ⋅ ⇒ = −

+
. 



64 

Для нахождения α  используем условие: граница переходит в 

границу. Следовательно, окружность φ2 iz e= ⋅  переходит в прямую  
0u = .  Итак,  

( )( )
( )( )

φ φφ

φ φ φ

2 α 2 α2 α
2 α 2 α 2 α

−

−

− −−
+ = − = =

+ + −

i ii

i i i

e i e ie i
u iυ

e i e i e i
 

2 2φ φ

2 2φ φ

4 α α 2 α 2 4 α 2 α 2cosφ

2 α 2 α

i i

i i

i e i e i

e i e i

−− − ⋅ − ⋅ − − ⋅
= − = − ⇒

+ +
 

2

2φ

4 α
0 α 2

2 αi
u

e i

−
= − = ⇒ =

+
. 

Ответ: 2
2

z iw
z i

−= −
+

. 

Пример  5.3 ([3], № 2.31). Отобразить круг  4 2z i− <  на полу-
плоскость υ u>  так, чтобы центр круга перешел в точку 4− , а точ-
ка окружности 2i  – в начало координат (рис. 5.9 и 5.10). 
 

 
Рис. 5.9                                                                Рис. 5.10 
 

Решение. Используем дробно-линейную функцию αλ
β

zw
z

−= ⋅
−

. 

Так как точка 2i  переходит в начало координат, то 2λ
β

z iw
z
−= ⋅
−

. 

Центр круга точка 4z i=  переходит в точку 4− .   Следовательно,  
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6. ИНТЕГРАЛ ПО КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.  
ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ 

 
Пусть на комплексной плоскости z задана кривая γ, соединяю-

щая точки А и В, и на этой кривой задана функция ( )w f z= . Про-
изведем разбиение кривой точками 0 1 2,  ,  ,  , nA z z z z B= =… . Обо-
значим разность 1 ( 0,1, , 1)i i iz z z i n+ − = Δ = −… . На кривой между 
соседними точками разбиения возьмем произвольно точки ξi  и 
составим интегральную сумму  

1
σ (ξ )

n

i i
i

f z
=

= Δ∑ . 

Увеличивая число точек разбиения n → ∞  так, чтобы характе-
ристика разбиения 

0,1..., 1
λ max 0i

i n
z

= −
= Δ → , получим предел инте-

гральных сумм, который, если он существует, называется интегра-
лом по комплексной переменной вдоль кривой 

λ 0
γ

γ : lim σ ( )
n

f z dz
→
→∞

= ∫ . 

Этот интеграл сводится к криволинейному интегралу второго рода 
от действительных функций двух действительных переменных х и 
у, где z x iy= + , вдоль кривой γ. Действительно, если

( ) ( ) ( ), ,  ,w f z u x y iυ x y= = +  а dz dx idy= + , то  

γ γ

( ) ( )( )f z dz u iυ dx idy= + + =∫ ∫ udx υdy i υdx udy
γ γ

− + +∫ ∫ . 

Если кривая γ замкнута, без самопересечений  (будем называть 
ее контуром), а функция ( )f z  аналитическая внутри γ и непрерыв-
ная в области с границей, то функции и и υ  непрерывны вместе со 
своими частными производными первого порядка, при этом спра-
ведлива формула Грина  

γ

⎛ ⎞∂ ∂+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫∫

D

Q PPdx Qdy dxdy
x y

 

(D – область с границей γ).  
В нашем случае: 
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γ D

υ uudx υdy dxdy
x y

⎛ ⎞∂ ∂− = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫∫ , 

.
D

u υυdx udy dxdy
x yγ

⎛ ⎞∂ ∂+ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ ∫∫  

Оба двойных интеграла по области D равны нулю в силу усло-
вий Коши–Римана. Таким образом, если контур γ ограничивает об-
ласть аналитичности функции ( )f z , то 

γ

( ) 0f z dz =∫v  (теорема Ко-

ши). Отметим, что теорема Коши справедлива и для многосвязной 
области, где γ – совокупная граница всей многосвязной области.  
Из теоремы Коши следует интегральная формула Коши:  

γ

1 (ζ) ζ( )
2π ζ

f df z
i z

=
−∫ , 

где контур γ охватывает область аналитичности функции ( )f z , а 
точка z находится внутри него, ζ γ∈ . Действительно, рассматривая 
двусвязную область, ограниченную извне контуром γ, а изнутри 
окружностью ζ εz− =  с центром в точке z, по теореме Коши полу-
чим:  

γ ζ ε

(ζ) ζ (ζ) ζ 0
ζ ζz

f d f d
z z− =

− =
− −∫ ∫  

или  

γ ζ

(ζ) ζ (ζ) ζ
ζ ζz

f d f d
z z− =

=
− −∫ ∫

ε

. 

Обозначим φζ ε iz e− = , φζ ε φid i e d= . Интеграл справа будет равен    
*

2π 2πφ φ
φ φ

φ
0 0

( ε ) ε φ ( ε ) φ ( )2π
ε

i i
i i

i
f z e i e d i f z e d i f z e

e
+ = + = +∫ ∫ ε  

(по теореме о среднем для интеграла).  
Ввиду непрерывности функции ( )f z , φ

ε 0
lim ( ε ) ( )if z e f z

∗

→
+ = , от-

куда и получаем формулу Коши, которая также справедлива для 
многосвязной области.  
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Пользуясь свойствами интегралов с параметром, можем диффе-
ренцировать формулу Коши любое число раз, беря справа произ-
водную по параметру под знаком интеграла. Получим:          

( )
1

γ

! (ζ) ζ( )
2π (ζ )

n
n

n f df z
i z +=

−∫ . 

В интеграле ( )
B

A

f z dz∫ , если зафиксировать нижний предел ин-

тегрирования, а верхний взять равным переменной z, получим ин-

теграл с переменным верхним пределом 
0

(ζ) ζ
z

z

f d∫ , который являет-

ся аналитической функцией z  в случае выполнения условий: ( )f z  

непрерывна в некоторой односвязной области, а интеграл 
γ

(ζ) ζf d∫  

по любому контуру внутри области равен 0. При этом производная 
от этого интеграла по верхнему пределу так же, как и в случае дей-
ствительных интегралов, оказывается равной подынтегральной 
функции 

0

(ζ) ζ ( )
z

z

f d f z
′⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ . 

Откуда следует, что функция 
0

( ) (ζ) ζ
z

z

z f dΦ = ∫  является первообраз-

ной для функции ( )f z  и имеет место формула Ньютона–Лейбница  
2

1

2 1( ) ( ) ( )
z

z

f z dz z z= Φ − Φ∫ , 

а сам интеграл в области аналитичности функции ( )f z  не зависит 
от пути интегрирования. 

Пример 6.1 ([3], № 3.2). Пусть С – простой замкнутый контур, 
ограничивающий область D, площадь которой равна S. Доказать 
равенства: 1) 

C

xdz iS=∫ ;   2) 
C

ydz S= −∫ ;  3) 2
C

zdz iS=∫ . 
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Решение. 1) 
C C C

xdz xdx i xdy= +∫ ∫ ∫ . По формуле Грина: 0
C

xdx =∫ ; 

1
C D

xdy dxdy S= ⋅ =∫ ∫∫ ;   2) и 3) делаются аналогично. 

Пример 6.2 ([3], № 3.3).  Вычислить интегралы 1I xdz= ∫ ,

2I ydz= ∫ :  1) по радиусу-вектору точки 2z i= + ;  2) по полуок-

ружности 1z = , 0 arg π≤ ≤  (начало пути в точке z = 1); 3) по ок-

ружности z a R− = . 
Решение.  
1) Радиус-вектор 2 i+  соединяет начало координат с точкой 
2z i= + . Уравнение прямой, проходящей через эти две точки, 
1
2

y x= . Поэтому  

1
2

dy dx= ;   

2 22
2 2

1
0 00

1 1 1 2
2 2 4

I x dx i dx x i x i⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ; 

2 22
2 2

2
0 00

1 1 1
2 2 4 8 2

i i iI ydz x dx dx x x⎛ ⎞= = + = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  . 

2) На окружности 1z =  φ φρ i iz e e= = ; φ φidz ie d= ; cosφx = , 
sinφy = :  

π π
φ

1
0 0

cosφ φ cosφ(cosφ sinφ) φiI ie d i i d= ⋅ = + =∫ ∫  

π π π π
2

0 0 0 0

1 cos2φ 1cos φ φ cosφsinφ φ φ sin 2φ
2 2

i d d i d+= − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

π π

0 0

1 1 π(φ sin 2φ) cos2φ .
2 2 4 2
i i= + + =  

2I  вычисляется аналогично. 

3) На окружности z a R− =  φiz a Re= + , φ φidz Rie d= ; 
Re cosφx a R= + ; Im sinφy a R= + : 
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2π

φ
1

0

( cosφ) φiI xdz Rea R Rie d= = + ⋅ =∫ ∫  

2π

0

( cosφ) (cosφ sinφ) φRea R iR i d= + + =∫  

2π
2

0

( cosφ cos φ sinφ sinφcosφ) φiR Rea R iRea iR d= ⋅ + + ⋅ + =∫  

2π

0

1sinφ (φ sin 2φ) cosφ cos2φ
2 2 2
R iRiR Rea iRea⎡ ⎤= ⋅ + + − ⋅ − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2π
2

0

φ π
2
RiR i R= = . 

Можно было получить этот же результат, воспользовавшись 
примером 3.2 (1), по которому 

c

xdz iS=∫ , где S – площадь круга 

z a R− ≤ , т.е. 2πS R= .  
Интеграл I2 вычисляется аналогично. 
Пример 6.3 ([3], № 3.4). Вычислить интеграл z dz∫ : 1) по ради-

ус-вектору точки 2z i= − ; 2) по полуокружности 1z = , 
0 arg πz≤ ≤  (начало пути в точке 1z = ); 3) по полуокружности 

1z = , π πarg
2 2

z− ≤ ≤  (начало пути в точке z i= − ); 4) по окружно-

сти z R= . 
    Решение.  
1) В точках, лежащих на радиусе-векторе 2 i− , переменные y и 

x   связаны уравнением 1
2

y x= − , 1
2

dy dx= − , 

2 2 2 21 5
4 2

z x y x x x= + = + = , 

1
2

dz dx idy dx i dx= + = − . 
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Искомый интеграл равен 
2 2

0 0

5 5 1 5 1
2 2 2 2 2

i i iz dz x dx dx xdx⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ; 

2) На окружности 1z =  φiz e= ; φ φidz ie d= . Искомый интеграл  
ππ

φ φ π

0 0

φ 1 2i i iz dz ie d e e= = = − = −∫ ∫ ; 

3) По полуокружности 1z = ; π πarg
2 2

z− ≤ ≤ . Искомый интеграл 

π
π 2

π π2
φ φ 2 2

π
π2
2

φ 2
i ii iz dz ie d e e e i

−

−
−

= = = − =∫ ∫ . 

4) По окружности z R= , φiz Re= ; φ φidz Rie d= . Искомый инте-

грал    ( )
2π2π

φ 2 φ 2 2π

0 0

1φ 1 0i i iz dz R Rie d R i e R e
i

= ⋅ = ⋅ = − =∫ ∫ . 

Пример 6.4 ([3], № 3.5). Вычислить интеграл 
c

z zdz∫ , где С – 

замкнутый контур, состоящий из верхней полуокружности 1z =  и 
отрезка 1 1x− ≤ ≤ , 0y = . 

 Решение.  1 2
c

z zdz I I= +∫ , где  I1 – интеграл по верхней полу-

окружности,  I2 – интеграл по отрезку действительной оси.  
На полуокружности: 1z = , φiz e= , φiz e−= ; φ φidz ie d= , 

π π
φ φ

1
0 0

φ φ πi iI e ie d i d i−= ⋅ = =∫ ∫ .  

На действительной оси: у = 0, z x= ; z = x; z x= ; dz = dx;  

0dy = , 
1

2
1

0I x xdx
−

= =∫  (так как подынтегральная функция нечет-

ная).   Таким образом,   π
c

z zdz i=∫ . 



 Пр

c

z dz
z∫

бражё
    Р

где

На

На

На

Так

Пр

целое

(начал
3) по 
лельн

Реш
1) 

dz R=

ример 6.5 ([3], №

, где С – границ

ённого на рис. 6.
Решение.  

1
c

z dz I
z

= +∫

е 
1

1
2

zI dz
z

−

−

= ∫ ;   2I

а действительной

1I

а малой полуокру
0 φ

3 φ
π

i

i
eI ie
e−= ∫

а большой полуок
π φ

4 φ
0

2 2
2

i

i
eI ie
e−= ⋅∫

ким образом,     

ример 6.6 ([3], №

 число): 1) по п

ло пути – в точ
периметру квадр
ными осям коорд
шение. 
На полуокружно

φ φiRie d ;   
75 

№ 3.6).  Вычисл

ца полукольца, и

1. 

2 3 4I I I+ + + ,  

2

1

zdz
z

= ∫ ; 3
по ма
   дуг

I = ∫

й оси z x= , 0y =
1

1

2
2

1dx x
−

−

−
−

= = =∫ ; 

ужности: φiz e=
0

φ 3 φ

π

φ φi ie d i e d= =∫
кружности: 2z =

π
φ 3 φ

0

φ 2 φi ie d i e d= =∫

21 1
3c

z dz
z

= + +∫
№ 3.7). Вычисли

полуокружности

чке z a R= + );  2
рата с центром в
инат. 

ости: φiz a Re= +

лить 

изо-

алой
ге

z dz
z∫ ;    4

по 
    

I =

0 ; z x= ; dz dx=

  
2

2
1

1I dx= =∫ . 

, φiz e−= ; dz ie=

(
0

3 φ 3 π

π

1 1 1
3 3

i ie e= −

φ2 ie ; φ2 iz e−= ; d

(
π

3 φ 3 π

0

2 2
3 3

i ie e= = −

2 4 4
3 3 3

− = . 

ить интеграл (
C
∫

и z a R− = , 0 ≤

2) по окружност
 точке  а  и стор

; φiz a Re− = ; (z

Ри

большой
 дуге

z dz
z∫ . 

x ,        

φ φie d ,  

)π 2
3

= . 

φ2 φidz ie d= ;  

) 41
3

− = − . 

)nz a dz−  (n – 

arg( ) πz a≤ − ≤  

ти z a R− = ;  
ронами, парал-

φ) ;n n ina R e− =  

 
 

ис. 6.1 
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π π
φ φ 1 ( 1)φ

0 0

( ) φ φn n in i n i n

c

z a dz R e Rie d iR e d+ +− = ⋅ = =∫ ∫ ∫  

( )
π 1

1 ( 1)φ ( 1)π

0

1 1
( 1) 1

n
n i n i nRiR e e

i n n

+
+ + += ⋅ ⋅ = − =

+ +
 

( )
1

1( 1) 1 ( 1)
1

n
nR n

n

+
+= − − ≠ −

+
. 

Если 1n = − , то интеграл имеет вид: 
π

0

φ πi d i=∫ . 

2) По окружности z a R− = : 
2π2π

φ φ ( 1)φ

0 0

1φ 0
( 1)

n in i i nR e Rie d e
i n

+⋅ = ⋅ =
+∫   ( 1)n ≠ − . 

При 1n = −    
2π

0

φ 2πi d i=∫ . 

3) По периметру квадрата. Пусть длина стороны квадрата равна 
2b. Сделаем замену: z a z x iy′ ′ ′− = = + . Рассмотрим два интеграла: 

по нижнему основанию квадрата 1 ( )
b

n

b

I x ib dx
−

′ ′= −∫  и по верхнему 

2 ( )
b

n

b

I x ib dx
−

′ ′= +∫ . При 0n ≥  подынтегральное выражение состоит 

из четных и нечетных степеней x′ . Интеграл от четных степеней в 
I1 уничтожаются с такими же интегралами в I2, а интегралы от не-
четных степеней x′  равны нулю в каждом интеграле, так как инте-
грал от нечетной функции в симметричных относительно нуля 
пределах равен 0. Следовательно, 1 2 0I I+ = . 

Если 1n < − , то  

2 2

1 x ib
x ib x b

+=
− +

   и   2 2

1 x ib
x ib x b

−=
+ +

 

и оба интеграла приобретут вид  
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1 2 2

( )
( )

b n

n
b

x ibI dx
x b

−

−
−

+=
+∫ ;    2 2 2

( )
( )

b n

n
b

x ibI dx
x b

−

−
−

−= −
+∫ , 

где 1n− >  и, следовательно, выше приведённые рассуждения ос-
таются в силе, т.е. 1 2 0I I+ = . 

Если 1n = − , то  
0

0

0

0

2π
2π

Ln( ) Ln φ 2π 2π
z i

z i

z
c z

dz z a z a i ki i
z a

+
+

⎡ ⎤= − = − + + =⎣ ⎦−∫ , 

так как первообразная для 1
z a−

 есть Ln( )z a− , точка z0 – произ-

вольная точка контура интегрирования и при обходе всего контура 
и возвращении в ту же точку z0 аргумент φ приобретёт приращение 
2π, Ln z a−  не изменится (как известно, функция Ln z =  

ln φ 2πz i ki= + + ). Те же рассуждения применяем и при вычисле-
нии интегралов по боковым сторонам квадрата.  

На левой стороне  

3 ( )
b

b

I b iy idy
−

′ ′= − +∫ , 4 ( )
b

b

I b iy dy
−

′ ′= +∫ . 

Все интегралы от каждой из степеней y′  обращаются сами по 
себе или в сумме 3 4I I+  (в зависимости от четности степени) в 
нуль для 1n ≠ − . При 1n = −  интеграл уже вычислен по всему кон-
туру (см. выше). 

   Итак: 

( ) 0n

c

z a dz− =∫  при 1n ≠ −     и    2π
c

dz i
z a

=
−∫  при п = –1. 

Пример 6.7. Вычислить интегралы: 1)
0

sin
i

z zdz∫ ; 2) 
0

cos
i

z zdz
−

∫ . 

Решение.  
1) Интеграл от аналитической функции не зависит от пути ин-

тегрирования и может быть вычислен по формуле Ньютона–
Лейбница:  
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2

1

2 1( ) ( ) ( )
z

z

f z dz F z F z= −∫ , 

где ( )F z  – первообразная.  Вычисляем по частям:  

sin cos sinz zdz z z z= − + ⇒∫  

 [ ]0
0

sin cos sin cos sin ch1 sh1
i

iz zdz z z z i i i i i⇒ = − + = − + = − + =∫  

1 1 1 1

2 2
e e e e ii i

e

− −+ −= − + = −  . 

2) Второй интеграл вычисляется аналогично. Получаем ответ: 
11
e

+ . 

Интегралы от многозначных функций (начало пути интегриро-
вания от точки, где задано значение функции, выделяющее ее од-
нозначную ветвь). 

Пример 6.8 ([3], № 3.8). Вычислить интеграл dz
z∫ :  

1) по полуокружности 1z = , 0y ≥ ; 1 1= ; 

2) по полуокружности 1z = , 0y ≥ ; 1 1= − ; 

3) по полуокружности 1z = , 0y ≤ ; 1 1= ; 

4) по окружности 1z = , 1 1= ; 

5) по окружности 1z = , 1 i− = . 
Решение.  

1) На окружности 1z =  φiz e= ; φ φidz ie d= , 
φ 2π

2
ki

z z e
+

= ⋅  
( 0,1)k =  (по определению корня). Выбор ветви (k = 0 или k = 1) 

определяется условием 1 1= . В точке z = 1  |z| = 1; φ = 0 и 
2π

21 1
ki

e= =  ⇒  0k = . Следовательно, интегрируется ветвь  
φ
2

i
z z e= ⋅ ⇒  
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ππ π φ φ πφ
2 2 2

φ
0 02 0

φ 2φ 2 1 2( 1)
i i i i

i

dz ie d i e d i e e i
iz e

⎛ ⎞
⇒ = = = = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . 

2) Аналогично п. 1, начало интегрирования в точке z0 = 1, и 

ветвь выделяется условием 1 1= − . Поэтому 
φ 2π

2
ki

z z e
+

= ⋅ ; в 

точке z = 1  |z| = 1; φ = 0  ⇒
2π

21 1
ki

e= = −  ⇒ 1k = ; надо брать 
ветвь 

φ φ φπ
π2 2 2

i i iiz z e z e e z e
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅ = ⋅ ⋅ = − ⋅ . 

Интеграл равен  

( )
ππ π φ φ πφ

2 2 2
φ

0 02 0

φ 2φ 2 1 2 1
i i i i

i

dz ie d i e d i e e i
iz e

⎛ ⎞
= = − = − = − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠−
∫ ∫ ∫ . 

4) По окружности |z| = 1, 1 1= ; 
φ 2π

2
ki

z z e
+

= ⋅ , 
2π
21 1

i k

e= = ⇒  0k = .   Ветвь 
φ
2

i
z z e= ,  

( )
2πφ φ2π 2πφ

π2 2
φ

00 02

φ φ 2 2 1 4.
i i i i

iC

dz ie d i e d e e
z

e

= = = ⋅ = − = −∫ ∫ ∫  

5) По окружности 1z =   1 i− = . В точке 1z = −  1z = , φ π= , 
φ 2π

2
ki

z z e
+

= , в точке 1z = −  
π 2π π

π2 21 0
ki i i ke e e i k

+

− = = ⋅ = ⇒ = . 

Интегрируется ветвь 
φ
2

i
z z e= ⋅  от точки 1z = −  по полной 

окружности с возвращением в эту же точку. При этом z , не изме-
нится, а аргумент φ  изменится на 2π , т.е. 

( )

3πφ φ 3π π3π 3πφ
2 2 2 2

φ
π π2 π

φ φ 2 2

2 4 .

i i i i i

iC

dz ie d i e d e e e
z

e
i i i

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = ⋅ = − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − = −

∫ ∫ ∫  
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Пример 6.9 ([3], № 3.9). Вычислить Ln 
C

zdz∫ , где: 

1) С – единичная окружность 1z = , Ln 1 0= ; 

2) С – единичная окружность 1z = , π Ln 
2
ii = ; 

3) С – окружность z R= , Ln lnR R= ; 

4) С –окружность z R= , Ln ln ln 2πR R R i= = + . 
Решение. 
1) Ln ln φ 2πz z i ki= + +  ( k  – целое число). Так как 1z = , то 

ln 0z = ; в точке 1  φ 0z = = ⇒  

Ln 1 2π 0 0ki k⇒ = = ⇒ = ; Ln φz i= ; φ φidz ie d=  
2π 2π2π

φ φ φ

00 0

1 1Ln φ φ φ φi i i

C

zdz i ie d e e d
i i

⎡ ⎤
= = − − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  

[ ]
2π

φ

0

2π 2π 0 2π .ie i i
i

⎡ ⎤
= − + = − − + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

2) πLn 
2
ii = . В точке z i=  1z = , πφ

2
=  и  

π πLn ln φ 2π 2π 0
2 2

z z i ki i ki i k= + + = + = ⇒ = . 

Интегрируется ветвь Ln ln φz z i= + : 
π π π2π 2π 2π2 2 2φ φ φ φ

π
π π

2
2 2

1Ln φ φ φ φi i i i

C

zdz i ie d e d e e
i

+ + +
⎡ ⎤= = − = − ϕ + =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

 

5π 5π π π
2 2 2 21 5π 1 π 5π π

2 2 2 2
i i i i

e e e e i i i i i i
i i

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − ⋅ ⋅ + − ⋅ − = ⋅ − − ⋅ ⋅ + =
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

5π π 2π.
2 2

= − + = −  
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4) φiz R e= , φ φidz Rie d= ;  Ln ln 0 2π ln 2πR R i ki R i= + + = + ⇒  
1.k =   Интегрируется ветвь: Ln ln φ 2πz R i i= + + : 

( )
2π

φ

0

Ln ln φ 2π φi

C

zdz R i i Rie d= + + =∫ ∫  

2π 2π2π
φ φ φ

0 0 0

1ln φ φ 2π φi i iRi R e i e d i e d
i

⎡ ⎤
= ⋅ + + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

2π2π 2π
φ φ

0 00

ln ln 1 2πφi i iR R iRi i e e d e
i i i i i

ϕ
⎡ ⎤⎛ ⎞ϕ= − + − + ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

2π
φ

0

12π 0 2π .iRi R e iR
i

= ⋅ − + =  

Пример 6.10. Вычислить интегралы: 

1) 
3

1

Ln 
e

zdz
−

∫  в плоскости с разрезом по спирали ρ φ=  φ 0≥  при 

условии Ln 1 2πi= ; 

2) 
27

3
1

dz
z∫  в плоскости с разрезом по спирали ρ φ=  φ 0≥  при ус-

ловии 3 1 31
2 2

i= − + ; 

3) 
202

4
1

16

dz
z∫  в плоскости с разрезом по логарифмической спирали 

φeρ =  ( )φ−∞ < < +∞  при условии ( )4 1 2 1
16 4

i− = − − . 

Решение.  
1) Выделим ветвь из условия (рис. 6.2). В точке 1z =  1z = , 

ln 0z = , 0ϕ = ⇒ Ln 1 2π 2π 1ki i k= = ⇒ = . Интегрируем ветвь 
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Ln ln φ 2πz z i i= + +  по частям (так как 
выделенная в данной области ветвь – одно-
значная аналитическая функция): 

Ln Ln zdz z z z= −∫ . 

  По формуле Ньютона–Лейбница: 

[ ]
3

1

Ln Ln 
e

C

zdz z z z
−

= −∫ . 

Учтем, что интегрируется ветвь  Ln ln φ 2πz z i i= + + . 

В начальной и конечной точках интегрирования 1z = , 3z e= − , а 
Ln z  соответственно – Ln 1 2πi=  и 3Ln ( ) 3 5π 2πe i i− = + + =  

3 7πi= + . Следовательно, 

( ) ( )3 3 3 3Ln 3 7π 2π 1 1 2 π 2 7
C

zdz e i e i e i e= − ⋅ + + − + = − − +∫ . 

2) По определению корня 
φ 2π

3 33
ki

z e
+

= ρ ⋅  ( 0,1,2)k = . Выделя-
ем ветвь: в точке 1z =  ρ 1= ; φ 0= ,   

2π
3 3 1 31

2 2

ki
e i= = − + ⇒  1k = , 

так как  
2π
3 2π 2π 1 3cos sin .

3 3 2 2
i

e i i= + = − +  

 Интегрируется ветвь 
φ 2π

3 3 33 ρ .
i i

z e e= ⋅ ⋅  Так как в области с ука-
занным разрезом выделенная ветвь представляет собой однознач-
ную аналитическую функцию, то применима формула Ньютона–
Лейбница. При этом в точке 1  ρ 1,   φ 0,z = = =  а в точке 27z =  
ρ 27= , а угол φ  при движении точки интегрирования от 1z =  до 

27z =  по пути, определяемому разрезом, приобретает значение 8π. 
Таким образом, 

2π
3

8π 4π
3 3 3 1 327 3 3 3 ,

2 2

ii i
e e e i

⎛ ⎞
= ⋅ = = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Рис. 6.2 
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( ) ( )
2 227 272 23

3
11

3 3 1 3 1 33
2 2 2 2 2 2

dz z i i
z

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= = − + − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫  

3 3 15 39 1 12 .
2 2 2

i i
⎡ ⎤

= − + = +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

3) По определению корня 
φ 2π

4 44
ki

z e
+

= ρ ⋅  ( )0,1,2,3k = . Ветвь 

выделяется условием ( )4 1 2 1
16 4

i− = − . В точке 1
16

z = −   

1
16

zρ = = ; φ π= , 

π 2π π π
4 4 24 1 1 1 1 2 2 3

16 2 2 2 2 2

k ki i i
e e e i k

+ ⎛ ⎞
− = ⋅ = ⋅ = − ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

так как при 3k =    

( )
π 3 π
4 21 1 2 2 2 1

2 2 2 2 4

ii
e e i i i

⎛ ⎞
⋅ = − + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Таким образом, интегрируется ветвь 
φ 3π

4 4 24
i i

z e e= ρ ⋅ ⋅ . Чтобы 

попасть из точки 1
16

z = , где 1
16

z = ; φ 0= ; 4 1
2

z i= − , в точку 

202z = , угол ϕ  должен совершить три оборота вокруг начала коор-
динат против часовой стрелки,  т.е. будет φ 6π= , и в этой точке  

     
6π 3π

4 20 4 2 3π 3π2 32 32 32 cos sin 32
2 2

i i
i e ie i i⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ = − = − + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

   Таким образом, по формуле Ньютона–Лейбница получаем  

( ) ( )
20

20 2 332 33 34 204 4
4

1
116

16

4 4 1 42 32
3 3 16 3 2

dz iz
z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= = − = ⋅ − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫  
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4 13107232768 .
3 8 3 6

i i⎡ ⎤= − − = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Интегральная формула Коши.  

Пример  6.11 ([3], № 3.27). Вычислить интеграл 2 9C

dz
z +∫ , если:  

1) точка 3i  лежит внутри контура С, а точка 3i−  – вне его; 
2) точка 3i−  лежит внутри контура С, а точка 3i  – вне его; 
3) точки 3i±  лежат внутри контура С. 

Решение.  
1) Согласно интегральной формуле Ко-

ши (рис. 6.3): 

0
0

1 ( )( )
2π C

f z dzf z
i z z

= ⋅
−∫ , 

где контур С охватывает точку 0z , а функ-
ция ( )f z  – аналитическая внутри этого 
контура.  

В интеграле 
( )( )3 3C

dz
z i z i+ −∫  точкой 0z  является точка 3i , а 

1( )
3

f z
z i

=
+

.   Поэтому   

( )( )
1 π2π (3 ) 2π .

3 3 6 3C

dz if i i
z i z i i

= = ⋅ =
+ −∫  

2) В качестве точки 0z  теперь надо брать 3i− , а 1( )
3

f z
z i

=
−

 

(рис. 6.4).  Тогда  

( )( ) ( )2π 3
3 3

1 π2π .
6 3

C

dz i f i
z i z i

i
i

= ⋅ − =
− +

= ⋅ = −
−

∫
 

3) Исключим из области внутри контура 
С точки 3i и –3i, окружив их соответствен-

 
Рис. 6.3 

 
Рис. 6.4 

y 
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но контурами С1 и С2 (рис. 6.5). Тогда по 
теореме Коши для многосвязной области, 
внутри контура, состоящего из внешнего 
контура С, проходимого в положительном 
направлении (т.е. против часовой стрелки), 
и двух контуров 1C −  и 2C − , проходимых в 
отрицательном направлении, функция 

2
1

9z +
 аналитична, и интеграл по этому 

составному контуру равен 0, т.е  

2
d

9C

z
z +∫ +

1

2
d

9
C

z
z− +∫ +

2

2
d

9
C

z
z− +∫ =  0  ⇒  

2
d

9C

z
z +∫ =

1

2
d

9
C

z
z +∫

2

2
d

9
C

z
z

+ =
+∫

π π 0.
3 3
− =  

 

Пример 6.12 ([3], № 3.28). Вычислить все возможные значения 

интеграла 2( 1)C

dz
z z −∫  при различных положениях контура С. Пред-

полагается, что контур С не проходит ни через одну из точек 0,1 и 
–1.  

 Решение. Если контур охватывает точку 0, то 

2( 1)C

dz
z z

=
−∫ ( )2π 0i f⋅ , 

где ( ) 2
1

1
f z

z
=

−
     и     I = 2 2π

( 1)C

dz i
z z

= −
−∫   

Если контур охватывает только точку –1, то ( )2π 1I if= − , где 

( ) 1
( 1)

zf
z z

=
−

 и πI i= . Если контур охватывает только точку 1, то 

2π (1)I if= , где 1( )
( 1)

f z
z z

=
+

 и πI i= . Если контур охватывает 

только две из этих точек, то как показано в предыдущем примере, 

 
 

Рис. 6.5 
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интеграл равен сумме соответствующих интегралов, и поэтому I 
может принимать значения 2πi  и πi− . Если контур охватывает все 
3 точки, то, соответственно, интеграл равен 0. Также он равен 0, 
если контур не охватывает ни одной из данных точек. Таким обра-
зом, все возможные значения интеграла сводятся к числам: 2πi− , 
πi− , 0, πi , 2πi . 

Пример 6.13 ([3], № 3.30). Вычислить интеграл 4 1z a a

zdz
z− = −∫ , а >1. 

Решение. Знаменатель можно разложить на множители:
4 1 ( 1)( 1)( )( )z z z z i z i− = − + − + . Контур – окружность радиуса a >1 с 

центром в точке a (рис. 6.6).  
Таким образом, внутри контура нахо-

дится только точка z = 1. По интегральной 
формуле Коши  

( )4 2π 1
1z a a

zdz if
z− =

=
−∫ , 

где ( ) 2
1

1
4( 1)( 1) z

zf z
z z =

= = ⇒
+ +

 инте-

грал равен π
2
i .  

Пример  6.14 ([3], № 3.32).  Вычислить интеграл 3

1
2π ( )

z

C

ze dz
i z a−∫ , 

если точка a  лежит внутри контура С. 
Решение. Так как n-я производная интеграла Коши вычисляется 

по формуле  
( )

0 1
0

! ( )( )
2π ( )

n
n

C

n f z dzf z
i z z +=

−∫ , 

то, воспользовавшись этой формулой при  n = 2, получим  

3

2! ( ) ''( )
2π ( )C

f z dz f a
i z a

=
−∫ ,  

где ( ) zf z ze= . Вычислим эту производную:  

 
 

Рис. 6.6 
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'( ) ;z zf z ze e= +  "( ) 2 ( 2)z z zf z ze e e z= + = + . 

Искомый интеграл равен 1
2

a ae ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример 6.15 ([3], № 3.34). Функция ( )f z  аналитическая в об-
ласти, ограниченной простым замкнутым контуром С, содержащим 
внутри себя начало координат. Доказать, что при любом выборе 
ветви Ln z              

0
1 '( )Ln ( ) (0)

2π C

f z zdz f z f
i

= −∫ , 

где z0 – начальная точка интегрирования. 
Решение. Выбрав в качестве начала интегрирования произволь-

ную точку 0 0z ≠  и интегрируя какую-либо ветвь логарифма: 
Ln ln φ 2πz z i i k= + + , воспользуемся формулой Ньютона–Лейб-
ница. Учтем при этом, что при обходе начала координат и возвра-
щении в исходную точку z0   ln z  возвратится к первоначальному 
значению, а arg Ln φz =  приобретет приращение 2π, не изменит 
своего значения аналитическая функция ( )f z . Первообразная  

( )'( )Ln ( )Ln f zf z zdz f z z dz
z

= −∫ ∫ . 

Искомый интеграл равен  

0 0 0 0
1 '( )Ln ( )[ln | | (φ 2π) 2π ln | |

2π C

f z zdz f z z i i k z
i

= + + + − −∫  

0 0
1 ( )φ 2π ] ( ) (0)

2π C

f zi i k dz f z f
i z

− − + = −∫ , 

так как  1 ( ) (0)
2π C

f z dz f
i z

=∫   по формуле Коши. 

Пример 6.16. Вычислить интегралы по замкнутому контуру, 
пользуясь интегральной формулой Коши: 

1) 2

πsin
4

1C

z dz

z −∫ , где 2 2: 2 0;C x y x+ − =  
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2) 
π

2 2( 1)

z

C

e dz
z +∫ , где 2 2: 4 2 0C x y y+ − = . 

Решение.  
1) Запишем уравнение контура С в виде 2 2( 1) 1x y− + =  - окруж-

ность с центром в точке с координатами х = 1, у = 0 и радиусом 1. 
Интеграл можно представить в виде  

πsin ( )4
( 1)( 1) 1C C

z dz f z dz
z z z

=
+ − −∫ ∫ , 

где точка 0 1z =  находится внутри контура, а 

πsin
4( )
1

z

f z
z

=
+

 анали-

тическая внутри контура функция.  
По формуле Коши:  

πsin( ) π 242π (1) 2π .
1 2 2C

f z dz iif i
z

= = =
−∫  

2) Уравнение контура С запишем в виде 2 24 ( 1) 1x y+ − =  – эл-
липс, внутри которого находится точка 0z i= . Представим инте-
грал в виде  

π

2 2 2

( )
( ) ( ) ( )

z

C C

e dz f z dz
z i z i z i

=
+ − −∫ ∫ ,  

где 
π

2( )
( )

zef z
z i

=
+

. 

По формуле Коши (один раз продифференцированной)  
( )

2 2π '( )
( )C

f z dz
if i

z i
=

−∫ , 

2 π π π

4 3

( ) π 2( ) (π( ) 2)'( ) ;
( ) ( )

z z zz i e e z i e z if z
z i z i

+ − + + −= =
+ +

 

π

3

(2 π 2) 1 π π'( )
(2 ) 4 4 4

ie i i if i
i i

− −= = = +
−

. 
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Таким образом, искомый интеграл равен π ( π 1)
2

i − . 

 
 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории:  
6.1 ([3], № 3.2 (1)); 6.2 ([3], № 3.3 (вычислить интеграл I1));  
6.3 ([3], № 3.4 (1, 2));  6.7 (1); 6.8 ([3], № 3.8 (1, 4));  
6.9 ([3], № 3.9 (1)); 6.10 (1); 6.11 ([3], № 3.27); 6.13 ([3], № 3.30); 
6.14 ([3], № 3.32);  6.16 (1). 
Резерв:  
6.4 ([3], № 3.5); 6.5 ([3], № 3.6); 6.6 ([3], № 3.7); 6.10 (3);  
6.15 ([3], № 3.34). 
Для самостоятельной работы дома:  
6.1 ([3], № 3.2 (3)); 6.2 ([3], № 3.3 (вычислить интеграл I2));  
6.3 ([3], № 3.4 (3, 4)); 6.7 (2); 6.8 ([3], № 3.8 (2, 5));  
6.9 ([3], № 3.9 (2, 3, 4)); 6.10 (2);  [3], № 3.33; 6.16 (2). 
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7. ЧИСЛОВЫЕ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ.  
СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ. РЯД ТЕЙЛОРА 

 
Ряд  

1 2
1

... ...n n
n

a a a a
∞

=

+ + + + =∑ , 

где аk = αk + iβk  – комплексные числа, называется комплексным 
числовым рядом. Ряд сходится тогда и только тогда, когда сходятся 
ряды из действительных и, соответственно, мнимых частей членов 
этого ряда, то есть действительные числовые ряды 

1

αk
k

∞

=
∑  и 

1

βk
k

∞

=
∑ , 

что определяет сохранение основных свойств действительных чи-
словых рядов применительно к рядам комплексным. Суммой ряда 
называется lim nn

S
→∞

, где частичная сумма ряда 
1

n

n k
k

S a
=

=∑ . Если ряд 

из модулей 
1
| |k

k
a

∞

=
∑  сходится, то сходится и ряд 

1
k

k
a

∞

=
∑ . Обратное, 

вообще говоря, неверно. В случае сходимости ряда из модулей 

1

| |k
k

a
∞

=
∑  ряд 

1
k

k
a

∞

=
∑  называется абсолютно сходящимся.  

Абсолютная сходимость ряда определяется по признакам Да-
ламбера и Коши. Соответственно, если 1lim | | 1n

n
n

a q
a

+

→∞
= < , то ряд аб-

солютно сходится, если q > 1 – ряд расходится (признак Даламбе-
ра). Если lim | | 1n

nn
a q

→∞
= < , то ряд сходится, если q > 1 – ряд расхо-

дится (признак Коши). 
Необходимое условие сходимости ряда: lim 0nn

a
→∞

= .  

Если ряд из функций 
1

( )n
n

u z
∞

=
∑  сходится в каждой точке области, 

то он называется сходящимся в этой области.  
Функциональный ряд называется равномерно сходящимся в не-

которой области его сходимости, если  ε 0∀ >  (ε) : (ε)N n N∃ ∀ >  и 
для всех z из данной области выполняется неравенство  
| ε( ) ( ) |nS z S z− < , где ( )S z – сумма ряда.  
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Достаточный признак равномерной сходимости функциональ-
ного ряда (признак Вейерштрасса): если для всех 0n n>  | ( ) |n nu z a≤  

для всех z из некоторой области, где 
1

n
n

a
∞

=
∑  – сходящийся числовой 

ряд, то ряд 
1

( )n
n

u z
∞

=
∑  сходится в этой области равномерно. Имеют 

место и другие свойства равномерно сходящихся рядов, известные 
из теории рядов с действительными функциями действительной 
переменной. 

Степенным рядом называется ряд 0
1

( )n
n

n
c z z

∞

=
−∑ , где z0 – некото-

рое фиксированное комплексное число, z – комплексная перемен-
ная, сп – комплексные числа (коэффициенты степенного ряда).  

Степенной ряд сходится в своем круге сходимости 0| |z z R− < , 
где R – радиус сходимости степенного ряда, который вычисляется 
по формуле Коши–Адамара:  

1
lim | |n

nn

R
c

→∞

= . 

Степенной ряд в любом круге радиуса, меньшего радиуса его 
круга сходимости, сходится абсолютно и равномерно к аналитиче-
ской функции. Обратно: аналитическая в некотором круге  

0| |z z R− <  функция ( )f z  единственным образом представляется в 
этом круге степенным рядом  

( )
0

0
0

( )( ) ( )
!

n
n

n

f zf z z z
n

∞

=

= −∑ , 

называемым рядом Тейлора этой функции.  
Приведем некоторые степенные ряды, служащие определением 

соответствующих функций – их сумм как аналитических продол-
жений сумм соответствующих действительных рядов с действи-
тельной оси на всю комплексную область:  

0
;

!

n
z

n

z e
n

∞

=

=∑      
2 1

0

( 1) sin ;
(2 1)!

n n

n

z z
n

+∞

=

− =
+∑      

2

0

( 1) cos
2 !

n n

n

z z
n

∞

=

− =∑ , 

(радиусы сходимости этих рядов R = ∞ ); 
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0

( 1)...( 1) (1 )
!

n

n

n z z
n

∞
α

=

α α − α + − = +∑  ( 1);R =  

1

1

( 1) ln( 1)
n

n

n
z z

n

+∞

=

− = +∑    ( 1).R =  

Особо выделим частный случай  

0

1
1

n

n
z

z

∞

=
=

−∑  ( 1).R =  

Пример 7.1 ([3], № 1.95). Исследовать сходимость ряда     

1 (2 )n
n

n
i

∞

=
∑ . 

Решение. Выясним наличие абсолютной сходимости, например, 

по признаку Даламбера: 1
1

( 1)2 1lim lim 1
2 2

n
n

nn n
n

c n
c n

+
+→∞ →∞

+= = < . Ряд сходит-

ся и притом абсолютно. 
Пример 7.2 ([3], № 1.96). Исследовать сходимость ряда     

1

!
( )n

n

n
in

∞

=
∑ . 

Решение. По признаку Даламбера  

1 1

( 1)! ( 1) 1 1lim lim lim lim
( 1) ! ( 1) ( 1) 11

n n n

nn n nn n n n

n n n n n
n n n n e

n

+ +→∞ →∞ →∞ →∞

+ += = = =
+ + + ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

так как 2,7e ≈ , то 1 1
e

< . Ряд сходится абсолютно. 

Пример 7.3 ([3], № 1.97). Исследовать сходимость ряда    
1

in

n
e

∞

=
∑ . 

Решение. Так как cos sinine n i n= + , а ряды 
1
cos

n
n

∞

=
∑  и 

1
sin

n
n

∞

=
∑  

расходятся, то расходится и ряд 
1

in

n
e

∞

=
∑ . 

Пример 7.4 ([3], № 1.100). Исследовать сходимость ряда 2
1

.
in

n

e
n

∞

=
∑  
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Решение. Так как 2 2

1| |
ine

n n
=  и ряд 2

1

1
n n

∞

=
∑  сходится, то исходный 

ряд сходится абсолютно. 
Пример 7.5 ([3], № 1.103). Исследовать сходимость ряда     

1

cos
2n

n

in∞

=
∑ . 

Решение.   

cos ch ;
2

n ne ein n
−+= =  1 1

1 1

cos
2 2 2

n n

n n n
n n

in e e−∞ ∞

+ +
= =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Ряд представляет собой сумму двух рядов. Первый расходится, 
так как не выполняется необходимое условие сходимости        

1lim lim 0
2 2

n

nn n

ec
→∞ →∞

⎛ ⎞= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 1 ;
2
e⎛ ⎞>⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 второй сходится по признаку Коши  
1

1lim lim 1
2 2

n
nn

n nn n

e ec
− −

+→∞ →∞
= = < . 

Поэтому ряд из суммы этих двух рядов расходится. 
 

Пример 7.6 ([3], № 1.104). Исследовать сходимость ряда      

1

sin
3n

n

n in∞

=
∑  

Решение.  

1 1 1

sin sh ( )
3 3 2 3

n n

n n n
n n n

n in in n n e ei
−∞ ∞ ∞

= = =

−= =
⋅∑ ∑ ∑ . 

Ряд 
1 3

n

n
n

ne∞

=
∑  сходится по признаку Коши:  

lim lim 1
3 3

nn
nn n

e ec n
→∞ →∞

⎛ ⎞= = <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (так как lim 1n

n
n

→∞
= ). 

Ряд 
1 3

n

n
n

ne−∞

=
∑  также сходится, так как 

1 1

lim lim 1
3 3

nn
nn n

e ec n
− −

→∞ →∞
= = < . 

Таким образом, исходный ряд сходится абсолютно. 
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В следующих примерах определить радиусы сходимости сте-
пенных рядов. 

Пример 7.7 ([3], № 3.40).    

1

n

n

z
n

∞

=
∑ . 

Решение. По формуле Коши–Адамара  
1 lim 1

lim | |
n

nn
nn

R n
c →∞

→∞

= = = . 

Пример 7.8 ([3], № 3.41).    

1 !

n

n

z
n

∞

=
∑ . 

Решение. ( 1)!lim | | lim lim( 1) .
1 !

n
n n n

n

c nR n
c n→∞ →∞ →∞

+= = = + = ∞
+

 

Пример 7.9 ([3], № 3.42). 

1

n n

n
n z

∞

=
∑ . 

Решение. 1lim 0
nnn

R
n→∞

= = . 

Пример 7.10 ([3], № 3.44).   

1

! n
n

n

n z
n

∞

=
∑ . 

Решение.  
1!( 1) ( 1) 1lim | | lim lim lim 1

1 ( 1)!

nn n
n

n nn n n n
n

c n n nR e
c n n n n

+

→∞ →∞ →∞ →∞

+ + ⎛ ⎞= = = = + =⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠
. 

Пример 7.11 ([3], № 3.45).  
! 2 6

0
1 ..n

n
z z z z

∞

=

= + + + +∑  . 

Решение. Воспользуемся более общей формулой Коши–

Адамара 
1lim
| |n n

n

R
c→∞

=  (верхний предел). Для получения верхнего 

предела надо взять ту подпоследовательность, у которой предел 
существует и наибольший. В данном случае, надо брать подпосле-
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довательность с номерами 0,1,2,3, … n!… , все члены которой рав-
ны 1 и, следовательно,  

1lim 1
| |n n

nc→∞
= . 

Аналогично решаются [3] № 3.46, 3.47, 3.48. 
Пример 7.12 ([3], № 3.49).  

1
cos n

n
in z

∞

=

⋅∑  

Решение. 
1 1 1

1cos ch ( )
2

n n n n n

n n n
in z n z e e z

∞ ∞ ∞
−

= = =

⋅ = ⋅ = +∑ ∑ ∑ . 

Сумма двух рядов. Радиус сходимости первого ряда 

1
1 1lim

nnn
R

ee→∞
= = , радиус сходимости второго 2

1lim
nnn

R e
e−→∞

= = . 

Пересечением этих множеств будет круг с меньшим радиусом схо-
димости, то есть  1R

e
= . 

Данные функции разложить в ряд Тейлора в окрестности 0 0z =  
и найти радиус сходимости. 

Пример 7.13 ([3], № 3.67).  
( ) ch f z z= . 

Решение. ch
2

z ze ez
−+= . Пользуясь разложением экспоненты

0 !

n
z

n

ze
n

∞

=

=∑ , получим  

0 0 0

1 ( ) 1 1ch (1 ( 1) )
2 ! ! 2 !

n n
n n

n n n

z zz z
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞−= + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ . 

 Остаются только слагаемые с четными номерами 2 :n k=  
2

2

0 0

1 1ch 2
2 (2 )! 2 !

k
k

k n

zz z
k k

∞ ∞

= =

= =∑ ∑ . 

Далее находим радиус сходимости     
(2 2)!lim | | lim lim(2 2)

1 2 !
k

k k k
k

c kR k
c k→∞ →∞ →∞

+= = = + = ∞
+

. 
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Пример 7.14 ([3], № 3.69).  Разложить 2( ) sinf z z= . 

Решение. 2 1sin (1 cos 2 )
2

z z= − . Используем разложение косину-

са:  
2 2 2 2

0 0 0

( 1) ( 1) (2 ) ( 1) 2cos cos2
2 ! (2 )! (2 )!

n n n n n n n

n n n

z z zz z
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

− − −= ⇒ = =∑ ∑ ∑ . 

Искомое разложение  
2 2 1 2 1 2

2

0 0

1 1 ( 1) 2 ( 1) 2sin ;
2 2 (2 )! (2 )!

n n n n n n

n n

z zz
n n

+ −∞ ∞

= =

− −= − =∑ ∑  R = ∞ . 

Пример 7.15 ([3], № 3.71). Разложить α α α ln( ) ( ) ( )af z a z a e= + = . 

Решение. 
α

α α( ) 1 za z a
a

⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Воспользуемся разложением  

α

0

α(α 1)..(α 1)(1 )
!

n

n

nz z
n

∞

=

− − ++ = ⋅∑  ( 1),R =  

α α α ln(1 ) aza e
a

+ = . α

0 0

αα(α 1)..(α 1)
!

n n

n n

n z za
nn a a

∞ ∞

= =

⎛ ⎞− − + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ , 

где 
α α(α 1)...(α 1) ;

!
n

n n
⎛ ⎞ − − +=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 | |R a= . 

Пример 7.16 ([3], № 3.72). Разложить 

  ( )f z z i= + ,  1( )
2
ii += . 

Решение. В данной двузначной функ-
ции выделяется однозначная аналитиче-

ская ветвь условием 1(0)
2
if i += = . 

Обозначив φiz i re+ = , получим 

 
φ 2π

2
i ki

z i re
+

+ =   ( 0,1)k = .  

В точке 0z =  (рис. 7.1)  1;r =  πφ
2

= , 

 
 

Рис. 7.1 
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π 2π π2
π π2 4 1 1(0) (1 )

2 2

k
i i i k i k if e e e i e

+
+= = = + = ⇒ 0k = . 

Следовательно, разлагается ветвь: 
φ
2

i
z i re+ = , которая в точ-

ке z = 0 как раз принимает значение 1
2
i+ .  

Пользуясь разложением     
α

0

α(α 1)...(α 1)(1 )
!

n

n

nz z
n

∞

=

− − ++ =∑ , 

полагая  
1
2

1 1z zz i i i
i i

⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

получим  

0

1 1 11 .. 1
1 2 2 2

!2

n

n

n
i zz i

n i

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

1

2

1 1 1 3 .. (2 3)(1 ( 1) ;
2 2 4 .. 22

n
n

n

i z n z
i n i

∞
−

=

+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⎛ ⎞= + + − ⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ ⎝ ⎠
∑  R = 1. 

Пример 7.17 ([3], № 3.74).  Разложить 2( )
4 13
zf z

z z
=

− +
. 

Решение. Разложим знаменатель на множители  
2 4 13 ( 2 3 )( 2 3 )z z z i z i− + = − − − + , 

а  f(z) – на элементарные дроби:  

2 4 13 2 3 2 3
z A B

z z z i z i
= + ⇒

− + − − − +
 

 

( 2 3 ) ( 2 3 )z A z i B z i⇒ = − + + − + . 
 Полагая в этом тождестве последовательно 2 3z i= + , затем 
2 3z i= − , получим:  

1 1
2 3

A i= − , 1 1
2 3

B i= +  ⇒ 2

1 1 1 1
2 3 2 3

4 13 2 3 2 3

i iz
z z z i z i

− +
= + =

− + − − − +
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1 1 1 1
2 3 2 3

(2 3 ) 1 (2 3 ) 1
2 3 2 3

i i

z zi i
i i

− +
= + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1 1
6 61 1

2 3 2 3

i i
z z

i i

= ⋅ − ⋅
− −

+ −

. 

Далее воспользуемся разложением  

0

1
1

n

n
z

z

∞

=
=

− ∑  ( 1)R = . 

Отсюда    

( )0

1
2 31

2 3

n

n
n

z
z i

i

∞

=

=
+−

+

∑     и      
( )0

1
2 31

2 3

n

n
n

z
z i

i

∞

=

=
−−

−

∑ . 

Получаем 

2
04 13 6 (2 3 ) (2 3 )

n n

n n
n

z i z z
z z i i

∞

=

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟− + + −⎝ ⎠
∑  

0

(2 3 ) (2 3 )
6 13

n n
n

n
n

i i i z
∞

=

− − += ∑ ,  13R = . 

Пример 7.18 ([3], № 3.75).  Разложить 
2

2( )
( 1)

zf z
z

=
+

. 

Решение. Представим функцию f(z) в виде:  
2 2 2

2 2 2 2

( 1 1) ( 1) 2( 1) 1 2 11
( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1)

z z z z
z z z z z

+ − + − + += = = − + =
+ + + + +

 

0 0 0

11 2 ( 1) 1 2 ( 1) ( 1)
1

n n n n n n

n n n

d dz z z
dz z dz

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞= − − − ⋅ = − − − − =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

( )1 1

0 1 0 0
1 2 ( 1) ( 1) 1 2 ( 1) ( 1) 1n n n n n n n n

n n n n
z nz z n z

∞ ∞ ∞ ∞
− +

= = = =
= − − − − = − − − − + =∑ ∑ ∑ ∑  

1 1 2
2 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n n n n n n

n n n
z n z n z

∞ ∞ ∞

= = =

= − − + − + = − −∑ ∑ ∑ , 1R = . 
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Пример 7.19 ([3], № 3.83). Разложить функцию 

2( )
2 5
zf z

z z
=

− +
 по степеням ( 1)z −  и найти радиус сходимости. 

Решение. Преобразуем данную функцию: 

2 2 2 2

1 1 1 1( )
2 5 ( 1) 4 ( 1) 4 ( 1) 4
z z zf z

z z z z z
− + −= = = + =

− + − + − + − +
 

2 2

1 1( 1)
( 1) 4 ( 1) 4

z
z z

= − +
− + − +

;  

2 2

1 1
( 1) 4 ( 1)4 1

4
z z

=
− + ⎛ ⎞−+⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Для этого последнего выражения используем разложение  

0

1 ( 1)
1

n n

n
z

z

∞

=
= −

+ ∑     или     
2

2
0

1 ( 1)( 1)
( 1) 41

4

n
n

n
n

z
z

∞

=

−= −
−+

∑ . 

Получим  
2 1 2

0 0

1 ( 1) ( 1) 1 ( 1) ( 1)( )
4 4 4 4

n n n n

n n
n n

z zf z
+∞ ∞

= =

− − − −= + =∑ ∑  

2 1 2
1

0

( 1) [( 1) ( 1) ], 2.
4

n
n n

n
n

z z R
∞

+
+

=

−= − + − =∑  

Пример 7.20 ([3], № 3.88).  Найти первые пять членов разложе-
ния в ряд по степеням z функции sin( ) z zf z e= . 

Решение. Воспользуемся разложениями 
0 !

n
z

n

ze
n

∞

=

=∑  и 

2 1

0

( 1)sin
(2 1)!

n n

n

zz
n

+∞

=

−=
+∑ ,  тогда 

sin 2 31 11 sin ( sin ) ( sin ) ...
2 6

z ze z z z z z z= + + + + =  

3 5 7 2 3 5 7
21 ( ...) ( ...)

6 120 720 2 6 120 720
z z z z z z zz z z= + − + − + + − + − + +  
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3 3 5 7 4 3 5 7
3 4( ...) ( ...) ...

6 6 120 720 24 6 120 720
z z z z z z z zz z+ − + − + + − + − + + =  

2 4 61 1 1 1 11 ( ) ( )
6 2 120 6 6

z z z= + + − + + − + +  

81 1 1 1 1( ) ...
120 72 120 12 24

z+ − + + − + + =  

2 4 6 81 1 11 ...
3 120 36

z z z z= + + + − +  

Пример 7.21 ([3], № 3.94).  Пользуясь умножением рядов раз-
ложить в ряд по степени z функцию 2( ) [ln(1 )]f z z= − . 

Решение. Воспользуемся разложением 
1

ln(1 )
n

n

zz
n

∞

=

− = −∑  ( 1)R =

: 
2 2

1

[ln(1 )] ( )
n

n

zz
n

∞

=

− = =∑  

2 3 4 5 2 3 4 5

( ...) ( ...)
2 3 4 5 2 3 4 5
z z z z z z z zz z= + + + + + ⋅ + + + + + =  

2 3 4 51 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ...
2 2 3 4 3 4 6 6 4

z z z z= + + + + + + + + + + =  

2 3 41 1 1 1 1 12 (1 ) (1 ) ... (1 ... ) ...
2 2 3 2 3 4 2 3 1

nz z z z
n n

⎡ ⎤
= ⋅ + + + + + + + + + + + +⎢ ⎥−⎣ ⎦

. 

 

Пример 7.22 ([3], № 3.98).  Пользуясь подстановкой ряда в ряд 

разложить в ряд по степеням z функцию 1( )
z
zf z e −= . 

Решение. Воспользуемся разложениями  

0 !

n
z

n

ze
n

∞

=

=∑ ,       
0

1 .
1

n

n
z

z

∞

=

=
− ∑   

Тогда 

1

0 0

1 1 1
(1 ) ! ! 1

nz n
nz

n
n n

ze z
z n n z

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑  
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1 2 3

0 0

1 1 ( ... ...)
!

n
k k

n k
z z z z z

n

∞ ∞
+

= =

⎛ ⎞= = + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

2 3 2 2 3 31 1( ... ...) ( ... ...)
2! 3!

k kz z z z z z z z+ + + + + + + + + + + + +  

2 3 41 ( ... ...) ...
4!

kz z z z+ + + + + + + =  

2 3 41 2 1 3 3 11 (1 ) (1 ) (1 ) ...
2! 2! 3! 2! 3! 4!

= + + + + + + + + + + +z z z z  

1
1

1

1... ...
!

−
−

=

+ ⋅ +∑
n

n k
n

k
z C

k
1
1

1 1

11
!

n
k n
n

n k
C z

k

∞
−
−

= =

⎡ ⎤= + ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ . 

Другой способ:  
1

1
1

0 1

1 11
!(1 ) ! 1 ( 1)!

z n n n
z

n n
n n

z z de
n z n dz z n

−∞ ∞
−

−
= =

⎛ ⎞= = + ⋅ =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
∑ ∑  

1

1
1 0

1
!( 1)!

n n
k

n
n k

z d z
n n dz

−∞ ∞

−
= =

⎛ ⎞= + ⋅ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ ∑  

1 11 1

1 1
1 0 0 1

1 1 ( )
!( 1)! !( 1)!

n n n nk k
k k

n n
n k k n

z d z dz z
n n dz n n dz

− −+ ∞ ∞ +

− −
= = = =

⎛ ⎞= + ⋅ = + ⋅ =⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑  

1
1

0 1

1 ( 1)...( 2)
!( 1)!

nk
k n

k n

z k k k n z
n n

∞ +
− +

= =

= + − − + =
−∑∑  

1
1

0 1

( 1)...( 2)1
!( 1)!

k
k

k n

k k k nz
n n

∞ +
+

= =

− − += + =
−∑ ∑  

1 11
1 1

0 1 1 1 1
замена

1

1 1 1
! !

n nk k
k k nk k

n
k n k n n

k k

C Cz z z C
n n

− −∞ + ∞ ∞
+ −

= = = = =

+ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ,  

где 
1
1

1 !

kn
n

n
k

CC
k

−
−

=

=∑ . 
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Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
7.1 ([3], № 1.95); 7.2 ([3], № 1.96); 7.5 ([3], № 1.103),  
7.7 ([3], № 3.40); 7.8 ([3], № 3.41); 7.9 ([3], № 3.42);  
7.10 ([3], № 3.44); 7.11 ([3], № 3.45); 7.13 ([3], № 3.67);  
7.14 ([3], № 3.69); 7.16 ([3], № 3.72); 7.18 ([3], № 3.75);  
7.19 ([3], № 3.83). 
Резерв: 
7.3 ([3], № 1.97);  [3], № 3.47, 3.49, 3.71, 3.84, 3.88, 3.94. 
Для самостоятельной работы дома:  
7.4 ([3], № 1.100); 7.6 ([3], 1.104); [3] № 3.43, 3.46, 3.48, 3.68;  
7.17 ([3], № 3.74); [3], № 3.82. 
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8. РЯД ЛОРАНА 
 
Рядом Лорана называется функциональный ряд вида 

( )0 ,n
n

n
c z z

+∞

=−∞
⋅ −∑  

где z – комплексная переменная, z0 – фиксированное комплексное 
число, а сп – комплексные числа, постоянные, называемые коэффи-
циентами ряда. Обратим внимание на отличие ряда Лорана от сте-

пенного ряда. Как известно, последний имеет вид  ( )0
0

n
n

n
c z z

+∞

=
⋅ −∑   

и, следовательно, отличается от ряда Лорана отсутствием в нем 
членов ( )0

nz z−  с отрицательными показателями п. Отсюда следует, 
что степенной ряд является частным случаем ряда Лорана.  

Ряд Лорана состоит из главной части ( )
1

0

n
n

n
n

c z z
=−

=−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝

−
⎠

⋅∑  и пра-

вильной части ( )0
0

.n
n

n
c z z

+∞

=

⎛ ⎞
⎜
⎝

⋅⎜ − ⎟⎟
⎠

∑
 
Так как правильная часть пред-

ставляет собой степенной ряд, областью сходимости которого, как 
известно, является круг с центром в точке z0 (обозначим его радиус 

сходимости R1), а главная часть преобразуется заменой 
0

1ζ
z z

=
−

 к 

степенному ряду 
1

ζ ,n
n

n
c

+∞

−
=
∑  который сходится в круге сходимости 

ζ l<  или вне круга 0 2
1 ,z z R
l

− > =  то ряд Лорана сходится в коль-

це 2 0 1R z z R< − <  с центром в точке 0 .z  В кольце сходимости ряд 
Лорана сходится к аналитической в этом кольце функции ( ).f z  
Имеет место и обратное утверждение: аналитическая в кольце функ-
ция единственным образом представляется в нем рядом Лорана: 

( )0( ) ,n
n

n
f z c z z

+∞

=−∞
= −∑  
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причем коэффициенты этого представления имеют вид 

1
0γ

1 ( ) ,
2π ( )n n

f z dzc
i z z +=

−∫v                              (8.1) 

где γ – простой замкнутый контур, целиком лежащий в кольце 

1 0 2R z z R< − <  и охватывающий точку 0 .z  Направление обхода – 
против часовой стрелки. В частности, коэффициент 1c−  имеет вид 

1
γ

1 ( ) .
2π

c f z dz
i− = ∫v  

Если внутренний радиус кольца 1 0R = , то говорят о разло-
жении функции ( )f z  в ряд Лорана в точке 0z  (или в окрестности 
точки 0z ).  Разложение функции в ряд Лорана в окрестности бес-

конечности ( )z R>  производится, по определению, путем замены 

1
ζ

z =  и разложением функции ( )1( ) φ ζ
ζ

f z f ⎛ ⎞= ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

 в точке ζ 0.=   

Из теоремы Лорана следует, что если функция ( )f z  аналитична 
во всей комплексной плоскости, кроме изолированных особых то-
чек 1 2,  ,..., nz z z ( )1 2 ... nz z z< < < , то она имеет различные разло-

жения в ряд Лорана по степеням z : в окрестности 0 0z =  с радиу-

сом 1R z= , в кольцах 1i iz z z +< < , с центром в 0 0z =  

( 1,2,..., 1)i n= − , в окрестности бесконечности ( )nz z> . 
Пример 8.1 ([3], № 4.3). Разложить в ряд Лорана по степеням z  

функцию 1( )
(1 )

f z
z z

=
−

. 

Решение. Поскольку функция аналитична всюду, кроме точек 
1 0z =  и 2 1z = , то таких разложений будет два: а) в окрестности 
точки 0z = ( )0 1z< < ;  б) в окрестности бесконечности: ( )1z > . 

Чтобы найти коэффициенты сп этих разложений, мы не будем 
пользоваться формулой (8.1), а поступим проще. Представим 
функцию ( )f z  в виде суммы элементарных дробей 
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1 1 1
(1 ) 1z z z z

= +
− −

. 

В случае а): первое слагаемое есть функция, аналитическая в 
окрестности 0z = , поэтому в этой окрестности она единственным 
образом разлагается в степенной ряд (ряд Тейлора):  

( ) ( )0
0

n
n

n
f z c z z

∞

=

= −∑ , 

где коэффициенты ряда Тейлора  
( )

0( )
!

n

n
f zc

n
= . 

В данном случае 

      2

0

1 1 .
1

n n

n
z z z z

z

∞

=
= + + + + + =

− ∑… …
                   

(8.2)        

Таким образом, искомое разложение ( )f z  в ряд Лорана приоб-
ретает вид 

( ) N
2

правильная часть
главная
 часть

1 1    1
1

nz z z
z z z

= + + + + + +
−

… …����	���
  

Разложение справедливо в области 0 1z< <  (проколотая окре-
стность точки 0)z = .  

В случае  б): разложение в окрестности бесконечности. По оп-

ределению надо сделать замену 
1
ζ

z = : 

2
21 1 ζ 1( ) ζ

(1 ) ζ 1 1 ζ1 11
ζ ζ

f z
z z

= = = = ⋅
− − −⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

и разлагать полученную функцию по переменной ζ  в точке 0ζ 0= . 
А это разложение нам уже известно (8.2): 

21 1 ζ ζ +…+ζ +
1 ζ

n= + +
−

…  , т.е. 1
ζ

f ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2 2

2 2
правильная часть

1ζ (1+ζ+ζ ζ ) ζn n
n

n n z

∞ ∞

= =
= − + + + = = −∑ ∑… …

��	�

. 

Обратим внимание, что для ряда Лорана в бесконечности назва-
ния главной и правильной частей меняются местами. Разложение 
справедливо в области ζ 1<  или 1z > . Теперь произведем разло-
жение заданной функции в ряд Лорана по степеням 1z − , т.е. в ок-
рестности точки 0 1z = : 

( ) ( 1)n
n

n
f z c z

+∞

=−∞
= −∑ . 

Для этого опять воспользуемся представлением функции эле-
ментарными дробями: 

1 1 1 1 1( )
(1 ) 1 1

f z
z z z z z z

= = + = − +
− − −

. 

Второе слагаемое запишем в виде 
1 1 1

1 1 1 ( 1)z z z
= =

− + + −
. 

Обозначив 1z t− = − , получим 1 1
1z t

=
−

. При 1z = , 0t = . Следо-

вательно, воспользуемся опять разложением (8.2) функции 
1

1 t−
 в 

нуле: 
21 1

1
nt t t

t
= + + + + +

−
… …  

или  

( ) 2 31 1 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)n nz z z z
z

= − − + − − − + + − − + =… …  

0
( 1) ( 1) .n n

n
z

∞

=
= − −∑  

Окончательно, искомое  разложение ( )f z  по степеням 1z −  
имеет вид 
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( ) ( ) ( ) ( )
0

главная правильная часть часть

1 1 1 1 .
1 1

n n

n
f z z

z z z

∞

=
= = − + − −

− − ∑
�	
 ���	��


 

Разложение справедливо в области 0 1 1z< − <  (кольцо с цен-
тром в точке z0 = 1, внутренним радиусом R1 = 0 и внешним радиу-
сом R2 = 1, иначе говоря, проколотая окрестность точки 0 1)z = . 

Пример 8.2. Найти все разложения в ряд Лорана функции 
2

2
1( )

( 2)
zf z

z z z
+=

+ −
 по степеням z . 

Решение. Так как требуется разложить функцию по степеням z , 

то искомые разложения должны иметь вид n
n

n
c z

+∞

=−∞
∑ , т.е. 0 0.z =  

Это будут разложения в кольцах с центром в точке 0 0.z =  Функция 
( )f z  аналитична всюду,  кроме точек 1 0z = , 2 1z = , 3 2z = −  (так 

как корни квадратного трехчлена 2 2z z+ −  по теореме Виета рав-
ны 1 и –2, и его можно разложить на множители 

( )( )2 2 1 2 .z z z z+ − = − +  Поэтому она имеет три кольца аналитич-

ности с центром в точке 0 :z =  а) 0 1,z< <   б) 1 2,z< < в) | | 2>z . 
Разложения в них получим, как и в предыдущем примере, пред-

ставив вначале ( )f z   в виде суммы элементарных дробей: 
2 1( )

( 1)( 2) 1 2
z A B Cf z

z z z z z z
+= = + +

− + − +
. 

Коэффициенты А, В и С найдем, приведя правую часть к обще-
му знаменателю и приравняв числители слева и справа: 

( )( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 1 .z A z z Bz z Cz z+ = − + + + + −  
Можно затем приравнять коэффициенты слева и справа при 

одинаковых степенях z, а можно воспользоваться следующим 
приемом (он хорошо работает при отсутствии комплексных корней 
у знаменателя) : положим слева и справа 0 :z =  
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11 ( 2)
2

A A= ⋅ − ⇒ = − ;   затем положим 1 :z =  

22 3
3

B B= ⋅ ⇒ = ;   и, наконец, 2 :z = −  

55 ( 2) ( 3) ;
6

C C= ⋅ − ⋅ − ⇒ =    т.е. имеем: 

1 1 2 1 5 1( )
2 3 1 6 2

f z
z z z

= − ⋅ + ⋅ + ⋅
− +

 .                        (8.3) 
В случае а): первое слагаемое есть уже готовая степень z. Во 

втором слагаемом  1
1 z−

  представим в виде разложения (8.2) по 

степеням z,  которое действительно в окрестности 0,z =  т.е. 
21 1

1
nz z z

z
= + + + + +

−
… …  

Третье слагаемое представим в виде    
1 1

2 2 1
2
zz

=
+ ⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

и, положив 
2
z t= − , опять воспользуемся разложением (8.2), т.е. 

2
21 1 1 1 ( 1)

1 2 2 21
2

n
n nz z zt t tz t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + + + + = − + − + − ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+
… … … …

0
( 1)

2

n
n

n

z∞

=

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Итак:  

0 0

0
главная правильная часть часть

1 1 2 5( ) ( 1)
2 3 12 2

1 1 2 5 ( 1) .
2 3 12 2

∞ ∞

= =

∞

=

⎛ ⎞= − ⋅ − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤−= − ⋅ + − + ⋅ ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑

∑
�	
 �����	����


n
n n

n n

n
n

n
n

zf z z
z

z
z
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Разложение справедливо в области 0 1z< <  (т.е. в проколотой 
окрестности точки 0)z = .  

В случае б): в кольце 1 2z< <  второе слагаемое представим в 
виде       

2 1 2 1 .
13 1 3 1z z
z

⋅ = ⋅
− ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Обозначив 1 t
z

= , опять можем применить разложение (8.2)  (так 

как теперь 1 z<  и, следовательно, | | 1t < ): 

2

0 0

1 1 11 ... ...1 11

n n
n

n n
t t t t

t z
z

∞ ∞

= =
= = + + + + + = =

−−
∑ ∑ . 

Следовательно, 
0 1

2 1 2 1 1 2 1
3 1 3 3n n

n nz z z z

∞ ∞

= =
⋅ = ⋅ =

− ∑ ∑ . 

Третье слагаемое в (8.3) представляем так же, как в случае а), 
т.е. 2.z <  Поэтому 

( )
0

5 1 5 1 1 5 1 .
6 2 6 2 12 21

2

n
n

n

z
zz

∞

=

⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅ = − ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠+
∑  

Искомое разложение теперь имеет вид: 

1 0

1 1 2 1 5( ) ( 1)
2 3 12 2

n
n

n
n n

zf z
z z

∞ ∞

= =

⎛ ⎞= − ⋅ + + − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

2 3
0

главная часть правильная часть

1 1 2 1 1 1 5... ... ( 1) .
6 3 12 2

n
n

n
n

z
z z z z

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + + + + + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑
������	�����
 ����	���


 

В случае в) : | | 2z >  (в окрестности бесконечно удаленной точ-
ки). Для того чтобы воспользоваться разложением (8.2), теперь и во 
втором, и в третьем слагаемых представления (8.3) надо в знамена-
теле за скобку вынести множитель z, т.е. 
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0 1

1 1 1 1 1
11 1

n n
n nz z z zz

z

∞ ∞

= =
= = =

− ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ , 

( ) ( )
1

0 0

1 21 1 1 1 1 21 .222 11

nn n
n

n
n nz z z z zz

zz

∞ ∞

+
= =

− ⋅⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅ − =⎜ ⎟+ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠++⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

Искомое разложение в этом случае имеет вид: 
2

2 1
1 0

1 1 1 2 1 5 ( 1) 2( )
( 2) 2 3 6

n n

n n
n n

zf z
z z z z z z

∞ ∞

+
= =

+ − ⋅= = − ⋅ + + =
+ − ∑ ∑  

1 1

1 2

1 1 2 1 5 1 5 ( 1) 2
2 3 6 6

n n

n n
n nz z z z

− −∞ ∞

= =

− ⋅= − ⋅ + + ⋅ + =∑ ∑  

1 1

2

1 2 5 1( 1) 2
3 6

n n
n

nz z

∞
− −

=

⎡ ⎤= + + ⋅ − ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ . 

Пример 8.3 ([3], № 4.4). Функцию  1( )
( )( )

f z
z a z b

=
− −

 

( )0 a b< <  разложить  в  ряд  Лорана  в  окрестности  точек  z = 0, 

z = a, z = ∞ и в кольце |a| < |z| < |b|. 
Решение. Представим функцию в виде суммы элементарных 

дробей: 

( )( ) ( )
1 1 1 1 .

z a z b a b z a z b
⎛ ⎞= −⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠

 

Далее разложение производится как в предыдущих примерах. 

Пример 8.4  ([3], № 4.1). Функцию 1( )
2

f z
z

=
−

 разложить в ряд 

Лорана в окрестности точек 0z =  и z =∞ . 
Решение. В окрестности нуля функция аналитична, поэтому 

единственным образом разлагается в степенной ряд (ряд Тейлора), 
что можно сделать, опять используя формулу (8.2): 

0

1 1 1 1 .
2 2 2 21

2

n

n

z
zz

∞

=

⎛ ⎞= − ⋅ = − ⋅ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠−
∑  



111 

Разложение справедливо при 1
2
z <  или 2.z <   

Поскольку разложение в ряд Лорана тоже единственно, то дан-
ное разложение будет также и лорановским в области 2.z <  (Ряд 
Тейлора и ряд Лорана совпадают.)  

Разложение в точке .z = ∞  Введем 1ζ
z

= :  

1 1 ζ( ) 12 1 2ζ2
ζ

f z
z

= = =
− −−

. 

И эту функцию надо разложить по ζ  в нуле. Обозначив 2ζ t= , 
опять используем представление (8.2): 

( )
0 0

1 1 2ζ
1 2ζ 1

nn

n n
t

t

∞ ∞

= =

= = =
− − ∑ ∑  

Отсюда 
1

1
0 0 0

ζ 1 2=ζ =ζ (2ζ) 2 ζ
1-2ζ 1-2ζ

n
n n n

n
n n n z

∞ ∞ ∞
+

+
= = =

⋅ ⋅ = =∑ ∑ ∑  

Разложение справедливо в области 2 1ζ <  или 2.z >  

Пример 8.5. Для функций ze , sin z , cos z  получить разложение 
в ряд Лорана в окрестности .z = ∞  

Решение. Так как эти функции аналитичны во всех конечных 
точках комплексной плоскости, то лорановское разложение их в 
любой точке будет совпадать с тейлоровским разложением. Поэто-
му напишем известные разложения этих функций в ряд Тейлора в 
точке 0 0 :z =  

0
;

!

n
z

n

ze
n

∞

=
=∑  

( )
( )

2 1

0

1
sin ;

2 1 !

n n

n

z
z

n

+∞

=

−
=

+∑  
( )

( )
2

0

1
cos .

2 !

n n

n

z
z

n

∞

=

−
= ∑  

Разложения эти справедливы во всей комплексной плоскости. 
Поэтому в силу единственности разложения в ряд Лорана это же 
будут и разложения этих функций в ряд Лорана в бесконечности. 
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Пример 8.6. Разложить функцию 
1
ze  в ряд Лорана в нуле. 

Решение. Разложим вначале эту функцию в ряд Лорана в точке 

.z = ∞  Для этого введем 1ζ
z

=  и разложим функцию 
1

ζze e=  по ζ в 

нуле (см. пример 8.5): 
1

ζ

0 0

ζ 1
! !

n
z

n
n n

e e
n n z

∞ ∞

= =

= = =∑ ∑ . 

А поскольку между нулем и бесконечностью данная функция 
всюду аналитична, т.е. окрестности аналитичности в нуле и в бес-
конечности совпадают, то данное разложение будет одновременно 
и разложением в ряд Лорана в нуле. Оно справедливо в области 
0 .z< < ∞  Аналогично получаются разложения в нуле функций 

1sin
z

 и 1cos .
z

 

Пример 8.7 ([3], № 4.6).  Функцию 2 2
1( )

( 1)
f z

z
=

+
  разложить в 

ряд Лорана в окрестности точек z i=  и .z = ∞  
Решение. Разложение в окрестности точки i  должно, по опре-

делению, иметь вид 

( ) ( ) .n
n

n
f z c z i

+∞

=−∞
= −∑  

Попробуем опять путем предварительных преобразований све-
сти задачу к использованию разложения (8.2), которое, напомним, 
имеет вид 

0

1
1

n

n
t

t

∞

=
=

− ∑  

и справедливо при 1t < , из которого легко получается разложение 

функции 
( )2

1
1 t−

 Действительно, так как при 1t <  лорановское 

разложение (8.2) совпадает с разложением тейлоровским, а послед-
нее можно дифференцировать почленно (при этом область сходи-
мости остается той же), то 
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1
2

1 0

1 1 ( 1)
(1 ) 1

∞ ∞
−

= =

′⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑n n

n n
nt n t

t t
.                  (8.4) 

Воспользовавшись этим представлением, запишем 2
1

( 1)z +
 в 

виде 

2

1 1
( )

′⎛ ⎞= −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠z i z i
, 

0

1 1 1 1 ( )( 1)
2 2 2 (2 )1

2

n
n

n
n

z i
z iz i i i i i

i

∞

=

−= ⋅ = −−− + +
∑

 
по формуле (8.2). Следовательно, 

''

2
0

1 1 1 ( 1) ( )
2( ) (2 )

n n

n
n

z i
z i iz i i

∞

=

⎛ ⎞− −⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟++ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

1 1

1
1 0

1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( 1)( )
2 22 (2 )

n n n n

n n n
n n

n z i n z i
i ii i

− +∞ ∞

+
= =

− ⋅ ⋅ − − + −= − = − =
⋅∑ ∑  

2
0

( 1) ( 1)( ) .
(2 )

n n

n
n

n z i
i

∞

+
=

− + −= ∑  

Разложение справедливо при 1,
2

z i
i

− <  т.е. при 2.z i− <   

Далее: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )2 2 2 2 22 0

1 11 1 1
21

n n

n
n

n z i
f z

z i z i z i iz

∞

+
=

− + −
= = = ⋅

− + −+
∑  

или,  если  выделить  отдельно  два  первых  слагаемых (при п = 0 и 
п = 1): 

2

2 2
2

1 ( 1) ( 1)( )( ) ,
4( )4( ) (2 )

n n

n
n

i n z if z
z iz i i

−∞

+
=

− + −= − − +
−− ∑  

 
или, переобозначив под знаком суммы 2 :n n− →  
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( )
( ) ( )

( ) ( )( )1

2 1
0

1 31
4 24

n n

n n
n

n z iif z
z i iz i

+∞

+
=

− + −
= − − +

− ⋅−
∑  

(0 | | 2)< − <z i . 
Разложение в точке .z = ∞  Как требует определение, вводим пе-

ременную  
1ζ
z

= :   
4

22 2 2 2

2

1 1 ζ( ) φ(ζ)
( 1) (1 ζ )1 1

ζ

f z
z

= = = =
+ +⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

и функцию φ(ζ)  разлагаем в точке ζ 0= . Обозначив 2ζ t= −  и вос-
пользовавшись разложением (8.4), получим: 

2
2 2 2

0 0

1 1 ( 1) ( 1)( 1) ζ
(1 ζ ) (1 )

n n n

n n
n t n

t

∞ ∞

= =
= = + = + −

+ − ∑ ∑ . 

Следовательно, 
4

4 4 2
2 2 2 2

0

ζ 1φ(ζ) ζ ζ ( 1)( 1) ζ
(1 ζ ) (1 ζ )

n n

n
n

∞

=

= = = + − =
+ + ∑  

2 4
2 4

0 0

1( 1) ( 1)ζ ( 1) ( 1)n n n
n

n n
n n

z

∞ ∞
+

+
= =

= − + = − +∑ ∑ . 

Разложение справедливо при 1.z >  

Пример 8.8. Разложить функцию 1( ) cos
1

f z
z

=
−

 в ряд Лорана в 

окрестности точки 1.z =  

Решение. Проведя замену 1
1

t
z

=
−

, получим 

1( ) cos cos ( ),
1

f z t t
z

= = = ϕ
−

 

причем ( )tϕ  требуется разложить в точке .t = ∞  Как мы уже знаем 
(см. пример 8.5), разложения cos t  в бесконечности и в нуле совпа-
дают: 

2

2
0 0

( 1) ( 1)cos ( )
(2 )! (2 )!( 1)

n n n

n
n n

tt f z
n n z

∞ ∞

= =

− −= = =
−∑ ∑ . 

Разложение справедливо при t < ∞  или 1 0.z − >  
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Пример 8.9 ([3], № 4.11). Разложить функцию 

( )

2

2
4( ) cos
2

z zf z
z

−=
−

 в ряд Лорана в окрестности точки z = 2. 

Решение. Преобразуем функцию следующим образом: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

22 2

2 2 2 2
2 44 4 4 4 4cos cos cos cos 1

2 2 2 2

zz z z z
z z z z

⎡ ⎤− −− − + − ⎢ ⎥= = = − =
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

 

( ) ( )2 2
4 4cos1 cos sin1 sin .
2 2z z

= ⋅ + ⋅
− −

 

Далее, введя переменную 
( )2

4 ,
2

t
z

=
−

 придем к необходимости 

разлагать функцию по t  в окрестности :t = ∞  

( )
2

2
4( ) cos cos1 cos sin1 sin .
2

z zf z t t
z

−= = ⋅ + ⋅
−

 

Эти разложения известны: 

( )
( )

2

0

1
cos ;

2 !

n n

n

t
t

n

∞

=

− ⋅
= ∑  ( )

( )
2 1

0

1
sin .

2 1 !

n n

n

t
t

n

+∞

=

− ⋅
=

+∑  

Следовательно, 
2 2 1

2 2
0 0

( 1) 4 ( 1) 4( ) cos1 sin1
(2 )! ( 2) (2 1)! ( 2)

n nn n

n n
f z

n z n z

+∞ ∞

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ . 

Оба слагаемых можно объединить под одним знаком суммы, ес-
ли в первой сумме выделить член с п = 0,  а во второй переобозна-
чить 1 :n n→ −  

2 1 2 1

4 4 2
1 1

( 1) 4 ( 1) 4( ) cos1 cos1 sin1
(2 )!( 2) (2 1)!( 2)

n n n n

n n
n n

f z
n z n z

− −∞ ∞

−
= =

− ⋅ − ⋅= + ⋅ + ⋅ =
− − −∑ ∑  

2 1 2 1

4 4 2
1

( 1) 4 cos1 ( 1) 4 sin1cos1
(2 )!( 2) (2 1)!( 2)

n n n n

n n
n n z n z

− −∞

−
=

⎡ ⎤− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅= + +⎢ ⎥− − −⎣ ⎦
∑  

при 0 2 .z< − < ∞   
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Пример 8.10 ([3], № 4.15). Разложить в точках 0 1z =  и 0 = ∞z  
функцию sin

1
z

z−
. 

Решение. В точке z0 = 1 решается аналогично примеру 8.9. По-
лучим 

0

sin 1
2( ) .

!( 1)

∞

=

π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

−∑ n
n

n

f z
n z

 

Для разложения в бесконечности, как всегда, делается замена 
1ζ
z

= . В этом случае  

1
1ζ( ) sin sin sin .11 ζ 11

ζ

= = =
− −−

zf z
z

 

Эту функцию надо разложить в ряд Лорана (Тейлора) в точке 

ζ 0= , что делается по формуле  
( )

0

φ (0)(ζ) ζ .
!

nn
n

n n=
ϕ = ⋅∑  Получим: 

2 2
cos1 sin1 2cos1 6sin1 5cos1sin1 ...

2! 3!
− −− − + + +

z z z
 

Пример 8.11 ([3], № 4.16). Разложить в ряд Лорана в окрестно-
сти точки 0z =  и в кольце π | | 2πz< <  функцию ( ) ctg f z z= . 

Решение. Функция ( )f z  аналитична в концентрических коль-
цах с центром в точке 0 0z =  π | | π( 1).k z k< < +  

а) Разложение в нуле: cosctg 
sin

zz
z

= . Поскольку в окрестности 

нуля sin z z∼ , cos 1z ∼ , то 1 1ctg oz
z z

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Следовательно, лора-

новское разложение ctg z начинается с члена, содержащего z в ми-
нус первой степени, т.е. имеет вид 

3
1 3

cos 1ctg ...
sin

zz a z a z
z z

= = + + +  
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(только нечетные степени, так как ctg z – нечетная функция). Отку-
да 

3
1 3

1cos sin ...z z a z a z
z

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Используем известные разложения cos z и sin z в нуле, а затем 
найдем коэффициенты ai, приравнивая слева и справа коэффициен-
ты при одинаковых степенях z: 

2 4 6 3 5
3

1 3
11

2! 4! 6! 3! 5!
z z z z zz a z a z

z
⎛ ⎞⎛ ⎞− + − + = − + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

… … …  

при 2 :z 1 1
1 1 1 1 1
2! 3! 3! 2! 3

− = − ⇒ = − = −a a , 

при 4 :z 3 1 3 1
1 1 1 1 1 1 1 ,
4! 3! 5! 4! 5! 3! 45

a a a a− = − ⋅ + ⇒ = − + = −  

при 6 :z  

5 3 1 5 3 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2
6 3! 5! 7! 7! 6! 3! 5! 945

a a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⇒ = − + − = −  

и т.д., 
при 2 :nz  

1

2 1 2 3 2 5 1
1 1 1 ( 1) ( 1)( 1) ...

(2 )! 3! 5! (2 1)! (2 1)!

n n
n

n n na a a a
n n n

−

− − −
− −− ⋅ = − ⋅ + ⋅ + + +

− +
. 

Обычно эти коэффициенты записывают с помощью чисел Бер-

нулли :nB
2

2 1
2
(2 )!− =

n
n

n
Ba

n
. Разложение справедливо при 0 | | π.z< <  

б) Разложение в кольце π | | 2πz< <    ctg n
n

n
z c z

+∞

=−∞

= ∑ . Коэффи-

циенты nc  вычислим по формуле: 

1 1

1 ( ) 1 ctg 
2π 2πn n n

f z dz zc dz
i z i z+ +

γ γ

= =∫ ∫v v . 

Контур γ  охватывает точку 0 и проходит внутри заданного 
кольца. При этом внутри контура находятся три точки, в которых 
подынтегральная функция не аналитична: –π; 0 ; π. Из теоремы 
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Коши для составного контура (окружим эти точки контурами мало-
го радиуса 1γ , 2γ , 3γ ) следует, что 

1 2 3

1
γ γ γ γ

ctg .n
z dz

z + = + +∫ ∫ ∫ ∫v v v v  

Интеграл по контуру 2γ , охватывающему точку 0 , есть не что 
иное, как коэффициент ап разложения ctgz в нуле, вычисленный 
выше: а–1 = +1, а–п = 0 (n = 2,3,...); а2k = 0 (k = 0,1,2,...), 

( )2
2 1 2

1( 1) 2 1,2...
(2 )!

k k
k ka B k

k− = − ⋅ ⋅ ⋅ = .  

Вычислим интегралы по контурам 1γ  (охватывает точку –π) и 

3γ  (охватывает точку π), используя интегральную формулу Коши 

0
0γ

1 ( )( )
2π

f z dzf z
i z z

=
−∫v , 

где f(z) аналитична внутри γ. Для этого под интегралом умножим и 
разделим подынтегральную функцию на z + π (для γ1) и на z – π  
(для 3γ ): 

1 1

1
γ γ

ctg ( π)
( π)n

z z dz
z z+

⋅ +=
+∫ ∫v v  

Доопределим функцию ctg ( π)z z⋅ +  в точке z = – π ее пределом 
в точке  –π, т.е. единицей. Тогда по формуле Коши  

1

1
γ

1 ( ) 1( π)
2π π ( π)n

f z dz f
i z += − =

+ −∫v . 

Аналогично      

3

1 1

1 ctg ( π) 1
2π ( π) πn n

z z dz
i z z+ +

γ

⋅ − =
⋅ −∫v . 

Отсюда видно, что при четных п эти два слагаемых уничтожа-
ются. Остаются только нечетные п, т.е. 

2 1 2 2
2

πk kc + += ,   2, 3,...k = − −  

2 1 2 12 2
2

πk kkc a+ ++= + ,   1,0,1,2,...k = −  
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где 2 1ka +  – коэффициенты разложения ctgz в нуле, полученные вы-
ше. Окончательно имеем  

2 2
2 1

2 12 1 2 2
2 0

3 π 2ctg 2
π

k
k

kk k
k k

z a z
z z

−∞ ∞
+

+− +
= =

⎡ ⎤= + ⋅ + + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

или, переобозначив индекс суммирования в первой сумме k → k + 1, 
а во второй k → k – 1, получим 

2 2
2 12

2 1 2
1 1

3 π 2 ( 1) 2ctg 2 .
π (2 )!

k k k
kk

k k
k k

Bz z
z z k

∞ ∞
−

+
= =

⎡ ⎤−= + ⋅ + + ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑  

Разложение справедливо в кольце π < |z| < 2π. 
Пример 8.12 ([3], № 4.19).  Выяснить, допускают ли указанные 

функции разложение в ряд Лорана в окрестности данной точки:     
11) cos , 0z
z

= ;       12) cos , z
z

= ∞ ;       4) ctg ,z z = ∞ ; 

 
2

6) , 0;1sin

z z

z

=     7) ,
sin 3

z z
z

= ∞
−

.     

Решение. В соответствии с теоремой Лорана в ряд Лорана в ок-
рестности некоторой точки может быть разложена функция, анали-
тическая всюду в этой окрестности, за исключением, может быть, 
самой этой точки. Следовательно, во всех указанных случаях нам 
надлежит проверить, существует ли вокруг данной точки окрест-
ность, в которой функция аналитична. 

1) Функция cos z аналитична во всей комплексной плоскости. 
Поэтому функция 1cos

z
 аналитична также во всей комплексной 

плоскости, кроме точки z = 0. Поэтому существует проколотая ок-
рестность точки z = 0 (т.е. окрестность за вычетом самой точки z = 
0), в которой функция аналитична и, следовательно, допускает раз-
ложение в ряд Лорана.  Ответ: да. 

2) Эта же функция, но z = ∞. Ответ: да, ввиду аналитичности 
функции в окрестности z = ∞. 

4) сtgz, z = ∞. cosctg .
sin

zz
z

=  Знаменатель обращается в нуль в 

точках πz k=  (k = 0, ±1, ±2,...). Следовательно, при достаточно 
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большом k точки kπ, где функция не аналитична, попадают в лю-
бую окрестность бесконечности. Поэтому не существует такой ок-
рестности точки z = ∞, в которой функция ctg z была бы аналитиче-
ской. Ответ: нет, не допускает. 

2
6) , 0.1sin

z z

z

=  Выясним, в каких точках знаменатель обраща-

ется в нуль: 1 1sin 0 πk
z z

= ⇒ = , 1
π

z
k

=  ( )1, 2 .k = ± ± …  

В этих точках функция не аналитична, и при k → ∞  эти точки 
попадают в любую окрестность точки z = 0. Поэтому вокруг точки 
z = 0  нет окрестности аналитичности рассматриваемой функции и, 
следовательно,  разложить  в  ряд  Лорана  эту функцию в точке z = 0 
нельзя. 

7) ,
sin 3

z z
z

= ∞
−

. Опять выясним, в каких точках знаменатель 

обращается в нуль: sin 3 0,sin 3.z z− = =  (Обратим внимание, что 
для комплексных z  синус может равняться любому числу, в част-
ности, и большему единицы, например, 3). Запишем sin z  по фор-
муле Эйлера:          

sin 3 6 0.
2

iz iz
iz ize ez e e i

i

−
−−= = ⇒ − − =  

Умножим это уравнение на ize :    2 6 1 0iz ize ie− − = . Поучилось 

квадратное уравнение относительно ize . Решаем его:  

( )3 8 3 2 2 .ize i i= + − = ±  

Отсюда   
Ln (3 2 2)iz i⎡ ⎤= ±⎣ ⎦        или       Ln (3 2 2)z i i⎡ ⎤= − ±⎣ ⎦ . 

Известно, что  
Ln ln | | φ 2 πz z i i k= + + ( 0, 1, 2...)k = ± ± , 

где φ – аргумент числа z, т.е. в нашем случае 
π πln(3 2 2) 2 π 2 π ln(3 2 2)
2 2

z i i i k k i⎡ ⎤= − ± + + = + − ±⎢ ⎥⎣ ⎦
, 
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откуда видно, что эти точки неаналитичности рассматриваемой 
функции при k → ∞ попадают в любую окрестность точки z = ∞   и, 
следовательно, не существует окрестности аналитичности этой точ-
ки, поэтому функция в ряд Лорана в ней разложена быть не может. 

Пример 8.13 ([3], № 4.20). Выяснить, имеют ли указанные мно-
гозначные функции однозначные ветви, допускающие разложение 
в ряд Лорана (в частности, в ряд Тейлора) в окрестности данной 
точки:  

1) z , 0z = ;     2) ( 1)z z − , z = ∞ ;      3)
( 1)( 2)

z
z z− −

, z = ∞ ;   

4) 3 ( 1)( 2)( 3)z z z− − − , z = ∞ ;             5) 24 ( 1)z z − , z = ∞ ;   

6) 1 z+ , 1z = ;    7) 1 z+ , 0z = ;     8) 2 1z z+ − , z = ∞ ;   

9) 2 1z z+ − , 1z = ;                           10) 31
1

z
z

+
+

, z = ∞ ;  

 11) Ln [( 1)( 2)]z z− − , z = ∞ ;            12) ( α)( β)Ln 
( γ)( δ)
z z
z z

− −
− −

, z = ∞ ;  

13) Arcsin z , 0z = ;       14) Arctg(1 )z+ , 0z = ;    
15) Arsh( )i z+ , 0z = ;  

16) π Arcsin
2

z− , 1z = ;                17) π Arcsin
4

z− , 2
2

z = . 

Решение. 
1) ( ) =f z z , z = 0. Функция в окрестности точки z = 0  не имеет 

однозначных ветвей, допускающих разложение в ряд Лорана в ок-
рестности этой точки, так как точка z = 0 является точкой ветвле-

ния функции. По определению корня 
φ 2π

2ρ
ki

z e
+

=  ( 0,1)k = . При 
обходе точкой z начала координат и возвращении в исходную точ-
ку аргумент φ приобретает приращение 2π, значение функции пе-
реходит с одной ветви на другую и, следовательно, ветви много-
значной функции в окрестности точки z = 0 не разделяются, а по-
этому не могут быть разложены в ряд Лорана. 
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2) ( ) ( 1)f z z z= − , z = ∞. В окрестности точки z = ∞ ветви раз-
деляются,  и  каждая может быть разложена в ряд  Лорана,  так  как 
z = ∞  не является точкой ветвления данной функции.  Действи-
тельно, пусть φρ iz e= , 1φ

11 ρ iz e− = ; по определению корня 
1φ+φ 2π
2

1( 1) ρρ
ki

z z e
+

− =  (k = 0, 1). При обходе точки z = ∞ по ок-
ружности достаточно большого радиуса аргументы φ и φ1 приобре-
тают приращение каждый –2π, аргумент самой функции приобре-

тает приращение 4π 2π
2

− = − , т.е. функция не меняется. 

3) ( )
( 1)( 2)

zf z
z z

=
− −

, z = ∞. Ветвей, допускающих разложе-

ние в ряд Лорана, нет, так как точка z = ∞ является точкой ветвле-
ния:  если φρ iz e= , 1φ

11 ρ iz e− = , 2φ
22 ρ iz e− = , то  
1 2φ φ φ +2π

2

1 2

ρ
( 1)( 2) ρ ρ

kiz e
z z

− −

=
− −

 (k = 0, 1). 

При обходе бесконечности аргументы φ, φ1, φ2 приобретают 
приращение –2π каждый. В результате аргумент функции приобре-

тает приращение 1 2φ φ φ 2π 2π 2π π
2 2

− − − + += = , т.е. происходит 

переход с одной ветви на другую. 
4) 3( ) ( 1)( 2)( 3)f z z z z= − − − , z = ∞. Так как z = ∞ не является 

точкой ветвления, то функция в окрестности точки z = ∞ разделя-
ется на три ветви – однозначные аналитические функции, допус-
кающие разложение в ряд Лорана. 

5) 24( ) ( 1)f z z z= − , z = ∞. Нет разделяющихся ветвей, так как z 
= ∞ – точка ветвления. 

6) ( ) 1f z z= + , z = 1. Внутренний корень z  в точке z = 1 
может принимать два значения  1 или –1. Для той ветви внутренне-
го корня, для которой 1 1= , точки z = 1 не является точкой ветв-
ления внешнего корня, а следовательно, и всей функции ( )f z . По-
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этому эта ветвь допускает разложение в ряд Лорана обеих ветвей 
внешнего корня в окрестности точки z = 1. 

7) ( ) 1f z z= + , z = 0. Для внутреннего корня z  точка z = 0 
является точкой ветвления и, следовательно, точкой ветвления 
функции ( )f z . Поэтому разделение ветвей невозможно и разложе-
ние в ряд Лорана невозможно. 

8) 2( ) 1f z z z= + − , z = ∞. Точка z = ∞ не является точкой 

ветвления внутреннего корня 2 1z − , но является точкой ветвле-
ния для внешнего корня. Поэтому разделение ветвей и разложение 
в ряд Лорана невозможно. 

9)  2( ) 1f z z z= + − , z = 1. Точка z = 1 является точкой ветв-
ления для внутреннего корня, а так же точкой ветвления самой 
функции ( )f z . Поэтому разделение ветвей и разложение в ряд Ло-
рана невозможно. 

10) 3( ) 1
1

zf z
z

= +
+

, z = ∞. Точка z = ∞ не является точкой 

ветвления внутреннего корня и всей функции ( )f z  в целом. По-
этому разделение на 6 одозначных аналитических функций в окре-
стности точки z = ∞ возможно, а следовательно, возможно и их 
разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки; 

11) ( ) Ln [( 1)( 2)]f z z z= − − , z = ∞. Точка z = ∞ является точкой 
ветвления функции ( )f z ; поэтому выделение ветвей, допускаю-
щих разложение в ряд Лорана в окрестности этой точки невозмож-
но. Действительно, пусть 1φ

11 ρ iz e− = , 2φ
22 ρ iz e− = . Тогда 

1 2 1 2( ) lnρ lnρ φ φ 2πf z i i i k= + + + +  ( 0, 1, 2,...)k = ± ± . При обходе 
точкой z бесконечно удаленной точки  аргументы φ1  и φ2 приобре-
тают приращение –2π каждый, вся функция приобретает прираще-
ние аргумента –4π и, следовательно, значение функции переходит с 
ее ветви с номером k, на ветвь с номером k – 2. 

12) 
( α)( β)( ) Ln 
( γ)( δ)
z zf z
z z

− −=
− −

, z = ∞. Разделение функции на одно-

значные аналитические ветви возможно, так как точка z = ∞ не яв-
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ляется точкой ветвления. Каждая ветвь допускает разложение в ряд 
Лорана. 

13) ( ) Arc sinf z z= , z = 0. Так как 2Arcsin Ln ( 1),z i i z z= − + −  
то точка z = 0 является точкой ветвления этой функции, разделение 
ветвей и разложение в ряд Лорана невозможно. 

14) ( ) Arctg(1 )f z z= + , z = 0. Все ветви допускают разложение в 
ряд Лорана в окрестности точки z = 0, так как эта точка не является 
точкой ветвления функции. 

15) ( ) Arsh( )f z i z= + , z = 0. Разделение ветвей и разложение их 
в ряд Лорана возможно, так как точка z = 0 не является точкой 
ветвления. 

16) π( ) Arcsin
2

f z z= − , z = 1. Допускают разложение в ряд 

Лорана все ветви, кроме тех, для которых πArcsin1
2

= , так как для 

ветви внутренней функции Arcsinz, для которой πArcsin1
2

= , точка 

z = 1 является точкой ветвления корня. 

17) π( ) Arcsin
4

f z z= − , 2
2

z = . Разделение ветвей и разложе-

ние их в ряд Лорана возможно для всех ветвей функции ( )f z , 

кроме тех, для которых 2 πArcsin
2 4

= .  

 
 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
8.1 ([3], № 4.3);  8.2;  8.4 ([3], № 4.1);  8.5;  8.6;  8.7 ([3], № 4.6); 
8.8;  8.12 ([3], № 4.19 (1, 2, 4, 6, 7));  8.13 ([3], № 4.20 (1,2,3)). 
Резерв:  
8.9 ([3], № 4.11); 8.10 ([3], № 4.15); 8.11 ([3], № 4.16);  
8.13 ([3], № 4.20 (6–17)). 
Для самостоятельной работы дома:  
8.3 ([3], №4.4);  [3], № 4.2, 4.9, 4.10, 4.12, 4.19 (3, 5), 4.20 (4, 5).   
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9. ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ 
ОДНОЗНАЧНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 
В названии темы мы хотим указать, что, в частности, точки 

ветвления многозначных функций рассматриваться не будут. Изо-
лированные особые точки аналитических функций делятся на три 
типа (табл. 9.1) в зависимости от существования и характера пре-
дела в них, либо по виду ряда Лорана функции в окрестности этой 
точки (такое разложение всегда возможно, так как ввиду изолиро-
ванности особой точки у нее, по определению, существует проко-
лотая окрестность аналитичности). 

 
Таблица 9.1 

 
Тип особой точки Наличие предела Вид ряда Лорана 

Устранимая  
особая точка 

Существует конеч-
ный предел 

Ряд Лорана имеет 
только правильную 
часть 

Полюс Существует беско-
нечный предел 

В главной части ко-
нечное число членов 

Существенно 
 особая точка 

Нет предела, ни 
конечного, ни бес-
конечного 

Главная часть ряда 
Лорана содержит бес-
конечное число чле-
нов 

 
Замечания. 
1. Данная классификация применима как к конечным точкам ком-

плексной плоскости, так и к точке z = ∞. Напомним только, что в случае 
разложения функции в ряд Лорана в окрестности конечной точки главной 
частью называется совокупность членов ряда с отрицательными степеня-
ми величины z – z0, а правильной – с неотрицательными. В случае же бес-
конечно удаленной точки главная часть – это члены с положительными 
степенями z, а правильная – с неположительными. 

2. Особая точка типа "полюс" характеризуется еще и порядком полю-
са. Порядок полюса равен наибольшему по модулю показателю степени z 
или z – z0 среди членов главной части (см. пример 8.2):        

2 1( )
( 1)( 2)

zf z
z z z

+=
− +

. 



126 

Разложение в ряд Лорана имеет вид (в точке z0 = 0): 

0
главнаячасть

1 1 2 5 ( 1)( ) .
2 3 12 2

n
n

n
n

f z z
z

∞

=

⎡ ⎤−− ⋅ + − + ⋅ ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑
�	


 

Главная часть содержит один член. Причем показатель степени 

этого члена 1
z

 равен 1. Поэтому точка z = 0 для указанной функции 

является полюсом первого порядка. По этим же соображениям для 
функции 2( )f z z=  точка z = ∞ является полюсом второго порядка. 
Если функция ( )f z  представима в виде отношения 

( )0

( )( ) ,k
zf z

z z
ϕ=
−

 где ( )φ z  в точке 0z  не обращается ни в нуль, ни в 

бесконечность, то точка 0z  является для функции ( )f z  полюсом k-
го порядка, т.е. в этом случае можно для определения порядка по-
люса и не прибегать к разложению функции в ряд Лорана. 

Рассмотрим примеры, в которых требуется найти особые точки 
заданных функций и определить их характер. 

Пример 9.1 ([3], № 4.23).   

3
1( ) .f z

z z
=

−
 

Решение. Функцию представим в виде ( )( )
1( )

1 1
f z

z z z
=

− +
, от-

куда, в соответствии с замечанием, сделанным выше, можно сде-
лать вывод, что точки 0,  1z =  и 1−  являются каждая полюсом пер-
вого порядка. 

Пример 9.2 ([3], № 4.25).  

( )

5

2( ) .
1

zf z
z

=
−

 

Решение. Точка 1z =  – полюс второго порядка. В этом приме-
ре, однако, и бесконечно удаленная точка является особой. Так как 

предел  
( )

5

2lim ,
1z

z
z→∞

= ∞
−

  то это полюс. Отметим, что если функция 



127 

может быть представлена при z → ∞  в виде  ( ) ( ),nf z z z= ϕ  
lim ( ) 0,

z
z a

→∞
ϕ = ≠  то ∞ – полюс п-го порядка. В нашем случае        

( )

5
3

2( ) ( ),
1

zf z z z
z

= = ϕ
−

 

где 
( )

2

2( )
1

zz
z

ϕ =
−

 и lim ( ) 1.
z

z
→∞

ϕ =  Поэтому на бесконечности мы 

имеем полюс третьего порядка. 
Пример 9.3.  Доказать что функции ze  и −ze  в качестве особой 

точки имеют только .z = ∞  
Решение. Это – существенно особая точка, в чем можно убе-

диться, пользуясь обоими критериями: пределом в этой точке и 
разложением в ряд Лорана. Действительно, например, функция 

( ) zf z e=  не имеет при z → ∞  ни конечного, ни бесконечного пре-
делов, так как если находить этот предел вдоль действительной оси 
( )z x=  при ,x → +∞  то ( ) ,f z → +∞  если же ,x → −∞  то 

( ) 0.f z →  Уже это доказывает отсутствие предела при ,z → ∞  так 
как по определению предел не должен зависеть от направления 
подхода.  

Для наглядности можно рассмотреть и наличие предела, когда 
z → ∞  вдоль мнимой оси, где .z iy=  Тогда cos sinz iye e y i y= = +  
(формула Эйлера)  и  при y → ∞  ни cos y , ни sin y  не имеют пре-
дела. 

Все это дословно относится и к функции −ze . Знак минус перед 
z  не влияет на вывод об отсутствии предела. Распространенная 

ошибка: ze−  записывают как 
1
ze

 и ошибочно полагают, что при 

z → ∞  функция 
1 0ze

→ .   Обратим внимание, что ряд Лорана 

функции ze  в бесконечности имеет вид 
0

,
!

n
z

n

ze
n

∞

=
= ∑   т.е. главная 
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часть содержит бесконечно много членов. Из приведенных рассуж-
дений сразу же вытекает, что в примере № 4.27 из [3], где 

2( ) ,
1

zef z
z

=
+

 наличие в знаменателе выражения 21 z+  не влияет на 

вывод о характере особенности в точке .z = ∞  Это – опять сущест-
венно особая точка, так как если z → ∞  по действительной оси 

( )z x= , то  2( )
1

xef z
x

= → +∞
+

   при x → +∞  и 2( ) 0
1

xef z
x

= →
+

   

при ,x → −∞  т.е. предела нет. 
Кроме ,z = ∞  здесь есть еще две особые точки, которые найдем, 

приравняв знаменатель нулю: 21 0z+ =  или 2
1,21, ,z z i= − = ±  т.е. 

( )( )21 z z i z i+ = − +  и функция может быть записана в виде  

( )( )( ) .
zef z

z i z i
=

+ −
 

Каждый множитель в знаменателе стоит в первой степени. По-
этому точка z i=  – полюс первого порядка и точка z i= −  - также 
полюс первого порядка. Аналогично в примере № 4.28 из [3] функ-

ция  
2 1( ) += z

zf z
e

  имеет только одну особую точку: z =∞ – это су-

щественно особая точка. 

Пример 9.4 ([3] № 4.30).   
1 1( ) .

1zf z
ze

= −
−

 

Решение. Функция представляет собой сумму двух слагаемых, 
из которых второе имеет только одну особую точку z = 0 – это по-
люс первого порядка, но и первое слагаемое в точке z = 0 имеет 
полюс первого порядка (так как 

0
1 ~z
z

e z
→

− ). Так как эти слагаемые 

вычитаются друг из друга, то мы имеем в точке z = 0 неопределен-
ность типа " "∞ − ∞ , которую раскроем по правилу Лопиталя: 

( )
1 1 1( ) ;

1 1

z

z z
z ef z

ze e z
− += − =

− − ⋅
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( )
( )

'

'0 0

1
lim ( ) lim

1

z

z z z

z e
f z

e z→ →

− +
= =

⎡ ⎤−⎣ ⎦

 

=
( )

( )

'

'0 0 0

11 1lim lim lim
21 1

zz z

z z z z zz z zz z

ee e
e ze e e zee ze→ → →

−− −= = = −
+ − + ++ −

. 

Таким образом, у функции ( )f z  в точке 0z =  имеется конеч-

ный предел, равный 1
2

− . Следовательно, это устранимая особая 

точка.  
У функции имеются и другие особые точки, которые найдем, 

приравняв нулю знаменатель в первом слагаемом: 1 0ze − =  или 
1ze = , откуда Ln1 ln1 0 2 π 2 πz i i k k i= = + ⋅ + =  ( 1, 2...)k = ± ±  (ис-

пользуем здесь формулу для логарифма Ln ln | | φ 2 πz z i k i= + + ). 
Так как функция в этих точках обращается в бесконечность, то это 
полюсы. Для определения их порядка воспользуемся легко доказы-

ваемым утверждением: если 
φ( )( )
ψ( )

zf z
z

= , где φ( )z  аналитична в 

окрестности точки 0z и 0φ( ) 0z ≠ , а ψ( )z  имеет в точке 0z  нуль n-
го порядка, то ( )f z  имеет в точке 0z  полюс n-го порядка. 

Так как функция ψ( ) 1zz e= − , стоящая в знаменателе, в точках 
2 πz k i=  имеет первую производную, отличную от нуля 

2 π(ψ ' 1)k ie= = , то это является показателем того, что в этих точках 
она имеет нуль первого порядка.  

Итак, для функции 1 1( )
1zf z

ze
= −

−
 полюсами первого порядка 

являются точки 2 πz k i=  ( 1, 2...k = ± ± ). Наличие слагаемого 1
z

−  не 

влияет на характер особых точек, так как в них 1
z

 особенности не 

имеет. 
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Обратим внимание на то, что эти полюсы первого порядка при 
k → ∞  попадают в любую окрестность точки z =∞ . Поэтому по-
следняя не является изолированной особой точкой (это точка нако-
пления полюсов). 

Пример 9.5 ([3], № 4.34).   
( ) thf z z= . 

Решение. Представим ( )f z  в виде shth
ch

zz
z

= . Знаменатель об-

ращается в нуль в точках π (2 1)
2

z k i= +  ( 0, 1, 2...)k = ± ± . Производ-

ная знаменателя в этих точках отлична от нуля, т.е. эти точки яв-
ляются для знаменателя нулями первого порядка, а следовательно, 
для функции ( )f z – полюсами первого порядка. Так как эти полю-
сы при k → ∞  попадают в любую окрестность точки z =∞ , то по-
следняя не является изолированной особой точкой (точка накопле-
ния полюсов). 

Пример 9.6 ([3], № 4.35).   

2
1

( ) zf z e
−

= . 
Решение. Экспонента в конечной части плоскости не имеет осо-

бых точек, а у функции 2
1
z

−  имеет особенность только в точке 

0z = . Поэтому cложная функция 2
1
ze

−
 должна быть проверена на 

наличие особенности только в точках 0z =  и z =∞ . В точке 0z =  
показатель экспоненты обращается в бесконечность, а в этом слу-
чае, как мы видели (см. пример 9.3), экспонента не имеет предела 
ни конечного, ни бесконечного. Следовательно, для функции 

2
1

( ) zf z e
−

=  точка 0z =  является существенно особой точкой. При 

z → ∞   2
1 0
z

→  и 2
1

1ze
−

→ , т.е. точка z =∞  является устранимой 

особой точкой. 
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Пример 9.7 ([3], № 4.36).  
1

( ) zf z ze= . 
Решение. Особые точки: 0z =  и z =∞ . Точка 0z =  – сущест-

венно особая, так как при 0z →  у функции нет предела (при z x=  
1
xxe → +∞ , при 0 0x → +  и 

1
xxe → −∞  при 0 0x → − ). Это можно 

установить и по виду ряда Лорана в точке 0 0z = : 

N
правильная0
     часть главная часть

1 1( ) 1 ...
2! n

n
f z z z

zn z

∞

=
= = + + +∑

�	

 , 

в котором главная часть содержит бесконечно много членов, что по 
определению и является признаком существенно особой точки. 

Исследуем точку z = ∞. Предел сомножителя 
1
ze  равен 1, т.е. 

( ) ( )f z z z= ϕ , где ( ) 1
z

z
→∞

ϕ → . Следовательно (см. пример 9.2), это – 

полюс первого порядка. Этот вывод можно сделать, и рассматривая 

ряд Лорана в бесконечности. Так как у функции 
1

( ) zf z ze=  между 
нулем и бесконечностью никаких особых точек нет, т.е. окрест-
ность бесконечности совпадает с окрестностью нуля, и поэтому 
разложение в ряд Лорана в бесконечности имеет тот же вид, что и в 
нуле, т.е. 

N
главная0
  часть правильная часть

1 1( )        1 ...
2! n

n
f z z z

zn z

∞

=
= = + + +∑

��	�

 , 

но правильная часть и главная поменялись местами, причем теперь 
главная часть содержит один член – z в первой степени. 

Пример 9.8 ([3], № 4.44).  

2
ctg( ) zf z
z

= . 

Решение. Так как 2 2
ctg cos( )

sin
z zf z

z z z
= = , то особые точки πz k=  

( 0, 1, 2...k = ± ± ).  
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Рассмотрим отдельно точку 0z = . Так как 
0

sin ~
z
z z

→
, то знамена-

тель имеет в этой точке нуль третьего порядка (числитель равен 1). 
Следовательно,  для функции ( )f z  точка 0z =  является полюсом 
третьего порядка. Остальные точки πz k=  ( 1, 2...k = ± ± ) – полюсы 

первого порядка, так как первая производная функции 2 sinz z , 
стоящей в знаменателе, в этих точках отлична от нуля. Точка z =∞  
не является изолированной особой точкой (точка накопления по-
люсов). 

Пример 9.9 ([3], № 4.47).  
1 1( ) α αsin sinα 2sin cos

2 2

f z z zz
= = − +−

. 

Решение. Знаменатель обращается в нуль в точках 2π αz k= +  

(так как α π
2

z k− = , 0, 1, 2...k = ± ±  ) и в точках π(2 1) αz k= + −  (так 

как α π (2 1)
2 2

z k+ = + , 0, 1, 2...k = ± ± ).  В этих точках производная 

знаменателя ( cos z ) не обращается в нуль при условии, что 
π2 π α π
2

k n+ ≠ + , т.е. πα π ( 2 )
2

m

n k≠ + +��	�
  ( 0, 1, 2...)m = ± ± . То же усло-

вие на "α " получается и для точек π(2 1) αz k= + − , так как 
π ππ(2 1) α π α π(2 1 )
2 2

k n k n+ − ≠ + ⇒ ≠ + − − = π π
2

m+ . 

При этом условии все эти точки являются полюсами первого 

порядка. Если же πα π
2

m= + , то первая производная в указанных 

точках обращается в нуль, но не обращается в нуль вторая произ-
водная, что означает наличие в этих точках для знаменателя нуля 

второго порядка, а для самой функции 1( )
sin sinα

f z
z

=
−

 – полюса 

второго порядка. Точка z =∞  – предельная для полюсов. 
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Пример 9.10 ([3], № 4.49).  
1( ) sin

1
f z

z
=

−
. 

Решение. Функция sin z  в конечной части плоскости не имеет 
особенности, а на бесконечности имеет существенно особую точку. 

Поэтому для функции 1sin
1 z−

 точка 1z =  является существенно 

особой (при 1→z  1
1

→ ∞
− z

). При z → ∞  1 0
1 z

→
−

 и  

1sin 0
1 z

→
−

, т.е. на бесконечности у функции 1sin
1 z−

, конечный 

предел – устранимая особенность (иногда бесконечно удаленную 
точку в этом случае называют правильной точкой). 

Пример 9.11 ([3], № 4.50).  
7

2 2
( ) 1( 4) cos

2

zf z
z

z

=
−

−

. 

Решение. Найдем особые точки, приравняв нулю знаменатель 
2 2 1( 4) cos 0

2
z

z
− =

−
. Особые точки 2z = ± , а также из условия 

1cos 0
2z

=
−

 получим 1 π π
2 2

k
z

= +
−

 ( 0, 1, 2...k = ± ± ) или 

1 2π π
2

kz
k

= +
+

. Производная 1cos
2z −

 в этих точках в нуль не об-

ращается, поэтому точки kz  являются полюсами первого порядка. 
При k → ∞  эти точки попадают в как угодно малую окрестность 
точки 2z = . Поэтому последняя не является изолированной особой 
точкой (точка накопления полюсов). Точка 2z = −  является полю-
сом второго порядка, так как функция ( )f z  имеет вид 

2
φ( )( )

( 2)
zf z

z
=

+
, где 

7

2
φ( ) 1( 2) cos

2

zz
z

z

=
−

−

 – аналитическая в точ-

ке 2z = −  функция и ( 2) 0ϕ − ≠ .  
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Остается рассмотреть точку z =∞ . Функция ( )f z  представима 

в виде 3( ) φ( )f z z z= , где 
4

2 2
φ( ) 1( 4) cos

2

zz
z

z

=
−

−

, φ( ) 1z →   при 

z → ∞ . Отсюда следует, что z =∞  – это полюс третьего порядка. 
Пример 9.12 ([3], № 4.51).  

1( ) ctgf z
z

= . 

Решение. Приравняем нулю знаменатель: 1 1sin 0 πk
z z

= ⇒ =  

( 1, 2...)= ± ±k   или 1
πkz

k
=  – полюсы первого порядка. При k → ∞  

эти полюсы попадают в как угодно малую окрестность точки 0z = . 
Поэтому эта точка не является изолированной особой точкой (точ-
ка накопления полюсов). Исследуем точку z =∞ . При z →∞  

1 1sin ~
z z

. Поэтому ( )f z  может быть представлена в виде 

( ) φ( )f z z z= ⋅ , где 

1cos
φ( ) 11sin

zz
z

z

= →  при z → ∞ . Следовательно, 

z = ∞  – полюс первого порядка. 
 

Пример 9.13 ([3], № 4.53).     

2
1 1( ) sinf z
z z

= + . 

Решение. Функция представляет собой сумму двух функций, из 
которых первая имеет одну особую точку 0z =  (существенно осо-

бая точка), и вторая 2
1
z

 имеет одну особую точку 0z =  (полюс 

второго порядка). Следовательно, для функции f (z)  точка 0z =  
является существенно особой точкой (так как если одно слагаемое 
не имеет предела, а второе имеет любой предел, в том числе беско-
нечный, то сумма не имеет предела). Аналогичный результат полу-
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чим, используя критерий ряда Лорана: так как ряд Лорана функции 
1sin
z

 в главной части содержит бесконечное число членов, а 2
1
z

 – 

конечное – всего один, то сумма содержит бесконечное число чле-
нов). Бесконечно удаленная точка для функции f (z) является пра-
вильной (устранимой особой точкой), так как lim ( ) 0.

z
f z

→∞
=  

Пример 9.14 ([3], № 4.55).
  
 

1ctg
( ) zf z e= .

 
Решение. Функция ze  аналитична во всех точках комплексной 

плоскости, а функция 1ctg
z

 (см. пример 9.12) имеет полюсы перво-

го порядка в точках 1
πkz

k
=  ( 1, 2...k = ± ± ). Поэтому сложная функ-

ция 
1ctg

( ) zf z e=  имеет особенность в этих точках, но для нее – это 
существенно особые точки, так как, как мы это уже видели ранее 
(см. пример 9.3), когда показатель экспоненты стремится к беско-
нечности, то сама экспонента не имеет предела ни конечного, ни 

бесконечного. При k → ∞  точки 1
πkz

k
=  попадают в сколь угодно 

малую окрестность точки 0z = . Поэтому последняя не является 
изолированной особой точкой (предельная для существенно осо-
бых точек). Точка z =∞ , как было установлено выше, является по-

люсом для 1ctg
z

, т.е. показатель экспоненты в этой точке обраща-

ется в бесконечность. Следовательно, для функции 
1ctg

( ) zf z e=  
точка z =∞  является существенно особой. 

Пример 9.15 ([3], № 4.57).   1( ) sin 1sin
f z

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Решение. ( )f z  – сложная функция, в которой внешняя функция 
sin z  аналитична во всех точках комплексной плоскости. Поэтому 

особые точки будут определяться внутренней функцией 1
1sin
z

, 

особенности которой совпадают с особенностями функции 1ctg
z

, 

рассмотренной в примере 9.12. Т.е. у функции 1
1sin
z

 особые точки 

1
πkz

k
=

 
 ( 1, 2...k = ± ± ) – полюсы первого порядка, в этих точках 

функция 1
1sin
z

 обращается в бесконечность. Отсюда следует от-

сутствие предела для исходной функции 1( ) sin 1sin
f z

z

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, так как 

для sin z  справедливы те же рассуждения, что и для экспоненты об 
отсутствии предела, когда выражение под знаком синуса обраща-
ется в бесконечность (достаточно представить синус по формуле 

Эйлера через разность экспонент: sin
2

iz ize ez
i

−−= ). Следовательно, 

для функции ( )f z  точки 1
πkz

k
=  являются существенно особыми 

точками, а точка 0z =  – точка накопления существенно особых 
точек.  

Осталось исследовать z =∞ . Так как при z → ∞   1 1sin ~
z z

, то 

1( ) sin ~ sin1sin z
f z z

z
→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, а для sin z  точка z =∞  является сущест-
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венно особой. Следовательно, она является таковой и для функции 
( )f z . Окончательный получаем: 1 ,

π
z

k
=

 
( 1, 2...k = ± ± ) – сущест-

венно особые точки; 0z =  – точка, предельная для существенно 
особых точек, z =∞  – существенно особая точка. 

Пример 9.16 ([3], № 4.59–4.68).  Исследовать поведение каждой 
из однозначных ветвей заданной многозначной функции в указан-
ных точках (определить, является ли точка правильной для соот-
ветствующей ветви или особой, в последнем случае указать харак-
тер особенности). 

Решение.  

№ 4.59. ( )
1 3

zf z
z

=
+ −

, z = 4. Домножим числитель и знамена-

тель на 1 3z− − : (1 3)( )
4

z zf z
z

− −=
−

. Из этого выражения видно, 

что для  той ветви функции, для которой 1 1=  точка z = 4 являет-
ся правильной, а для ветви 1 1= −  эта точка является полюсом 
первого порядка. 

№ 4.60. 
3

1( )f z
z z

=
+

, z = 1.  Преобразуем функцию к виду  

6

3 3 6 3 3

1 1 1 1
(1 ) 1

−= = =
+ + −

z
z z z z z z

 

3 32 26 3 6 3

3 33 23 3

1 (1 )(1 ) 1 (1 )(1 ) ,
1(1 )(1 )

− + + − + += =
−− + +

z z z z z z
zz zz z z

 

откуда видно, что для той ветви функции ( )f z , для которой 

1 1= −  и 3 1 1=  точка z = 1 является полюсом первого порядка. 
Для остальных ветвей эта точка правильная. 

№ 4.61. 2 3( )
1 2

zf z
z z

+=
+ −

, z = 1. Преобразуем функцию ( )f z  к 

виду  
2 3 (2 3)(1 2 )( )

1 2 (1 2 )(1 2 )
z z z zf z

z z z z z z
+ + + += = =

+ − + − + +
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2 2
(2 3)(1 2 ) (2 3)(1 2 ) ,

(1 ) 4 (1 )
z z z z z z

z z z
+ + + + + += =

+ − −
 

откуда видно, что для той ветви, для которой 1 1= , точка z = 1 
является полюсом второго порядка, а для ветви, для которой 

1 1= −  эта точка правильная. 

№ 4.62. 1( ) cos
1

f z
z

=
+

, z = 1. Записав функцию в виде 

1( ) cos
1

zf z
z

−=
−

, находим, что для той ветви функции, для кото-

рой 1 1= , точка z = 1 является правильной, а для которой 1 1= −  
эта точка является существенно особой. 

№ 4.63. 1( )
(2 )sin(2 )

f z
z z

=
+ −

, z = 4. Для той ветви функ-

ции, для которой 4 2= , знаменатель обращается в нуль только за 

счет синуса, а производная ' cos(2 )(sin(2 ))
2

zz
z

− −− =   в  точке z 

= 4 в ноль не обращается. Поэтому точка z = 4 – полюс первого по-
рядка. Для той ветви функции, для которой 4 2= − , sin(2 )z−  в 
ноль не обращается, но обращается в 0 множитель в знаменателе 

2 z+ , а так как 1 2
42

z
zz

−=
−+

, то для этой ветви точка z = 4 

также является полюсом первого порядка. 

№ 4.64. 1( ) ctg
1

f z
z

=
+

, 21(1 )
π

z
k

= + , где 1, 2,...,k = ± ± и 1z = . 

Для той ветви функции, для которой 1 1= , точка z = 1 является 

правильной, так же как и точка 21(1 )
π

z
k

= + . Для той ветви, для 

которой 1 1= − , точка z = 1  является точкой, предельной для по-

люсов, так как 1ctg
1 z+

 имеет для этой ветви особые точки 
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21 1 1sin 0 π (1 )
π1 1

k z
kz z

= ⇒ = ⇒ = +
+ +

, 1, 2,...,k = ± ±  и точки 

21(1 )
π

z
k

= +  – полюсы первого порядка для этой ветви. 

№ 4.65.  1( )
sin(1 )

2

f z
z

z

=
+

−

,   
2

2

2(1 π )
(1 π ) 1

kz
k

+=
+ −

,    где  1,k = ±   

2,...,±  и z = ∞ . Для нахождения особых точек приравняем знаме-

натель нулю: sin(1 ) 0 1 π
2 2

z z k
z z

+ = ⇒ + =
− −

.  

Для той ветви, для которой 1 1=  точка z = ∞ – правильная 
точка, а для ветви 1 1= −  – полюс 1-го порядка. Точки 

2

2

2(1 π )
(1 π ) 1

kz
k

+=
+ −

 – для первой ветви правильные, а для второй – по-

люсы первого порядка, так как в любой точке 
2

2

2(1 π )
(1 π ) 1k

kz
k

+=
+ −

 вы-

ражение под знаком синуса равно 
2

2
2

2

2

2(1 π )
(1 π ) 11 1 1 (1 π ) 1 (1 π )

2(1 π )2 2
(1 π ) 1

k
z k k k

kz
k

+
+ −+ = + = + + = ± +
+− −

+ −

 

(для первой ветви знак плюс, для второй – минус). 
№ 4.66. 1( ) sin

1
2

f z
z

z

=
+

−

, z = ∞ .  Рассуждая, как и в преды-

дущем примере, приходим к выводу, что для той ветви, для кото-
рой 1 1,  z= = ∞  - правильная точка, а для которой 1 1= −  – суще-
ственно особая. 

№ 4.67. 1)  1
Ln sin
2

z
i

, 1z = ;  2) 1
Ln sin
4

z
i

, 1z = . 
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1) Так как Ln ln | | φ 2πz z i ki= + + , то Ln 1Ln 1 2π sin
2

ki
i

= ⇒ =  

2πsin sin π 0
2

ki k
i

= = = , для всех ветвей. Производная знаменателя в 

этой точке отлична от нуля. Поэтому точка 1z = – полюс первого 
порядка для всех ветвей. 

2) Рассуждая, как в предыдущем примере, получим, что 
Ln 1 πsin sin 0
4 2

k
i

= =  для k четных. Поэтому для этих ветвей точка 

1z =  – полюс первого порядка. Для k нечетных – правильная точ-
ка. 

№ 4.68. Ln ( ) sin(ctg )
4

zf z
i

= , 1z = . В точке 1z =  Ln 1 2πki= ; 

2π πctg ctg
4 2

ki k
i

= ⇒  при  четном k котангенс обращается в ∞  и для 

этих k sin  в бесконечности имеет существенно особую точку. При 
нечетных k точка 1z =   правильная. 

 
 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории:  
 9.1, 9.2, 9.3, 9.4, 9.6, 9.7, 9.8, 9.10, 9.12, 9.13, 
 [3] № 4.38, 4.39, 4.40, 4.45. 
Резерв:  
 9.5;  9.9;  9.11;  9.14  ([3], № 4.33, 4.54). 
Для самостоятельной работы дома:  
[3] № 4.24 , 4.26, 4.29, 4.31, 4.32, 4.37, 4.41, 4.42, 4.43, 4.52. 
Дополнительные (на усмотрение преподавателя): 
[3] № 4.46, 4.48, 4.56, 4.58. 
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10. ВЫЧЕТЫ 
 
Вычетом аналитической функции ( )f z  в изолированной особой 

точке z0 называется число [ ]0
γ

1res ( ), ( )
2π

f z z f z dz
i

= ∫v , γ – простой 

замкнутый контур, охватывающий особую точку 0z и целиком на-
ходящийся в проколотой окрестности аналитичности точки 0z . На-
правление обхода контура происходит так, что точка 0z остается 
слева, т.е. для конечной точки 0z  – это обход против часовой 
стрелки, для 0z  = ∞ – по часовой стрелке. Показывается, что вычет 
равен коэффициенту с–1 в ряде Лорана в этой точке (соответствен-
но, –с–1 для точки z = ∞). В случае полюса п-го порядка вычет мо-
жет вычисляться по формуле: 

0

1

0 01
1res[ ( ), ] lim [ ( )( ) ]

( 1)!

n
n

nz z

df z z f z z z
n dz

−

−→
= −

−
,            (10.1) 

которая справедлива и для полюса первого порядка. В этом случае 
она имеет вид 

     
0

0 0res[ ( ), ] lim ( )( )
z z

f z z f z z z
→

= − .                       (10.2) 

Если точка 0z – полюс первого порядка, и функция ( )f z  пред-
ставима в виде отношения двух аналитических функций 

φ( )( )
ψ( )

zf z
z

= , причем 0φ( ) 0z ≠ , а для функции ψ( )z  точка 0z  явля-

ется нулем первого порядка, то 

             0
0

0

φ( )res[ ( ), ]
ψ '( )

zf z z
z

= .                             (10.3) 

Таким образом, для полюса первого порядка имеем три форму-
лы (не считая определения) для вычисления вычета: (10.2), (10.3), а 
также 1;c−  для полюса п-го порядка – две: (10.1) и 1c− ;  для суще-
ственно особой точки – одну: 0 1res[ ( ), ]f z z c−= . Повторим, что вы-
чет для бесконечно удаленной точки равен 1c−− . 
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Из сказанного следует, что в случае устранимой особой точки 
вычет всегда равен нулю, если только это не бесконечно удаленная 
точка. В случае z =∞ , даже если это правильная точка, вычет мо-
жет быть и не равен нулю. Например: 

1( )f z
z

= ,      res[ ( ), ] 1f z ∞ = − . 

Основная теорема о вычетах. Если ( )f z  аналитична в замкну-
той области за исключением конечного числа изолированных осо-
бых точек kz  ( 1, 2...k N= ), лежащих внутри области, то  

γ

( )f z dz =∫
1

2π [ ( ), ]
N

k
k

i res f z z
=
∑ , 

где γ  – полная граница области, проходимая в положительном на-
правлении. Из теоремы, в частности, следует, что сумма всех выче-
тов в полной комплексной плоскости, включая z =∞, равна нулю. 

В следующих примерах найти вычеты данных функций во всех 
изолированных особых точках и в бесконечности. 

Пример 10.1 ([3], № 4.79).   

3 5 3
1 1( )

(1 )(1 )
f z

z z z z z
= =

− − +
. 

Решение. Особые точки: 0z =  – полюс третьего порядка, 1z =  
и 1z = − – полюсы первого порядка. Отсюда 

31 1

1 1res[ ( ),1] lim ( )( 1) lim
2(1 )z z

f z f z z
z z→ →

⎡ ⎤
= − = − = −⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

или по формуле 
φ
ψ'

 (10.3) (удобно за ψ( )z принять функцию 1 z− , 

тогда ψ ' 1= ,  а 3
1φ( )

(1 )
z

z z
=

+
   и   1φ(1)

2
= ): 

φ(1) 1res[ ( ),1]
ψ '(1) 2

f z = = − . 

Вычет в 0 1z = −  вычисляется аналогично: 
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31 1

1 1res[ ( ), 1] lim ( )( 1) lim
2(1 )z z

f z f z z
z z→− →−

− = + = = −
−

. 

Вычет в точке 0 0z =  (см. формулу (10.1)): 
2 2

3
2 2 20 0

1 1 1res[ ( ),0] lim [ ( ) ] lim 1
2! 2 1z z

d df z f z z
dz dz z→ →

= = =
−

. 

Так как сумма всех вычетов, включая z =∞ , равна нулю, то вы-
чет в бесконечности равен нулю. 

Можно было поступить и иначе, вычислив сначала вычеты в 
точках 1z = ±  (так как в них – простые полюсы) и z =∞ , а затем по 
теореме о сумме вычетов получить отсюда вычет в нуле, что изба-
вило бы нас от необходимости считать вторую производную. 

Вычет же в точке z =∞  легко усматривается из вида функции: 
выделяя главный член при z → ∞ , имеем 

3 3
1 1( ) 0f z
z z

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

т.е. разложение в ряд Лорана в бесконечности начинается с члена 

3
1
z

, далее идут более высокие степени 1
z

. Отсюда  

1res[ ( ), ] 0f z c−∞ = − = . 

Пример 10.2 ([3], № 4.81).  
2

( )
(1 )

n

n
zf z

z
=

+
. 

Решение. Функция имеет единственную особую точку в конеч-
ной части комплексной плоскости 1z = −  – полюс п-го порядка. 
Применяя формулу (10.1), получим 

1 2

11

1res[ ( ), 1] lim (1 )
( 1)! (1 )

n n
n

n nz

d zf z z
n dz z

−

−→−

⎡ ⎤
− = + =⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

12 (2 1)...( 2) ( 1) .
( 1)!

nn n n
n

+− += −
−

 

Вычет на бесконечности ранен вычету в точке –1, взятому с 
противоположным знаком. 
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Пример 10.3 ([3], № 4.83).  
2

2
1( )

( 1)
z zf z
z z

+ −=
−

. 

Решение. Функцию запишем в виде   2
1 1( )

1
f z

z z
= +

−
. 

Найдем вычет в нуле (полюс второго порядка). Для первого сла-
гаемого эта точка не является особой, поэтому вычет равен нулю, а 

для второго слагаемого 2
1
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 сама функция и есть ее разложение в 

ряд Лорана, где содержится только один член 2
1
z

, т.е. 1 0c− = .  

Так как по определению вычета вычет от суммы функций равен 
сумме вычетов, то в итоге res[ ( ),0] 0f z = .  

Вычет в точке 1z =  (полюс первого порядка) вычисляется про-
сто: 

2

21

1res[ ( ),1] lim 1
z

z zf z
z→

+ −= = . 

По теореме о сумме вычетов, вычет в бесконечности равен –1. 
Можно было и непосредственно вычислить вычет в точке z = ∞ , 

выделив опять главный член при z → ∞ : 
1( ) φ( )f z z
z

= , где 
2 1φ( ) 1
( 1)

z zz
z z

+ −= →
−

, при z → ∞ . 

Следовательно, 1 1( ) 0f z
z z

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Таким образом, ряд Лорана в 

бесконечности начинается с члена 1
z

, т.е. 1 1c− =  и  

1res[ ( ), ] 1f z c−∞ = − = − . 
Пример 10.4 ([3], № 4.84).  

3
sin 2( )

( 1)
zf z

z
=

+
. 
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Решение. В конечной части плоскости единственная особая 
точка 1z = −  – полюс третьего порядка. Вычет считается по фор-
муле (10.1): 

1 1

1 1res[ ( ), 1] lim (sin 2 ) '' lim ( 4sin 2 ) 2sin 2
2! 2z z

f z z z
→− →−

− = = − = . 

Вычет в бесконечности (существенно особая точка) равен 
2 sin 2− . 
Пример 10.5 ([3], № 4.87).  

1( )
sin

f z
z

= . 

Решение. Особые точки πkz k=   ( 0, 1, 2...)k = ± ±  – полюсы пер-

вого порядка. Вычет вычислим по формуле φ
ψ'

 (10.3), где φ( ) 1z = , 

а ψ( ) sinz z= . Отсюда 
φ( π) 1res[ ( ), π] ( 1)
ψ '( π) cos π

kkf z k
k k

= = = − ; 

z = ∞  не является изолированной особой точкой (точка накопления 
полюсов), поэтому понятие вычета к ней неприменимо. 

Пример 10.6 ([3], № 4.88).  
2( ) ctg=f z z . 

Решение. Знаменатель обращается в нуль в точках πkz k= . В 
этих точках первая производная знаменателя обращается в нуль, а 
вторая – отлична от нуля. Следовательно, в этих точках –  полюсы 
второго порядка. В частности, в точке 0z =  вычет равен нулю, так 
как функция четная, поэтому ее разложение в ряд Лорана в нуле 
содержит только четные степени z, поэтому 1 0.c− = Следовательно, 
вычет равен нулю и в любой другой точке πkz k=  ( 1, 2...k = ± ± ), 
так как ctg( π) ctg− =z k z . Вычет в бесконечности не определен, так 
как z = ∞  – точка, предельная для полюсов. 

Пример 10.7 ([3], № 4.90 (2)).   
3 1( ) cos

2
f z z

z
=

−
. 
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Решение. z = 2 – существенно особая точка. Вычет находится 
как с–1 в разложении в ряд Лорана в этой точке. Разложение коси-
нуса известно: 

2
0

1 ( 1)cos
2 (2 )!( 2)

n

n
nz n z

∞

=

−=
− −

∑ . 

Чтобы получить разложение функции ( )f z , представим z3  в виде  
3 3 3 2[( 2) 2] ( 2) 6( 2) 12( 2) 8z z z z z= − + = − + − + − + . 

Получаем разложение ( )f z  в ряд Лорана в точке z = 2:     
3 2

2 4

( ) [( 2) 6( 2) 12( 2) 8]

1 11 ... .
2!( 2) 4!( 2)

= − + − + − + ×

⎡ ⎤
× − + −⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

f z z z z

z z

 

Перемножая квадратные скобки, соберем члены вида 1
2

c
z

−
−

: 

1
12 1 143
2! 4! 24

c− = − + = − . 

Вычет на бесконечности равен 143
24

. 

Пример 10.8. ([3], № 4.91).  
1

( )
z

zf z e
+

= . 
Решение. Особые точки 0z =  и z = ∞  (существенно особые 

точки). Разложение в ряд Лорана в нуле совпадает с разложением в 
бесконечности:  

( ) n
n

n
f z c z

+∞

=−∞
= ∑ ,  

где 
0

1
!( )!n n

k
c c

k n k

∞

−
=

= =
+∑ ,   т.е. 

1
0

1res[ ( ),0] res[ ( ), ]
!(1 )!k

f z f z c
k k

∞

−
=

= − ∞ = =
+∑ . 
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Пример 10.9 ([3], № 4.92).  
1( ) sin sinf z z
z

= ⋅ . 

Решение. Особые точки: 0z =  и z = ∞  (существенно особые 
точки). Функция ( )f z  – четная, поэтому ряд Лорана в нуле содер-
жит только четные степени z  и, следовательно, 1 0c− = . Поэтому 
res[ ( ),0] res[ ( ), ] 0f z f z= − ∞ = . 

Пример 10.10 ([3], № 4.94).    
2 4 1( ) cos

3
z zf z

z
+ −=

+
. 

Решение. В конечной части плоскости имеется только одна осо-
бая точка z = –3 – существенно особая точка. Вычет найдем как с–1 
в ряде Лорана. Разложение f(z) в ряд Лорана в точке z = –3: 

2 24 1 6 2 9 10( ) cos cos
3 3

z z z z zf z
z z
+ − + − + −= = =

+ +
 

2( 3) 2( 3) 4 4cos cos ( 3) 2
3 3

z z z
z z

+ − + − ⎡ ⎤= = + − − =⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
 

4 4cos[( 3) 2]cos sin[( 3) 2]sin
3 3

z z
z z

= + − + + − =
+ +

 

4[cos2 cos( 3) sin 2 sin( 3)]cos
3

z z
z

= ⋅ + + ⋅ + +
+

 

4[cos2 sin( 3) sin 2 cos( 3)] sin
3

z z
z

+ ⋅ + − ⋅ + ⋅
+

. 

Так как cos( 3)z +  и 4cos
3z +

 разлагаются только по четным 

степеням 3z + , а sin( 3)z +  и 4sin
3z +

– только по нечетным, то 

вклад в 1c−  дадут только слагаемые 4sin 2 sin( 3) cos
3

z
z

⋅ + ⋅
+

 и 

4sin 2 cos( 3) sin
3

z
z

− ⋅ + ⋅
+

.  Их разложения имеют вид: 
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2 1 2

2
0 0

( 1) ( 3) ( 1) 4sin 2
(2 1)! (2 )!( 3)

n n n n

n
n n

z
n n z

+∞ ∞

= =

− + −⋅ ⋅
+ +

∑ ∑ , 

2 2 1

2 1
0 0

( 1) ( 3) ( 1) 4sin 2
(2 )! (2 1)!( 3)

n n n n

n
n n

z
n n z

+∞ ∞

+
= =

− + −− ⋅ ⋅
+ +

∑ ∑  

соответственно. В первом слагаемом в первой сумме изменим ин-
декс суммирования 1n n→ − , а во второй сумме первого слагаемо-
го опустим член разложения с 0n = , так как он не дает вклада в 

1c− , т.е. первое слагаемое запишется в виде: 
1 2 1 2

2
1 1

( 1) ( 3) ( 1) 4sin 2
(2 1)! (2 )!( 3)

n n n n

n
n n

z
n n z

− −∞ ∞

= =

− + −⋅ ⋅
− +

∑ ∑ , 

откуда видим, что коэффициент при 1
3z +

 равен 

2

1

4sin 2
(2 1)!(2 )!

n

n n n

∞

=
− ⋅

−∑ . 

Во втором слагаемом непосредственно видно, что коэффициент 

при 1
3z +

 равен 
2 1

0

4sin 2
(2 )!(2 1)!

n

n n n

+∞

=
− ⋅

+∑ .   Итак,        

res[ ( ), 3] res[ ( ), ]− = − ∞ =f z f z  
2 2 1

1 0

4 4sin 2
(2 1)!(2 )! (2 )!(2 1)!

+∞ ∞

= =

⎡ ⎤
= − ⋅ +⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
n n

n nn n n n
= 

2 2

1

4 (2 2)2sin 2 2
(2 )!(2 1)!

∞

=

⎡ ⎤+ += − + ⋅⎢ ⎥+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

n

n

n n
n n

. 

Пример 10.11 ([3], № 4.95).  
1( )

(1 )hzf z
z e−=

−
  ( 0)h ≠ . 

Решение. Особые точки найдем, приравняв нулю знаменатель 
1 0hze−− =  или 

2 π1 Ln1 ln1 0 2 π 2 πhz
k

k ie hz i i k i k z
h

− = ⇒ − = = + ⋅ + = ⇒ =
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( 1, 2...)k = ± ±  (минус не пишем, так как k принимает как положи-
тельные, так и отрицательные значения). Это полюсы первого по-
рядка, потому что в них первая производная функции 1 hze−−  не 
равна нулю (она равна 2 πkhz k ihe he h− = = ). Вычет в этих точках вы-

числим по формуле φ
ψ'

 (10.3), приняв за φ( )z  функцию 1
z

, а за 

ψ( )z  функцию 1 hze−− . В результате получим: 

( 0)

φ( ) 1res[ ( ), ]
ψ '( ) 2 π 2 π

k
k k k

z hf z z
z k ih k i≠

= = =   ( 1, 2...k = ± ± ). 

Отдельно рассмотрим точку 0z = . В ней знаменатель имеет нуль 
второго порядка (так как при 0z →  1 ~hze hz−− и 

2(1 ) ~ ).hzz e hz−−  Вычет вычислим по формуле (10.1): 

2
0 0

1res[ ( ),0] lim [ ( ) ] lim
21 −→ →

= ⋅ = =
− hzz z

d d zf z f z z
dz dz e

. 

Вычет в бесконечности не определен. 
 

Пример 10.12 ([3], № 4.96).   
1( ) sinnf z z
z

= . 

Решение. z = 0 – существенно особая точка, z = ∞  – полюс по-

рядка 1n −  (при 1n > , так как 1 1sin ~
zz z→∞

). При 0n <  вычет равен 

нулю, так как в ряде Лорана нет члена 1
z

 в первой степени. 

При 0n >  нечетном функция ( )f z  четная. Следовательно, в ря-
де Лорана в нуле 1 0c =  и res[ ( ),0] res[ ( ), ] 0f z f z= − ∞ = . 

Если 0n =  или 0n >  и n  – нечетное, то ряд Лорана в нуле име-
ет вид 

2 1
0

( 1)( )
(2 1)!

k
n

k
k

f z z
k z

∞

+
=

−=
+

∑ , 

т.е. 
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( )2
1

1
res[ ( ),0] res[ ( ), ]

( 1)!

n

c f z f z
n−
−

= = = − ∞
+

. 

Пример 10.13 ([3], № 4.97).  
1( ) .1sin

f z

z

=  

Решение. 1sin 0
z

=  в точках 1
πkz

k
=   ( 1, 2...)k = ± ± . В этих точ-

ках функция имеет полюс первого порядка. Поэтому 
1

2 2 2 2

2

φ( ) 1 1 ( 1)res[ ( ), ]
ψ '( ) π cos π1 1cos

k
k

k
k

k k

zf z z
z k k k

z z

+−= = = − =
⎛ ⎞ π

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример 10.14 ([3],  № 4.98).  

( )
sin

zf z
z

= . 

Решение. z = 0 – устранимая особая точка (так как существует 
предел, равный 1). Вычет ранен нулю.  

Точки 2 2πkz k=  ( 1,2...)k = – полюсы первого порядка. Отсюда 

2 2
2 2

φ( ) 2res[ ( ), ] 1ψ '( ) coscos
2

2 π ( 1) 2 π .
cos π

kk k
k

k kk
k

k

zz zf z z
z zz

z

k k
k

= = = =

= = −

 

Пример 10.15 ([3], № 4.99). 

 

 
tg( ) n

zf z
z

=  (п – натуральное число). 

Решение. Так как tg sin
cosn n

z z
z z z

=
⋅

 и 
0

sin ~
z

z z
→

, то точка 0z =  – 

полюс порядка 1n −  (за исключением 1n = , когда 0z = – устрани-
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мая особая точка и вычет равен нулю). При нечетном п функция 
tg

n
z

z
 четная, поэтому в ряде Лорана в нуле 1 0c− =  и res[ ( ),0] 0f z = . 

При четном п вычет вычисляем как 1c−  в ряде Лорана. Возьмем 
известное разложение tg z  в нуле: 

2 2
3 2 11 2 (2 1)tg ... ...

3 (2 )!

k k
kkBz z z z

k
−−= + + + +  

( kB – числа Бернулли). После деления на zn находим, что 

2
1

2 (2 1)
.

!

n n
nB

c
n−

−

=  

Кроме того, знаменатель функции tg( ) n
zf z

z
=  обращается в нуль 

в точках π π
2kz k= +  ( )0, 1, 2k = ± ± … . В этих точках функция имеет 

полюс первого порядка. Вычет найдем по формуле φ
ψ'

 (10.3), при-

няв за φ( )z  функцию sin
n
z

z
 и за ψ( )z  функцию cos :z  

[ ] ( )
( )

πsin πφ 12res ( ),
ψ ' π π ππ sin π π

2 2 2

k
k n n

k

kz
f z z

z
k k k

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= = − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⋅ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Пример 10.16 ([3] № 4.100–4.107). Найти вычеты каждой из од-
нозначных ветвей соответствующих многозначных функций отно-
сительно указанных точек. 

Решение. 

№ 4.100.  ( )
1

zf z
z

=
−

 относительно точки 1z = . Так как точка 

1z =  полюс первого порядка, то найдем вычет по формуле 

0
0

0

φ( )res[ ( ), ]
ψ '( )

zf z z
z

= : res[ ,1] 1
1

z
z

= ±
−

. 
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№ 4.101.  1( )
2 1

f z
z

=
− +

 относительно точки 1z = . Предста-

вим функцию ( )f z  в виде: 

1 2 1 2 1 2 1( ) ,
2 1 12 1 ( 2 1)( 2 1)

z z zf z
z zz z z

− − − − − −= = = =
− − −− + − + − −  

1z =  – полюс первого порядка для той ветви, для которой 1 1= − , 
для этой ветви  

11
res[ ( ),1] lim ( )( 1) [1 2 ] 2zz

f z f z z z =→
= − = − − = . 

Для другой ветви точка 1z =  не является особой и вычет в ней ра-
вен 0. 

№ 4.102. ( )
1

azf z
z

=
−

, Ln ( )a a zz e=  относительно точки 1z = . 

Запишем функцию в виде: 
(ln| | φ 2π ) (ln| | φ 2π )(1 ) (1 )( )

1(1 )(1 )

a z i i k a z i i ke z z ef z
zz z

+ + + ++ += =
−− +

. 

Для ветвей, у которых 1 1= , точка 1z =  – полюс первого по-
рядка и вычет равен ( 2) 1 2a− ⋅ = − , если а – целое число; если а – 
нецелое число, то вычет равен ( 2) 1a− ⋅ , где 1а имеет различные 
значения для различных ветвей логарифма (Ln 1) . Для остальных 
ветвей точка 1z =  не является особой, и вычет в ней равен 0. 

№ 4.103.   ( ) ( )( )f z z a z b= − −  относительно точки z = ∞ . Точ-
ка z = ∞  является изолированной особой точкой – полюсом перво-
го порядка. Разложение в ряд Лорана в бесконечности получим, 

заменив 1
ζ

z =  и разложив функцию в точке ζ 0= : 

1 1 1 1( ) ( ) ( )( ) (1 ζ)(1 ζ)
ζ ζ ζ ζ

f z f a b a b= = − − = − − =  

2 2 21 1 1[1 ( )ζ ζ ( ) ζ ...]
ζ 2 2 8

aba b a b= ± − + + − + + =  
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2( ) 1[ ( ) ...]
2 2 8

a b ab a bz
z

+ += ± − + − +  

Отсюда  
2

1
( )res[ ( ), ]

8
a bf z c−

−∞ = − = ± . 

№ 4.104.   

1) αLn 
β

z
z

−
−

 относительно точки z = ∞ . Точка z = ∞  является 

правильной для этой функции. Разложение в ряд Лорана в этой  
точке имеет вид  

1 α
α β α 1ζLn Ln 2π (β α)ζ o(ζ) 2π o( )1β β

ζ

z ki ki
z z z

−
− −= = + − + = + + ⇒
− −

 

1res[ ( ), ] α βf z c⇒ ∞ = − = −  
для всех ветвей функции. 

2) α( ) Ln 
β

z zf z e
z

−=
−

 относительно точки z = ∞ . Точка z = ∞ – 

существенно особая точка функции ( )f z . Разложим функцию в 

точке z = ∞  в ряд Лорана, сделав замену 1
ζ

z =  и разлагая получен-

ную функцию по ζ в нуле: 

( )
1
ζ

0 1 1

1 1 αζ( ) Ln 
ζ 1 βζ

1 (αζ) (βζ)[ 2π ]
!ζ

∞ ∞ ∞

= = =

−= = =
−

= − + + =∑ ∑ ∑
n n

n
n n n

f z f e

ki
n n n

 

2 3

1 1 1 11 ... ...
ζ 2!ζ 3!ζ !ζ

⎛ ⎞
= − + + + + + + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
nn

 

( ) ( )1 1

0 0

αζ βζ
2π ;

1 1

+ +∞ ∞

= =

⎡ ⎤
× + −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

n n

n n
ki

n n
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1c−  – коэффициент при 1 ζz− = , т.е. коэффициент при ζ. Он, оче-
видно, равен коэффициенту, который получается от перемножения 

члена 1
!ζnn

 из первой скобки на член ( ) ( )1 1αζ βζ
1 1

n n

n n

+ +

−
+ +

 из второй 

скобки. Таким образом,  

[ ] ( ) ( )
1 1

1
0

α βres ( ),
1 ! 1 !

n n

n
f z c

n n

+ +∞

−
=

⎛ ⎞
∞ = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑  

( )α β α β

1 1 1

α β α β 1 1 .
! ! ! !

n n n n

n n n
e e e e

n n n n

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
= − = − = − − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

№ 4.105.  

1) 1( ) Ln sin
1

f z z
z

= ⋅
−

 относительно точки z = 1. Разложим 

функцию  ( )f z в ряд Лорана в точке z = 1: 

( )( ) 1( ) Ln 1 1 sin
1

f z z
z

= + − ⋅ =
−  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2 1
1 0

1 1 1
2π

2 1 ! 1

+∞ ∞

+
= =

⎡ ⎤− − −
= +⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

n n n

n
n n

z
ki

n n z
. 

Коэффициент с–1 берется от членов, полученных перемножени-
ем членов степени 2п из первой суммы и членов степени 2п + 1 (в 
знаменателе) из второй суммы. Учитывая, что многозначная функ-
ция Ln z  в своем разложении имеет нулевой член 2πki , получаем  

[ ] ( )
( )

1

1

1
res ( ),1 2π .

2 2 1 !

n

n
f z ki

n n

+∞

=

−
= +

+∑
 

2) 1( ) Ln cos .
1

f z z
z

= ⋅
−

 Делается аналогично. 

№ 4.106.    
Arctg( ) zf z

z
=  относительно точек 0z =   и z = ∞ . В точке 0z =  

для ветви,  у которой Arctg0 0= , вычет равен 0, так как точка 0z =  
– устранимая особая точка. Для остальных ветвей точка 0z =  – по-
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люс первого порядка и вычет равен ( )π 1, 2...k k = ± ± . Таким обра-
зом, можно сказать, что для всех ветвей вычет равен

( )π 1, 2...k k = ± ± . В точке z = ∞ : так как πlimArctg π
2z

z k
→∞

= + , то раз-

ложение в ряд Лорана в бесконечности имеет вид: 

( )
1

π π π 2 1Arctg 12 o
2

k kz c
z z z −

+ +⎛ ⎞= + ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠  

и 

[ ] ( )2 1 π
res ( ),

2
k

f z
+

∞ = − . 

 
№ 4.107.  

α( ) Ln
β

n zf z z
z

−= ⋅
−

 (п – целое число) относительно точек 0z =   и 

z = ∞  (при вычислении вычета относительно точки 0z =  предпо-
лагается, что α 0, β 0≠ ≠ ).  

В точке 0z = , так как разложение логарифма не содержит отри-
цательных степеней z, то вычет равен нулю при всех 0n ≥ . При 

1n = − , [ ] αres ( ),0 Ln
β

f z = . Если 1n < − , то разложение в нуле вы-

глядит так:  

( )
1 1

1 1 1( ) Ln α Lnβ
α β

k k

n
k k

z z
f z

z k k

∞ ∞

−
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑
 

и с–1  получим, если в суммах брать только члены с  

[ ]
1 1

1
β α1 res ( ),0

1

n n

k n f z c
n

+ +

−
−= − − ⇒ = =
+

. 

В точке z = ∞   

( ) ( )
1 1

1 1
0 0

α β( ) 2π
1 1

m m
n

m m
m m

f z z ki
m z m z

+ +∞ ∞

+ +
= =

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥+ ⋅ + ⋅⎣ ⎦

∑ ∑
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(см. № 4.104 (2)). При 2n ≤ −  в разложении отсутствует член вида 
1c

z
− , поэтому вычет равен 0. При 1n = −   

[ ]res ( ), 2πf z ki∞ = −  
и при 0n ≥   

[ ]
1 1

1
α βres ( ),

1

n n

f z c
n

+ +

−
−∞ = − =
+

. 

 
 

Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории:  
[3], № 4.79, 4.81 , 4.83, 4.84 , 4.87, 4.88, 4.90 (2), 4.95 . 
Резерв:  
[3], № 4.91, 4.94, 4.96, 4.97, 4.98, 4.99. 
Для самостоятельной работы дома:  
[3], № 4.80, 4.82, 4.85, 4.86, 4.90 (1), 4.92 (1), 4.93. 
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11. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОНТУРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ  
С ПОМОЩЬЮ ВЫЧЕТОВ. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 

ОТ НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИЙ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

 
Здесь рассматриваются два типа задач: вычисление интегралов 

по замкнутому контуру в комплексной плоскости с помощью ос-
новной теоремы о вычетах (см. предыдущую тему) и вычисление 
некоторых действительных определенных интегралов с помощью 
перехода к комплексной переменной. 

 
Вычисление интегралов по замкнутому контуру 

 
По основной теореме о вычетах 

[ ]
γ

( ) 2π res ( ), k
k

f z dz i f z z= ∑∫v , 

где kz  – изолированные особые точки, находящиеся внутри конту-
ра γ, проходимого в положительном направлении. 

В следующих примерах необходимо вычислить интеграл по за-
данному замкнутому контуру. 

Пример 11.1 ([3], № 4.115). 4 1C

dz
z +∫ , где  С – окружность 

2 2 2x y x+ = . 
Решение. Найдем особые точки подынтегральной функции, 

приравняв нулю знаменатель: 4 1 0z + = , 4 1z = − , 4 1z = − . 
Таких корней четвертой степени, как известно, четыре. Они на-

ходятся по формуле 
φ 2π

| |
kin nnz z e

+⋅
= ⋅          (k = 0,1,2,...,п–1).           (11.1) 

В нашем случае 1z = − , 1z = , ϕ = π , 4n = . Поэтому  
π(2 1)

4 41
i k

e
+

− =        (k = 0,1,2,3). 
При 0k =  имеем одно из четырех значений корня: 
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π
4

0
π π 1cos sin (1 )
4 4 2

i
z e i i

⋅
= = + = + . 

Поскольку все корни располагаются на одной окружности ра-
диусом n z  (в нашем случае радиус равен 1) с центром в начале 

координат и отстоят друг от друга на угол 2π
n

 (в нашем случае на 

угол π
2

), то остальные три значения корня могут быть сразу полу-

чены из геометрических соображений без вычислений: 

( )1
1 1
2

z i= − + , ( )2
1 1
2

z i= − + , ( )3
1 1 .
2

z i= −  

Контур С представляет собой окружность ( )2 21 1x y− + =  с цен-

тром в точке  ( )1,0  и радиусом 1R = . Поэтому внутри контура на-
ходятся только две точки: 0z  и 3z . В этих точках функция имеет 
полюс первого порядка. Вычислим вычеты в точках kz  по формуле 
φ
ψ '  

(10.3): 

[ ] | 3 3 4

φ( ) 1 1 1res ( ),
ψ ( ) 4 4 4 4

k k k
k k

k k k k k

z z zf z z z
z z z z z

= = = ⋅ = = −  

(так как 4 1kz = − ), 

[ ] [ ]{ }0 3( ) 2π res 2π res ( ), res ( ),
C

f z dz i i f z z f z z= = + =∑∫  

0 3
1 π 1 1 π2π ( ) (1 ) (1 )
4 2 2 2 2

i ii z z i i⎡ ⎤⎛ ⎞= − + = − ⋅ + + − = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
. 

Пример 11.2 ([3] № 4.117).  
( )( )53 1C

dz
z z− −∫ ,  где С – окружность 

2z = . 
Решение. Особые точки: 3z =  – полюс первого порядка и пять 

точек kz , равных корню пятой степени из единицы. 
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Пользуясь тем, что сумма вычетов во всей комплексной плоско-
сти и в бесконечности равна нулю, можно сосчитать вычеты в точ-
ках, находящихся вне контура С. Интеграл будет равен 

( ) 2π res
С

f z dz i= − ⋅∑∫   (во внешних точках). 

Вне контура находятся точки 3z =  и z = ∞ : 

[ ] 53

1 1res ( ),3 lim ( ) ( 3)
3 1 242z

f z f z z
→

= ⋅ − = =
−

; 

Вычет в точке z = ∞  равен нулю, так как, выделив главную 
часть функции ( )f z  при z → ∞ , получим 

( ) 6 6
1 1o ,f z
z z

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

т.е. ряд Лорана в бесконечности начинается с шестой степени 1
z

, 

поэтому 1 0c− = . Окончательно   

5

π
( 3)( 1) 121С

dz i
z z

= −
− −∫ . 

Пример 11.3 ([3], № 4.118). 
3

42 1C

z dz
z +∫ , где С – окружность 1z = . 

Решение. Внутрь контура попадают четыре точки 4 1
2kz = − . 

Удобнее считать интеграл по внешним точкам. Это всего одна точ-
ка z = ∞ . Выделяя главную часть подынтегральной функции при 
z = ∞ , получим  

3

4
1 1  o
22 1 z

z
z zz →∞

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
, 

тем самым найдем коэффициент 1c−  в разложении функции в ряд 

Лорана в бесконечности: 1
1
2

c− = . Следовательно, [ ] 1res ( ),
2

f z ∞ = − .  

[ ]
3

4 2π res ( ), π
2 1С

z dz i f z i
z

= − ⋅ ∞ =
+∫ . 
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Пример 11.4 ([3], № 4.121). 21 1sin
2π С

dz
i z∫ , где С – окружность 

z r= . 
Решение. В конечной части плоскости подынтегральная функ-

ция имеет лишь одну особую точку 0z =  (существенно особая точ-
ка). Поэтому независимо от величины радиуса r  внутрь контура 

попадает только эта точка. Так как функция 2 1sin
z

 четная, то ее 

разложение в ряд Лорана в нуле содержит только четные степени 
1
z

. Поэтому 1 0c− = , и искомый интеграл равен нулю. 

Пример 11.5 ([3], № 4.122). 
21

2π
n z

С

z e dz
i ∫ , где n  – целое число, а 

С – окружность z r= . 
Решение. Внутри контура одна особая точка 0z =  (существенно 

особая). Разложим подынтегральную функцию в ряд Лорана в этой 
точке: 

0

1 2( )
!

k
n

k
f z z

k z

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , 

отсюда 

( )
1

1
2

1 !

n
c

n

+

− =
+

 

(если 1n ≥ − )  и  
2 11 2

2π ( 1)!

n
n z

c

z e dz
i n

+

=
+∫ . 

При 1n < −  1 0c− =  и интеграл равен нулю. 
 
Пример 11.6 ([3], № 4.123). Вычислить интеграл 

( )
1 1 1

2 1 2

3

1 z z z

z

I z z e e e dz− −

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ . 

Решение. В силу линейных свойств интеграла: 
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( ) ( )

( )

1 1
2 2 1

3 3

1
2 2

1 2 3
3

1 1

1 .

z z

z z

z

z

I z z e dz z z e dz

z z e dz I I I

−

= =

−

=

= + + + + + +

+ + + = + +

∫ ∫

∫
 

Сосчитаем эти три интеграла. Подынтегральная функция в инте-
грале 1I  имеет одну особую точку внутри контура интегрирования  

0z =  (существенно особая точка). Разложим функцию в ряд Лора-
на в этой точке: 

( ) ( ) ( )
1

2 2

0

1 11 1
!

n
z

n
f z z z e z z

n z

∞

=

⎛ ⎞= + + = + + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

( )2
2 3

1 1 11 1 ... .
2 3!

z z
z z z

⎛ ⎞= + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Соберем все коэффициенты при 1
z

:  

1
1 1 51
2 3! 3

c− = + + = . 

Таким образом, 1
52π
3

I i= ⋅ .  

Аналогично поступим, вычисляя интеграл 2I , подынтегральная 
функция в котором содержит также одну особую точку 1z = . 
Предварительно многочлен 21 z z+ +  представим в виде многочле-
на по степеням 1z − : 

( ) ( ) ( ) ( )2 221 1 1 1 1 1 1 3 1 3.z z z z z z+ + = + − + + − + = − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦  
Разложение в ряд Лорана в точке 1z =  будет иметь вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
22 1

0

1 11 1 3 1 3
! 1

z
n

n
f z z z e z z

n z

∞
−

=

⎡ ⎤= + + = − + − + ⋅ ⋅ =
⎣ ⎦ −

∑  

( ) ( )
( ) ( )

2
2 3

1 1 11 3 1 3 1 ...
1 2 1 3! 1

z z
z z z

⎡ ⎤
⎡ ⎤= − + − + ⋅ + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 
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Опять соберем коэффициенты при 1
1z −

, чтобы получить 1c− : 

[ ] 1
3 1 14res ( ),1 3
2 3! 3

f z c−= = + + = . 

Следовательно 2
142π
3

I i= ⋅ . Действуя таким же образом, най-

дем, что интеграл 3
292π
3

I i= ⋅ . Окончательно получим 

5 14 292π 32π
3 3 3

I i i⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример 11.7 ([3], № 4.127).  
2

1
2π 1C

dz
i z z+ +∫ , где С – окруж-

ность 1z r= ≠ . 

Решение. Функция 
2

1( )
1

f z
z z

=
+ +

– двузначная. Однако в 

окрестности точки z = 0 она допускает  разделение на две незави-
симые однозначные аналитические ветви, отличающиеся знаком, 
так как точка z = 0 не является точкой ветвления этой функции. 
Особыми точками функции являются ее точки ветвления, которые 
найдем, приравняв подкоренное выражение нулю: 

2
1,2

1 31 0
2
iz z z − ±+ + = ⇒ = . 

Оба корня по модулю равны единице. Поэтому, если радиус конту-
ра интегрирования r < 1, то внутри контура особых точек нет, и 
интеграл от каждой из двух ветвей равен 0. Если r > 1, то вне кон-
тура особых точек нет, но вычет в бесконечно удаленной точке не 
равен нулю, так как при z →∞   

2

1 1( ) ,
1

f z
zz z

= ±
+ +

∼             

[ ] 1res ( ), 1.f z c−∞ = − = ±  
Как известно, контурный интеграл, вычисляемый по внешним 

точкам, равен  



где zk 

Пр

параб
Реш

вать 
беско
ветви 
Беско
их вет
дем о
конту
Получ

1 2
z =

вычис

функц

где  
нию к

Так

есть 

– особые точки 

ример 11.8 ([3], №

ола 2y x= , обхо
шение. Контур 
как замкнутый
нечно удаленну
параболы зам

онечность – прав
твей подынтегра
особые точки, 
ура, приравняв ну
чим две точк
2 2

2 2
i+  и 2z =

слим по формул

цию   

1res ( ),f z z⎡⎣

4
1,2 1z = − . Обозна

корня 

2 1z + =

к как для выбора
2

01 1zz =+ = , то
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[2π res (
k

i f z− ∑
вне контура. В д

2

1
2π C

dz
i z z+ +∫

№ 4.128). 
(

1
2π Ci ∫

одимая в сторону
С можно рассм

й, проходящий 
ую точку, в ко
ыкаются (рис. 
ильная точка для
альной функции.
попадающие в
улю многочлен 
ки внутри ко

2 2
2 2

i−  – полю

ле ϕ
′ψ

, приняв з

4 1z + ; 

,2 3 2
1,2 1,2

1
4z z

⎤ =⎦ ⋅ +

ачим φ
1ρ

iz i e+ =

( )( ) ρz i z i+ − =

а одной ветви из

о при z = 0  z i+ =

]), kz z , 

данном случае (п

1
1

= ± . 

( ) (4 21 1
dz

z z+ +

у возрастания у.
матри-
через 

оторой 
11.1). 
я обе-
. Най-
внутрь 

4 1z + . 
онтура 

юсы первого пор

а φ функцию 

1,2

4 2
1,2 1,2

1
41

z

z z
= ⋅

⋅ +
1φ , 2φ

2ρ
iz i e− = . 

1 2φ +φ 2π
2

1 2ρ ρ
ki

e
+

 (k =

з двух дано усло
1φ

1ρ
ie=  имеем 

Р

при 1r > ) 

)1 1= , где С – 

рядка. Вычеты 

2

1
1z +

, а за ψ 

1+
, 

По определе-

)0,1= . 

вие 1 1= , то 

 
 

Рис. 11.1 
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1 1
πρ 1; φ
2

= = ,  2φ
2ρ

iz i e− = , 

2 2
πρ 1; φ
2

= = −  , 2 π1 1 0i kz e k+ = = ⇒ =  

(рис. 11.2). 
Следовательно, мы должны рассматри-

вать ветвь корня, задаваемую выражением   
1 2φ φ

2 2
1 21 ρ ρ

i
z e

+

+ = ⋅ . 

Вычислим значение этой ветви в точке 1
2 2

2 2
z i= + . Вектор 

z i+  имеет в этой точке модуль  

2
1

3π1 1 2cos
4

ρ = + − = 2 22 2 2
2

+ = + , 

1ρ 2 2= + , 

его аргумент 1
3πφ
8

=  (рис. 11.3), вектор 

z i−  имеет в этой точке модуль   
2
2

πρ 1 1 2cos 2 2
4

= + − = − ,  2ρ 2 2= − , 

его аргумент 2
πφ
8

= − . Получаем, что  

( )( )1 2 π πφ φ
2 48 82 4
1 1 21 ρ ρ 2 2 2 2 2

i ii
z e e e

+

+ = ⋅ = − + ⋅ = ⋅ . 

Аналогично рассматривается точка 2
2 2

2 2
z z i= = − . Ввиду 

симметрии этих двух точек относительно оси х сразу получаем, что 
π

2 4 8
2 1 2

i
z e

−
+ = ⋅ . Для суммы вычетов получим значение:  

π π
4 4

1 2
π π2 2

4 48 81 2

1 1
4 41 1 2 2

i i

i i

z z e e
z z e e

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + = − + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⋅ ⋅⎝ ⎠

 

Рис. 11.2 

Рис. 11.3 
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π π
8 8

4 4 4

π1 cos1 1 π 1 42cos
8 24 2 4 2 2 2

i i
e e

− +⎛ ⎞
= − + = − ⋅ = − ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

4 4

1 2 1 11 2 2 1 2
2 42 2 2 2 2 2

= − ⋅ + = − + = − +
⋅

. 

Так как по условию обход контура происходит по часовой 
стрелке (т.е. в отрицательном направлении), то надо взять полу-
ченный результат с противоположным знаком:  

( ) [ ] [ ]1 24 2

1 1res ( ), res ( ), 1 2.
2π 41 1C

dz f z z f z z
i z z

⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦+ +∫  

Пример 11.9 ([3], № 4.129). ( )ln1   
2π sin π

z z a
z

C

dz a e
i a z

=∫ , где а > 0, 

а С – проходимая снизу вверх прямая х = α, 0 1< α < . 
Решение.  Рассмотрим контур γ, пред-

ставленный на рис. 11.4. Внутри контура 

функция 1( )
sin πzf z

a z
=  имеет единствен-

ную особую точку z = 1 – полюс первого 
порядка. Вычет в этой точке вычислим по 

формуле φ
ψ'

. Полагая 1φ( ) zz
a

= , 

( )ψ sin πz z= , ( )ψ ' πcosπz z= , 

[ ] ( )
( )

φ 1 1res ( ),1
ψ ' 1 π

f z
a
−= = . 

Таким образом,  

γ

1 1
2π sin π πz

dz
i a z a

= −∫ . 

С другой стороны, этот интеграл равен сумме четырех интегра-
лов по четырем сторонам прямоугольника, образующего контур γ. 
Рассмотрим каждый из них. Интеграл по нижнему горизонтально-

 
Рис. 11.4 
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му отрезку βz x i= −  равен ( ) ( )
1 α

β ln
α

1
2π sin π βx i a

dx
i e x i

+

− ⋅ −∫ . Оценим его 

значение по модулю при β → +∞ :  

( ) ( )
1 α

β ln
α

1
2π sin π cosπ β cosπ sin π βx i a

dx
i e x i x i

+

− ≤
⋅ ⋅ −∫  

1 α

ln 2 2 2 2
α

1 0
2π sin π ch πβ cos π sh πβx a

dx
e x x

+

≤ ⇒
⋅ ⋅ + ⋅∫ , 

так как под корнем в знаменателе экспоненциально растущая с 
ростом β функция. Аналогично оценивается интеграл по верхнему 
горизонтальному отрезку. Рассмотрим интегралы по вертикальным 
прямым. Обозначим вычисляемый интеграл:  

1
2π sin πz

C

dz I
i a z

=∫ . 

Интеграл по левой вертикальной прямой (где αz iy= + ) равен 

( ) ( ) ( ) ( )
β

α ln α lnβ
β

1 1 ;
2π 2πsinπ α sin πα πiy a iy a

idy idy I
i ie iy e iy

− −∞

+ +→+∞
+∞

→ = −
⋅ + ⋅ +∫ ∫  

интеграл по правой вертикальной прямой ( )1 αz iy= + +  равен 

( ) ( )
β

α lnln
β

1
2π sin π 1iy aa

idy
i e e iy+

−

=
⋅ + +∫ α

 

( ) ( )
β

ln α ln при β
β

1
2π sin π πa iy a

idy I
i e ae iy+ →+∞

−

= − → −
⋅ ⋅ +∫ α

. 

Получаем равенство  

( )
1 1
π π 1

II I
a a a

− − = − ⇒ =
+

. 

Пример 11.10 ([3], № 4.130). 
1

2π cos

z

C

e dz
i z∫ , где контур интегриро-

вания С  указан на рис. 11.5.  
Решение. Контур С сделаем замкнутым, проведя через точку z = 

n  (n – целое отрицательное число) вертикальный отрезок. Можно 
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показать, что интеграл по этому отрезку при 
n → −∞  стремится к нулю, потому что при 
n → −∞  

( )

2 2 2 2

cos

0.
cos ch sin sh

a n iy

a

a
n

a

e idy
n iy

dye
n y n y

+

−

−

⋅ ≤
+

≤ →
⋅ + ⋅

∫

∫
 

Тогда интеграл равен сумме вычетов в изо-
лированных особых точках подынтеграль-
ной функции. Это будут точки  

( )πcos 0 π 1, 2,...
2kz z k k= ⇒ = + = − − , 

[ ] ( )
π ππ π π2 2 π1 2res ( ), 1
π cosπsin π
2

k k
kk

k
e ef z z e

kk

+ +
++= = = − ⋅

−⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )1, 2,...k = − − , 

( ) ( )
π ππ π2 2

1 1

1 1 1
2π cos

z kk kk

k kC

e dz e e e
i z

−∞ ∞+ −

=− =

= − − ⋅ = − ⋅ −∑ ∑∫ . 

Под знаком суммы стоит бесконечно убывающая геометриче-
ская прогрессия со знаменателем πq e−= −  и первым членом 

π
1a e−= − . По формуле суммы прогрессии 1

1
aS

q
=

−
 получим, что  

( )
π

π
π π

1

11
1 1

k k

k

ee
e e

−∞
−

−
=

−− ⋅ = = −
+ +∑ . 

Таким образом, 
π

π 2
2

π π

1 1
2π cos 1 1

z

C

e dz ee
i z e e

⎛ ⎞= − ⋅ − =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ . 

 

 
 

Рис. 11.5 
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Вычисление определенных интегралов 
 

 Интегралы типа ∫
2π

0
(sinφ,cosφ) φR d , где ( )sin φ,  cosφR  – ра-

циональная функция переменных sinφ,  cosφ , вычисляются пере-
ходом к комплексной переменной φiz e=  и интегрированием в 
комплексной плоскости по контуру 1z =  (см. п.11.1). 
    Пример 11.11 ([3], № 4.131).   

2π

0

φ
cosφ

d
a +∫     ( 1)a > . 

Решение. Вводим комплексную переменную φiz e= , φ φidz ie d= , 

откуда φ dzd
iz

= . По формуле Эйлера 
φ φ 1

cosφ =
2 2

i ie e z z− −+ += , 

2π

210
| | 1 | | 1

φ 2
cosφ 2 1

2
z z

d dz dz
a i z azz ziz a

−
= =

= =
+ + +⎛ ⎞++⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ . 

Знаменатель подынтегральной функции обращается в нуль в 

точках 2
1,2 1z a a= − ± − . При  1a >  из этих двух точек только 

точка 2
1 1z a a= − + −  попадает внутрь контура интегрирования 

1z =  (единичная окружность с центром в начале координат), так 
как, по теореме Виета, произведение 1 2 1z z =  (т.е. если один корень 
внутри единичной окружности, то другой – вне ее). В этой точке 
функция имеет полюс первого порядка, так как квадратный трех-
член разлагается на множители ( )( )2

1 22 1z az z z z z+ + = − − . Для 

вычисления интеграла найдем вычет в точке 2
1 1z a a= − + −  по 

формуле (10.2): 

[ ] ( )( ) ( )
1

1 1
1 2

1res ( ), lim
z z

f z z z z
z z z z→

= ⋅ − =
− −
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2 2 21 2

1 1 1

1 ( 1) 2 1z z a a a a a
= = =

− − + − − − − − −
. 

Искомый интеграл равен:  
2π

2 2
0

φ 2 1 2π2π
cosφ 2 1 1

d i
a i a a

= ⋅ ⋅ =
+ − −

∫ . 

Пример 11.12 ([3], № 4.134).
  

2π

2
0

φ
1 2 cosφ

d
a a− +∫   ( a  – ком-

плексное число и 1a ≠ ± ). 
Решение. Как и в предыдущем примере, введем комплексную 

переменную φiz e= : 
2π

22 1
220 1 1

φ 1
11 2 cosφ 11 2

2
z z

d dz dz
aa a iaz z z ziz a a

a

−
= =

= = −
+− + ⎛ ⎞+ − +− ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ . 

Корни квадратного трехчлена, стоящего в знаменателе: 
2 2

1,2
1 1

2 2
a az

a a
+ −= ± ; 1z a= ; 2

1z
a

= . 

При 1a <  внутри контура интегрирования находится точка 1z , а 

2z  – вне контура. Вычет в точке 1z  (полюс первого порядка) равен  

[ ] ( ) ( )
( )( )1 1

1
1 1

1 2
res ( ), lim ( ) lim

z z z z

z z
f z z f z z z

z z z z→ →

−
= ⋅ − = =

− −
 

( ) 2
1 2

1 1
1 1

a
z z aa

a

= = =
− −−

. 

Поэтому искомый интеграл равен 

( )( )
2π

2
1 20 1

2 2

φ 1
1 2 cosφ

1 2π2π .
1 1

=

= − =
− −− +

= − ⋅ =
− −

∫ ∫
z

d dz
ia z z z za a

ai
ia a a
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В случае, если 1a > , внутрь контура попадает точка 2
1z
a

= : 

( ) ( )( ) ( )
2

2 2 2
1 2 2 1

1 1 1res , lim 1 1z z

af z z z z
z z z z z z aa

a
→

⎡ ⎤ = − = = =⎣ ⎦ − − − −−
. 

Интеграл равен  2
2π

1a −
.  Если же 1a = ± , то  

( )
2π 2π

2
0 0

φ φ
2 1 cosφ1 2 cosφ

d d
a a

=
±− +∫ ∫  

и подынтегральная функция имеет в точке φ 0=  (или φ π=   соот-

ветственно) особенность типа 2
1

ϕ
, т.е. интеграл не существует да-

же в смысле главного значения. Наконец, если 1a = , но 1a ≠ ± , 

т.е. α (α 0,π,2π)ia e= ≠ , то 

( )( ) ( )( )
2π φ

φ α φ α
1 21 0

1 1 φi

i i i i
z

dz e d
ia z z z z a e e e e−

=

− = − =
− − − −∫ ∫  

( )( )
2π

(α φ) φ α
0

1 φ
1 i i i

d
a e e e− −

= −
− −∫ . 

В точках φ α= ±  подынтегральная функция имеет особенность 

типа 1
φ α−

, т.е. главное значение интеграла существует (оно в этом 

случае равно нулю). 
 

Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
[3], № 4.115, 4.117, 4.120, 4.121, 4.122, 4.131. 
Резерв:  
[3], № 4.123, 4.128, 4.129, 4.130, 4.134. 
Для самостоятельной работы дома:  
[3], № 4.118, 4.119, 4.124, 4.132.  
На усмотрение преподавателя:   [3], № 4.127, 4.133. 
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12. ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Рассмотрим интегралы вида ( )f x dx
+∞

−∞
∫ . Если функция ( )f x , за-

данная на всей действительной оси, может быть аналитически про-
должена на верхнюю полуплоскость Im 0z >  и ее аналитическое 
продолжение, функция ( )f z , удовлетворяет следующим условиям: 

( )f z  аналитична всюду в полуплоскости Im 0z > , за исключением 
конечного числа изолированных особых точек; существуют такие 
положительные числа R, M и δ , что для всех точек верхней полу-
плоскости, удовлетворяющих условию | |z R> , имеет место оценка 

                       1 δ| ( ) |
| |

Mf z
z +< ,                                     (12.1) 

Тогда несобственный интеграл первого рода ( )f x dx
+∞

−∞
∫  сущест-

вует и равен: 

      
1

( ) 2π res[ ( ), ]
N

k
k

f x dx i f z z
+∞

=−∞

= ∑∫ ,                      (12.2) 

где kz  – особые точки функции ( )f z  в верхней полуплоскости. 
В следующих примерах вычислить интегралы по бесконечному 

промежутку. 
Пример 12.1 ([3], № 4.140).   

2 2( 4 13)
xdx

x x

+∞

−∞ + +∫ . 

Решение. Обратим внимание на то, что данный интеграл легко 
вычисляется и без применения методов ТФКП, а именно: выделив 
в скобках в знаменателе полный квадрат и сделав замену перемен-
ной 2( 2)x t+ = , получим 

2 2 2 2
1 2
2 9( 4 13) ( 4 13)

xdx dt dx
tx x x x

−∞ +∞

+∞ −∞

= − =
++ + + +∫ ∫ ∫  
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( 2)

2
2 2

1 ln( 4 13) 2
2 ( 9)

t x

dtx x
t

= +

+∞

−∞
= + + − =

+∫  

2 2
1 2 1 2arctg arctg
27 3 27 39( 9) 9( 4 13)

t t x x
t x x

+∞ +∞

−∞ −∞

+ += − − = − − =
+ + +

 

27
π= − . 

Получим этот результат с помощью вычетов (формула (12.2)). 
Указанная формула применима, так как подынтегральная функция 
удовлетворяет всем перечисленным выше условиям. Найдем ее 
особые точки, приравняв нулю знаменатель 

2
1,24 13 0 2 4 13 2 3z z z i+ + = ⇒ = − ± − = − ± . 

В верхней полуплоскости находится одна из этих точек 1 2 3z i= − +  
(полюс второго порядка). 

1 1

2
1 1 2

2
res[ ( ), ] lim [ ( )( ) ] lim [ ]

( )z z z z

d d zf z z f z z z
dz dz z z→ →

= − = =
−

 

1 2
3 3

2 1

4 1
54( ) ( 6 )

z z
iz z i

+ −= = = −
− −

. 

Откуда 

1
π( ) 2π res[ ( ), ]
27

f x dx i f z z
+∞

−∞

= ⋅ = −∫ . 

Пример 12.2 ([3], № 4.142).  2
0 ( 1)n

dx
x

∞

+∫  (n – натуральное число). 

Решение. Так как подынтегральная функция четная, то 

2 2
0

1
2( 1) ( 1)n n

dx dx
x x

∞ +∞

−∞

=
+ +∫ ∫ . 

Убедившись в применимости формулы (12.2), имеем  

2( ) 2π res[ ( ), ]
( 1)n

dxf x dx i f z i
x

+∞ +∞

−∞ −∞

= = ⋅
+∫ ∫ , 
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 где 2
1( )

( 1)nf z
z

=
+

 – аналитическое продолжение подынтеграль-

ной функции на верхнюю полуплоскость, а точка i  – единственная 
особая точка этой функции в верхней полуплоскости (полюс п-го 
порядка). Тогда 

1 1

1 1
1 1res[ ( ), ] lim [ ( )( ) ] lim

( 1)! ( 1)!

n n
n

n nz i

d df z i f z z i
n ndz dz

− −

− −→
= − = ×

− −
 

1

2 1
1 1 ( 1) ( 1)...(2 2)( )

( 1)!( ) ( ) ( )

n
n

n n n
z i

n n nz i
nz i z i z i

−

−
=

⎡ ⎤ − + −× ⋅ − = ⋅ =⎢ ⎥ −− + +⎣ ⎦
 

1

2 1 2 1 2 1
( 1) ( 1)...(2 2) ( 1)...(2 2)

( 1)!2 2 ( 1)!

n

n n n
n n n n n n

n i i n

−

− − −
− + − + −= =

− −
       ( 1n > ), 

2 2 2 1
0

1 π ( 1)...(2 2)
2( 1) ( 1) 2 ( 1)!n n n

dx dx n n n
x x n

∞ ∞

−
−∞

+ −= = =
+ + −∫ ∫  

= 1 3 5...(2 3) π
2 4 6...(2 2) 2

n
n

⋅ ⋅ − ⋅
⋅ ⋅ −

    ( 1n > ) 

(так как 12 ( 1)! (2 2)!! 2 4 6 8...2 2n n n n− ⋅ − = − = ⋅ ⋅ ⋅ − ). При 1n =   

2
0

π
21

dx
x

∞

=
+∫ . 

Пример 12.3 ([3], № 4.144).  
2 2

4 4
0

1 1 1
21 1

x xdx dx
x x

∞ +∞

−∞

+ +=
+ +∫ ∫ . 

Решение. Корни знаменателя подынтегральной функции 
4 11 (1 )

2
z i= − = ± ± . Из четырех корней два: 1

1 (1 )
2

z i= +  и 

2
1 ( 1 )
2

z i= − +  (полюсы первого порядка) находятся в верхней по-

луплоскости:  



174 

2
2

2
φ 1 1res[ ( ), ] ( 1)
ψ ' 44k

k
k k k

z z k

zf z z z z
z=

+= = = − + ; 

{ }
2

1 24
0

1 1 2π res[ ( ), ] res[ ( ), ]
21

x dx i f z z f z z
x

+∞ + = + =
+∫  

2π π[(1 ) ( 1 )(1 )]
4 2 2

i i i i= − + + − + − = . 

Вычисление интегралов вида ( )iaxe f x dx
+∞

−∞
∫  основывается на 

применении леммы Жордана:  если функция ( )f x , заданная на 
всей действительной оси, может быть продолжена на верхнюю по-
луплоскость Im 0z > , и ее аналитическое продолжение ( )f z  имеет 
в верхней полуплоскости лишь конечное число изолированных 
особых точек, равномерно относительно arg z   (0 arg π)z≤ ≤  стре-
мится к нулю при | |z → ∞ , тогда при 0a >  

     
1

( ) 2π res[ ( ), ]
n

iax iaz
k

k
e f x dx i e f z z

+∞

=−∞

= ∑∫ ,            (12.3) 

где kz  – особые точки функции ( )f z  в верхней полуплоскости.  
Если к тому же функция ( )f z  имеет полюсы первого порядка 

на действительной оси, то интеграл существует в смысле главного 
значения и равен 

1 1

( )

2π res[ ( ), ] π res[ ( ), ],

iax

n N
iaz iaz

k m
k m

e f x dx

i e f z z i e f z z

+∞

−∞

= =

=

= +

∫

∑ ∑
    (12.4) 

где kz   ( 1,2,..., )k n=  – особые точки в верхней полуплоскости, mz   
( 1,2,...,m N= ) – особые точки на действительной оси. Интегралы 
типа 

sin  ( )
+∞

−∞
∫ ax f x dx  и cos  ( )

+∞

−∞
∫ ax f x dx , 
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где ( )f x  удовлетворяет перечисленным требованиям, сводятся к 
предыдущим, так как 

sin  ( ) Im ( )
+∞ +∞

−∞ −∞

=∫ ∫ iaxax f x dx e f x dx , 

cos  ( ) Re ( )
+∞ +∞

−∞ −∞

=∫ ∫ iaxax f x dx e f x dx . 

В следующих примерах вычислить интегралы. 
Пример 12.4 ([3], № 4.149).  

2
cos

2 10
x xdx

x x

+∞

−∞ − +∫  и 2
sin

2 10
x xdx

x x

+∞

−∞ − +∫ . 

Решение. Представим данные интегралы в виде 

1 2 2
cos Re

2 10 2 10

ixx xdx xe dxI
x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞

= =
− + − +∫ ∫  , 

2 2 2
sin Im

2 10 2 10

ixx xdx xe dxI
x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞

= =
− + − +∫ ∫ . 

Рассмотрим  2 2 10

ixxe dx
x x

+∞

−∞ − +∫ .  Условия леммы Жордана выпол-

нены. Особые точки функции 2 2 10

izze
z z− +

 – полюсы первого по-

рядка: 1,2 1 3z i= ± . Одна из них 1 1 3z i= +  лежит в верхней полу-
плоскости.   

Согласно формуле (12.3) 
(1 3 )

12 2
2 (1 3 )2π res[ , ]

2(1 3 ) 22 10 2 10

ix iz i ixe dx ze i i ei z
ix x z z

+∞ +

−∞

π += = =
+ −− + − +∫  

3
32π (1 3 ) 2π (1 3 )(cos1 sin1)

2 6 2 6

ii i e e e i i
i

−
−+= = + + =

+ −
 

3π [cos1 3sin1 (sin1 3cos1)]
3
e i

−
= − + + . 
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Здесь мы применили формулу Эйлера φ cosφ sinφie i= + . Отсюда 
получаем искомые интегралы: 

3

1 2
πRe (cos1 3sin1)

32 10

ixxe dx eI
x x

+∞ −

−∞

= = −
− +∫ ; 

3

2 2
πIm (sin1 3cos1)

32 10

ixxe dx eI
x x

+∞ −

−∞

= = +
− +∫ . 

Пример 12.5 ([3], № 4.151).  2 2
0

cos ax dx
x b

∞

+∫   (a и b – положитель-

ные числа). 
Решение. Так как подынтегральная функция четная, то 

2 2 2 2 2 2
0

cos 1 cos 1 Re
2 2

iaxax ax e dxdx dx
x b x b x b

∞ +∞ +∞

−∞ −∞

= =
+ + +∫ ∫ ∫ . 

В верхней полуплоскости одна особая точка 0z ib=  (полюс пер-
вого порядка): 

0res[ ( ), ]
2 2z ib

iaz abe ef z z
z bi=

−
= = ; 

02 2 2 2
π2π res[ ( ), ] Re

iax iax
abe dx e dxi f z z e

bx b x b

+∞ +∞
−

−∞ −∞

= = =
+ +∫ ∫ . 

Поэтому искомый интеграл  

2 2
0

cos π
2

abax dx e
bx b

∞
−=

+∫ . 

 

Пример 12.6 ([3], № 4.154).     
itxe dx
x

+∞

−∞
∫ . 

Решение. У функции 
itze
z

 в верхней полуплоскости особых то-

чек нет, на действительной оси – одна особая точка 0 0z =  – полюс 
первого порядка. Согласно формуле (12.4) при 0t >  имеем 
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0π res , π
itx itze edx i z i
x z

+∞

−∞

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

(так как вычет равен 1). При 0t <  сделаем замену t t→ − . Тогда 
| |

π
itx itx i t xe e edx dx dx i
x x x

+∞ −∞ +∞−

−∞ +∞ −∞

= = − = −∫ ∫ ∫ . 

(Можно и сразу использовать лемму Жордана применительно к 
нижней полуплоскости.) 

Наконец, при 0t =  получаем dx
x

+∞

−∞
∫ . Подынтегральная функция 

нечетная, и поэтому главное значение интеграла равно нулю. 

Пример 12.7 ([3], № 4.156).  

2 2
sin Im .

( 4)( 1) ( 4)( 1)

ixxdx e dx
x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞

=
+ − + −∫ ∫  

Решение. Функция 2( 4)( 1)

ize
z z+ −

 имеет в верхней полуплоско-

сти полюс первого порядка в точке 2z i=  и на действительной оси 
полюс первого порядка в точке 1z = .  

2

2

2 2

φres[ ( ),2 ]
ψ' 2 2 (2 1)

( 2 1) ( 2 1)
4 (2 1)( 2 1) 20

−

=

− −

= = =
⋅ −

− − − −= =
− − −

z i

ef z i
i i

e i i e
i i i i

 

(здесь в качестве φ( )z  мы взяли функцию 
1

ize
z −

, а в качестве ψ( )z  

функцию 2 4z + ); 

21 1

cos1 sin1res[ ( ),1] lim ( )( 1) lim
5 54

iz i

z z

e e if z f z z
z→ →

+= − = = =
+

; 

2 2
sin Im Im{2π res[ ( ),2 ]

( 4)( 1) ( 4)( 1)

ixxdx e dx i f z i
x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞

= = +
+ − + −∫ ∫  
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2 ( 2 1) cos1 sin1π res[ ( ),1]} Im 2π π
20 5

e i ii f z i i
i

−⎡ ⎤− − ++ = + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2
2π πcos1 π (cos1 )

5 5 5
e e

−
−= − + = − . 

Пример 12.8 ([3], № 4.157).  
| |

3 3 3
cos cos | | Re
1 1 1

i t xtxdx t x edx dx
x x x

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= =
+ + +∫ ∫ ∫ . 

Решение. Особые точки функции 
| |

3 :
1

i t ze
z+

  1 1z = −  – на действи-

тельной оси (полюс первого порядка). Далее 2 1 0z z− + = ⇒  

2,3
1 3
2 2

z i= ± . Из двух точек одна 2
1 3
2 2

z i= +  находится в верх-

ней полуплоскости (полюс первого порядка): 

1

| | | |

13
1

φres ,
ψ' 31

i t z i t

z

e ez
z

−

=−

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

+⎣ ⎦
; 

| | | | 3 | |
| | 2 2

23 2

1 3
2 2 4res ,

3( 2 2 3 )1 1 33
2 2

i t t i t
i t z e i

e e ez
iz

i

−
⎛ ⎞

+⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠= = =⎢ ⎥ − ++ ⎛ ⎞⎣ ⎦
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

| | 3 | | 3
2 2| | | | | | | |2 cos sin 2 cos sin ( 1 3)

2 2 2 2
3 43( 1 3)

t tt t t te i e i i

i

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

⋅− +
. 

Таким образом, 

2 1

| |

3 3
cos Re Re(2π res res )
1 1

i t x

z z
tx e dxdx i i
x x

+∞ +∞

−∞ −∞

= = +π =
+ +∫ ∫  

| | 3
2π | | | | πRe[ (cos sin )( 1 3) (cos | | sin | |)]

3 2 2 3

ti t t ie i i t i t
−

= + − − + − =  
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| | 3
2π | | π(sin 3cos ) sin | |

3 2 2 3

t t te t
−

= + + . 

Пример 12.9 ([3], № 4.160).  

2 2
0

sin
( )

axdx
x x b

∞

+∫    ( 0, 0)a b> > . 

Решение. Так как подынтегральная функция четная, то 

2 2 2 2 2 2
0

sin 1 sin 1 Im
2 2( ) ( ) ( )

iaxaxdx axdx e dx
x x b x x b x x b

∞ +∞ +∞

−∞ −∞

= =
+ + +∫ ∫ ∫ . 

Далее 

2 2 2 2 2 22π res , π res ,0
( ) ( ) ( )

iax iaz iaze dx e ei ib i
x x b z z b z z b

+∞

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

2 2 2
1 π π2π π

2

ab abe e ii i i
ib ib b b b

− −
= + ⋅ = − +

⋅
,
 

( )2 2 2 2 2
0

sin 1 π π πIm 1
2( ) 2

ab
abaxdx e ii e

x x b b b b

∞ −
−⎛ ⎞

= − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∫ . 

Пример 12.10 ([3], № 4.162).   

2
0

cos2 cos2ax bx dx
x

∞ −
∫ . 

Решение.  

2 2
0

cos2 cos 2 1 cos2 cos 2
2

ax bx ax bxdx dx
x x

∞ +∞

−∞

− −= =∫ ∫  

2 2 2 2

2 2
1 1Re Re π res ,0
2 2

+∞

−∞

⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎪ ⎪= = =⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫
i ax i bx i az i bze e e edx i

x z
 

( )
2 2

20

1 1Re π lim Re π 2 2
2 2

i az i bz

z

e ei z i i a i b
z→

⎡ ⎤⎛ ⎞−= ⋅ = − =⎡ ⎤⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
π( )b a− . 
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Пример 12.11 ([3], № 4.164).     
3 3

3 3
0

sin 1 sin
2

x xdx dx
x x

∞ +∞

−∞

=∫ ∫ . 

Решение. Воспользуемся тригонометрической формулой 

( )3 1sin 3sin sin 3
4

x x x= − . 

Тогда 
3 3

3 3 3
1 sin 1 3sin sin3 1 3Im
2 8 8

ix i xx x x e edx dx dx
x x x

∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

− −= = =∫ ∫ ∫   

3 3

3 3 3
1 3 2 2 1 3 2Im Im π res ,0
8 8

ix i x iz i ze e e edx dx i
x x z

+∞ +∞

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎡ ⎤− − − −⎪ ⎪= + = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦

∫ ∫  

( )
3

20

1 3 2 1 3Im π lim Im π 3 π
8 8 8

iz i z

z

e ei i
z→

⎛ ⎞− −= = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(предел можно взять, например, по правилу Лопиталя), 3
2 0

+∞

−∞

=∫ dx
x

 

– главное значение интеграла.  
 

 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории:  
[3] № 4.149, 4.151, 4.154, 4.156, 4.157, 4.160, 4.162. 
Резерв:  
[3] № 4.140, 4.142, 4.163, 4.164. 
Для самостоятельной работы дома:  
[3] № 4.143, 4.144, 4.150, 4.152, 4.155, 4.158, 4.159.  
На усмотрение преподавателя:  
[3]  № 4.141, 4.161, 4.163. 
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1 При н
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я, возможно выд
нтегральной фун
этой функции, к
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(1 cos  0;axdx a− >
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( )1 Lnp ze −=  выделим
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1

1 ln φ

0,
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p z i

z e e
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k
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= ±
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ВАНИЕ МНОГО

интегралов от мн
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нкции. Далее вы
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оси. 
мерах вычислить
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) 0 1p< <  и 
0

px
∞

∫
ьзуемся интеграл

на рис. 13.1. 
м однозначную 
м с действительн

( )

)

)

1 Ln

φ 2π     
1, 2... .

p z az

i k az

e e

e

− −

+ −

⋅ =

⋅
± ±

 

ой положитель
n lnz x= , φ 0= ,
интегрировать н
)lnz aze−⋅ . Точки в

aze−⋅  – это z =
внутри данного 
интегрирования о

( ) 2π r
kC

f z dz i= ∑∫

                  
о занятие можно расс

ОЗНАЧНЫХ ФУ
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ачных аналитич
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(1 sin  0;p axdx a− >

лом: 1p az

C

z e− −⋅∫ , 

У многозначн
ветвь, являющу

ной оси функции 

ьной 
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надо 
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0  и 
контура выдели
основную теорем

[ ]res ( ), kf z z , 

сматривать как факу

Ри

УНКЦИЙ1 

нкций необхо-
ом интегриро-
ческих ветвей 
егрируется та 
м продолжени-

);  1 1 .p− < <  
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ной функции 
уюся аналити-

1p axx e− −⋅ : 

ть эту ветвь и 
му теории вы-

ультативное. 

 
ис. 13.1 
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где zk – изолированные особые точки функции f(z), находящиеся 
внутри контура C. Так как внутри контура в нашем случае таких 
точек нет, то интеграл равен 0.  

Рассмотрим этот интеграл как сумму интегралов по составным 
частям контура. Интеграл по отрезку действительной оси ( ;z x=  

)dz dx= :    
1

1
ρ

R
p axI x e dx− −= ∫ . 

При ρ 0→  и R → ∞  этот интеграл превращается в несобствен-
ный интеграл 

1

0

p axx e dx
∞

− −∫ . 

Интеграл по мнимой положительной полуоси ( );z iy dz idy= =  

( ) ( ) ( ) πρ ρ 1 ln1 ln 2
2

p y ip iy aiy aiy

R R

I e e idy i e e dy
⎛ ⎞− +⎜ ⎟− − −⎝ ⎠= ⋅ = ⋅ =∫ ∫  

( ) ( )
ρ ρπ π π1 1 12 2 2 cos sin

i p i i pp iay p

R R

ie y e dy i e e y ay i ay dy
− −− − −= ⋅ = ⋅ ⋅ − =∫ ∫  

( )
π

12

ρ

cos sin
R

i p pe y ay i ay dy−= −∫ . 

Обозначим стоящие здесь интегралы при ρ 0→  и R → ∞ : 

1 1
1

0 0

cos cosp py aydy x axdx J
∞ ∞

− −= =∫ ∫ , 

1 1
2

0 0

sin sinp py aydy x axdx J
∞ ∞

− −= =∫ ∫ . 

Докажем, что интегралы по малой и большой дугам при ρ 0→  и 
R → ∞  обращаются в ноль (на малой дуге ρ iz e ϕ= , на большой ду-
ге φReiz = ). 

( ) ( )

ρ

0
1 ρ cosφ sinφ1 φ φ

π
2

ρ ρ φ
p a ip az i i

C

z e dz e e ie d
− − +− −⋅ = ⋅ ⋅ ≤∫ ∫  
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π π
2 2

1 ρcosφ

0 0

ρ ρ φ ρ φ 0p a pe d d− −≤ ⋅ ≤ →∫ ∫  

при ρ 0→ , так как 0 1p< < .  Интеграл по большой дуге  

( ) ( )

π
2 1 cosφ sinφ1 φ φ

0

φ
R

p aR ip az i i

C

z e dz Re e Rie d
− − +− −⋅ = ⋅ ⋅ ≤∫ ∫  

π π π
2φ 2φ2 2 21

cosφ π π

0 0 0

φ φ 0
aRaR

p aR p p aRR e d R e d R e e d
⎛ ⎞− −⎜ ⎟− −⎝ ⎠≤ ⋅ ϕ ≤ = ⋅ →∫ ∫ ∫  

(так как 2φcosφ 1
π

≥ − ) при R → ∞  (за счет экспоненты).  

Сумма интегралов по всем четырем частям контура равна нулю, 
поэтому получаем равенство 

( )
π

1 12

0 0

cos sin 0
i pp ax px e dx e y ay i ay dy

∞ ∞
− − −⋅ − − =∫ ∫ ; 

здесь 
π
2 π πcos sin

2 2
i p

e p i p= + ; первый интеграл заменой ax t=  сво-

дится к гамма-функции Эйлера:  
( )1

1
0

p
t

p p

Г pt dte
a a a

∞ −
−

− ⋅ ⋅ =∫ , 

( ) ( )1 2
π πcos sin 0
2 2p

Г p
p i p J iJ

a
⎛ ⎞− + ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Приравнивая нулю отдельно действительную и мнимую части 
выражения, стоящего в левой части, получаем 

( )
1 2

1 2

π πcos sin 0,
2 2
π π        sin cos 0.
2 2

⎧
⎪ − ⋅ − ⋅ =⎪
⎨
⎪ − ⋅ + ⋅ =⎪
⎩

p

Г p
p J p J

a

p J p J
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Из этой системы получаем 

( )
1

πcos
2

p

Г p p
J

a

⋅
= ;         

( )
2

πsin
2

p

Г p p
J

a

⋅
= . 

Второй интеграл сходится в более широких пределах по р: 
( )1;1p ∈ − , так как подынтегральная функция в интеграле 

1

0

sinpx axdx
∞

−∫  в нуле эквивалентна 1p px ax ax− = , что обеспечивает 

сходимость интеграла на нижнем пределе при 1p > − . 
Пример 13.2 ([3], № 4.166).  

0

cos px dx
∞

∫  ( )1p > . 

Решение. Заменой px t=  сводится к интегралу J1 предыдущего 
примера. 

Пример 13.3 ([3], № 4.167). 
Решение. Аналогично примеру 13.2. 

Пример 13.4 ([3], № 4.168).   
0

sin p

p
x dx

x

∞

∫ , 1
2

p > . 

Решение. Аналогично предыдущим примерам. Применим свой-
ство гамма-функции 

( ) ( ) ( )1 1Г x x Г x= − ⋅ − . 
При 1p =    

0

sin π
2

xdx
x

∞

=∫ , 

вычислялся ранее как интеграл от однозначной функции по лемме 
Жордана (см. (12.3)):  

0

sin 1 1 πIm Im π res ,0
2 2 2

ix izx e edx dx i
x x z

∞ +∞

−∞

⎛ ⎞⎡ ⎤
= = =⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ . 

Пример 13.5 ([3], № 4.170).   
( )0 1p
dx

x x

∞

+∫  ( )0 1p< < . 
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( ) 2π re
1p

dz i
z z

= ⋅
+

от же интеграл 
шой и малой окру

( )
0

2π1p
C

dz
z z

=
+∫ ∫

ρ

( )
2

1
=

+∫ ∫
R

p
C

dz
z z

нтеграл по верхне

ρ

R

∫
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2πipe , 

(2πp ip
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dx
x e x⋅ ⋅ +∫
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нт равен 0, на ни

[ ]
(
2πes ( ), 1
1

f z − =
−

по составным ч
ужностям обращ

( ) (
0 φ

φ φ
π

ρ φ

ρ ρ 1

i

pi i

i e d
e e⋅ +

∫

( ) (
2π φ

φ φ
0

φ

⋅ +
∫

i

pi i

iRe d
Re Re

ему берегу разре

( )ρ 0ρ 0
1

R

p R

dx
x x x

∞

→∞
→

→
+∫ ∫

жнему берегу р

) (
2π

1
ip

p
R

dxe
x x

−=
⋅∫

ρ

алы по частям ко
нному с помощью

2π 2ipJ e J−− ⋅ =

гриро-
очку z 
туром 
дынте-
z = –1 
ется та 
анали-
с по-

и (по рисунку с в
ижнем берегу это

) ( ) πln 1

π 2π 2π
p pip

i i i
ee −= =

частям контура: 
щаются в 0 при ρ

)
2π

1 φ
0

1 φ
ρ ρ 1p i

d
e−≤

+∫

)
2π

1
0

1 φ
11

−≤
−+

∫p
d

R R

еза (искомый инт

( )1p
dx J
x

=
+

. 

разреза, где z

)
2π

0ρ 0
1

ip

R

x e
x

∞
−

→∞
→

→ −
+ ∫
онтура и прирав
ю вычетов, получ

π2π i pie− , 

Р
верхнего бере-
ого же разреза 

π2π .i pi ie−=  

интегралы по 
0→ и R → ∞ :  

при ρ 0
0 ,

1 →
→  

при 
0 .
→∞

→
R

 

теграл):  

( )ln 2πp x ipz e += =  

( )1p
dx

x x⋅ +
. 

нивая их сум-
чим  

 
Рис. 13.2 
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( )
( )( )

( )π 2π π ππ

2π 2π 2π2π 2π

2π 1 2π2π
1 21 1

i p ip i p i pi p

ip ip ipip ip

ie e i e eieJ
e e ee e

− −−

− −−

− −
= = = =

− − −− −
 

2

2π 2 sin π 2πsin π π
2 2cos 2π 2sin π sin π

i i p p
p p p

− ⋅= = =
−

. 

Пример 13.6 ([3], № 4.172).  2
0 1

px dx
x

∞

+∫  ( )1 1p− < < . 

Решение. Выберем контур С, показанный 
на рис. 13.3, и выделим однозначную ветвь 
функции ( )ln φ 2πLn p z i i kp p zz e e + += = , взяв 0k = , 
что соответствует аналитическому продол-
жению функции хр с действительной поло-
жительной полуоси. Внутрь контура попада-

ет одна особая точка подынтегральной функции z i=  – полис пер-
вого порядка. 

[ ]2

π
ln 2

2π res ( ), 2π
1 2

π π .

p p

C

pip i

z dz ii f z i i
z i

e e

= ⋅ = ⋅ =
+

= =

∫
 

Покажем, что интегралы по малой и большой полуокружностям 
обращаются в ноль при ρ 0→  и R → ∞ .  

На малой полуокружности φρ iz e= , φρ φidz ie d= : 

( )
ρ

φ φ π
1

2 2 φ 2 2 φ
0

ρ ρ φ φρ 0
1 ρ 1 ρ

pi i
p

i i
C

e ie d d
e e

+
⋅

≤ →
+ +∫ ∫  

при ρ 0→ , так как ( )1 1p− < < ; 

( )φ φ π1
1

2 2 φ 2
0

φ
φ π 0

1
R

pi i p
p

i
C

Re Rie d R d R
R e R

+
−

⋅
≤ = →

+∫ ∫  

при R → ∞ . Интегралы по промежуткам действительной оси   

2 2
ρ 01 1

R p px dx x dxJ
x x

∞

→ =
+ +∫ ∫ ;   

( )ρ ln π
π π

2 2
01 1

p x i p
i p i p

R

e dx x dxe e J
x x

− + ∞

−

→ = ⋅
+ +∫ ∫ . 

 
Рис. 13.3 
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Приравняем интегралы, полученные непосредственно и с помо-
щью вычетов: 

π
π 2π

i pi pJ e J e+ ⋅ = ; 

( )
( )( )

π π
π 2 2π

π22

π π ππ π

ππ π2cosπ 1π 2
1 2 2 cosπ1 1

i p i p
i pi p i p

i p i p i pi p i p

e e pe eeJ
e e e pe e

−

−

−−

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+ ⎝ ⎠= = = = =

+ + + ++ +
 

2

ππcos π2
π π2cos 2cos
2 2

p

p p
= = . 

Пример 13.7 ([3], № 4.176). Вычислить главное значение инте-

грала  4
0 1

xdx
x

∞

−∫ .   

Решение. Воспользуемся утверждением (см. [3], № 4.175), по-
лезным и для решения других примеров: если рациональная функ-
ция ( )f z  имеет на положительной части действительной оси по-
люсы лишь первого порядка 1 2β ,  β ,...,  βm , а среди других ее особых 
точек 1 2α ,  α ,...,  αn  нет равной нулю и  

( ) ( )1 1

0
lim lim 0+ +

→ →∞
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ = ⋅ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

p p

z z
z f z z f z , 

то, если р – целое число,  

( ) [ ]

1 α0

β
1

( ) res Ln ( )

β lnβ π res ( ) .

∞

= =

=
=

⎡ ⎤= − ⋅ −⎣ ⎦

− + ⋅

∑∫

∑
k

k

n
p p

k z

m
p
k k z

k

x f x dx z z f z

i f z
 

Действительно, взяв контур, представ-
ленный на рис. 13.4, и рассмотрев вспомога-
тельный интеграл Ln ( )p

С

z z f z dz⋅∫ , получим 

1 α

Ln ( ) 2π res Ln ( )
k

n
p p

k zС

z z f z dz i z z f z
= =

⎡ ⎤⋅ = ⋅⎣ ⎦∑∫  

 
 

Рис. 13.4 
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(для краткости записи на рисунке взята одна точка β βk = ). Рас-
сматривая это же интеграл как состоящий из суммы интегралов по 
составным частям контура, получим: 

интеграл по дуге большой окружности радиуса R, на которой 
φ ,iz Re=   Ln ln φ,= +z R i     φ φidz Rie d= : 

( )Ln ⋅ ≤∫
R

p

С

z z f z dz ( )
2π

φ

0

ln φ φ 0⋅ + ⋅ ⋅ →∫ p iR R i f Re Rd  

при R → ∞ ; 
интеграл по дуге малой окружности радиуса ρ с центром в нача-

ле координат: 

( ) ( )
ρ

2π
φ

0

Ln ρ lnρ φ ρ ρ φ 0p p i

С

z z f z dz i f e d⋅ ≤ + →∫ ∫  

при ρ 0→ . 
Интеграл по верхнему берегу разреза, где arg 0z = , равен 

( )
0

lnpx x f x dx
+∞

⋅∫ , 

интеграл по нижнему берегу разреза, где arg 2πz = , равен  

( ) ( )
0

ln 2πpx x i f x dx
+∞

+∫  

и, следовательно, сумма этих интегралов равна  

( )
0

2π pi x f x dx
+∞

⋅∫ . 

Осталось вычислить интегралы по верхней и нижней дугам ок-
ружности радиуса ρ с центром в точке β. Так как по условию β – 
полюс первого порядка, то ( )f z  в окрестности этой точки пред-
ставима в виде  

( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0

φ
ψ ' β

z
f z

z z o z z
=

⋅ − + −
. 

Интеграл по верхней дуге равен  
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( ) ( )
верх

ln argp

С

z z i z f z dz+ =∫  

( ) ( ) ( )
верх

* β
(по теореме о среднем)

* ln * arg *p

z
С

z z i z f z dz
→

= + →∫  

( )
( ) ( ) ( )

верх
* β* β

0 0

φ
β lnβ lim

ψ ' β o
p

zz
С

z dz
z z z z→→

→ ⋅ =
⋅ − + −∫  

( )
β

β lnβ π resp
z

i f z
=

= − ⋅ ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Интеграл по нижней дуге равен  

( ) ( )
ниж

ln argp

С

z z i z f z dz+ =∫  

( ) ( ) ( )
ниж

** β
(по теореме о среднем)

** ln ** arg **p

z
С

z z i z f z dz
→

= + →∫  

( ) ( ) β** β
β lnβ+2π π resp

zz
i i f z

=→
→ ⋅ ⋅ ⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Из этих соотношений и получаем заявленную формулу. В на-
шем примере:  

1;p =    ( ) 4

1 ;
1

f x
x

=
−

   β 1= . 

Далее: ( ) φ 1res ,1
ψ' 4

f z⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ . Особые точки внутри контура:

1α ,i=  2α ,i= −  3α 1= −  – полюсы первого порядка. Вычеты в них: 

( ) 3

πln1
φ π2res  ln  
ψ' 4 8z i

i i
iz z f z

i=

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠⎡ ⎤ = = = −⎣ ⎦ , 

( )
( )3

3πln1
φ 3π2res  ln  
ψ' 84z i

i i
z z f z i

i=−

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎡ ⎤ = = = −⎣ ⎦ −

, 

( ) ( )
( )31

1 ln1 πφ πres  ln  
ψ' 44 1z

i iz z f z
=−

− +
⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦ −

, 
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( ) πres  
4
if z⎡ ⎤ = −⎣ ⎦∑ . 

Подставляя в указанную формулу, получим: 

4
0

π π 0
1 4 4

xdx i i
x

∞

= − =
−∫ . 

Для сравнения вычислим главное значение интеграла непосред-
ственно: 

1 ε

4 4 4ε 0
0 0 1 ε

V.P.  lim
1 1 1

xdx xdx xdx
x x x

∞ − ∞

→
+

⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

( )

( )

2

2

1 ε

2 2ε 0
0 1 ε

1lim
2 1 1

dt dt
t t

− ∞

→
+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + =

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

( )

( )

2

2

1 ε

ε 0
0 1 ε

1 1lim ln ln
1 1

t t
t t

− ∞

→
+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥= − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )
( )

( )
( )

( )( )
( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2ε 0 ε 0

2ε ε 2+2ε+ε1 1 ε 1 1 ε
lim ln limln =

2 2ε+ε 2ε ε1 1 ε 1 1 ε→ →

−− − + +
= ⋅ =

− − −+ − − +
 

( )( )
( )( )

2

2ε 0

2 ε 2 2ε ε
lim ln 0

2 2ε ε 2 ε→

− + +
= =

− + +
. 

Пример 13.8 ([3], № 4.177). Вычислить главное значение инте-

грала   
2

4
0 1

x dx
x

∞

−∫ . 

Решение.                    
2 2

4 4
0

1
1 2 1

x dx x dx
x x

∞ +∞

−∞

= =
− −∫ ∫  

[ ] [ ] [ ]1 2π  res ( ), π  res ( ), 1 π  res ( ),1
2

i f z i i f z i f z⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦ , 

где  
2

4( )
1

zf z
z

=
−

. 

Во всех этих точках функция ( )f z  имеет полюс первого поряд-
ка, и вычет можно вычислить по формуле φ/ψ ́: 



Пр

грала 

Реш

на рис
теграл
писат
Интег
и по б
ответс
13.6 и

Ин
радиу
стрем
так ка
рядка

Ин
равен 
гую в
нижни
тельн

Ин
полуо

2

4
0

1 2π
1 2

x dx
x

∞ ⎡
= ⎢

− ⎢⎣
∫

ример 13.9 ([3],

(
0

 ;  1
1  

px dx p
x

∞

− <
−∫

шение. Рассмот

с. 13.5. Внутри к
л по всему конту
ь как состоящим
гралы по малой д
большой дуге рад
ственно, как легк
и др.).  
нтеграл по верхн
уса ρ2 с центром
млении 2ρ 0→  ра
ак точка z = 1 –
, то 

[ ]π res ( ),1i f z− ⋅

нтеграл по нижн
2ππ ipie . Множи

ветвь функции zр
ий. Главное знач
ой положительно

нтеграл по нижн
оси дает  
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2

3 π
4 4z i

z zi i
z z=

⋅ + ⋅

1 π π π
2 2 4 4

i i⎛= − +⎜
⎝

№ 4.178). Вычи

)0p < . 

рим 
1  

p

C

z dz
z−∫  по 

контура функция
уру С равен 0. В
м из интегралов п
дуге радиуса ρ1 с
диуса R при стре
ко показывается

ней полуокружн
м в точке z = 1
авен [π res (i f z− ⋅
– полюс первого

1

π π
1

p

z

zi i
=

= − =
−

ней полуокружн
итель 2 πi pe  появл
zр при переходе 
чение интеграла 
ой полуоси равн

0 1

px dxJ
x

∞

=
−∫

нему берегу дей

2 2

3 3
1

π
4z

z zi
z z=−

+ ⋅

π
4 4
i ⎞ =⎟
⎠

. 

ислить главное зн

контуру С, пре

я аналитическая
В то же время ег
по составным ча
с центром в нача
емлении 1ρ 0→
я, обращаются в 

ности 
 при 

]),1z , 
о по-

i . 

ности 
ляется из-за пере
с верхнего бере
по верхнему бе

но вычисляемому

 
x . 

йствительной по

Ри

1z=

⎤
=⎥

⎥⎦
 

начение инте-

дставленному 

. Поэтому ин-
го можно рас-
астям контура. 
але координат 
и R → ∞ , со-
0 (см. пример 

ехода на дру-
ега разреза на 
ерегу действи-
у интегралу: 

оложительной 

 
ис. 13.5 
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( )0 0ln π
2 π 2 π 2 π

01  1 1

p x i p p
i p i p i pe dx x dx x dxe e e J

x x x

∞+

∞ ∞

= = − = − ⋅
− − −∫ ∫ ∫ . 

Таким образом, получаем: 
( )2 π 2 ππ 1 0i p i pJ e J i e− ⋅ + + = ⇒  

( ) ( )( )
( )( )

2 π 2 π 2 π

2 π 2 π 2 π

π 1 π 1 1
1 1 1

i p i p i p

i p i p i p

i e i e e
J

e e e

−

−

− + − + −
⇒ = = =

− − −
 

( )
( )

2 π 2 π

22 π 2 π

π π 2 sin 2π 2πsin 2π πctgπ
2 2cos2π 2 2sin π2

i p i p

i p i p

i e e i i p p p
p pe e

−

−

− − ⋅= = − = =
− ⋅− +

. 

Пример 13.10 ([3], № 4.179). Вычислить главное значение инте-

грала  
1

px

x
e dx

e

+∞

−∞ −∫  ( )0 1p< < .  

Решение. Сводится к предыдущему примеру заменой xe t= . 

Пример 13.11 ([3], № 4.180).  Вычислить  интеграл 

( )
( )

( )
11

3
0

1
;  1 2 .

1

ppx x
J dx p

x

− −
= − < <

+∫  

Решение. Рассмотрим интеграл ( )
( )

1

3

1
1

pp

C

z z
dz

z

− −
+∫ , где С – контур, 

представленный на рис. 13.6. Выделим в подынтегральной функ-
ции интегрируемую ветвь, являющуюся аналитическим продолже-
нием с действительной оси (ее верхнего берега) функции 

( )1 1 ppx x− − .  

По определению ( )1 Ln1 p zpz e −− =  и 

( ) ( )Ln 11 p p zz e −− = ,   ( )( )1 ln φ 2π1 p x i kipz e − + +− = .  

На действительной оси z x= ; φ = 0 и 
( )( ) ( )1 lnx 2π 1 ln1 1p ki p xp pz e e x− + −− −= = =  при k = 0.  

Таким образом, интегрируем ветвь  
( )( )1 ln φ1 p z ipz e − +− = . 

 
Рис. 13.6 
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Аналогично, ( ) ( ) ( )( )ln1 arg 1 2πLn 11 − + − +−− = =p p z i z kip zz e e .  

На действительной оси ln 1 ln 1z x− = − , ( )arg 1 0z− =  (при 
0 1z< < ) 0k⇒ = .   

Интегрируем ветвь ( ) ( )( )ln1 arg 11 p p z i zz e − + −− = . Внутри контура у 
подынтегральной функции есть одна особая точка 1z = −  – полюс 
третьего порядка. Вычислим вычет в этой точке:  

[ ] ( ) ( )( )
2 2

3 1
2 21 1

1 1res ( ), 1 lim ( ) 1 lim 1
2! 2!

pp

z z

d df z f z z z z
dz dz

−

→− →−
⎡ ⎤− = ⋅ + = − =⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) 11

1

1 lim[ 1 1 1 1
2

p pp p

z
p p z z p pz z −− − −

→−
= − − ⋅ − − − − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 211 1 1 1 ]p pp pp pz z p p z z− −− −− − − + − − . 
Здесь для выделения ветвей 

( )1 π1

1

i pp

z

z e −−

=−

= ,         ( ) ( )ln2

1

1 2p p p

z

z e
=−

− = =  

(так как ( )arg 1 z−  остался равным 0). Следовательно:  

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )1 π 1 π 11res ( ), 1 [ 1 2 1 2
2

i p i pp pf z p p e p pe− − −− = − − ⋅ + − ⋅ +  

( ) ( ) ( ) ( )1 π 1 π1 2 211 2 1 2 ] [
2

i p i pp pp pe p p e p p− −− −+ − ⋅ + − ⋅ = − +  

( ) ( ) ( ) ( )
2

π 1 11 1 1
] 2

2 2 4 4 4
i p pp p p p p p p pe − −− − − ⎛ ⎞

+ + + = ⋅ ⋅ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( )π 11 2 1
8

i p pe p p−= ⋅ ⋅ − . 

Вычислим интегралы по составным частям контура. По верхне-

му берегу разреза  ( )
( )

11

3
0

1
1

ppx x
dx J

x

− −
=

+∫  (искомый). На нижнем бере-

гу ( )( )1 ln1 1p xp pz e x−− −= = ; ( ) ( ) ( )ln1 2π 2 π1 1p pp x i p iz e e x− − −− = = − . Поэтому 
интеграл по нижнему берегу разреза равен 



194 

( )
( )

( )
( )

1 2 π 1 2 π0 1
2 π

3 3
1 0

1 1
1 1

p pp p i p p i
p ix x e x x e

dx dx e J
x x

− − − −
−⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

= − = − ⋅
+ +∫ ∫ . 

Оценим интегралы по окружностям. Интеграл по малой окруж-
ности радиуса ρ с центром в начале координат, где φρ iz e= :  

( )
( )ρ

1 φ 2 φ1 2π 2π

3 3 3φ φ
0 0

ρ 1 ρ ρ 1 ρ1
ρ φ φ 0

1 1 ρ 1 ρ

p pp p i p ip

i i
C

e ez z
dz d d

z e e

− −− − −⋅ −
≤ = →

+ + +
∫ ∫ ∫  

при  ρ 0→ , так как 2p < . Интеграл по малой окружности радиуса 
ρ с центром в точке 1z = , где φ1 ρ ;iz e− = φ φρ φ; 1 ρ :i idz ie d z e= − = −  

( )
( )

( )
ρ'

1φ
1 2π

3 3φ
0

1 ρ ρ1
ρ φ

1 2 ρ

pi ppp

i
C

ez z
dz d

z e

−
− −⋅ −

≤ =
+ −

∫ ∫  

1φ2π
1

3φ
0

1 ρ
=ρ φ 0

2 ρ

pi
p

i

e
d

e

−

+
−

→
−

∫ , 

так как 1p > − . Интеграл по большой окружности радиуса R, где 
φiz Re= :  

( )
( )

1 φ1 2π

3 3φ
0

11 1φ const 0
1 1R

pp p ip

i
C

R Rez z
dz Rd

Rz Re

−− −⋅ −
≤ ≤ ⋅ →

+ +
∫ ∫  

при R → ∞ . Таким образом, имеем  
( ) ( )1 π2 π 2π 2 1 ;

8
i pi p piJ e J e p p−−− ⋅ = ⋅ −  

( )π π

2π

2 1π
4 1

i ip p

pi

e e p piJ
e

−

−

⋅ ⋅ −
= ⋅ =

−
 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

π 2π

2π 2π

π π

2π 2π

1π 2 1
4 1 1

π 2 1
4 2

i p pi
p

pi pi

pi pi
p

pi pi

e ei p p
e e

i e ep p
e e

−

−

−

−

−
= − − ⋅ =

− −

−= − − ⋅ =
− +
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( ) ( )π 2 sin π π2 1 2 1
4 2 2cos2π 4 2sin π

p pi i p i ip p p p
p p

⎛ ⎞−= − − ⋅ = − − ⋅ − =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 

( )1 2π
8 sin π

pp p
p

−
= ⋅ . 

Пример 13.12 ([3], № 4.181).  Вычислить интеграл 

( ) ( )
11

2
0

1
;  1 2

1

ppx x
dx p

x

− −
− < <

+∫ . 

Решение. Рассмотрим интеграл по тому же контуру С, что и в 
примере 13.11. Ветвящиеся функции те же самые, поэтому вос-
пользуемся некоторыми результатами этого примера. Внутри кон-
тура  С теперь две особые точки i±  с полюсом первого порядка в 

них. Вычеты вычислим по формуле φ
ψ'

, где ( )1φ( ) 1 ppz z z−= − ; 

2ψ( ) 1z z= + . Ветви выделены те же, что и в примере 13.11. В точке 
z i= :  

( ) π π π π11 2 2 2 2
p i i i p i pp

z i

z e e e ie
− ⋅ − −−

=

= = ⋅ = ; 

 

( )
π πln 2
4 2 41 2

pp i i pp

z i

z e e
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

− = = ; 

[ ]
π π

3π2 2 4 1
2 42res ( ), 2

2

pi p i p p i pie ef z i e
i

− −
− −⋅ ⋅= = ⋅ . 

В точке z i= −   
( ) 3π 3π11 2 2

p i i pp

z i

z e ie
− ⋅ −−

=−

= = − ;  

( )
π πln 2
4 2 41 2

pp i i pp

z i

z e e
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

=−

− = = ; 

[ ]
3π π

5π2 2 4 1
2 42res ( ), 2

2

pi p i p p i pie ef z i e
i

−
− −− ⋅ ⋅− = = ⋅

−
. 
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Интеграл  по всему составному контуру равен:  
5π 3π 5π 3π1 1

2 4 2 4 2 4 42π 2 2 π 2
p p pi p i p i p i p

i e e i e e
− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⋅ + ⋅ = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Вычислим интегралы по составным частям контура. Интеграл 
по верхнему берегу разреза равен J (искомый), по нижнему берегу 

2πpie J−− ⋅  (см. пример 13.11). Интегралы по малым окружностям 
обращаются в ноль при стремлении радиусов к нулю. Остается вы-
числить интеграл по большой окружности, который в данном слу-
чае в нуль не обращается (недостаточная степень убывания модуля 
подынтегральной функции при R → ∞ ): 

( ) [ ]
1

2

1
2π res ( ),

1
R

pp

C

z z
dz i f z

z

− ⋅ −
= − ∞

+∫ . 

В точке z = ∞  ( )f z  имеет разложение в ряд Лорана, начинаю-

щееся с члена 1c
z
− , так как главный член имеет вид ( )1 p

z
−

. Для вы-

числения ( )1 p−  возьмем произвольную, удаленную от начала коор-
динат точку, например, на действительной положительной полу-
оси. Тогда  

1 1p pz x− −= ;  

( ) ( ) ( )ln1 πLn 1 π1 1 pp p x ip z i pz e e e x− −− −− = = = ⋅ −  
(пользуемся выделенной ранее ветвью). Таким образом, при 
x → +∞   

( ) ( )1 1 π π

2 2

1 1
1 1

p pp p i p i pz z x x e e
z x x

− − − −⋅ − ⋅ −
+ +

∼ ∼  

или  
( )1 π

2

1
1

pp i pz z e
z z

− −⋅ −
+

∼  

(для любых z → ∞ , так как z = ∞  правильная точка подынтеграль-
ной функции).   Следовательно,  

[ ] π
1res ( ), i pf z c e−

−∞ = − = − . 
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Интеграл по большой окружности, таким образом, равен  
[ ] π2π res ( ), 2π i pi f z ie−− ∞ = . 

Приравняем интеграл, вычисленный по составным частям кон-
тура, интегралу, вычисленному с помощью вычетов:  

( )
5π 3π

2 π π 2 4 41 2π π 2
p i p i pi p i pJ e ie i e e

− −− − ⎛ ⎞
− + = ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

5π 3π
π2 4 4

2 π

π 2 2π

1

p i p i p i p

i p

i e e ie
J

e

− − −

−

⎛ ⎞
⋅ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠= =
−

 

( )
( )( )

5π 3π
π 2 π2 4 4

2 π 2 π

π 2 2 1

1 1

p i p i p i p i p

i p i p

i e e e e

e e

− − −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⋅ + − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦= =

− −
 

5π 3π 5π 3π
π π2 4 4 2 4 4π 2 2 2 2

2 2cos 2π

p pi p i p i p i pi p i pi e e e e e e

p

− − −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + − − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦= =

−
 

5π 5π 3π 3π
π π2 4 4 2 4 4π [2 ( ) 2 ( ) 2( )]

2(1 cos 2π )

p pi pi p pi pi
i p i pi e e e e e e

p

− − −− + − + −= =
−

 

2 2

2

5π 3ππ [ 2 2 sin 2 2 sin 4 sin π ]
4 4

2 2sin π

p ppi pii i i i p

p

− ⋅ − ⋅ +
= =

⋅
 

2

2

5π 3ππ [4 sin π 2 2 (sin sin )]
4 4

4sin π

p pi pii i p i

p

− ⋅ +
= =  

2 2

2

π ππ(2sin π 2 2sin π cos ) π(2 cos 1)
4 4 .

2sin π sin π

p pp pp p

p p

− − ⋅ ⋅ −
= =  
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Пример 13.13 ([3], № 4.183). Вычислить интеграл    
1

0

( ) ( 1 1; 0).
1

px dx p a
x x a

⋅ − < < >
− +∫   

Решение. Рассмотрим интеграл ( )
1

p

C

z dz
z z a

⋅
− +∫  по контуру С, 

представленному на рисунке 13.7. Составной контур С ограничива-
ет двусвязную область извне окружностью с центром в начале ко-

ординат достаточно большого радиуса R и 
изнутри окружностями малого радиуса ρ  
с центром в начале координат и с центром 
в точке z =1 (точки ветвления подынте-
гральной функции), соединенными между 
собой верхним и нижним берегами разре-
за по действительной оси ρ < x < 1 – ρ. 
Ветвь, как обычно, выделяем условием 
аналитического продолжения подынте-
гральной функции с верхнего берега раз-

реза (0 1)x< < . Функция (ln arg 2π )Ln p z i z i kp p zz e e + += = . На верхнем бе-
регу разреза z x= ; arg 0z =  и (ln 2 π )p p x i kx e += ⇒ k = 0; следователь-

но, интегрируется ветвь (ln arg )p z i zpz e += .  
Аналогично функция (ln1 arg(1 ) 2π )(1 ) p z i z i kpz e − + − +− =  на верхнем бе-

регу равна (ln(1 ) 0 2π )(1 ) 0.p p x i i kx e k− + ⋅ +− = ⇒ =  Интегрируется  ветвь 
(ln1 arg(1 ))(1 ) p z i zpz e − + −− = . Внутри контура выделенная однозначная 

аналитическая ветвь имеет одну особую точку z a= −  (полюс пер-
вого порядка).  Вычислим вычет в этой точке по формуле / ′ϕ ψ , где 

φ( )
1

pzz
z

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
,  ψ( ) .z z a= +  В точке  z a= −   функция  

(ln arg ) (ln π) π ,p z i zp p a i p i p

z a
z e e a e+ +

=−
= = = ⋅  

а функция  

.)1()1( )0)1(ln())1arg(1(ln piap

az

zizpp aeez +===− ⋅++

−=

−+−

 

 
Рис. 13.7 



199 

Интеграл равен  
π

2π res[ ( ), ] 2π .
1 (1 )
⎛ ⎞ ⋅ = ⋅ − = ⋅⎜ ⎟− + +⎝ ⎠∫

p p i p

p
C

z dz a ei f z a i
z z a a

 

Вычислим этот же интеграл по составным частям контура С. 
Покажем, что интегралы по малым окружностям обращаются в 0 
при ρ 0.→  На окружности с центром в начале координат φρ ;iz e=  

φρ φ,idz ie d=   
2πφ φ

1
φ φ φ φ

0

(ρ ) ρ φ ρ ρ φ ρ const 0
(1 ρ ) ρ 1 ρ ρ

i p i p
p

pi p i i i
C

e ie d d
e e a e e a

+⋅⋅ ≤ = ⋅ →
− + − ⋅ +

∫ ∫
ρ

 

при ρ 0→ , так как 1.p > −   
Аналогично оценивается интеграл по малой окружности с цен-

тром в точке z = 1.  Вычислим интеграл по большой окружности, на 
которой φiz R e= ⋅ ,  

2π res[ ( ), ].
1

p

C

z dz i f z
z z a

⎛ ⎞ ⋅ = − ⋅ ∞⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫  

Функция на бесконечности имеет правильную точку, ее предел в 
бесконечности равен 0 по любому направлению. Для простоты рас-
смотрим предел по действительной положительной полуоси:   

π
π

1 1 1( ) .
1 ( 1) ~−

→∞
=

⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟− + − ⋅ +⎝ ⎠

p p
i p

p i p
x

z x

z xf z e
z z a x e x a x

 

То есть главный член функции имеет вид 
π

π
1

i p
i pe c e

z −⇒ =  и ин-

теграл равен  
π

12π ( ) 2π .i pi c ie−− ⋅ − =  
Интеграл по верхнему берегу есть искомый интеграл J. Оста-

лось рассмотреть интеграл по нижнему берегу разреза. Здесь  
;p pz x=     (ln1 2 π) 2π(1 ) (1 ) .p z ip pi pz e e x− − −− = = ⋅ −  

Таким образом, интеграл по нижнему берегу при ρ 0→  равен 
0

2π 2π

1 1
⎛ ⎞⋅ ⋅ = − ⋅∫ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠

p
pi pix dxe e J

x x a
. 
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Приравняв интегралы, вычисленные разными способами, полу-
чим:  

2π π π2π 2π
(1 )

p
pi i p i p

p
aJ e J ie i e

a
− ⋅ + = ⋅ ⋅ ⇒

+
 

π π 2π

2π 2π 2π

2π [( ) 1] 2π [( ) 1] (1 )
1 1

1 (1 )(1 )

p i p i p p pi

pi pi pi

a ai e i e e
a aJ

e e e

−

−

− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ −
+ +⇒ = = =

− − −
 

2π [( ) 1] 2 sin π [1 ( ) ] 2π sin π
1 1

2 2cos2π 1 cos2π

p pa ai i p p
a a

p p

− ⋅ − ⋅ ⋅
+ += = =

− −
 

2

sin π2π [1 ( ) ]
1 2sin π

pa p
a p

= ⋅ −
+

[1 ( ) ]
1π .

sin π

pa
a
p

−
+= ⋅  

 

Пример 13.14 ([3], № 4.184). Вычислить интеграл  
1

2
0

( ) ( 1 1, 0).
1 ( )

px dx p a
x x a

⋅ − < < >
− +∫   

Решение. Рассмотрим этот интеграл по контуру С, как и в при-
мере 13.13, только интеграл по большой окружности при ∞→R  
обращается в 0 (более высокая степень убывания функции на бес-
конечности, чем первая). 

Точка z a= −  теперь будет полюсом не первого, а второго по-
рядка. Вычет в точке z a= −  вычисляем по формуле  

1
2

1res[ ( ), ] lim ( ) ( )
1 1 (1 )

p p

z a
z a

d z zf z a p
dz z z z

−

→−
=−

− = = ⋅ =
− − −

 

1
π

1 .
( 1)

p
pi

p
ape

a

−

+= −
+

 

Интеграл равен 
1

π
12π res[ ( ), ] 2π .

( 1)

p
pi

p
ai f z a ipe

a

−

+⋅ − = − ⋅
+

 

Интегралы по большой и малой окружностям в пределе обра-
щаются в 0, а интеграл по нижнему берегу разреза равен 2 πpie J− ⋅  
(см. предыдущий пример). Получаем равенство:   
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1
2π π

12π
( 1)

p
pi pi

p
aJ e J ipe

a

−

+− ⋅ = − ⋅ ⇒
+

 

1 π 1

1 2π 1 2

2π 2π 2 sin π
( 1) 1 ( 1) 4sin π

p pi p

p pi p
a pie a pi i pJ

a e a p

− −

+ +

⋅
⇒ = − ⋅ = − ⋅ =

+ − +
 

1

1

π .
( 1) sin π

p

p
a p

a p

−

+= ⋅
+

 

Пример 13.15 ([3], № 4.185).  Вычислить интеграл  
1 1

2
1

(1 ) (1 ) ( 1 2).
1

p px x dx p
x

−

−

+ − − < <
+∫   

Решение. Рассмотрим интеграл 
1

2

(1 ) (1 ) ,
1

p p

C

z z dz
z

−+ −
+∫  где контур С пред-

ставлен на рис. 13.8. Выделим ветви, яв-
ляющиеся аналитическим продолжением 
подынтегральной функции с верхнего бе-
рега разреза.  

Как видно из рисунка, на верхнем бере-
гу разреза arg(1 ) 0,+ =z  arg(1 ) 0,z− =   

1 (1 )Ln(1 )(1 ) p p zz e− − ++ = = (1 )(ln1 arg(1 ) 2π )p z i z i k

z x
e − + + + +

=
= 1(1 ) 0,−+ ⇒ =px k  

выделенная ветвь имеет вид  
(1 )(ln1 arg(1 ))1(1 ) ;− + + +−+ = p z i zpz e  

(ln1 arg(1 ) 2π )Ln(1 )(1 ) (1 ) 0,− + − +−

=
− = = = − ⇒ =p z i z i kp p z p

z x
z e e x k  

выделенная ветвь  
(ln1 arg(1 ))(1 ) .p z i zpz e − + −− =  

Внутри контура интегрирования по-
дынтегральная функция имеет две особые 
точки z i= ±  – полюсы первого порядка. 
Вычислим вычеты в них.  

В точке z i=  1 2z + =  (рис 13.9): 

1 2z− = ; 

 
Рис. 13.8 

 
Рис. 13.9 
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1
πarg( 1) φ
4

z + = = ,     2
πarg(1 ) φ
4

z− = = − ; 

π(1 )(ln 2 )1 4(1 )
p ip

z i
z e

− +−

=
+ = ,     

π(ln 2 )
4(1 )

p ip
z i

z e
−

=
− = , 

1φ (1 ) (1 )res[ ( ), ]
ψ' 2

p p

z i

z zf z i
z

−

=

+ −= = =  

π π 1 π π 1 π π(1 )(ln 2 ) (ln 2 ) (1 )
4 4 2 4 2 4 2 4 22 2 2 .
2 2 2

p pp i p i i p i p i i p
e e e e e e

i i i

−− + − − − −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = =  

В точке z i= −   

1 1 2z z+ = − = ;    1
πφ
4

= − ,   2
7πφ
4

= − ; 

π(1 )(ln 2 )1 4(1 )
p ip

z i
z e

− −−

=−
+ = ,     

7π(ln 2 )
4(1 )

p ip
z i

z e
−

=−
− = . 

π 7π(1 )(ln 2 ) (ln 2 )1 4 4φ (1 ) (1 )res[ ( ), ]
ψ 2 2

p i p ip p

z i

z z e ef z i
z i

− − −−

=−

+ − ⋅− = = = =
′ −

 

1 π 7π 1 π 3π(1 )
2 4 2 4 2 4 22 2 2 .

2 2

p pi p i p i i p
e e e e

i i

− − − − − −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= =

− −
 

Интеграл равен  
1 π π 1 π 3π
2 4 2 2 4 2

1,2

2 22π res[ ( ), ] 2π [ ]
2 2

i i p i i p

k
k

e e e ei f z z i
i i

− − −

=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅= − =∑  

π π π 3π
4 2 4 2π 2( ).

p pi i i i
e e

− − −
= −  

Покажем, что интегралы по малым окружностям при стремле-
нии их радиуса ρ к нулю, обращаются в 0. Рассмотрим интеграл по 
окружности с центром в точке 1z = − . Обозначим 1φ

11 ρ iz e+ = ;   
1φ

11 ρ iz e= − + ;  1φ
1 1ρ φidz ie d= :  

1

1

ρ

φ12π1
1 1

1 12 2φ2
0 1

ρ 2 ρ(1 ) (1 ) ρ φ
1 1 ρ

pipp p

i
C

ez z dz d
z e

−− ⋅ −+ − ≤ ⋅ =
+ +∫ ∫  
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1

1

φ2π
12

1 12φ2
0 1

2 ρ
ρ φ

1 ρ

pi
p

i

e
d

e
−

−
=

+∫ 0,→   

при 1ρ 0→ , так как 2p < . 
Аналогично доказывается обращение в 0 интеграла по малой 

окружности с центром в точке 1z = . 
Вычислим интеграл по большой окружности радиуса R:  

1

2

(1 ) (1 ) 2π res[ ( ), ].
1

R

p p

C

z z dz i f z
z

−+ − = − ⋅ ∞
+∫  

Выделим главный член подынтегральной функции ( )f z  при 
z → ∞ . Так как z = ∞  есть правильная точка этой функции, то 
можно рассмотреть поведение этой функции при z → ∞ , напри-
мер, на действительной положительной полуоси. Здесь (см. рис. 
13.8)  

1

1

(1 )(ln1 φ )1 1

φ 0
(1 ) (1 )p z ip p

z xz e x− + +− −
=
=

+ = = + ; 

2

2

(ln1 φ ) π

φ π
(1 ) ( 1)p z ip p i p

z xz e x e− + −
=

=−
− = = − . 

Таким образом, при z → ∞  главный член подынтегральной 
функции имеет вид  

1 π

2
(1 ) (1 )( )

1 ~
p p i p

z

z z ef z
z z

− −

→∞

+ −= ⇒
+

 

 разложение функции ( )f z  в ряд Лорана в точке z = ∞  начинается 

с члена  
π

π
1

i p
i pe c e

z

−
−

−⇒ =   и  

1
π

12

(1 ) (1 ) 2π ( ) 2π
1

R

p p
i p

C

z z dz i c ie
z

−
−

−
+ − = − ⋅ − =

+∫ . 

Интеграл по верхнему берегу разреза есть искомый интеграл J.  
Найдем интеграл по нижнему берегу разреза: 1 1z x+ = + ; 

arg(1 ) 0z+ = ; 1 1z x− = − ; arg(1 ) 2πz− = −  (см. рис. 13.8);  
1 1(1 ) (1 )p pz x− −+ = + ; 2π(1 ) (1 )p p piz x e−− = −  и, следовательно, инте-

грал по нижнему берегу равен  
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1 1 2π
2π

2
1

(1 ) (1 )
1

p p pi
pix x e dx e J

x

− − −
−+ − = − ⋅

+∫ . 

Приравнивая интегралы, вычисленные обоими способами, по-
лучим  

π π π 3π
2π π 4 2 4 22π 2π( )

p pi i i ipi i pJ e J ie e e
− − −− −− ⋅ + = − , 

π π π 3π
π4 2 4 2

2π

2π( ) 2π
1

p pi i i i i p

pi
e e ieJ

e

− − − −

−

− −= =
−

 

π π π 3π
π 2π4 2 4 2

2π 2π

[ 2 ( ) 2π ] (1 )
(1 )(1 )

p pi i i i i p pi

pi pi
e e ie e

e e

− − − −

−

− − ⋅ −= =
− −

π  

π π π 3π π 3π π π
π π4 2 4 2 4 2 4 22π( ) 2π ( )

2 2cos2π

p p p pi i i i i i i i pi pie e e e i e e
p

− − − + − + −− − + + −= =
−

 

2

π π π 3π2π 2cos( ) 2cos( ) 2π 2 sin π
4 2 4 2

4sin π

p p i i p

p

⎡ ⎤− − + + ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦= =  

2

π π π π2πsin( )sinπ πsinπ 2 sin( ) 1
4 2 4 2π

sin π sin π

p pp p

p p

+ − + −
= = =  

 
π π π(sin cos 1).

sinπ 2 2
p p

p
= + −  

Пример 13.16 ([3], № 4.186). Вычислить интеграл 
1

23
0 ( 1) (1 )

dx
x x x+ −∫ . 

Решение. Рассмотрим 
23( 1) (1 )C

dz
z z z+ −∫ , где контур С пред-

ставлен на рис. 13.10.  

π 2 π 2 π[ 2( sin cos ) 1]
sin π 2 2 2 2

p p
p

= + − =
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Точки ветвления подынтегральной 
функции z = 0 и z = 1. Они удалены внут-
ренним контуром. Поэтому разделение 

функции 23 (1 )z z−  на однозначные ана-
литические функции в рассматриваемой 
области (внутри контура интегрирования 
C) возможно. Выделим ветвь, являющую-
ся аналитическим продолжением с дейст-
вительной оси (с верхнего берега разреза). 
Пусть 1φarg

1ρ
ii zz z e e= = ; 2φ

21 ρ iz e− = . Тогда  
1 22φ φ 2π

2 23 33
1 2(1 ) ρ ρ

ki
z z e

+ +

− =  
( 0,1, 2)k =  (по определению корня). На верхнем берегу разреза:  

1φ 0,=  2φ 0,=  1ρ ,x=  

2ρ 1 x= − ⇒
2π

2 23 33(1 ) (1 ) 0
ki

x x e x x k− = − ⇒ = . 

Интегрируется ветвь 
1 22φ φ

2 23 33
1 2(1 ) ρ ρ

i
z z e

+

− = .  
Внутри контура C подынтегральная функция имеет одну особую 

точку z = –1 – полюс первого порядка. Вычислим вычет в этой точ-
ке. В ней  1ρ 1,=  1φ π,=  2ρ 2,=  2φ 0= .  Следовательно,  

2π
2 33 3

1
(1 ) 2

i

z
z z e

=−
− = ⋅ , 

2π
3

321 3
1

1 1res[ ( ), 1] lim ( ) ( 1)
2(1 )

i

z
z

f z f z z e
z z

−

→−
=−

− = ⋅ + = = ⋅
−

. 

Интеграл равен  
2π
3

323

2π2π res[ ( ), 1] .
2( 1) (1 )

i

C

dz ii f z e
z z z

−
= ⋅ − = ⋅

+ −∫  

Вычислим интеграл по составным частям контура С. Покажем, 
что интегралы по малым окружностям радиуса ρ и по большой ок-
ружности радиуса R стремятся к нулю при ρ 0→  и R → ∞ , соот-
ветственно. По окружности с центром в 0z = :  

 
Рис. 13.10 
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ρ

2π φ

2 φ 2 2 φ φ3 3
0

ρ φ
( 1) (1 ) (ρ 1) ρ (1 ρ )

i

i i i
C

dz i e d
z z z e e e

≤ =
+ − + ⋅ −∫ ∫  

2π1
3

φ 2 φ φ30

φρ 0
ρ 1 (1 ρ )i i i

d

e e e
= →

+ ⋅ −
∫  

при ρ 0→ . По малой окружности радиуса ρ с центром в точке z = 1 

обозначим φ1 ρ ,iz e− =  φ1 ρ ,iz e= −   φρ φidz ie d= − : 

ρ

2π

2 φ φ φ 23 3
0

ρ φ
( 1) (1 ) (2 ρ ) ρ (1 ρ )i i i

C

dz d
z z z e e e

≤ =
+ − − ⋅ −∫ ∫  

2π2
3

φ φ φ 2 φ30

φρ 0
2 ρ (1 ρ )i i i i

d

e e e e
= →

− ⋅ −
∫  

 при ρ 0→ . Интеграл по большой окружности, на которой 
φRe ,iz =  φ φidz Rie d= :  

2π φ

2 φ 2 2 φ φ3 3
0

φ
( 1) (1 ) ( 1) (1 )R

i

i i i
C

dz Rie d
z z z R e R e R e

≤ =
+ − ⋅ + ⋅ − ⋅∫ ∫  

2π

φ 1 2 φ 1 φ30

1 φ 0
( )i i i

d
R e R e R e− −

= →
+ ⋅ −

∫  

при R → ∞ . Интеграл по верхнему берегу разреза есть искомый 
интеграл J.  

Найдем интеграл по нижнему берегу разреза. Здесь: ,z х=  

1 1z х− = − , 1arg φ 2πz = = , 2arg(1 ) φ 0z− = = , 23 (1 )z z− =  
4π

23 3(1 )
i

x x e− ⋅ ⇒ интеграл по нижнему берегу равен  
4π

0 3

23
1 ( 1) (1 )

i
dx e

x x x

−
⋅

+ −∫  
14π 4π

3 3
23

0 ( 1) (1 )

i idxe e J
x x x

− −
= − = − ⋅

+ −∫ . 
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Приравнивая интеграл, вычисленный через вычет, интегралу по 
составным частям контура, получим 

4π 2π
3 3

3

2π
2

i iiJ e J e
− −

− ⋅ = ⋅ ; 

2π 2π 4π 2π 2π
3 3 3 3 3

4π 4π 4π3
333 3 3

2π 2π (1 ) 2π ( )
4π2 2(2 2cos )1 2(1 )(1 ) 3

i i i i i

i i i

i e ie e i e eJ
e e e

− − −

− −

− −= ⋅ = = =
−− − −

 

3

23

2π2π 2 sin π 43
2π 32 2 2sin
3

− ⋅
= =

⋅ ⋅

i i
. 

Пример 13.17 ([3], № 4.190).  Вычислить интеграл 2 2
0

ln ,xdx
x a

∞

+∫
( )0a > . 

Решение. Рассмотрим 2 2
ln

C

zdz
z a+∫ , где 

контур С представлен на рис. 13.11. Ин-
тегрируется ветвь логарифма 
Ln ln φz z i= +  ( 0)k = . Внутри контура С 
одна особая точка z ia=  – полюс первого 
порядка. Вычет равен  

πlnln 2res[ ( ), ]
2 2

a iiaf z ia
ia ia

+
= = . 

Интеграл равен  

2 2

πlnln π π22π ln
2 2

+ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫
C

a izdz i a i
z a ia a

. 

Вычислим интегралы по составным частям контура С. Интегра-
лы по малой радиуса ρ и большой радиуса R окружностям обраща-
ются в 0 при ρ → 0 и R → ∞ соответственно. Оценим интеграл по 
малой полуокружности, где φρ ,iz e=  ln ln ρ φz i= + :  

 
 

Рис. 13.11 
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ρ

0 πφ

2 2 2 2 φ 2 2 2 φ 2
π 0

lnρ φ ρ φln (lnρ φ)ρ φ ~
ρ ρ

i

i i
C

i dzdz i ie d
z a e a e a

++≤ =
+ + +∫ ∫ ∫  

π

2 2 φ 2
0

φ~ ρ lnρ 0
ρ i

d
e a

→
+∫  

при ρ → 0, так как 
ρ 0
limρ lnρ 0

→
= .  

Интеграл по большой полуокружности при φiz R e= ⋅ : 

0 π

2 2 2 2 φ 2 2 2 φ 2 2
π 0

ln (ln φ) φ ln φ~ 0
R

i i
C

zdz R i Rd R R d
z a R e a R e a R−

+≤ →
+ + +∫ ∫ ∫  

при R → ∞, так как lnlim 0
R

R
R→∞

= . 

Интеграл по положительной действительной полуоси при ρ → 0 
и R → ∞  даст искомый интеграл J.  Интеграл по отрицательной 
действительной полуоси: 

ln lnz x i= + π , 
0

2 2 2 2
0

(ln π) (ln π)x i dx x i dx
x a x a

∞

−∞

+ +=
+ +∫ ∫ . 

Приравниваем интегралы, вычисленные обоими способами:  

2 2
0

π π π πln
2

i dxJ J a i
x a a a

∞

+ + = + ⋅
+∫ . 

Приравниваем действительные части слева и справа:  
π2 lnJ a
a

= ,    π ln
2

aJ
a

= . 

Пример 13.18 ([3], № 4.191). Вычислить интеграл 
2

2 2
0

ln ,xdx
x a

∞

+∫  

( )0a > . 

Решение. Рассмотрим 
2

2 2
ln

C

zdz
z a+∫ , контур С тот же, что и в приме-

ре 13.17. Выделяется та же ветвь логарифма ln ln argz z i z= + . 
Внутри контура точка z ia=  – полюс первого порядка.  
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2

2

2 2

π2π ln
ln 22π res[ ( ), ]

2

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅ = =

+∫
C

i a i
zdz i f z ia

z a ia
 

2
2π πln π ln

4
⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

a i a
a

. 

Интегралы по составным частям контура С. Аналогично преды-
дущему примеру показывается, что интегралы по малой полуок-
ружности радиуса ρ и по большой полуокружности радиуса R об-
ращаются в 0 при ρ → 0 и R → ∞ соответственно.  

Интеграл по отрицательной действительной полуоси  
2 20 0 0 0

2
2 2 2 2 2 2 2 2

(ln π) ln ln
2π π

x i dx x dx x dx dxi
x a x a x a x a−∞ −∞ −∞ −∞

+
= + − =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

0 02
2

2 2 2 2 2 2
0

lnln 2π π
x dxxdx dxi

x a x a x a

∞

−∞ −∞

= + −
+ + +∫ ∫ ∫ . 

Приравниваем интеграл, вычисленный через вычет, интегралам 
по составным частям контура:  

0 0 2
2 2

2 2 2 2

ln π π2 2π π ln π ln
4−∞ −∞

⎛ ⎞
+ − = + −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

∫ ∫
x dx dxJ i a i a

x a x a a
. 

Приравниваем действительные части слева и справа, имея в ви-
ду, что 

0 3
2

2 2

ππ
2

dx
x a a−∞

− = −
+∫ , 

3
2π πln

2 8
J a

a a
= + . 

Пример 13.19 ([3], № 4.192). Вычислить интеграл 
2 2 2

0

ln
( )

xdx
x x a

∞

+∫ . 

Решение. Рассмотрим 2 2 2

ln
( )C

zdz
z z a+∫ , 

где контур С представлен на рис. 13.12. 
Выделяем ветвь, как обычно, аналитиче-
ским продолжением с действительной оси 
( 0)x > :  

Ln ln arg 2πz z i z i k= + + . 
 

Рис. 13.12 
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На положительной действительной полуоси  
,z x=  arg 0,z =  0

Ln ln 2π
z x

z x i k
= >

= + = ln 0x k⇒ = . 

Ветвь ln ln φz z i= + ; 
φ 2π

2
ki

z z e
+

=  ( 0,1)k = . 

На действительной положительной полуоси  
,z x=  φ 0,=  π

0
0i k

z x
z x e x k

= >
= ⋅ = ⇒ = . 

Ветвь 
φ
2ρ
i

z e= .  
Окружностью радиуса ρ с центром в начале координат выводим 

точку ветвления 0z =  из внутренности контура интегрирования, 
поэтому выделение однозначной ветви возможно. 

Внутри контура одна особая точка подынтегральной функции 
z ia=  ( 0)a >  – полюс второго порядка: 

2 3

1 5ln
ln 2 2res[ ( ), ] lim

( ) ( )→

=

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

+ +z ia

z ia

z ia z ia z
d zf z ia
dz z z ia z z z ia

 

π
4

π π 3
3 3 34 4

π 3π 3π2 3 ln 2 3ln 2 3ln2 2 2
8(2 ) 8

−

⎛ ⎞− + − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =

i

i i

ia ia a i a i a i
ie

a aia ae ia ae i a
. 

Интеграл по контуру С равен  
π

π 4
4

3 3

3π2 3ln π 3π22π 2 3ln
28 4

−
− − − − ⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

i
i a i ee a i

a a a a
. 

Вычислим интегралы по составным частям контура С.  
Интеграл по действительной положительной полуоси при ρ → 0  

и при R → ∞  превращается в искомый интеграл J. Интеграл по от-
рицательной действительной полуоси равен  

0

π 2 2 2 2 2 2
2 2 2 0 02

(ln π) (ln π) π .
( ) ( )( )

∞ ∞

−∞

+ += = − ⋅ +
+ ++

∫ ∫ ∫i

x i dx x i dx dxi J
i x x a x x ax e x a
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Интегралы по малой полуокружности при ρ → 0  и по большой 
полуокружности при R → ∞  обращаются в 0 (показывается, как в 
предыдущих примерах). Получаем 

π
4

2 2 2 3
0

π 3ππ 2 3ln
2( ) 4

−∞ − ⎛ ⎞− ⋅ + = − +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫
i

dx eJ i J a i
x x a a a

. 

Приравниваем мнимые части слева и справа:  

3

π π 3π π[cos sin (2 3ln )]
4 2 44

J a
a a
−− = ⋅ − ⋅ − ; 

3 3

π 2 3π π 3 3π2 3ln ln 1 .
2 2 2 44 2 2

J a a
a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Пример 13.20 ([3], № 4.202). Вычислить интеграл 
0

sin .
sh

axdx
x

∞

∫  

Решение. Рассмотрим интеграл 
sh

aiz

C

e dz
z∫ , где контур С указан на 

рис. 13.13. Внутри контура одна особая 
точка πz i=   – полюс первого порядка. 

Вычислим вычет в ней по формуле 
φ
ψ′

, где 

φ( ) iazz e= , ψ( ) shz z= :  
π π

πres[ ( ),π ]
chπ cosπ

a a
ae ef z i e

i

− −
−= = = − . 

Интеграл равен 
π2π res[ ( ),π ] 2π ai f z i ie−⋅ = − . 

Вычислим интегралы по составным частям контура С. Интеграл 
по малой полуокружности радиуса ρ с центром в начале координат  

ρ

π res[ ( ),0] π
sh

aiz

C

e dz i f z i
z

= − = −∫  

(см. вычисление интегралов с особенностями на действительной 
оси). Аналогично вычисляется интеграл по малой полуокружности 
с центром в точке 2πi  (также полюс первого порядка).  

 
Рис. 13.13 
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ρ

2ππ res[ ( ),2π ] π
sh

aiz
a

C

e dz i f z i ie
z

′

−= − = −∫ . 

 Интеграл по действительной оси  
ρ α

ρ 0
α ρ α

sh sh sh

iax iax iaxe dx e dx e dx
x x x

− +∞

→
− −∞→∞

+ →∫ ∫ ∫ . 

Интеграл по горизонтальной прямой 2πz x i= +  в пределе при 
ρ 0→ , α → ∞  равен 

( 2π )
2π

sh( 2π ) sh

ia x i iax
ae dx ee dx

x i x

−∞ +∞+
−

+∞ −∞

= −
+∫ ∫ . 

Оценим интегралы по вертикальным отрезкам: α= ± +z iy , 
0 2πy≤ ≤ , 

2π 2π( )

0 0

0
sh(α ) sh(α )

ia iy aye idy e dy
iy iy

+ −

≤ →
+ +∫ ∫

α

 

при α → ∞ .  
Аналогично, по левому вертикальному отрезку интеграл стре-

мится к нулю. В результате имеем равенство  

2π 2π ππ π 2π
sh sh

iax iax
a a ae dx e dxe i ie ie

x x

+∞ +∞
− − −

−∞ −∞

− − − = −∫ ∫ . 

Приравняем мнимые части слева и справа:  

2π 2 πsin(1 ) π π 2π
sh

a a aax dxe e e
x

∞
− − −

−∞

⋅− − − = − ⇒∫ π  

π 2 π π 2

2 π π π

sin 2π π π π(1 )
sh 1 (1 )(1 )

a a a

a a a
ax dx e e e

x e e e

+∞ − − −

− − −
−∞

⋅ − + + −= = =
− − +∫  

π

π

π(1 )
1

a

a
e

e

−

−

−=
+

ππ th
2

a= ⋅ ⇒
0

sin π πth
sh 2 2
ax dx a

x

∞ ⋅ =∫ . 
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Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
13.1 ([3], № 4.165); 13.2 ([3], № 4.166); 13.5 ([3], № 4.170);  
13.8 ([3], № 4.177); 13.12 ([3], № 4.181); 13.17 ([3], № 4.190); 
13.19 ([3], № 4.192). 
Резерв:  
13.4 ([3], № 4.168); 13.7 ([3], № 4.176); 13.13 ([3], № 4.183),  
13.14 ([3], № 4.184); 13.15 ([3], № 4.185); 13.20 ([3], № 4.202). 
Для самостоятельной работы дома:  
13.3 ([3], № 4.167); 13.6 ([3], № 4.172); 13.9 ([3], № 4.178),  
13.11 ([3], № 4.180); 13.18 ([3], № 4.191). 
На усмотрение преподавателя: 
13.10 ([3], № 4.179); 13.16 ([3], № 4.186). 
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14. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
 

Рассмотрим интегральное преобразование Лапласа, его свойства 
и применения, то есть раздел математики, который обычно назы-
вают операционным исчислением. 

Интеграл Лапласа имеет вид  

( )
0

( ) ptF p e f t dt
∞

−= ∫ , 

где функция действительного переменного )(tf  называется ори-
гиналом, а ( )F p  – функция комплексного переменного р называ-
ется её изображением по Лапласу. Соответствие между )(tf  и 

)( pF  будем изображать знаком ≑. Функциями, которые могут 
быть оригиналом, являются не только действительные, но и ком-
плекснозначные функции ( )f t , отвечающие следующим требова-
ниям: 

1) ( ) 0f t ≡  при 0t < ; 
2) на каждом конечном промежутке оси t ( )f t  имеет не более 

конечного числа разрывов первого рода; 
3) ( )f t  при t → +∞  имеет ограниченную степень роста, что 

значит: ( ) atf t Me≤ , где М и а – некоторые постоянные. При этом 
наименьшее из всех а называется показателем степени роста 
функции ( )f t . Можно показать, что функция ( )F p – аналитиче-
ская в полуплоскости Re p a> , где а – показатель степени роста 
функции ( )f t . 
 

Свойства изображений 
 
1. Свойство линейности:  

1
α ( )

n

i i
i

f t
=
∑ ≑ α ( )i iF p  (α const,i =  1, 2... )i n= . 

2.  (α )f t ≑ 1 ( )
α α

pF , α const 0= > . 

3. Теорема запаздывания:  
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( )τ

0,  τ > ,
( )  

τ ,  τ ,
t

f t
f t t

⎧⎪= ⎨ − ≤⎪⎩
  τ ( )f t ≑ τ ( )pe F p− . 

4. ( ) ( )nf t ≑ ( 1)( ) ( ){ ( ) ... }
n

n
n

f o f op F p
p p

−

− − − ,  

5. 
0

(τ) τ
t

f d∫ ≑ 1 ( )F p
p

. 

6. Изображение свертки:  

1 2 1 2
0 0

(τ) ( τ) τ ( τ) (τ) τ
t t

f f t d f t f d− = −∫ ∫ ≑ 1 2( ) ( )F p F p⋅ . 

7. ( ) ( )nF p ≑ ( 1) ( )n nt f t− . 

8. ( )
p

F p dp
∞

∫ ≑ ( )f t
t

. 

9.Теорема смещения:  ( λ)F p + λ ( )te f t−O . 
 

Изображения некоторых функций 
 

1. 1 ≑ 1
p

; Re 0p > . Под единицей понимается единичная функ-

ция Хевисайда 0σ ( )t :  0

0,если  0,  
σ ( )

1,если  0.
t

t
t

<⎧
= ⎨ ≥⎩

 

Все функции в дальнейшем будем считать умноженными на эту 
единичную функцию. 

2. vt ≑ 1

( 1)
v

v
p +

Γ + , 1v > − , Re 0p > ; ( )vΓ  – гамма-функция. 

3. При v = n (n – целое) tn ≑ 1

!
n
n

p + , Re 0p > . 

4. αte ≑ 1
αp −

, Re Re αp > . 

5. sinωt ≑ 2 2

ω
ωp +

, Re Imωp > ; 



216 

6) 2 2cosω
ω

pt
p +

O , Re Imωp > . 

7) 2 2

λshλ
λ

t
p −

O , Re Reλp > . 

8) 2 2ch
λ

pt
p

λ
−

O , Re Reλp > . 

Изображения других элементарных функций могут быть полу-
чены с помощью свойств из соответствующей таблицы.  

Перейдем к определению оригинала по изображению, а также 
обратному преобразованию Лапласа (преобразованию Меллина).  

Если F(p), где p = x + iy – аналитическая в области Rep > a 
функция, равномерно относительно arg p стремящаяся к нулю при 

p → ∞ , и для всех Re p a>  сходится интеграл ( )
x i

x i

F p dy M
+ ∞

− ∞

<∫ , 

x a> , то ( )F p  при Re p a>  является изображением функции ( )f t , 
которая определяется выражением  

1( ) ( ) .
2π

x i
pt

x i

f t e F p dp
i

+ ∞

− ∞

= ∫  

Последний интеграл может вычисляться в комплексной плоско-
сти p  с помощью вычетов рассмотренными ранее методами. Част-
ный случай: если ( )F p  разлагается на бесконечности в ряд Лорана 

вида 
1

( ) n
n

n

cF p
p

∞

=

= ∑ , то оригиналом этой функции является функ-

ция ( ) 0f t = , если 0t < ,  и 1
0

( )
!

n

n
n

tf t c
n

∞

+
=

=∑ , если 0t ≥ . 

Пример 14.1 ([4], № 3). Пользуясь теоремой подобия и таблицей 
изображений, найти изображения следующих функций: 1) ate ;                

2) ate− ;   3) shat ;   4) chat ;  5) sin at ;   6) cosat ;   7) 2cos t ;   8) sin t
a

. 

Решение. 1) Считая известным изображение te ≑ 1
1p −

, по тео-

реме подобия ( (α )f t ≑ 1
α α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

pF ), получим   
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ate ≑ 1 1 1

1pa p a
a

⋅ =
−−

. 

3) sh sh
2

t te et t
−−= ⇒ ≑ 2

1
1p −

 и по теореме подобия 

shat ≑ 2 2 2

1 1

1

a
a p ap

a

⋅ =
−⎛ ⎞ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

5) sin
2

it ite et
i

−−= ≑ 2

1 1 1 1 sin
2 1

at
i p i p i p
⎛ ⎞⋅ − = ⇒⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

≑ 

≑ 2 2 2

1 1

1

a
a p ap

a

⋅ =
+⎛ ⎞ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

7) 2 1 cos 2cos
2

tt += ≑ 2

2 2

1 1 1 2
2 2 4 ( 4)

p p
p p p p

+⋅ + ⋅ =
+ +

. 

Пример 14.2 ([4], № 5). Пользуясь теоремой смещения, найти 
изображения следующих функций:  

1) sinaxe bx ;     2) ch cosax ax⋅ ;     3) 1 (ch sin sh cos )
2

ax ax ax ax⋅ + ⋅ ; 

4) 1 sh sin
2

ax ax⋅ ;     5) 4 sin 3 cos 2xe x x− ⋅ ⋅ ;       6) sh cos 2 cos3x x x⋅ ⋅ ; 

 7) 
π

axe
x

−

;        8) ( 1)(2 )x xe + − . 

Решение.  

1) 2 2sin
( )

ax be bx
p a b− +

O  (непосредственно по точке смещения);  

3)  ch sin1 ( s c
2

h os )ax ax ax ax⋅ + ⋅ ; 

( ) ( )2 22 2

1ch ·sin s ]
2

in  [
2

ax ax

ax ax axe e a a
p a a p a a

−+ + =
− + + +

= O  
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( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 4
2 2 ( 2 ) 42 2 · 2 2
a p ap a p ap a a p a

p a a pp ap a p ap a
+ + + − + += ⋅ = ⋅ =

+ −− + + +
 

2 2

4 4
( 2 )

4
a p a

p a
+=

+
. 

Аналогично:   

( ) ( )2 22 2

1sh ·cos cos [ ]
2 2

ax axe e p a p a
p a a p a

ax ax ax
a

−− − +− =
− + + +

= O  

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

( 2 2 )·   ( 2 2 )·
2 2 · 2 2

1
2

p ap a p a p ap a p a
p ap a p ap a

+ + − − − + +
− + + +

= ⋅ =  

2 3 2 2

2 2 2 2 2 4 4
2 4 ( 2 )

( 2 ) 4
1
2 4

ap a a p a
p a a p p a

− −=
+ − +

= ⋅  . 

И, следовательно, 

2 2 2 2 2

4 4 4 4 4 4

( 2 ) ( 2 ) .
2(

1 (ch ·sin s

4

h ·c

) 2( 4 ) 4

os )
2

+ −+ =
+ +

+

+

ax ax ax

a p a a p a ap
p a p p

a

a

x

a

O

O
 

5) 4 3sin cos2 ;xe x x− ⋅⋅  используя формулу тригонометрии 
1sin3 ·cos2 ·(sin5 sin ),
2

x x x x= +  получим 

4 4

2 2 2

13 cos2  
2

5 1 3] .
( 4) 25 ( 4) 25 ( 4) 25

sin (sin5 sin )

1 [
2

x xe x x e x x

p p p

− −⋅ ⋅ +

=

⋅ =

+
+ + + + + +

O

O
 

7) ;
π

axe
x

−

   воспользуемся таблицей изображений:    

1
2

1
2

1( )1 1 π 12
π

2 ;
2  π 2

ax

x
px p x p a

e

p

− Γ
= = = ⇒

+
OO  

· ( ) ( ) 1 1 .
2π

ax
ax ee

x p
f a

a
x F p

−
− + ⋅⇒

+
OO  
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Пример 14.3 ([4], №6). Пользуясь теоремой смещения и теоре-
мой дифференцирования изображения, найти изображения сле-
дующих функций:   1) cosx bx ;     2) 2 sinx bx ;    3) sh sinx ax ax⋅ ⋅ ; 

4) ch cosx ax ax⋅ ⋅ ;     5) 2
x

xe
−

;        6) 2 3xx e . 
Решение.  

1) cosx bx . Так как cosbx ≑ 2 2

p
p b+

 и ( )F p′ ≑ ( )xf x− ,  то 

cosx bx ≑ 2 2

p
p b

′
⎛ ⎞

−⎜ ⎟+⎝ ⎠
=

2 2

2 2 2( )
p b
p b

−
+

. 

3) sh sin sin
2

ax axe ex ax ax x ax
−−⋅ ⋅ = , sinaxe ax ≑ 2 2( )

a
p a a− +

 (по 

теореме смещения),  

sinaxxe ax ≑ 2 2( )
a

p a a

′
⎛ ⎞

− =⎜ ⎟− +⎝ ⎠
2 2 2

2 ( )
(( ) )

a p a
p a a

−
− +

, 

sinaxxe ax− ≑ 2 2 2

2 ( )
(( ) )

a p a
p a a

−
− +

; 

sh sinx ax ax⋅ ⋅  ≑ 2 2 2 2 2 2( 2 2 ) ( 2 2 )
p a p aa

p pa a p pa a
⎡ ⎤− +− =⎢ ⎥− + + +⎣ ⎦

 

2 4 4

4 4 2

2 (3 4 )
( 4 )
a p a

p a
−=

+
; 

5) 2 22
2

x xxxe e
− −

= ; xxe− ≑ 2

1 1
1 ( 1)p p

′
⎛ ⎞

− = ⇒⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 по теореме  

подобия: 2

2

xx e
− ≑ 2

22 1 (2 1)
2

pF
p

⎛ ⎞
⎜ ⎟

=⎜ ⎟ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Пример 14.4 ([4], №7). Пользуясь теоремой запаздывания, най-
ти изображения (a > 0, b > 0):  1) 𝑒(௫ି௔)·sin(x – a);    2) cos(ax – b);  
3) f(ax – b);  4)  f(ax + b). 
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Решение.   

( ) ( ) ( )) ( )
0

(
2sin 11)  si

1
n .

( )
x a x a ape ex a x a x a e

p a
− − −⋅ − = σ − ⋅ − ⋅

− +
O  

3) ( ) [ (  )] ( ).

bp
abf ax b f a e pF

a
x

a a

−

= ⋅− ⋅ − O      

Пример 14.5 ([4], № 8).  Пользуясь теоремой интегрирования 
изображения,  найти изображения функций:   

1) sinx
x

;      2) ·sinaxe kx
x

−

;     3) cos cosbx ax
x
− ;      4) 1

·

ax

x
e

x e

−− ;            

5) sin7 ·sin3x x
x

;    6)  2·sin
axe bx

x

−

;    7) 
ax bxe e

x

− − ;     8)
2sin x

x
. 

Решение.     

1) 2

sin 1  π 1arctg arctg
1 2

∞

−= =
+∫

p

x
x p

p
p

dpO . 

 

2)  2 2

·sin arctg arctg
( ) 2

ax

p
p

dpe kx k p a p a
x p a k k k

∞−
∞+ π +=

+
= −

+∫O │ =  

 arctg k
p a

=
+

. 

3) 2 2 2 2

cos cos cos cos

p p

bx ax bx ax pdp pdp
x x x p b p a

∞ ∞− = − − =
+ +∫ ∫O

  
2 2

2 2 2 2
2 2

1 1 1ln( ln( ) ln
2

)
2 2p p p

p bp b p a
p a

∞ ∞ ∞
⎛ ⎞+= + − + = =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

2 2

2 2

1 ln
2

p b
p a

⎛ ⎞+= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
 

2 2

2 2ln .p a
p b

+
+

 

5)  ( )2sin7 ·sin3 1 cos4 cos10 1 11[ ln
2 2 2

6x x x x
x

p
x

−= ⋅ ⋅ + −O  

( )2
2

2

1 1ln 100 ] ln
2 164

100

p

pp
p

∞
++
+

− = . 
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7) ln ln .
  

ax bx

p p p

e e dp dp p a p b
x p a p b p b p a

∞∞ ∞ ⎛ ⎞− − −− = =⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠
∫ ∫O  

 

Пример 14.6 ([4], № 12).  Пользуясь теоремой обращения, найти 
оригиналы, соответствующие изображениям: 

1)
( )

1
1 ( 2)p p− −

;   2) 2 3

1
( 1)p p +

;  3) 2

1
( 1)p p +

;  4) ( )2 21 ( 4)
p

p p+ +
. 

Решение.     
2)  F(p) = 2 3

1
( 1)p p +

;   

( )
1,2

1 · res[ ( ],( )
π

)
2

x i
px px

kx i
kf x F p de e Fp

i
pp

+ ∞

=− ∞

= = ∑∫  = 

2 3 2 3res 0 r, e , 1
) )

s
( 1 ( 1

px pxe e
p p p p

⎡
−

⎤ ⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ +
 

2
2

3 2 2
0 1

1 3
( 1) 2 2

( 4 6).
px px x

p p

d e d e ex x
dp p dp

x
p

−

= =−

= ⋅ + ⋅ ⋅ = − + + +⋅
+

 

4) F(p) = ( )2 21 ( 4)
p

p p+ +
.  Можно разложить на дроби: 

( ) 2 22 2 1
1 1 1cos cos2 .
3 34 341 ( )

p p p x
p

x
pp p

= −
+ +

⎛ ⎞
−⎜

⎠+ ⎟
⎝+

O  

Тот же результат можно получить с помощью вычетов: 

( ) ( ) ( )2 2
;  res[

1 ( 4
2 ]

)
;   pxp e

p
F p F p p i i

p
= ⋅ = ±

+
±

+
=∑O

2
2

2

2 1 1 12
( 4) 2·3

1 1cos cos2 .
2 32 3 32 3

ix ix ix
ixe e ee

i
x x

− −

+ − =
⋅

−
+

= −⋅  

 

Пример 14.7 ([4], № 13).  Используя разложение дробей на про-
стейшие, найти оригиналы:   

1)  
( )

2 1
1 ( 2)

p
p p p

+
+ +

;       2) 
( )2

1
1 ( 2)

p
p p p

+
− +

;   3) 2 3

1
( 1) ·( 2)p p− −

; 
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4) 3

1
( 1) ·( 3)p p+ +

;      5)
( )( )2

5 3
1 2 5

p
p p p

+
− + +

;   6) ( )
2

2 2

14
4 ( 9)

p
p p

+
+ +

. 

Решение.      

1)   
( )

2 1
1 ( 2)

p
p p p

+
+ +

  
1 2

A B C
p p p

= + +
+ +

;    

( )( ) ( )2 11 1 2  2  ( 1)
2

p A p p Bp p Cp p A+ = + + + + + + ⇒ = ;  

 2B = − ;  25 1( )  2
2 2

5
2

x xC f e ex − −= ⇒ = − +  

(по таблице изображений). 

2 3 2 3 2

13) ;
( 1) ·( 2) ( 1) 1 ( 2) ( 2) 2

A B C D
p p p p p p

E
p

= + + + +
− − − − − − −

 

3 3 2 21 ( 2) ( 1)( 2) ( 1) ( 1) ( 2)A p B p p C p D p p= − + − − + − + − − +  
2 2( 1) ( 2)E p p+ − − . 

Полагая p = 1, получим А = –1;  полагая p = 2, получим С = 1.  
 Далее приравниваем показатели при одинаковых степенях p 

слева и справа: 
при р4:  0 = B+E;   
при р3:  ( ) ( )0 7  4 2A B D E= + − + + − − . 

Свободные члены:   

1 8 8 2 4  A B C D E= − + + − +
0 ,

1 7 6 ,   
8 8 - 2 4

B E
B D E
B D E

= +⎧
⎪⇒ = − + − ⇒⎨
⎪− = +⎩

         

3;  2;  3.B D E⇒ = − = − =  

Оригинал  
2 2

2 2(   33
2

) 2 x xx
x

xx e xef x x e ee=− − + +− . 

5)  
( )( ) 22

5 3 ;
1 2 51 2 5

p A Bp C
p p pp p p

+ += +
− + +− + +

 

( ) ( )( )25 3 1

1,  1,  2

2 5

;

+ = + + − ⇒

= = − =

+ +p A Bp C p

A B C

p p
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( )( ) ( ) ( )2 22

5 3 1 2
11 2 5 1 4 1 4

p p
pp p p p p

+ = − +
−− + + + + + +

O  

cos 2 sin 2 .x x xe e x e x− −− +O  
 

Пример 14.8 ([4] №14).   Найти оригиналы: 

1)
'

2 2 2

3 3 1 3·s
( 1) 2

in
2 1

p
p p

x⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

O ; 

3)
'

2 2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 2 2

shp
p a p a

ax
a

⎛ ⎞
= − ⋅ ⋅⎜ ⎟− −⎝ ⎠

O ; 

5) 
'2

2 2 2

1
( 1) 1

·cos  .p xp
p

x
p

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
O  

Пример 14.9 ([4], № 15). Пользуясь теоремой умножения (тео-
ремой о свертке),  найти оригиналы:   

2) 
( ) 2

1
1 ( 2)p p+ +

;  4)  ( )
2

2 24 ( 9)
p

p p+ +
;  6) 2 2

1
( 1)p p −

.    

 Решение.  

2) Так как 1
1

xe
p

−

+
O   и  2

2

1
( 2)

xxe
p

−

+
O , то по теореме о свертке  

1 2
0

(τ)· ( τ)· τ
x

f x df − =∫ 1 2( )· ( )F p F p  

получим 

2τ ( τ)
2

0

1 1  τ · τ
1 ( 2)

x
xe e d

p p
− − −⋅ =

+ + ∫O  

τ

2

00 0

2

· τ· τ τ τ

.

1
x x

x x x x
x

x x

x x x

e e d e e e d e xe e

xe e e

− − − − − − − −

− − −

⎡ ⎤
− + ⋅⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= = = − − + =⎣ ⎦

= − − +

∫ ∫ τ

 

4)  ( )
2

2 24 ( 9)
p

p p+ + 2 2( 4) ( 9)
p p

p p
= ⋅

+ +
O  
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( )
0

cos3τ·cos 2 τ τ
x

x d− =∫O  ( )
0

1 cos 2 τ cos(5τ 2 ) τ
2

x

x x d⎡ + + − ⎤ =⎣ ⎦∫  

( )
0

1 1 1 1sin 2 τ sin(5τ 2 ) sin3 sin 2
2 10 2 2

x

x x x x⎡ ⎤= + + − = − +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1 1 3 2sin 3 sin 2 sin3 sin 2 .
10 10 5 5

x x x x+ + = −  
 

6)       2 2

1
( 1)p p −

.   Так как 2

1 x
p
O ,  а  2

1 sh
1

x
p −

O ,  то 

( ) ( )2 2
0 00

1 sh τ · τ τ τ ch τ ch τ· τ sh
( 1)

 
xx x

x d x d x
p p

x− = − ⋅ +
−

=− +∫ ∫O . 

 

Пример 14.10 ([4], № 36).  1) Пусть φ( ) ( )  и ψ( ) ( ). p f x p g xO O  

Показать,  что  если  
0 ,   0
( ),  

0,   
,

,
( )  

x a
g x a x b

x b
f x

< <⎧
⎪ <⎨
⎪ >⎩

= <   то ( )pϕ =

( ) ( ),a b
b

p p
ae ep p− −= ψ − ψ  где ( )ψa p  – изображение функции 

( )g x a+  и 0a > . 
    Решение. Воспользуемся теоремой запаздывания:  если  

( ) τ
τ0,   (τ )

τ , (τ
( ) ,  то ( ) ( )

)
pf x f x F p

x
e

f x xτ
−>⎧

⎨ − ≤
=
⎩

O , где F(p) – изображе-

ние  функции ( )f x . 
Представим функцию ( )f x с помощью единичной функции Хе-

висайда  0σ ( )x :     
( )f x  = 0 0σ ( )· ( )  σ ( )· ( )x a g x x b g x− − − . 

Преобразуем это выражение с целью применения теоремы за-
паздывания:    

0 0( ) σ (( )· (( ) )  σ ( )· (( ) )  f x x a g x a a x b g x b b= − + − − − + − O  
·ψ ( ) ψ ( )a

pa p
b

bp pe e− −− ⋅O , 
что и требовалось доказать. 
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Пример 14.11 ([4], № 37).   Найти изображения функций: 

4) 

0 ,    0,

,  0 ,

0 ,   ;

)

 

(

x
b x b x a
a

x a

f x

<⎧
⎪⎪ + < <⎨=
⎪

>⎪⎩

      5)  

0 ,    0,
11 ,  0 2 ,

0 ,  

( )

2 .

x

x x a
a

x a

f x

<⎧
⎪⎪ − < <⎨=
⎪

>⎪⎩

 

Решение. Представив функцию  ( )f x   в виде:   

0 0( )  σ ( )·( )  σ ( )·( ( ) )b bf x x x b x a x a a b
a a

= + − − + − + , 

 по доказанному в предыдущем примере получим            

2 2

2( ) ( )apb b b bf x e
ap p ap p

− +⋅+ −O . 

2

2 2 2 )(так как   b a b b b bx b
a b p a p ap p

+ ⋅ + = +O . Можно этот результат  

получить, используя непосредственно интеграл Лапласа. 
5) Делается аналогично или непосредственно через интеграл 

Лапласа.  Представив ( )f x  в виде  

( ) ( ) ( )0 0
2 2 σ ·(1 ) σ 2 ·(1 )xf x x x x aa a

aa
− += − − − − =  

0 0σ ( )·(1 )  σ ( 2 () ,1 )2 ·x xx x a a
aa

= − − −−− −  

получим 
2

2 2

1 1 1 1( ) ( ).apF p e
p ap p ap

−= − − − −  

Пример 14.12 ([4] №36).  2) Доказать, что, если ( )f x – периоди-

ческая функция с периодом 2ω  и ( ) ( ) , 0 2ω,
0, 2ω,

f x x
g x

x
⎧ < <

= ⎨ >⎩
 то 

изображением функции ( )f x  является функция 2ω

ψ( ) (
1

φ )
p

p
e

p −−
= , 

где ( )ψ( )p g xO . 
 Доказательство.   Так как  

( ) 0 0σ ( )· ( )  σ ( 2 )· ( )  x f x x xx fg = − − ω =  



 то ψ(
Так

2ωφ ( p

и дале

Чт
 

Пр
ских ф

Реш
2) 

функц

Из

Ис
ле пре

0σ ( )·x f=
ω2φ( )( ) ppp e−−=

к как для пер
) φ( )p p= ,  отсюд

ее  

о и требовалось 

ример 14.13 ([4] 
функций (y f=
шение.  

( )y f x=  (рис.
ции ( )f x ,  если н

g

ображение   
2

ψ( )
a

px

a

p e dx−= ∫
скомое изображе
едыдущего прим
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0( ) ( 2ω)·f x x f− σ −

2ω·φ ( )p , где 2ωφ (
риодической фу
да следует равенс
ψ( ) φ( )p p e= −

ψφ( )
1

p
e

=
−

доказать. 

№ 39 (2, 4)).  На
)x , заданных гра

. 14.1). Требует
найдем изображе

( ) ( ) , 0
0, 

f x
g x

x
⎧

= ⎨
⎩

 

4

3

1 (
a

px

a

x e dx e
p

− −− =∫
ение периодическ
мера: 

(( 2ω)  2ω)f x + −

( ) ( 2ω). p f x +O
ункции ( 2ωf x +
ство  

2ω φ( )pe p− ⋅  

2ω

( )
p

p
e− . 

айти изображени
афиками. 

тся найти изобр
ение ψ( )p  функц

4 ,
4 .
x a
a

< <
>

 

2 3ap ap ape e− − −− − −

кой функции (f

, 

ω) ( )f x= , то  

ия периодиче-

ражение φ( )p  
ции 

 Рис. 14.1 

4 ).ape−−  

( )x  по форму-



4) 
риоди

 
На

Не

1
p

= ⋅

1 e
p

−

= ⋅

=

2e
p

−

=

 ( )y f x=  (рис 1
ической функции

айдем сначала из

( ) (f x
g x

⎧
= ⎨
⎩

епосредственным
/2

0

ψ( ) ·
a xp e

a
= ∫
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( ) ( )

( )3

4

1
(

(1

  φ

ap ap

a

e e e
e

f x p

− −

−

−
− −

=

⋅
−

O

( )

( )

2

2 2

2

2

(

(
2sh 2

ap ap ap

ap ap

ap ap ap

ap

e e e
e e

e e e
pe

− − −

−

− −

−

− −
−

−
=

2

2

2sh ·(1
4sh ch

ap ap

ap
ap e

pe ap ap

−

−

−

14.2). Требуется 
и  ( )f x  с период

Рис. 14.

ображение  ψ( )p

) , 0 2 ,
0, 2

x x a
x a

⎧
⎪
⎪< < ⎪= ⎨> ⎪
⎪
⎪⎩

м вычислением п
3 /2

/2

1
2

a
px px

a

e dx e d− −+ ∫

4

2 4

ψ( )

)
)

ap

ap ap

ap

p
e

e e

−

− −

=
−

−
=  

3

2

3

( )
)

)
2

ap ap ap

ap

ap

e e
e

e
ap

− −

−

−

−
=

−
=

 

) 1 .
2 ch  

ape
p ap

−−=  

найти изображе
ом 2а.  

.2 

)  функции 

,  0
2

1 3,   
2 2 2

32, 
2

x ax
a

a ax

x a x
a

< <

< <

− + < <
⎩
получаем: 

2

3 /2

( 2)
a

px

a

xdx e d
a

−− −∫

ение φ( )p  пе-

  

,
2

,
2

2 .

a

a

a<

 

dx =  
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2

2
0

2

2

3
2

3
2

3
2

2
2

1 1 1 1·  
 2

1 1 2·  
 

a

px px p

a

a

x

a
px px p

a

x
a

a

xe e e
p a ap p

xe e e
p a ap p

− − −

− − −

+
⎡ ⎤

= − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
+ =

 

3
22 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 2
2 2 2

ap ap ap ap
ape e e e e

p ap ap p p p
− − − − −= − +− −+ + +  

2 3 /2 3 /2 2 3 /2
2 2

1 3 1 2 2
2

ap ap ap ap ape e e e e
ap p ap p p

− − − − −+ − − − + =  

2 3 /22
2

1 (1 )
ap

ap ape e e
ap

− − −+= − − , 

( )/2 3 /2

2 2 2φ
1  (1 )ψ( )( )

1 ( )
 .

1

ap ap

ap ap

e ep
e ap e

p
− −

− −

− −
−

= =
−

 

 
Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
14.1 ([4], № 3 (2,4,6,8)); 14.2 ([4], № 5 (1,7)); 14.3 ([4], № 6 (1,5)); 
14.4 ([4], № 7 (1,3)); 14.5 ([4], № 8 (1,5)); 14.6 ([4], № 12 (1,2));  
14.7 ([4], № 13 (1,5)); 14.8 ([4], № 14 (1)); 14.11 ([4], № 37 (4)). 
Резерв:  
14.2 (3,5), 14.3 (4), 14.4 (4), 14.7 (4), 14.9, 14.10, 14.12, 14.13. 
Для самостоятельной работы дома:  
14.1 ([4], № 3 (нечетные)); 14.2 ([4], № 5 (2,8)); 14.3 ([4], № 6 (2,6));  
14.4 ([4], №7 (2)); 14.5 ([4], №8 (2)); 14.6 ([4], № 12 (4));  
14.7 ([4], № 13 (2)); 14.8 ([4], № 14 (3)); 14.11 ([4], № 37 (5)). 
На дом, на усмотрение преподавателя:   
14.5 ([4], № 8 (6,8)); 14.6 ([4], № 12 (2)); 14.7 ([4], № 13 (6)).  
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15. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ  
К РЕШЕНИЮ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 
 

Рассмотрим задачу Коши для линейного дифференциального 
уравнения  n-го  порядка с постоянными коэффициентами. 

( ) ( ) ( )( ) ( 1)
0 1 ... ( )n n

na y x a y x a y x f x−+ + + =  
( )1

0 1 1(0) ;  (0) ;  ... ;  (0) .n
ny y y y y y−

−′= = =  
Заранее будем предполагать, что решение ( )y x  может быть 

оригиналом для некоторой функции ( )Y p  комплексного перемен-
ного р.     

Также будем предполагать, что заданная правая часть уравнения  
– функция ( )f x  – имеет своим изображением некоторую функцию

( )F p . Поскольку данная задача Коши является линейной, ее реше-
ние является суммой решений двух задач: однородной (при 

( ) 0f x ≡ ) с данными начальными условиями, и неоднородной, у 
которой правая часть ( )f x ≢ 0, а начальные условия все равны ну-
лю.   Рассмотрим вначале однородную задачу: 

( ) ( ) ( )( ) ( 1)
0 1 ... 0n n

na y x a y x a y x−+ + + =  , 
( )1

0 1 1(0) ;  (0) ;  ... ;  (0) .n
ny y y y y y−

−′= = =  
Для решения этой задачи требуется найти фундаментальную 

систему решений, состоящую из n линейно независимых решений, 
каждое из которых ψ ( )  ( 0,1,2,..., 1) k x k n= − удовлетворяет данному 
уравнению и имеет равными нулю все начальные данные, кроме 
одного ( )( )ψ 0 1,k

k =  а 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1) ( 1) ( 1) ψ 0 ψ 0 .... ψ 0 ψ 0 ... ψ 0  0.− + −′= = = = = = =k k n
k k k k k  

Пусть изображением  функции ψ ( )k x  будет функция ( )kY p , ко-
торая может быть найдена операционным методом. Используя 
формулу для изображения производной любого порядка из табли-
цы свойств изображений, получим, умножив уравнение на  pxe−   и 
проинтегрировав по х от 0 до +∞ (т.е. переходя к изображениям по 
Лапласу):  
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1 1
0 1 (1 1 1)( ) ( ) ...1 1n n k

k kk k n ka p Y p a p Y p a p
p p+

− +
− ++− + − + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

×  

1( ) · ( ) ... · ( )1  0,k
k n k k n kkY p a p Y p a Y p

p −+

⎡ ⎤
× − + + + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

откуда 

( )
( 1) 1 ( 1)

0 1 ( 1)
1

0 1

 ...  
 .

 ...  

n k n k
n k

k n n
n

a p a p a
Y p

a p a p a

− + − − +
− +

−

+ + +
=

+ + +
 

По этому изображению, с помощью обратного преобразования 
(преобразования Меллина), которое можно свести к вычислению 
вычетов в особых точках функции ( )kY p , т.е. в нулях её знаменате-
ля, находим оригинал. 

 Таким образом, найдем всю фундаментальную систему, со-
стоящую из функций ( ) ( ) ( )0 1 1ψ ,  ψ  ,...,  ψnх х х− .  И решение исход-
ной задачи Коши запишется в виде   

1

0

ψ )) · (( k k

n

k

y x y x
−

=

=∑ , 

 где ψ ( )k x – функции фундаментальной системы, а ky – постоянные, 
являющиеся начальными данными в задаче Коши. 

Пример 15.1 ([4], № 49 (3)).  Решить задачу Коши:  
( ) ( )'' 2 ' 2 0;  0 ;   ' 0y y y y A y B+ + = = = . 

Решение. Фундаментальная система состоит из двух решений:  

0 ( )y x , для которого ( ) ( )0 00 1;  ' 0 0 y y= = , и ( )1 y х , для которого

( )1 0 0; y =  ( )1 ' 0 1y = . Найдем каждое из них операционным мето-
дом. 

Для  ( ) 2
0 0 0 0

1 1:    ( ) 2 ( ) 2 ( ) 0;
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

y х p Y p p Y p Y p
p p

 

0 ( )Y p  = 2

2
2 2 

p
p p

+
+ +

 ;   0 ( ) (cos sin ).xy x e x x= −  

Для  ( ) 2
1 1 1 12

1  : [ ( ) ] 2 [ ( )] 2 ( ) 0;y х p Y p p Y p Y p
p

− + + =  
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1( )Y p = 2

1
2 2 p p+ +

 ;  1( ) sin .xy x e x− ⋅=  

Решение задачи Коши имеет вид:  
0 0 1 1( ) ( ) ( ) (cos sin ) sin .x xy x y y x y y x A e x x B e x− −= ⋅ + ⋅ = ⋅⋅ − + ⋅  

Перейдем  к нахождению решения задачи Коши с ненулевой 
правой частью ( )f x  и нулевыми начальными условиями, т.е. 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) .... ( ) ( )n n

na y x a y x a y x f x−+ + + = ; 
( 1)(0) (0) ... (0) 0ny y y −′= = = = . 

 Умножив обе части уравнения на pxe−  и проинтегрировав по х 
от 0 до +∞, перейдем к изображениям:   

1
0 1( ... ) · ( ) ( ),n n

na p a p a Y p F p−+ + + =  
или  

1
0 1

( )( ) ,
...n n

n

F pY p
a p a p a−=

+ + +
 

из этого выражения для ( )Y p  обратным преобразованием находим 
искомую функцию ( )y х  (обычно это делается с помощью выче-
тов). 

Пример 15.2 ([4], № 50 (1)).   Решить задачу Коши  
3 6 ,    (0) (0) 0.y y x x y y′′ ′+ = + = =  

Решение.   Сразу переходя к изображениям, получим 

( ) ( )2   p Y p Y p+ = 4 2

6 6
p p

+  ; 

( )Y p = 6 ( ) ( ) 44 2 2 2

1 1 6
1 1 pp p p p

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ =

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
;   ( ) 3 .y x x=  

Возвращаясь к решению задачи Коши для однородного уравне-
ния, выделим из фундаментальной системы решений  ψ ( ) k x  реше-
ние с номером  1k n= − , т.е. у которого все начальные данные рав-

ны 0, кроме ( ) ( )1
1ψ 0n

n
−

− : 

( ) ( ) ( )( 2)
1 1 1 ψ 0 ψ ' 0  ... ψ 0 0;n

n n n
−

− − −= = = =    ( 1)
1ψ (0) 1n

n
−

− = . 
В соответствии с полученным выражением для ( )ky x  получаем  
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0
1 1

0 1

( ) , 
...n n n

n

aY p
a p a p a− −=

+ + +
 

что позволяет решить задачу Коши для неоднородного уравнения, 
но с нулевыми начальными условиями с помощью этой функции 

1( ). nY p− Действительно, так как  

( ) ( ) ( ) ( )11
0 1 0

1  · · ,
... nn n

n

F p
Y p F p Y p

a p a p a a −−= =
+ + +

 

то по теореме о свертке   

( )
0

1
0

(τ)· τ τ1( )
x

ny x
a

f y x d−= −⋅ ∫ , 

Обычно, функцию 1ψ ( ) n x−  обозначают как ( )g x  и называют 
функцией источника для уравнения 

( ) ( 1)
0 1( ) ( ) ... ( ) 0.n n

na y x a y x a y x−⋅ + ⋅ + + =  
Таким образом, решение задачи Коши для неоднородного уравне-
ния с нулевыми начальными данными можно получить с помощью 
функции источника 1( ) ψ ( ) ng x x−= в виде интеграла  

( )
0 0

1( ) ( τ)· τ τ
x

y x g x f d
a

= −∫ , 

называемого интегралом Дюамеля. 
 Решим эту же задачу:   

3 6 ,   (0) (0) 0y y x x y y′′ ′+ = + = =  
с помощью функции источника. Найдем функцию источника ( ),g x
которая является решением задачи: ( ) ( )'' 0;  0 0;  ' 0 1.g g g g+ = = =  

Её изображение   

2

1( ) ( ) sin
1

G p g x x
p

= =
+
O . 

Искомое решение   

( )3 3

0

( ) ( 6 )·sin .
x

y x t t x t dt x= + − =∫  

Пример 15.3 ([4], №49 (8)).   Решить задачу Коши   
( ) ( )'' 4 2cos2  ;   0 0;  ' 0 4y y x y y+ = = = . 
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Решение. Переходим к уравнению для изображений: 
2

2 2

4[ ( ) ] 4 ( ) 2 ;
4

pp Y p Y p
p p

− + =
+

⋅ ⋅  

2 2 2

2 4
( 4) 4

( )Y p p
p p

+ =
+ +

= 2 2

'1 4 ;
4 4p p

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

1( )   sin 2 2sin 2
2

y x x x x= + . 

Пример 15.4 ([4], №50 (7)). Решить задачу Коши   
( ) ( )'' 9 ( );  0 ' 0 0.y y f x y y+ = = =  

Решение.  2
2

( )( ) 9 ( ) ( );   ( )
9

F pp Y p Y p F p Y p
p

+ = =
+

⋅ . По теореме о 

свертке получим  

0

1( ) sin 3τ τ) τ
3

(
x

y x f x d= ⋅ −∫  . 

Пример 15.5 ([4], №50 (9)).  Решить задачу Коши  
'' 4 ' 4  ( )y y y f x+ + = . 

Решение. 2
2

( )( ) 4 ( ) 4 ( ) ( );   ( )
( 2)

F pp Y p p Y p Y p F p Y p
p

+ ⋅ + = =
+

⋅ ; 

так как 2

'1 1 ,
( 2) 2p p

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 то  

2
2

1
( 2)

xxe
p

−

+
O   ⟹  ( ) y x 2τ

0

· ( τ) τ τ .
x

f x de− −= ∫  

Пример 15.6 ([4], № 51 (2)). Найти общее решение уравнения 
2 3 2''' 6 '' 11 ' 6   12  x xy y y y x e e− + − = − . 

    Решение.  Найдем общее решение однородного уравнения:   
''' 6 '' 11 ' 6 0y y y y− + − = . 

Перейдем к изображениям: 
3 21 2 3 1 2

2 3 2[ ( ) ] 6 [ ( ) ]C C C C Cp Y p p Y p
p p p p p

− − − − − − +  
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111 [ ( ) ] 6 ( ) 0;Cp Y p Y p
p

+ − − =  

( )2
1 2 1 3 2 1

3 2

6 6 11
( )

6 11 6
C p C C p C C C

Y p
p p p

+ − + − +
= =

− + −
 

( )
( )( )

2
1 2 1 3 2 16 6 11

3 2 ( 1)
C p C C p C C C

p p p
+ − + − +

= ⇒
− − −

      

( )однор 1 2 1 3 2 1( ) 6 6 11
2

xey x C C C C C C⇒ = + − + − + −  

( )2
1 2 1 3 2 14 2 12 6 11xe C C C C C C− + − + − + +  

( )
3

1 2 1 3 2 19 3 18 6 11  
2

xe C C C C C C+ + − + − + =  

2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3

 (6 5 ) (3 4 ) (2 3 )
2 2

x x
xC C C e C C C C Ce Ce= − + − − + + − +⋅  

или, переобозначив константы, находим    
2 3

однор 1 2 3( )  х х хy x С е С е С е= + + . 
Частное решение неоднородного уравнения найдем, например, с 

помощью функции источника:   

( )( )
1 ;

3
( ) 

2 ( 1)
G

p
p

p p− − −
=    2 31 1

2 2
( ) .x x xeg ex e= − +  

Откуда 

( ) ( )22 3 2
час

3
т.

( )

0

1 11 .
2 2

( ) 2
x

x tt t x t x tt e ex e dy e e t−− −⎛ ⎞= ⎜
⎝

− ⎟
⎠

− +∫  

В результате интегрирования получим:   
2 3 2 3

част ( ) (2 9 21 ) .x xy x xe x x x e= + − +  
 

Пример 15.7 ([4], № 52 (2)).  Найти частное решение уравнения, 
удовлетворяющее заданным начальным условиям: 

( ) ( ) ( ) ( )
0   (0

'' ' ,   где      
),

1   ( 0 0; ),
0   ( ),

' 0 2.
x a

ay y f x f x y yx b
x b

< <⎧
⎪ < <⎨

⎩

= =
⎪

= =
>

+  



235 

    Решение. Запишем ( ) f x  через ( )0σ :х   

0 0 ( )  σ ( ) σ ( ).f x х a х b= − − −  
Далее (по теореме запаздывания)   

( ) 
ap bpe e
p p

F p −= . 

Переходим к операторному уравнению: 

( ) ( )2
2[    2 ] ,

ap bp

p Y p p Y p e e
p p

−− + ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

( ) 2

2

2
( 1) ( 1)

1 1

 

1 1 1( ) 2 ;

 

1 1

ap bp

ap bp

e e
p p p p

e e
p p p p

Y p

p

− + =
+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎝ ⎠

=

⎠

 

( )
0

( )
0

( ) ( 1 ) σ ( )

( 1 ) σ ( ) 2 2 .

x a

x b x

y x x a e x a
x b e x b e

− −

− − −

= − − + ⋅ − −

− − − + ⋅ − + −
 

Пример 15.8 ([4], № 53 (2)).   Решить систему уравнений: 

( ) ( )2 4 cos ,
   

2 si
0 0;  

n
 0

 
.

,
0

y y z x
y

z y z x
z

′ − − =⎧
⎨ =

+ =⎩
=

′ +
 

Решение. Переходим к операторным уравнениям: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2

2 2

2

· 2· 4 ,
1 2

1 ( 1·
 

)2
1

pp Y p Y p Z p
p

p pp Z p Y p Z
Z p

p
p

⎧ − − =⎪ +
⇒ =⎪

⎨ +⎪ + + =
⎪ +⎩

− = 

2 2

1 12 ( ) ( ) 2sin 2 .
1

z x x x
p p

= ⋅ − ⇒ = −
+

 

Из второго уравнения исходной системы 
sin ' 2 sin 2cos 2 4sin  4  

2 4 3sin 2cos .
y x z z x x x x

x x x
= − − = − + − + =

= + − −
 

Пример 15.9 ([4], № 54 (2)). Найти общее решение уравнения с 
переменными коэффициентами: '' (1 ) ' 0xy x y y− + + = . 
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Решение. Пользуясь формулой для производной изображения 
из таблицы свойств изображений  [ '( ) · ( )]F p x f x−O ,  а также изо-
бражением производных:   

22 2 1
2( ) [ ( ) ], ( ) [ ( ) ],C C Cy x p Y p y x p Y p

p p p
′ ′′⋅ − ⋅ − −O O  

получим 
2

2 1 2 2 [ · ( ) · ]' · ( ) [ · ( ) ]' ( )  0;p Y p C p C p Y p C p Y p C Y p− − − − + + − + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 22 · · ' · · '   0 ;p Y p p Y p C p Y p C Y p p Y p Y p− − + − + + + + =  

( ) ( ) ( ) ( )2
2' · · 3 2 2 0;Y p p p Y p p C− + + − + + =  

2
2 2

3 2 2( ) ( ) .p CY p Y p
p p p p

−′ + ⋅ =
− −

 

Это – линейное уравнение первого порядка. Решаем его обыч-
ными методами. 

2 2

22 3 2 3 1( );   ;   ;
1

− −= ⋅ = ⋅
− −

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠
Y p dp dp

p
dY p dY p dY
dp p p Y p p Y p

 

однор2 2

1ln ln ln( 1) ln ;   ( ) ;
( 1)

p CY p C Y
p p p

= − − + =
−

 

'
2

2 2час 2т 2
( ) ( ) '2( ) ;   ; ( ) 2 · ;  

( 1) ( 1)
p C p CY p

p p p p
C C p

p
C p

p
== =

− − −
 

2 2
час

2
т 22 ( ) ;   ( ) ;

1 ( 1
 ( ) · ;

)
 

1
C C CY p Y p

p p p p
C p C p = = +

− − −
=  

2 2
0 0

( ) [ ]
xx

x t x x t t xy x C te dt C e Ce te e C e− − −= + = − − + =∫  

2 2[ 1] ( 1) ( )x x x x xCe xe e C e C x e C C− −= − − + + = − + + +⋅  
или, переобозначив постоянные:   

1 2( 1) .xy C x C e= + + ⋅  
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Рекомендуемый перечень задач для решения в аудитории: 
15.1([4], № 49(3)); 15.2 ([4], № 50 (1)); 15.3 ([4], № 49 (8)); 
15.4 ([4], № 50 (7)); 15.7 ([4], № 52 (2)); 15.8 ([4], № 53 (2));   
15.9 ([4], № 54 (2)).   
Резерв:    
15.5 ([4], № 50 (9)); 15.6 ([4], № 51 (2)). 
Для самостоятельной работы дома:   
15.1 ([4], № 49 (4));  [4], № 50 (2), 52 (3), 53 (3), 54 (3). 
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16. ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ.  
РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ  

И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ,  
ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ  
С ПАРАМЕТРОМ ОПЕРАЦИОННЫМ МЕТОДОМ1 

  
Исходя из предположения, что все фигурирующие в задачах 

этого раздела функции могут служить оригиналами в применяемых 
преобразованиях Лапласа, решим интегральные уравнения первого 
и второго рода типа Вольтерра. 

Пример 16.1 ([4], № 108 (2)).   

( ) ( )2

0

sin sin .
x

x x t u t dt−= ∫  

Решение. Совершим интегральное преобразование Лапласа 
обеих частей этого уравнения по переменной х, используя при этом 
теорему об изображении свертки:   

τ

0
1 21 2(τ) ( τ) (τ ) ( )f f x F p Fd p⋅ ⋅−∫ O ;  2 1 cos 2sin

2
xx −= ; 

2 2

1 1 1 1 
2 2 4 1

( ),p
p p p

U p⋅ − ⋅ = ⋅
+ +

 

где U(p) – изображение искомой функции u(x), 
2

2 2( ) 2( 1) ;
( 4)

 
4

U p A Bp C
p p p p

p + += +
+ +

=  

откуда 1 3; ;  0
2 2

А В С= = =   и   

2

3
1 2 ;

2
) 

4
(  

p

p p
U p +

+
=            1 3 ( cos 2 .

2 2
) u xx +=  

Пример 16.2 ([4], № 108 (5)).   

( ) ( )2

0

4 26 7 . 
x

x xt tx t u dt= + −∫  

                                                            
1 При недостатке часов это занятие можно рассматривать как факультативное. 
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 Решение.   ( ) ( ) ( )5 3 2 2   4! 2 8 4 1 ;1 3
   

4

U p U p U p C
p p p pp

′ = + ⋅⇒
−

−=

5
4

4 .
3

( )  Cxx
x

u +=  

Пример 16.3 ([4], № 109 (2)).  

( ) ( ) ( )
0

8sin 2  sh3 .
3

   
x

u x x x t u t dt− −= ∫  

Решение. Переходим к операторному уравнению: 

( ) ( )2 2    2 8 3
4 3 9

U p U p
p p

− ⋅ ⋅
+ −

= ⟹ 

⟹ ( ) ( )
2

2 2

2( 9)
4 ( 1

 
)

 p
p

p
p

U −
+ −

= = 2 24 1
A B

p p
+ =

+ −
  ⟹ 

⟹ ( )26 16 ; ;   13 16sin 2 sh  
55 5

.
5

xA B u x x= = − = −  

Пример 16.4 ([4], 110 (1)). Решить систему уравнений  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

sin ,

sh .

x

x

u x f x x t υ t dt

υ x g x x t u t dt

⎧
= + −⎪

⎪
⎨
⎪ = − −⎪⎩

∫

∫
  относительно неизвестных функ-

ций и(х) и ( )υ x ;  g(x) и f(х) – данные функции.   

Решение. 
( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 · ( ),
1

    
1 · ( )

1

U p F p V p
p

V p G p U p
p

⎧ = +⎪ +⎪ ⇒⎨
⎪ = −
⎪ −⎩

 

( )( )2 2

( )( )
1 1p p

U pU p =
+ −

⇒ + ( ) 2 1
 1 · ( );F p G p

p +
+  

( ) ( )
4

4 2

1 1 ·  [ ( )]
1

 U p F pp G p
p p

− ⋅
+

= + ⇒  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

0 0

3

0

    1
3!

1 .
3!

x x

x

x t f t dt x t g t du x f x

g

t

x t t dt

⇒ = − − + − −

− −

∫ ∫

∫
 

Пример 16.5 ([4], № 100 (2)). Вычислить интеграл, найдя пред-
варительно его изображение с помощью интеграла Лапласа: 

2 2
0

)sin (J xt xt dt
a t

∞

≡
+∫ . 

Решение. Обозначим изображение функции ( )J x  через ( )I p : 

( )I p = 2 2 2 2
0

t t
a t t

d
p

t
∞

⋅
+ +

=∫  

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0 ( ) ( )

a p dt
p a a t p a p t

∞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + =
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠
∫  

2 2 2 2
0 0

·arctg ·arctg t t
a a

a p
p a p a

∞ ∞
−= + =
− −

 

2 2 2 2
π π 1
2 2

p a
p ap a p a

⎛ ⎞
= − = ⋅⎜ ⎟ +− −⎝ ⎠

; 

π( )  .
2

axJ x e−= ⋅  

Пример 16.6 ([4], № 115 (2)). Решить интегро-дифференциальное 
уравнение, удовлетворяющее заданным  начальным условиям: 

( ) ( )
0

'  2 0   0, 1.
x

x te y ty t d y−− ⋅ = =∫  

Решение. Переходим к изображениям по Лапласу: 

( ) ( )1 1 2  0 ;   
1

p Y p Y p
p p

⎧ ⎫⋅ − − ⋅ ⋅ =⎨ ⎬ −⎩ ⎭
 

( ) ( )( )
1     ;  

1 2 1 2
p A BY p

p p p p
−= = +

+ − + −
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22 1 2 1; ;  ( )    .
3 3 3 3

x xA B y x e e−= = = ⋅ + ⋅  

Пример 16.7 ([4], № 115 (7)). Решить интегро-дифференциальное 
уравнение, удовлетворяющее заданным  начальным условиям: 

( ) ( )''

0

sin( ) [ ] cos''  ;2
x

x t y ty y t dt x− ⋅ ++ =∫    ( ) ( )0 0 0.y y′= =  
 Решение. ( ) ( ) ( )2 2

2

1 
1

 p pY p Y p Y p
p

⎡ ⎤⋅
+

+ ⋅ + =⎣ ⎦ 2

2
1

p
p +

;   

2 2 2

2 1( ) '
( 1

( )  
) 1

Y p p
p p

= = − ⇒
+ +

 ( ) sin .y x x x=  

Пример 16.8 ([4], № 115 (9)). Решить интегро-дифференциальное 
уравнение, удовлетворяющее заданным  начальным условиям:  

( ) ( )
0

''  4 ( )cos 0;
x

x t x t y t dty y− −− − =∫  ( ) ( )0 4;   ' 0 0.y y= =  

Решение.  Переходим к операторному уравнению: 

( ) ( )
( )

2
2

22
4  4

1
0{ } ( ) ;1 pp Y p p

p p
p YY −

+
− + =−  

( )
2 2

22 2

4 ( 1)

1
)

3)
(  

(

p pY p
p p− +

= + =

2 2 2 ;
( 1) 1 ( 1) 1 3

A B C D Ep F
p p p p p

+= + + + +
− − + + +

 

2 2 2 2 2 24 ( 1) ( 1) ( 3) ( 1) ( 1) ( 3)p p A p p B p p p+ = + + + − ⋅ ⋅+ +⋅ +  
2 2 2 2( 1) ( 3) ( 1) ( 1) ( 3)C p p D p p p+ − + + ⋅+ ⋅ +⋅ − +  

2 2( ) ( 1) ;Ep F p+ + ⋅ −  
Положим в этом тождестве слева и справа р = 1. Получим  

16 16      1. А А= ⇒ =  
Положим р = –1. Получим   

16 16     1С С− = ⇒ = − . 
Поскольку у многочлена, стоящего в знаменателе выражения

( )Y p , больше действительных корней нет, прибегнем к другому 
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методу для нахождения оставшихся коэффициентов.  Приравняем 
слева и справа коэффициенты при одинаковых степенях р: 

при  5 :      4 ;р B D E= + +  
при  4 :      0 2 2 ;р A B B C D D F= − + + + − +  
при  1 :      4  6 6 3 6 6 3 2 ;р A B B C D D F E= − + − − + − +  
при  0 :     0  3 3 3 3 .p A B C D F= − + + +  
Получим систему 

3   0

4,
0,

   
3 3 2 8,
3 3 0

; ; 1.
2

B D E
B D F
B D F E
B D

F D E

F

B

+ + =⎧
⎪ − + =⎪
⎨ + + − =⎪
⎪ − + =

⇒ = = = =

⎩

 

Разложение функции ( )Y p   на элементарные дроби приобрело 
вид  

2 2 2

1 3 1 1 3 1 .
( 1) 2 1 ( 1) 2

 
1 3

( )Y p p
p p p p p

+ − + +
− − + + +

=  

Искомая функция:   
( ) 2sh  3ch  cos 3  .y x x x x= + +  

Пример 16.9 ([4], № 118 (4)).  Решить систему уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

'' '

0

'' ' ' '

0

· · ,   0 2; 0 0;

cos · 1  ,   0 1;  0 1;

x
x t x

x

y z x t e z t dt e y y

z y z x t y t dt z z

−⎧
− + − = = =⎪

⎪
⎨
⎪ − − + − = = = −⎪⎩

∫

∫
 

Решение. Перейдем к операторным уравнениям: 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

2
2 2

2 1 1 ,
11

1 1 2 1 1
1

p Y p Z p Z p
p pp

pp Z p p Y p p Z p Y p
p p p p p p

⎧ ⎧ ⎫
− − + =⎨ ⎬⎪ −−⎩ ⎭⎪

⎨
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ − + − − − − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ +⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩

 

или  
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( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2

3 2
2

2

2 2 2 1,
11

4 1.
1

p p p pp Y p Z p
pp

p p pY p p p Z p
p p

⎧ − − ++ =⎪ −−⎪
⎨

− +⎪− + − =⎪ +⎩

 

Решив эту систему, получим 

( )

( )

3

2

2 2 ,

1

Y p
p p

pZ p
p

⎧ = +⎪⎪
⎨ −⎪ =
⎪⎩

   ⟹  ( )
( )

2 2,
1 .

y x x
z x x

⎧ = +⎪
⎨ = −⎪⎩
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