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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Сборник содержит 30 вариантов домашних заданий по курсу 
уравнений математической физики. Задания распределены по семи 
темам, объединенным в три раздела: «Приведение к каноническому 
виду линейных уравнений с частными производными второго по-
рядка с двумя независимыми переменными», «Решение задачи Ко-
ши для волнового уравнения. Решение краевых задач на полупря-
мой», «Метод разделения переменных». Каждый раздел содержит 
справочный материал, используемый при решении заданий на со-
ответствующую тему. Все задания, относящиеся к одной теме, 
примерно одинаковы по сложности. 

При выдаче домашнего задания рекомендуется каждому студен-
ту давать по  одному заданию на каждую тему. 

 
Все замечания и пожелания, касающиеся содержания данного 

пособия, просим направлять по адресу: sherov73@mail.ru. 
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1. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 
 

Линейным уравнением с частными производными второго по-
рядка для неизвестной функции  двух независимых переменных  

  и  называется уравнение вида 
 

 2 ,  , (1) 
 

где действительные функции  ,  ,   зависят от   и  и опреде-
лены на области . Если коэффициенты  ,  ,  постоянны, урав-
нение (1) называется линейным уравнением с постоянными коэф-
фициентами. Будем считать, что все коэффициенты    одновре-
менно в нуль не обращаются.  

Если в точке  ,  дискриминант 
 

Δ  0, 
 

то уравнение (1) называется уравнением гиперболического типа в 
точке ; если в точке ,     
 

Δ 0, 
 
то уравнение (1) называется уравнением эллиптического типа в 
точке ; если в точке ,    
 

Δ  0, 
 
то уравнение (1) называется уравнением параболического типа в 
точке . 

Уравнение 
 

 2 0 (2) 
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называется уравнением характеристик для уравнения (1), оно эк-
вивалентно двум уравнениям: 
 

 0. (3) 
 

Кривые, определяемые соотношением φ , , где 
 φ ,  – общий интеграл одного из уравнений (3), называют-
ся характеристиками уравнения (1). 

Пусть уравнение (1) гиперболического типа в области , т. е. 
всюду в   Δ 0. Тогда уравнения (3) имеют два вещественных и 
функционально независимых общих интеграла 

 
φ , С         и          ψ , С  , 

 
которые определяют два различных семейства вещественных ха-
рактеристик этого уравнения. Произведем в уравнении (1) замену 
независимых переменных по формулам: 

 
ξ φ , ;
η ψ , . 

 
Эта замена приводит уравнение (1) к каноническому виду 
 
 , . (4) 

 
Если уравнение (1) эллиптического типа в области , т. е. Δ 0 

в , то общие интегралы уравнений (3) имеют комплексно-
сопряженные левые части. Пусть 

 
φ ,  ψ , , 

 
где φ ,  и ψ ,  – вещественные и функционально независи-
мые функции, общий интеграл одного из уравнений (3). Замена не-
зависимых  переменных по формулам: 
 

ξ φ , ;
η ψ ,  

 
приводит уравнение (1) к каноническому виду 
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  ξ, η . (5) 
 
Пусть уравнение (1) параболического типа в области , т. е. 

Δ 0 в . В этом случае уравнения (3) совпадают, и общий инте-
грал этого уравнения φ ,  определяет одно семейство веще-
ственных характеристик уравнения (1). Замена независимых  пере-
менных 

 
ξ φ , ;
η ψ , , 

 
где ψ ,  – произвольная, дважды непрерывно дифференцируе-
мая функция, удовлетворяющая условию  
 

, 
, 

φ φ
ψ ψ 0, 

 
приводит уравнение (1) к каноническому виду 
 
 ξ, η . (6) 

 
Если исходное уравнение (1) было линейным уравнением с по-

стоянными коэффициентами, то в соответствующем каноническом 
уравнении коэффициенты ,   ,  постоянны. В этом случае 
уравнения (4), (5), (6) допускают дальнейшее упрощение. Можно 
подобрать такие вещественные числа α и β, что замена неизвестной 
функции по формуле 

 
ξ, η  

 
приводит уравнение гиперболического типа (4) к виду 

 
 ̃ ξ, η  , (7) 

 
уравнение эллиптического типа (5) к виду 

 
 ̃ ξ, η  , (8) 

 
уравнение параболического типа (6) к виду 

 
 ̃ ξ, η  . (9) 
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Задание 1. Уравнение гиперболического типа 
 

Привести уравнение к каноническому виду. Найти общее реше-
ние. 

1. 3 4 0. 

2. 9 2 0. 

3. 6 11 10 0. 

4. 4 5 6 0. 

5. 2 7 5 0. 

6. 21 10 0. 

7. 4 12 7 0. 

8. 3 4 0. 

9. 7 3 0. 

10. 10 11 6 0. 

11. 2 7 5 0. 

12. 6 5 4 0. 

13. 11 2 0. 

14. 21 10 0. 
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15. 7 12 4 0. 

16. 4 3 0. 

17. 10 11 6 0. 

18. 3 5 0. 

19. 6 5 4 0. 

20. 5 7 2 0. 

21. 10 21 0. 

22. 4 12 7 0. 

23. 4 3 0. 

24. 5 7 0. 

25. 6 11 10 0. 

26. 5 7 2 0. 

27. 4 5 6 0. 

28. 10 21 0. 

29. 7 12 4 0. 

30. 6 13 0. 
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Задание 2. Уравнения эллиптического 
и параболического типов 

 
Привести к каноническому виду и проделать дальнейшие упро-

щения уравнения. 
 

1. 5 4 4 4 8 7 0. 

2. 9 24 16 6 9 4 0. 

3. 2 6 5 4 2 9 0. 

4. 9 6 9 2 10 0. 

5. 5 4 5 2 0. 

6. 6 13 2 6 5 0. 

7. 4 4 2 2 7 0. 

8. 5 4 4 2 12 3 0. 

9. 25 20 4 4 4 25 0. 

10. 2 6 5 2 7 0. 

11. 6 9 2 3 5 0. 

12. 13 6 6 2 5 0. 

13. 9 24 16 3 2 0. 

14. 4 4 5 2 0. 
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15. 25 20 4 12 8 4 0. 

16. 13 6 2 2 9 0. 

17. 4 5 3 5 2 0. 

18. 4 12 9 4 2 9 0. 

19. 4 4 5 4 2 7 0. 

20. 10 25 6 7 9 0. 

21. 6 13 2 0. 

22. 9 12 4 6 8 16 0. 

23. 5 4 3 2 0. 

24. 25 10 32 6 11 0. 

25. 5 6 2 2 0. 

26. 16 24 9 9 6 10 0. 

27. 4 5 4 10 0. 

28. 25 30 9 4 3 0. 

29. 5 6 2 7 4 3 0. 

30. 4 20 25 12 20 9 0. 
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2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ. 

РЕШЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ НА ПОЛУПРЯМОЙ 
 

Пусть требуется найти решение задачи Коши:  
 

 
, ,       ,   0;

, 0 φ ,                                 ; 
 , 0 ψ ,                                .

 (10) 

 
Здесь и всюду в дальнейшем   ,   0. 

Если , 0, ∞ ,    φ ,     ψ  , 
то решение задачи Коши (10) существует и выражается формулой: 

 

,
φ φ

2
1

2
ψ  

(11) 

1
2

 , τ . 

 
В случае однородного уравнения ( , 0) справедлива фор-

мула Даламбера 
 

              ,
φ φ

2
1

2
ψ .         12  

 
Рассмотрим краевые задачи для однородного волнового уравне-

ния на полупрямой. Пусть требуется решить однородную краевую 
задачу первого типа: 
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,      0 ,   0;
, 0 φ ,               0; 

 , 0 ψ ,              0; 
0, 0 ,                      0.

 (13) 

 
Продолжим функции φ  и ψ  нечетным образом на отрица-
тельную часть оси x, обозначим через Φн  и Ψн  полученные 
таким образом функции: 

 

Φн
     φ  ,   0;

φ  ,   0,      Ψн
     ψ  ,   0;

ψ  ,   0. 
 

Тогда решение задачи (13) имеет вид 
 

,
Φн Φн

2
1

2
Ψн .         14  

 
Для решения однородной краевой задачи второго типа 

 

 

,      0 ,   0;
, 0 φ ,               0; 

 , 0 ψ ,              0; 
0, 0 ,                    0

 (15) 

 
продолжим четным образом функции φ  и ψ  на отрицатель-
ную часть оси x, обозначим через Φч  и Ψч  полученные функ-
ции: 
 

Φч
 φ  ,   0;

φ  ,   0,         Ψч
  ψ  ,   0;
ψ  ,   0. 

 
Тогда функция 

 

,
Φч Φч

2
1

2
Ψч          16  

 
является решением задачи (15). 
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Решение смешанной задачи на полупрямой для уравнения 
 

 
 

с нулевыми начальными условиями 
 

, 0  , 0 0, 0, 
 

и неоднородными краевыми условиями 
 

0, µ ,     0, 
 

или 
 

0, , 0, 
 

ищем в виде функции 
 
 ,  . (17) 

 
Наконец, пусть требуется решить неоднородную краевую задачу 

первого или второго типа с неоднородными начальными условия-
ми: 

 
,    0,   0;

, 0 φ ,             0; 
 , 0 ψ ,            0; 

0, µ ,             0,

 

 
или (18) 
 

,   0,   0;
, 0 φ ,            0; 

 , 0 ψ ,           0; 
0, ,          0.

 

 
Ее можно разбить на две задачи. 
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1. Однородная краевая задача: 
 

,      0 ,   0;
, 0 φ ,               0; 

 , 0 ψ ,              0; 
0, 0 ,                      0,

 

 
или (19) 
 

,      0 ,   0;
, 0 φ ,               0; 

 , 0 ψ ,              0; 
0, 0 ,                    0.

 

 
2. Задача с однородными начальными условиями: 

 
,      0 ,   0;

, 0 0,                      0; 
 , 0 0,                     0; 

0, µ  ,                0,

 

 
или (20) 
 

,      0 ,   0;
, 0 0,                     0; 

 , 0 0,                    0; 
0,  ,             0.

 

 
Тогда решение задачи (18) представляется в виде 
 

 , , , .  (21) 
 

Замечание. Формулы (14), (16), (21) задают «формальные» ре-
шения соответствующих краевых задач. 
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Задание 3. Задача Коши 
 

Решить задачу Коши для гиперболического уравнения: 
 

, ,       ,   0;
, 0 φ ,                                 ; 

 , 0 ψ ,                                .
 

 

№ φ  ψ  ,  

1 4  2 cos  

2 ch  sin4  3 2  

3 2  cos3   

4 sh3  sh2  1 cos2  

5 sin  ch2  4 3  

6  6  sh  

7 cos3  sin3  2 1  

8 sin2  cos  5  

9 ch2    

10 9  sh  2  

11 sh  3 1 3 cos  

12 cos2  sin  1 2  

13 sin5  ch5  1  
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14   sin2  

15 3  sin2   

16 sh6  sh6  2 sin2  

17 cos  cos2   

18 sin3  3 2 ch  

19 2  ch  3 2 sin3  

20 ch3   sin  

21  sh3   

22 ch5  cos4  1  

23 sin4   7 5  

24 cos5  2 1 2  

25 sh4  ch4  5 3  

26 ch4  sin6  2  

27  cos6  4 3 sin  

28 cos4  2 3  1  

29 sh2  sh4  3  

30  ch3  1 2 cos2  
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Задание 4. Начально-краевые задачи на полупрямой 
 

Решить начально-краевую задачу для гиперболического уравне-
ния на полупрямой. 

 

1. 

4 ,    0 ,   0;
, 0 2 ,    0; 

 , 0 3 2,       0; 
0, sh2   ,           0.

      

 

2. 

,   0 ,   0;
, 0 ,            0; 

 , 0 3 ,         0; 
0, 2sin2  ,   0.

 

 

3. 

,     0 ,   0;
, 0 1 , 0; 

 , 0 6 ,        0; 
0,  ,             0.

      

 

4. 

4 ,   0 ,   0;
, 0 1 2 ,       0; 

 , 0 3 2 ,      0; 
0, 2   ,        0.

 

 

5. 

,    0 ,   0;
, 0 3 ,         0; 

 , 0 ,            0; 
0, sin5  ,        0.

      

 

6. 

,     0 ,   0;
, 0 1 , 0; 

 , 0 ,            0; 
0, ch3  ,        0.

 

 

7. 

,       0 ,   0;
, 0 1 , 0; 

 , 0 2 ,            0; 
0, cos  ,           0.
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8. 

,   0 ,   0;
, 0 2 ,    0; 

 , 0 5 ,           0; 
0, 0 ,            0.

 

 

9. 

9 ,    0 ,   0;
, 0 3 ,     0; 

 , 0 3 ,         0; 
0, sin3  ,        0.

      

 

10. 

9 ,   0 ,   0;
, 0 0,                 0; 

 , 0 6 ,   0; 
0, sh ,            0.

 

 

11. 

,      0 ,    0;
, 0 1 , 0; 

 , 0 3 ,            0; 
0, arctg  ,         0.

      

 

12. 

,    0 ,   0;
, 0 ,             0; 

 , 0 2,               0; 
0, 1   ,   0.

 

 

13. 

,        0 ,   0;
, 0 2 1 , 0; 

 , 0 5 2,        0; 
0, ,             0.

      

 

14. 

9 ,    0 ,   0;
, 0 3  ,         0; 

 , 0 2 3 ,      0; 
0, cos ,           0.

 

 

15. 

,    0 ,   0;
, 0 0,               0; 

 , 0 cos ,        0; 
0, ,              0.
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16. 

,   0 ,   0;
, 0 0,              0; 

 , 0 sin2 ,    0; 
0, 1,   0.

 

 

17. 

9 ,    0 ,   0;
, 0 3 2 ,   0; 

 , 0 3 ,          0; 
0, ch ,              0.

      

 

18. 

4 ,    0 ,    0;
, 0 2 , 0; 

 , 0 0,                  0; 
0, 2cos  ,      0.

 

 

19. 

4 ,    0 ,   0;
, 0 2 ,    0; 

 , 0 1,         0; 
0, cos 1,     0.

      

 

20. 

4 ,   0 ,   0;
, 0 sin3 ,        0; 

 , 0 ,               0; 
0, 0 ,              0.

 

 

21. 

4 ,    0 ,   0;
, 0 3 ,   0; 

 , 0 2 ,        0; 
0, sin2 ,      0.

      

 

22. 

4 ,   0 ,   0;
, 0 ,      0; 

 , 0 2 ,            0; 
0,  ,      0.

 

 

23. 

9 ,    0 ,   0;
, 0 1 cos ,   0; 

 , 0 2 1,      0; 
0, cos3 ,         0.
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24. 

,   0 ,   0;
, 0 0,                 0; 

 , 0 ,   0; 
0, 4sin  , 0.

 

 

25.  

4 ,      0 ,   0;
, 0 5 2 , 0; 

 , 0 2 ,               0; 
0, ,             0.

      

 

26. 

4 ,    0 ,   0;
, 0 ,       0; 

 , 0 0,                0; 
0, cos2  ,      0.

 

 

27. 

,    0 ,   0;
, 0 2 ,           0; 

 , 0 3 ,          0; 
0, 1 ,      0.

      

 

28. 

4 ,   0 ,   0;
, 0  ,             0; 

 , 0 1 4 ,     0; 
0, sin4 ,        0.

 

 

29. 

,    0 ,   0;
, 0 ,             0; 

 , 0 ,            0; 
0, sh3 ,             0.

     

 

30. 

,   0 ,   0;
, 0 0,              0; 

 , 0 ,         0; 
0, 3  ,        0.
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3. МЕТОД РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

При решении заданий из этого раздела используется метод  
Фурье (метод разделения переменных) для уравнений гиперболи-
ческого и параболического типа. 

При применении этого метода возникает необходимость реше-
ния задачи Штурма-Лиувилля следующего вида. 

Пусть дана краевая задача 
 

λ 0, 0 ;
α 0 β 0 0;                    
α β 0;                      
 α β 0, 1, 2.               

                        22  

 
Найти те значения параметра λ, при которых существует нену-

левое решение уравнения λ 0, удовлетворяющее краевым 
условиям 

 
α 0 β 0 0,     α β 0. 

 
Определение. Те значения параметра λ, при которых задача (22) 

имеет ненулевое решение, называются собственными, а соответст-
вующие им ненулевые решения – собственными функциями крае-
вой задачи (22). 

Свойства собственных значений и собственных функций задачи 
Штурма-Лиувилля (22). 

1. Существует бесконечное счетное множество собственных 
значений λ  и соответствующих им собственных функций 

. Каждому собственному значению соответствует одна ли-
нейно независимая собственная функция. 

2. Для любого  
   λ 0 , 

 
   lim λ ∞. 
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Если |α | |α | 0, то 
 

:   λ 0. 
 

В случае краевых условий 0  0 существует нулевое 
собственное значение λ 0, которому соответствует собственная 
функция 1. 

3. Собственные функции ортогональны между собой, т.е. 
 

0    при     .     

 
Нормой функции  называется число 
 

. 

 
Рядом Фурье функции 0 ,  по ортогональной сис-

теме функций  называется функциональный ряд вида 
 

                                                        ,                                        23  

 
где 
 

1
.    
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3.1. Метод разделения переменных 
для однородного уравнения гиперболического типа 

 
Пусть требуется найти функцию , , удовлетворяющую 

уравнению 
      ,   0 , 0 , (24) 
 
начальным условиям 
 
 , 0 φ , , 0 ψ ,     0  , (25) 
 
и краевым условиям 
 
 α 0, β 0, 0  ,    0, 
 
 α , β , 0 ,     α β 0, 1, 2. (26) 

 
Cначала решаем вспомогательную задачу: найти ненулевое ре-

шение 
 ,   (27) 

 
уравнения (24), удовлетворяющее краевым условиям (26). Под-
ставляя решение (27) в уравнение (24) и разделяя переменные, по-
лучаем 

. 
 
Последнее равенство возможно только в случае, когда обе его час-
ти равны постоянной, которую обозначаем λ, т.е. 

 

                                          λ .                                     28  
 

Из соотношения (28) следует, что функции   и  являются, 
соответственно, решениями уравнений λ 0 и 
 
 λ 0. (29) 
 

Поскольку , 0, то ненулевая функция  
удовлетворяет краевым условиям 

 
α 0 β 0 0,     α β 0. 
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Таким образом,  – собственная функция задачи Штурма-
Лиувилля (22). Находим все собственные значения λ  и соответ-
ствующие им собственные функции  задачи (22). 

Подставив найденные λ  в (29), получаем уравнение 
 λ 0. Если λ 0, то общее решение этого уравнения 

имеет вид 
 

cos λ sin λ  . 
 

Если λ 0, то  , где , – произвольные посто-
янные. 

Решение исходной задачи (24), (25), (26) ищем в виде суммы ря-
да 

, . 

 
В случае, когда |α | |α | 0, 
 

                 , cos λ sin λ  .          30  
 

Eсли краевые условия имеют вид  0, , 0, то 
 

 , cos λ sin λ  .    31  
 

Коэффициенты  и  рядов (30) и (31) находятся по формулам 
 

1
φ ,   , 

1
λ   

ψ ,   . 

 

Если ,  имеет вид (31), то 
 

1
φ ,    

1
ψ  . 
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3.2. Метод разделения переменных 
для неоднородного уравнения параболического типа 

 
Будем решать начально-краевую задачу вида 
 

 

,  ,        0  , 0;
, 0 φ ,                                 0  ;

α 0, β 0, 0,                  0;
α , β , 0,                     0;

 α β 0,     1,  2.                                      

 (32) 

 
Сначала рассматриваем задачу Штурма-Лиувилля, ассоцииро-

ванную с (32): 
 

λ 0,             0 ;
α 0 β 0 0;                            

α β 0.                                
 

 
Находим собственные значения λ  и собственные функции 

. Решение ,  задачи (32) будем искать в виде суммы 
ряда 

 

                                  , .                              33  

 
Разложим функции ,  и φ  в ряды Фурье по ортогональной 
системе функций : 

 

 , , 

 

φ φ , 
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где 
 

1
, , 

 

φ
1

φ . 

 
Подставив разложения функций , , ,   и φ  в неодно-
родное уравнение и начальные условия, а затем, приравняв коэф-
фициенты при , получим для задачи Коши 

 
λ ;

 0 φ                         

 
для нахождения функций . 

Решение смешанной задачи 
 

 

, ,       0  , 0;
, 0 φ ,                                           0  ;

α 0, β 0, 0,                            0;
α , β , 0,                              0; 

  ,   α β 0, 1, 2,                                    

 (34) 

 
может быть сведено к решению задачи (32) относительно неиз-
вестной функции ,  после введения новой переменной  по 
формуле 
 

, , . 
 

Пусть требуется решить начально-краевую задачу, у которой 
неоднородность уравнения и краевые условия стационарные, т.е. не 
зависят от : 
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,               0  , 0;
, 0 φ ,                                    0  ;

α 0, β 0, ,                     0;
α , β , ,                       0;

,  , α β 0, 1, 2.                       

 (35) 

 
В ряде случаев решение такой задачи может быть найдено в ви-

де 
 

 , , , (36) 
 
где  – решение краевой задачи 
 

 
0, 0 ;

 α 0 β 0 ;                          
α β                             

                  37  

 
(если такое решение существует), а ,  – решение редуциро-
ванной задачи 
 

 

 ,                       0  ,    0;  
, 0 φ ,                  0  ;

α 0, β 0, 0,                  0;
α , β , 0.                                

 (38) 

 
Замечание. В заданиях 5–7 требуется найти «формальное» ре-

шение смешанной задачи. 
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Задание 5. Однородное волновое уравнение 
 

Методом разделения переменных решить начально-краевую за-
дачу на отрезке. 

 
 

1. 

, 0 2, 0;
, 0 sin π ,        0 2;

, 0 sin
3
2

,  0 2;

0, 2, 0, 0.

 

 
 

2. 

9 , 0 1, 0;

, 0 cos
5π
2

,     0 1;

, 0 cos
3π
2

,   0 1;

0, 1, 0, 0.

 

 
3. 

9 , 0 1, 0;
, 0 cos 4π ,       0 1;

, 0 cos2π , 0 1;
0, 1, 0, 0.

 

 
 

4. 

9 , 0 1, 0;

, 0 sin
3π
2

,    0 1;

, 0 sin
π
2

,     0 1;

0, 1, 0, 0.

 

 
 

5. 

4 , 0 3, 0;

, 0 sin
5π
3

,     0 3;

, 0 sin
π
3

,      0 3;

0, 3, 0, 0.

 

 
 

 
6. 

, 0 2, 0;

, 0 cos
3π
4

,    0 2;

, 0 cos
7π
4

,  0 2;

0, 2, 0, 0.
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7. 

4 , 0 4, 0;

, 0 cos
5π
4

,     0 4;

, 0 cos
π
4

,           0 4;

0, 4, 0, 0.

 

 
 

 
 

8. 

, 0 2, 0;

, 0 sin
5π
4

,     0 2;

, 0 sin 
7π
4

, 0 2;

0, 2, 0, 0.

 

 
 
 

9. 

9 , 0 1, 0;
, 0 sin π ,        0 1;

, 0 sin 2π ,    0 1;
0, 1, 0, 0.

 

 
 

 
10. 

4 , 0 2, 0;

, 0 cos
5π
4

,     0 2;

, 0 cos
7π
4

,        0 2;

0, 2, 0, 0.

 

 
 
 
11. 

16 , 0 3, 0;
, 0 5,        0 3;

, 0 cos
2π
3

,            0 3;

0, 3, 0, 0.

 

 
 

 
12. 

4 , 0 3, 0;

, 0 sin
5π
6

,     0 3;

, 0 sin
π
2

,     0 3;

0, 3, 0, 0.
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13. 

25 ,  0 2, 0;

, 0 sin
π
2

3sin , 0 2;

, 0 0,                                  0 2;
0, 2, 0,     0.

 

 
 
 

14. 

4 , 0 1, 0;

, 0 cos
5π
2

,     0 1;

, 0 cos
π
2

,            0 1;

0, 1, 0, 0.

 

 
 

 
15. 

, 0 2, 0;

, 0 cos
3π
2

,    0 2;

, 0 4,                    0 2;
0, 2, 0, 0.

 

 
 

 
16. 

25 , 0 2, 0;

, 0 sin
3π
4

2sin
5π
4

, 0 2;

, 0 0,                                        0 2;
0, 2, 0,      0.

 

 
 

 
17. 

4 , 0 1, 0;
, 0 sin 4π 7sin 3π , 0 1;
, 0 0,                                     0 1;

0, 1, 0,      0.

 

 
 

 
 
18. 

9 , 0 1, 0;

, 0 cos
π
2

,        0 1;

, 0 cos
5π
2

, 0 1;

0, 1, 0, 0.
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19. 

25 , 0 1, 0;
, 0 3 2cosπ , 0 1;

, 0 0,                          0 1;
0, 1, 0, 0.

 

 
 

 
20. 

4 , 0 1, 0;

, 0 sin
π
2

7sin 
7π
2

, 0 1;

, 0 0,                                      0 1;
0, 1, 0,     0.

 

 
 
 
21. 

, 0 5, 0;
, 0 0,       0 5;

, 0 6sin 
π
5

sin 
2π
5

, 0 5;

0, 5, 0,       0.

 

 
 

 
22. 

, 0 2, 0;

, 0 cos
π
4

5cos
7π
4

, 0 2;

, 0  0,                                        0 2;
0, 2, 0,       0.

 

 
 

 
 
23. 

9 , 0 2, 0;
, 0 0,        0 2;

, 0 7 cos
5π
2

, 0 2;

0, 2, 0,                  0.

 

 
 

 
 
24. 

, 0 5, 0;
, 0 0,        0 5;

 , 0 2sin 
3π
10

sin 
π
2

, 0 5;

0, 5, 0,       0.
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25. 

4 , 0 4, 0;
, 0 0,       0 4;

, 0 sin 
3π
4

2sin 
7π
4

, 0 4;

0, 4, 0,       0.

 

 
 

 
26. 

25 ,   0 1, 0;

, 0 cos
5π
2

2cos
7π
2

, 0 1;

, 0  0,                                     0 1;
0, 1, 0,     0.

 

 
 

 
27. 

4 , 0 7, 0;
, 0 0,        0 7;

, 0  cos
π
7

3cos
2π
7

, 0 7;

0, 7, 0,       0.

 

 
 

 
28. 

4 , 0 4, 0;
, 0 0,       0 4;

, 0 sin 
π
8

2sin 
5π
8

, 0 4;

0, 4, 0,       0.

 

 
 

 
29. 

4 , 0 1, 0;
, 0 0,        0 1;

, 0 4 cos
3π
2

cos
5π
2

, 0 1;

0, 1, 0,       0.

 

 
 

 
30. 

4 , 0 3, 0;
, 0 0,        0 3;

, 0 sin 
π
2

sin 
5π
6

, 0 3;

0, 3, 0,       0.
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Задание 6. Постановка и решение начально-краевой задачи 
 

Поставить и решить начально-краевую задачу на отрезке. 
 
1. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-

дольных колебаниях однородного стержня длины  с жесткозакре-
пленным левым концом 0  и со свободным правым концом 

. Начальное отклонение равно sin , начальная скорость – 
нулевая. 

2. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободными концами. На-
чальное отклонение равно  2 , начальная скорость – нуле-
вая. 

3. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если ле-
вый конец стержня 0  теплоизолирован, а температура его 
правого конца  поддерживается равной нулю. Начальная 
температура стержня  равна , где const. 

4. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  с жесткозакре-
пленными концами. Начальное отклонение – нулевое, начальная 
скорость равна . 

5. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободным левым концом 

0  и жесткозакрепленным правым . Начальное откло-
нение равно , начальная скорость – нулевая. 

6. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если кон-
цы стержня теплоизолированы, а начальная температура стержня  
равна 4 3. 

7. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его левого конца 0  поддерживается равной нулю, а 
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правый конец  теплоизолирован. Начальная температура 
стержня равна sin . 

8. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  с жесткозакрепленными кон-
цами. Начальное отклонение равно , начальная скорость – 
нулевая. 

9. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых  про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  со свободным 
левым концом 0  и жесткозакрепленным правым . На-
чальное отклонение – нулевое, начальная скорость равна . 

10. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых  про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  со свободными 
концами. Начальное отклонение равно , начальная ско-
рость – нулевая. 

11. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его левого конца 0   поддерживается равной нулю, а 
правый конец  теплоизолирован. Начальная температура 
стержня равна , где const. 

12. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  с жесткозакрепленными кон-
цами. Начальное отклонение – нулевое, начальная скорость – 
cos . 

13. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  с жесткозакрепленным левым 
концом 0  и со свободным правым концом . Начальное 
отклонение – нулевое, начальная скорость равна sin  . 

14. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  со свободными 
концами. Начальное отклонение – нулевое, начальная скорость 
равна . 

15. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если ле-
вый конец стержня 0  теплоизолирован, а температура его 
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правого конца  поддерживается равной нулю. Начальная 
температура стержня равна cos . 

16. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободными концами. На-
чальное отклонение – нулевое, начальная скорость равна . 

17. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  с жесткозакре-
пленным левым концом 0  и со свободным правым концом 

. Начальное отклонение – нулевое, начальная скорость рав-
на sh  . 

18. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если кон-
цы стержня теплоизолированы, а начальная температура стержня 
равна . 

19. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободным левым концом 

0  и жесткозакрепленным правым . Начальное откло-
нение равно sin  , начальная скорость – нулевая. 

20. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  со свободными 
концами. Начальное отклонение равно sin , начальная скорость – 
нулевая. 

21. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его левого конца 0  поддерживается равной нулю, а 
правый конец  теплоизолирован. Начальная температура 
стержня равна , где const. 

22. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  с жесткозакре-
пленными концами. Начальное отклонение равно · sin , началь-
ная скорость – нулевая. 

23. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободным левым концом 
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0  и жесткозакрепленным правым . Начальное откло-
нение – нулевое, начальная скорость – cos . 

24. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его концов поддерживается равной нулю, а начальная 
температура стержня равна cos  . 

25. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  с жесткозакре-
пленным левым концом 0  и со свободным правым концом 

. Начальное отклонение – нулевое, начальная скорость рав-
на , где const. 

26. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его концов поддерживается равной нулю, а начальная 
температура стержня равна sin . 

27. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  с жесткозакрепленным левым 
концом 0  и со свободным правым концом . Начальное 
отклонение равно sh  , начальная скорость – нулевая. 

28. Дан тонкий однородный стержень длиной , боковая поверх-
ность которого теплоизолирована. Поставить и решить начально-
краевую задачу о распределении температуры в стержне, если тем-
пература его концов поддерживается равной нулю, а начальная 
температура стержня равна . 

29. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых про-
дольных колебаниях однородного стержня длиной  со свободными 
концами. Начальное отклонение равно sin , начальная скорость – 
нулевая. 

30. Поставить и решить начально-краевую задачу о малых попе-
речных колебаниях струны длиной  со свободным левым концом 

0  и жесткозакрепленным правым . Начальное откло-
нение – нулевое, начальная скорость . 

 



37 

Задание 7. Неоднородное уравнение параболического типа 
 

Методом разделения переменных решить начально-краевую за-
дачу на отрезке. 

 
 

1. 
,   0,  0 π;

, 0 0,       0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

2. 
6 ,  0, 0 1;

, 0 ,       0 1;
0, 0, 1, 5, 0.

 

 
 

3. 
2 sin3 , 0, 0 π;

, 0 sin ,       0 π;
0, π, 0,       0.

 

 
 

4. 
4 1 ,  0, 0 1;

, 0 0 ,       0 1;
0, 1, 0, 0.

 

 
 

5. 
5 cos7 , 0, 0 π;

, 0 2,        0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

6. 
sinπ , 0, 0 1;

, 0 sin2π ,       0 1;
0, 1, 0,       0.

 

 
 

7. 
,   0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

8. 
sin cos2 , 0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0,      0.
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9. 

2 6 ,   0, 0 1;
, 0 ,       0 1;
0, 1 , 1, 2 , 0.

 

 
 

10. 
· sin  ,   0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0,  0.

 

 
 

11. 
2 , 0, 0 1;

, 0 1 , 0 1;
0, 1, 1, 0, 0;

 

 
 

12. 
cos3π , 0, 0 1;

, 0 2cos2π ,       0 1;
0, 1, 0,    0.

 

 
 

13. 
2 1 cos , 0, 0 1;

, 0 0,       0 1;
0, 1, 0,   0.

 

 
 

14. 
1 ,   0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0,  0.

 

 
 

15. 
2 cos · sin2 , 0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0,       0.

 

 
 

16. 
π cos , 0, 0 π;

, 0 0,       0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

17. 
2 , 0, 0 1;

, 0 cosπ ,       0 1;
0, 1, 0, 0.
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18. 

4, 0, 0 1;
, 0 2 ,        0 1;

0, 3, 1, 2, 0.
 

 
 

19. 
1 ,   0, 0 1;

, 0 0,       0 1;
0, 1, 0,   0.

 

 
 

20. 
3 5 sin4 , 0, 0 π;

, 0 sin5 ,       0 π;
0, π, 0,        0.

 

 
21. 

, 0, 0 1;
, 0 ,        0 1;
0, 2, 1, 2, 0.

 

 
 

22. 
sin2 ,   0, 0 π;

, 0 0,       0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

23. 
, 0, 0 1;

, 0 ,        0 1;
0, 3, 1, 3, 0.

 

 
 

24. 
3 sin2 , 0, 0 π;

, 0 cos4 ,       0 π;
0, π, 0 ,     0.

 

 
 

25. 
,  0, 0 π;

, 0 0,        0 π;
0, π, 0, 0.

 

 
 

26. 
πsinπ ,   0, 0 1;

, 0 ,       0 1;
0, 2, 1, 0, 0.
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27. 

2 cos · sin2 , 0, 0 π;
, 0 0,        0 π;

0, π, 0,        0.
 

 
 

28. 
πcos  ,   0, 0 1;

, 0 ,       0 1;
0, 1, 1, 1, 0.

 

 
 

29. 
1 , 0, 0 1;

, 0 0,       0 1;
0, 1, 0,     0.

 

 
 

30. 
, 0, 0 1;

, 0 3 5,    0 1;
0, 4, 1, 2, 0.
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