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ВВЕДЕНИЕ 
 

Одним из высших достижений в математике XIX в. явилось соз-
дание в работах Абеля, Якоби, Римана, Вейерштрасса и других ис-
следователей теории римановых поверхностей, алгебраических 
функций и тэта-функций. Идеи и методы теории римановых по-
верхностей с самого начала нашли глубокие приложения. Как было 
показано в работах Вейерштрасса, Ковалевской, Вебера, Кёттера, 
римановы поверхности могут применяться к решению сложных 
дифференциальных уравнений, возникающих в ряде задач анали-
тической механики и гидродинамики. 

 
1. ПОСТРОЕНИЕ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

ЭЛЕМЕНТАРНЫМ МЕТОДОМ 
 

В основном курсе ТФКП довольно подробно рассмотрены свой-
ства однозначных аналитических (голоморфных) функций. На са-
мом деле при решении практических задач часто используют ото-
бражения, обратные к функциям, принимающим одно значение в 
нескольких или даже в счетном числе точек. Это означает, что 
функции, обратные к таким, являются многозначными. 

Для того чтобы к многозначным функциям можно было приме-
нять понятия и результаты, полученные для однозначных функций, 
используют некоторую процедуру, называемую выделением одно-
значных ветвей этих функций. 

Для устранения этой неоднозначности также применяются так на-
зываемые римановы поверхности и римановы многообразия с исполь-
зованием аппарата отображений. Поскольку обычно на этот материал 
не хватает времени в семестровом курсе ТФКП, то решено подробнее 
осветить эти вопросы в данном пособии. 

Начнем с элементарного метода, в основе которого лежит выде-
ление однозначных ветвей многозначной аналитической функции и 
последующее построение ее римановой поверхности. 
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Пусть ( )z F w=  – функция, определенная, однозначная и непре-
рывная (в обобщенном смысле) в области G расширенной ком-
плексной плоскости. Предположим, что область G удалось каким-
либо способом разбить на конечное или счетное множество облас-
тей G1, G2, …, попарно не имеющих общих точек, так, что любая 
точка области G – внутренняя для одной только области Gk или же 
общая граничная, по крайней мере, для двух областей Gj и Gk, при-
чем в каждой из этих областей отображение ( )z F w=  является вза-
имно однозначным. Тогда образ каждой из областей Gk будет также 
областью ( )k kF G D=  и весь образ ( )F G  будет покрываться облас-
тями Dk, а также образами общих частей границ областей Gk. 

Рассмотрим функцию ( )w f z= , обратную к ( )z F w= , в каждой 
из областей Dk, определяя ее тем дополнительным условием, что ее 
значения принадлежат Gk – прообразу области Dk. Тогда функция 

( )f z , вообще многозначная, представится посредством несколь-
ких, быть может бесконечно многих, однозначных и непрерывных 
(в обобщенном смысле) функций ( )kf z . Каждую из них будем на-
зывать однозначной ветвью функции ( )f z  в соответствующей об-
ласти Dk. При этом определении важно помнить, что характер об-
ластей Dk, а вместе с тем и однозначных ветвей функции ( )kf z , 
существенно зависит от того, как именно область G разбита на об-
ласти Gk. В простейших случаях область G допускает такое разбие-
ние на области Gk, при котором соответствующие области Dk сов-
падают между собой. Пусть, например, 

1 2
, , ...k kD D  совпадают с од-

ной и той же областью D′ . Тогда многозначная функция ( )w f z=  
обладает многими, быть может бесконечно многими, однозначны-
ми ветвями в области D′ , а именно 

1 2
( ), ( ), ...k kf z f z  . 

К сказанному нужно добавить, что для произвольной непрерыв-
ной функции ( )z F w=  разбиение области G на области Gk, удовле-
творяющие указанным ранее условиям, вообще говоря, невозмож-
но. Однако для случая, когда ( )F w  – аналитическая в области G (за 
исключением изолированных точек, в которых она может обра-
щаться в ∞), подобное разбиение всегда возможно и при том бес-
конечно многими способами. Используем следующий факт: если 
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аналитическая функция ( )z F w=  многолистна в области G, то эту 
область можно разбить на конечное или счетное число областей, в 
каждой из которых ( )F w  будет однолистной. Соответствующие 
области Gk называются областями однолистности функции F(w). 

Напомним: ( )F w  однолистна в области G, если 1 2, ,w w G∀ ∈  

1 2 1 2: ( ) ( )w w F w F w≠ ≠ ; ( )F w  многолистна в области G, если 

1 2,w w G∃ ∈ , 1 2w w≠ : 1 2( ) ( )F w F w= . Проиллюстрируем указанный 
выше способ разбиения области G на области однолистности на 
некоторых элементарных функциях. 

 

2. РИМАНОВА ПОВЕРХНОСТЬ ФУНКЦИИ nw z=  
 

Функцию, обратную к функции nz w= , обозначим через .nw z=  
Так как 

Arg Argcos sinn
z zw z i

n n
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

то n значений 0 1 1, , ..., nw w w −  в плоскости w^ , в которых nz w=  при-
нимает одно и то же значение z, располагаются в вершинах правиль-
ного n-угольника, вписанного в окружность радиусом nw z=  с 
центром 0w = . Обратно: вершины любого правильного n-угольника 
с центром в начале координат можно рассматривать как n значений 
функции .nw z=  Поэтому область G плоскости w^  будет областью 
однолистности для nz w=  тогда и только тогда, когда из n вершин 
любого правильного многоугольника с центром 0w =  она содержит 
не более, чем одну вершину. Очевидно, этому условию удовлетворя-

ет угол раствора 2
n
π  с вершиной в начале координат. 

Из начала координат w = 0 проведем n прямолинейных лучей 
под равными углами. Тогда получим, что вся плоскость w^ , в ко-
торой определена многолистная функция nz w= , разделится на n 
углов – областей однолистности этой функции: 

2 2 ( 1): ,k w
k kG w

n n
π π +⎧ ⎫= ∈ < ϕ <⎨ ⎬

⎩ ⎭
^    0,1, 2, ..., 1.k n= −  
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Образом каждой из этих областей Gk будет одна и та же область D′  
плоскости z. 

Попытаемся теперь построить такой геометрический образ, что-
бы степенная функция nz w=  устанавливала взаимно однозначное  
и взаимно непрерывное соответствие между точками всей плоско-
сти w и точками этого образа. 

Рассмотрим первый угол 20
n
π

< ϕ < . Он отображается на всю 

плоскость z^  с выброшенной положительной полуосью (разре-
зом), т.е. \ [0, )zD = +∞^ . В соответствии с правилом обхода счи-
таем, что луч 0ϕ =  переходит в верхний берег разреза, а луч 

2
n
π

ϕ =  – в нижний. Изготовим n экземпляров kD  ( 0,1, ..., 1k n= − ) 

плоскости z^  с разрезом вдоль положительной действительной 
полуоси (область D′ ), являющихся образами углов 0 1 1, , ..., nG G G − , 
подложим их друг под друга и склеим так, чтобы сохранить непре-
рывность и взаимную однозначность соответствия. Для этого ниж-
ний берег разреза 1-го листа 0D  склеиваем с верхним берегом 2-го 
листа 1D  (находящегося над ним), нижний берег разреза 2-го листа 

1D  склеиваем с верхним берегом разреза 3-го листа 2D  и т.д., на-
конец, нижний берег разреза n-го листа склеиваем с верхним бере-
гом разреза 1-го листа (рис. 2.1, 2.2; на рис. 2.2 n = 4). 
 

  
 

Рис. 2.1 

 
 

Рис. 2.2 
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Построенный геометрический образ называется поверхностью 
Римана функции nw z= . Полученные n функций ( )( ) n

k k
w z z= , 

0,1, 2, ..., 1,k n= −  для каждой из которых степенная функция 
nz w=  является обратной, образуют однозначные ветви много-

значной функции nw z= . Выбор однозначных ветвей функции, 
обратной к nz w= , определяется условием, что значения 

( )n
k k

w z=  принадлежат области kG . Так как nz w=  имеет отлич-

ную от нуля производную во всех точках области kG , то по свой-
ству производной обратной функции 

( )
( ) 11

1 1n
nnk n

k

z
nw n z

−−

′ = = , 

так что для каждой ветви многозначной функции имеет место из-
вестная формула 

( )
( ) 1

1n
n

n
z

n z
−

′ = . 

Поэтому и для многозначных функций сохраняются все свойства 
аналитических функций. Подчеркнем, что и при другом разбиении 
области w^  на области однолистности для функции nz w=  обрат-
ная многозначная функция все равно сохраняет все свойства анало-
гичной функции при рассмотренном выше разбиении. 

Отметим, что точка, при обходе которой в достаточно малой ее 
окрестности совершается переход от одной ветви многозначной 
функции к другой ее ветви, называется точкой ветвления (разветв-
ления) этой многозначной функции. Причем если после n-кратного 
обхода в одном и том же направлении опять возвращаемся на на-
чальную ветвь, то говорят, что это точка ветвления n-го порядка, в 
противном случае – бесконечного порядка. Точки ветвления ко-
нечного порядка называются алгебраическими точками ветвления. 
Точки 0z =  и z =∞  являются алгебраическими точками ветвления 
n-го порядка функции nw z= . В этих точках сама функция прини-
мает по одному значению: 0 0n = , n ∞ = ∞ . На поверхности Рима-
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на они будут концевыми точками разрезов, общими для всех лис-
тов kD  ( 0,1, 2, ..., 1k n= − ). 

Замечание 2.1. Аналогично строится риманова поверхность для 
бесконечнозначной функции Lnw z= , которая является обратной к 

wz e= . Отличие от римановой поверхности для nw z=  состоит в 
том, что бесконечное счетное число полос 

{ : 2 Im 2 2 }n wG w n w n= ∈ π < < π + π^ , 0, 1, 2n = ± ± , …, 

преобразуется функцией wz e=  в область \ [0, )zD = +∞^ . Значит, 
риманова поверхность состоит из бесконечного счетного числа 
листов. Отметим, что точки ветвления z = 0 и z = ∞ функции 

Lnw z=  называются логарифмическими точками ветвления и яв-
ляются точками ветвления бесконечного порядка. 

 
3. РИМАНОВА ПОВЕРХНОСТЬ 

ФУНКЦИИ Arcsinw z=  
 

Эта функция определяется как обратная к sinz w= . Поскольку 

sin
2

iw iwe ew
i

−−
= , то все основные ее свойства задаются отображе-

ниями iwe  и iwe− . 
В односеместровом курсе ТФКП подробно рассматриваются 

свойства экспоненты: эта функция не является однолистной во всей 
комплексной плоскости. В частности, областями однолистности 
функции iwe  являются полосы 

{ : 2 Re 2 }nR w n w n= ∈ π − π < < π + π^ , 0, 1, 2, ...,n = ± ±  
которые преобразуются в одну область \ ( , 0]zD = −∞^ . Аналогич-
но, можно показать, что функция sinz w=  взаимно однозначно и 
конформно отображает полосу 

: Re
2 2n wG w n w nπ π⎧ ⎫= ∈ π − < < π +⎨ ⎬

⎩ ⎭
^ , 0, 1, 2, ...,n = ± ±  

на область \ (( , 1] [1, ))zD = −∞ − +∞^ ∪  и непрерывно продолжается 
на замкнутую полосу nG . Причем для каждой области nG  гранич-
ный луч 
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Re , Im 0
2

w n wπ⎧ ⎫= + π ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

(соответственно, луч 

Re , Im 0
2

w n wπ⎧ ⎫= + π ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

) 

биективно (взаимно однозначно) отображается на верхний (соот-
ветственно, нижний) берег разреза [1, )+∞ , а луч 

Re , Im 0
2

w n wπ⎧ ⎫= − + π ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

(соответственно, луч 

Re , Im 0
2

w n wπ⎧ ⎫= − + π ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

) – 

на верхний (соответственно, нижний) берег разреза ( , 1]−∞ − . 
Это позволяет следующим образом построить риманову по-

верхность функции Arcsinw z= , которая содержит бесконечное 
счетное число листов. 

Возьмем бесконечный набор 
{ : }nD n∈]  экземпляров области 

\ (( , 1] [1, ))zD = −∞ − +∞^ ∪  (об-
ласть nD  рассматривается при этом 
как образ области nG  при отобра-
жении sinz w= ). Склеим далее для 
каждого k∈]  экземпляры 2kD  и 

2 1kD + , как обычно говорят, «крест-
накрест» (рис. 3.1, здесь k = 0,1). 
Отметим, что в точке z = ∞ функция 

Arcsinw z=  имеет две логарифми-
ческие точки ветвления (одну обра-
зуют четные экземпляры области D, 
другую – нечетные). К этому же вы-
воду можно прийти, исследуя вы-
ражение арксинуса через логарифм 

( )2Arcsin Ln 1z i z iz= − − + . 

 

 
 

Рис. 3.1 
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4. РИМАНОВА ПОВЕРХНОСТЬ 
ФУНКЦИИ 2 1w z z= + − , 

ОБРАТНОЙ К ФУНКЦИИ ЖУКОВСКОГО 1 1
2

z w
w

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
В качестве экземпляров листа, из которого будет построена тре-

буемая риманова поверхность, возьмем плоскости с выброшенным 
отрезком [ 1,1]− . Это и будут области kD , 0,1k = . Как известно, 
функция, обратная к функции Жуковского, имеет две ветви. Обо-
значим их, соответственно, через 0 ( )f z  и 1( )f z . Эти ветви, соот-
ветственно, отображают области 0D  и 1D  на внутренность и внеш-
ность единичного круга. Так как 0 ( )f z  отображает на верхнюю по-
луокружность нижний берег отрезка [ 1,1]− , а 1( )f z  – верхний, то 
нужно склеить между собой нижний берег разреза на листе 0D  и 
верхний берег разреза на листе 1D . То же самое нужно сделать с 
верхним берегом разреза на 0D и нижним на 1D , которые отобра-
жаются на нижнюю полуокружность. Полученная двулистная по-
верхность и есть риманова поверхность функции 2 1w z z= + − . 
Эта функция имеет точки ветвления второго порядка над точками 

1z = ± . Данную поверхность можно получить из поверхности 
w z=  дополнительными дробно-линейными отображениями. 

Действительно, представим функцию Жуковского 1 1
2

z w
w

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 в 

виде 
21 1

1 1
z w
z w
− −⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

. Дробно-линейные отображения 1
1

z ξ +
=
ξ −

 и 

1
1

w
w
+

ω =
−

 переводят функцию 2 1w z z= + −  в функцию ω = ξ . 
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5. ПОСТРОЕНИЕ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
МЕТОДОМ АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ 

 
Ранее были рассмотрены римановы поверхности аналитических 

функций, построенные элементарным методом. Это означает, что 
строились эти поверхности из «наиболее крупных кусков» одноли-
стности данных функций и склеивались они вдоль их границ. На-
помним этот метод на примере. 

Пример 5.1. Применим элементарный метод для построения 
римановой поверхности функции Lnw z= , которая является об-
ратной к функции wz e= . Введем счетное число полос 

{ : 2 Im 2 ( 1)}n wG w n w n= ∈ π < < π +^ , 0, 1, 2, ...,n = ± ±  

которые отображаются функцией wz e=  на комплексную плоскость 
\ [0, )zD = +∞^  с разрезом по положительной вещественной полу-

оси. В этом смысле области nG  в w^  и \ [0, )zD = +∞^  понимают-
ся как «наиболее крупные куски» однолистности данных функций. 
Возьмем стопу одинаковых листов вида \ [0, )z +∞^  и первый лист 
обозначим через 0D . Тогда функция wz e=  отображает 

0: , 0, 1, 2, ...w
ne G D n→ = ± ±  . 

Взаимная однозначность отображения wz e=  достигается следую-
щим образом: пронумеруем остальные одинаковые экземпляры 
области 0D  через nD  и нижний берег разреза каждого листа nD  
склеиваем с верхним берегом 1nD + , получаем взаимно однозначное 
отображение 

:w
n ne G D→ ,   0, 1, 2, ...n = ± ±  . 

Значит, обратная функция Lnw z=  осуществляет отображение 

Ln : n nz D G→ ,   0, 1, 2, ...n = ± ±  . 

Так элементарным методом строится риманова поверхность 
функции Lnw z= . Такое соответствие и выделяет однозначные 
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ветви Ln ln (arg 2 )w z z i z n= = + + π , 0, 1, 2, ...,n = ± ±  где 
0 arg 2z< < π . 

Напомним некоторые определения. 
Определение 5.1. Пусть D – выпуклая область и ( )f z  – функ-

ция, аналитическая и однозначная в области D. Эта совокупность 
функции и области называется элементом аналитической функции 
(коротко, элементом) и обозначается символом { ; ( )}D f z . 

Определение 5.2. Два элемента 1 1{ ; ( )}D f z  и 2 2{ ; ( )}D f z  счита-
ются тождественными тогда и только тогда, когда 1D  и 2D  совпа-
дают и 1 2( ) ( )f z f z=  во всех точках области. 

Определение 5.3. Два элемента 1 1{ ; ( )}D f z  и 2 2{ ; ( )}D f z  назы-
ваются непосредственными аналитическими продолжениями один 
другого, если 1 2D D ≠ ∅∩  и 1 2( ) ( )f z f z=  1 2z D D∀ ∈ ∩ . 

Элементы 1 1{ ; ( )}D f z , 2 2{ ; ( )}, ...,D f z  { ; ( )}n nD f z  составляют 
цепь аналитических продолжений (непосредственных), если каж-
дый последующий элемент 1 1{ ; ( )}j jD f z+ +  является непосредствен-
ным продолжением предыдущего. Цепь соединяет начальный эле-
мент 1 1{ ; ( )}D f z  с конечным { ; ( )}n nD f z . 

Определение 5.4. Множество M элементов { ; ( )}D f z  (конечное 
или бесконечное) называется связным, если каждые два элемента 
этого множества 0{ ; ( )}D f z  и * *{ ; ( )}D f z  являются аналитически-
ми продолжениями один другого, и если это множество вместе с 
каждой парой своих элементов содержит также и элементы некото-
рой цепи, связывающей элементы пары. 

Далее предлагается построение римановой поверхности функ-
ции методом аналитического продолжения. Риману принадлежит 
идея такого обобщения понятия области, что любая многозначная 
аналитическая функция ( )f z  комплексного переменного z стано-
вится однозначной, если ее рассматривать как функцию точки со-
ответствующей обобщенной области. 

Пусть M – связное множество элементов { ; ( )}D f z . Построим 
область D D=� ∪ . Будем рассматривать точку z, принадлежащую 
областям 0D  и *D  элементов 0 0{ ; ( )}D f z  и * *{ ; ( )}D f z , как одну и 
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ту же точку тогда и только тогда, когда эти элементы являются не-
посредственными аналитическими продолжениями один другого 
(т.е. когда *

0 ( ) ( )f z f z=  *
0z D D∀ ∈ ∩ ). 

Проиллюстрируем этот процесс следующим образом. Предста-
вим себе, что для каждого элемента { ; ( )}D f z  изготовлена модель 
области D в виде куска бумаги соответствующих очертаний. Про-
цесс объединения областей { }D  представим как склеивание этих 
кусков вдоль тех их частей, точки которых отождествляются. 
Иными словами, куски, изображающие области 0D  и *D  элементов 

0 0{ , ( )}D f z  и * *{ , ( )}D f z , склеиваются друг с другом только в слу-
чае, когда одновременно выполнены два условия: 1) *

0 ;D D ≠ ∅∩  
2) *

0 ( ) ( )f z f z=  во всех точках *
0z D D= ∩ . Предполагая, что про-

изведены все возможные склеивания областей { }D  по этому зако-
ну, получим обобщенную область R, вообще говоря, многолист-
ную, расположенную над областью D� .  

Пример 5.2. Рассмотрим построение римановой поверхности 
методом аналитического продолжения для Lnw z= . Ранее уже по-
казывалось построение этой поверхности элементарным методом 
(см. пример 5.1). 

Отметим, что объединение всех полуплоскостей 

( 2) ,
2 2jD j jπ π⎧ ⎫= < ϕ < +⎨ ⎬

⎩ ⎭
   0, 1, 2, ...,j = ± ±  

представляет всю плоскость z^  за исключением точек 0z =  и 

z =∞ . Рассматриваемые элементы ( 2) , ln
2 2

j j z iπ π⎧ ⎫< ϕ < + + ϕ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

определяют в этой области бесконечнозначную аналитическую 
функцию Lnw z= . В каждой из четырех полуплоскостей 

0 0( 2)
2 2

j jπ π
< ϕ < +       0( 0,1, 2, 3)j =  

(с такой полуплоскостью совпадает бесконечное множество полу-
плоскостей jD , для которых 04j n j= + , 0, 1, 2, ...)n = ± ±  функция 
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Lnw z=  имеет бесконечное множество однозначных ветвей, вы-
ражаемых формулами 

04 ( ) ln 2 .n jf z z i i n+ = + ϕ+ ⋅ π  

Рассмотрим указанные области 

( 2)
2 2jD j jπ π⎧ ⎫= < ϕ < +⎨ ⎬

⎩ ⎭
,   0, 1, 2, ...,j = ± ±    iz e ϕ= ρ , 

для всех целых чисел j, дающих при делении на четыре один и тот 
же остаток 0j . Эти области представляют одну и ту же полуплос-
кость 

0 0( 2)
2 2

j jπ π
< ϕ < + , 

ограниченную соответствующей координатной осью. Представим 
эти области в виде бесконечного множества различных бумажных 
листов, сложенных в одну стопу над полуплоскостью 

0j
D . Так как 

0j  принимает только значения 0, 1, 2, 3, то получаем четыре стопы. 
Никакие два листа 

04k jD +  и 
04l jD +  ( k l≠ ) одной и той же стопы не 

должны непосредственно склеиваться друг с другом, так как в их 
пересечении (совпадающем с полуплоскостью 

0j
D ) 

04 ( ) ln ( 2 )k jf z z i k+ = + ϕ+ π ; 

04 ( ) ln ( 2 )l jf z z i l+ = + ϕ+ π ,   0 0( 2)
2 2

j jπ π
< ϕ < + , k l≠ . 

Лишь листы с индексами, различающимися на единицу: jD  и 1jD +  
(они принадлежат двум различным стопам), склеиваются вдоль 
общей части, расположенной над координатной четвертью 

( 1) ( 2)
2 2

j jπ π
+ < ϕ < + . 

В самом деле, в этой общей части значения функций 

( ) ln ( 2)
2 2jf z z i j jπ π⎛ ⎞= + ϕ < ϕ < +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 



15 

и 

1( ) ln ( 1) ( 3)
2 2jf z z i j j+

π π⎛ ⎞= + ϕ + < ϕ < +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

совпадают. 
В результате всех склеиваний получается бесконечнолистная 

область R, расположенная над соответствующей областью D�  ( D�  – 
плоскость z с двумя исключенными точками 0z =  и z =∞ , кото-
рые являются логарифмическими точками ветвления). 

Очевидно, что для определения точки в области R недостаточно 
точно задать число z – аффикс этой точки. Так, в последнем приме-
ре 5.2 один и тот же аффикс 1 i+  имеет бесконечное множество 
различных точек R, расположенных на частях R, получающихся 
путем склеивания 1D−  с 0D , 3D  с 4D , 7D  с 8D , …, вообще 4 3kD +  с 

4 4kD +  ( 0, 1, 2, ...).k = ± ±  
В общем случае для определения точки p R∈  нужно указать 

вместе с аффиксом z также и такой определенный элемент 
* *{ ; ( )}D f z , что *z D∈ . Тогда получим однозначно определенное 

значение функции в этой точке *( ) ( )f p f z= . 
Итак, в обобщенной области R, построенной указанным спосо-

бом, заданное связное множество элементов M: { ; ( )}D f z  опреде-
ляет однозначную функцию точки. Эта функция рассматривается 
как аналитическая в области R. Чтобы убедиться, что понятие ана-
литичности непосредственно переносится на функции, определен-
ные в R, достаточно заметить: задание точки *p R∈  предполагает 
задание аффикса *z  этой точки и, кроме того, выделение опреде-
ленного элемента * *{ ; ( )}D f z  из M, для которого * *z D∈ . Если это 
сделано, то сразу же выделяется и такая часть R, расположенная 
над областью *D  (говорят также, что эта часть проектируется в об-
ласть *D ), в которой каждую точку p  можно полностью характе-
ризовать ее аффиксом *z G∈  (проекцией точки p ). Обобщенная 
область R, описанная ранее, и является римановой поверхностью 
аналитической функции ( )f z  (определяемой данным связным 
множеством элементов M). 
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Проиллюстрируем особенности римановых поверхностей для 
функции Lnw z= , построенных элементарным методом и методом 
аналитического продолжения. 

Ранее рассматривалось построение данной поверхности, выпол-
ненной с помощью элементарного метода. Поверхность состояла из 
листов вида \ [0, )z +∞^ , построенных по правилу: нижний берег 
разреза одного листа склеивался с верхним берегом следующего 
экземпляра такого же листа. Таким способом функция wz e=  ото-
бражает взаимно однозначно полосу 0 Im 2w< < π  на лист 

0\ [0, )z D+∞ =^ . Это определяет выделение ветви Lnw z=  по 
правилу 

Ln ln argw z z i z= = + , 0 arg 2z< < π . 

Аналогично, 

Ln ln (arg 2 )w z z i z n= = + + π  

для листа nD , 1, 2, ...n = ± ±  . 
Наглядно сущность построения римановой поверхности с по-

мощью элементарного метода можно продемонстрировать так: 
пусть точка z описывает, например, окружность радиусом R с цен-
тром в точке O, начиная от верхнего берега разреза до нижнего бе-
рега на листе (считаем, что точка z лежит на верхнем берегу разре-
за вдоль положительной действительной полуоси, т.е. arg 0).z = ϕ =  
Достигая нижнего берега разреза функция Lnw z=  принимает зна-
чение ln 2w R i= + ⋅ π  ( w u iv= + ). Пусть теперь точка z продолжает 
движение и выходит на второй круг. Поскольку ранее были прове-
дены склеивания соответствующего нижнего берега с верхним сле-
дующего листа, то считают, что точка z будет теперь двигаться по 
такой же окружности на следующем листе 1D , а значение функции 
будет ln 4w R i= + ⋅ π . Таким образом, смена ветви функции 

Lnw z=  происходит сразу на границе (на разрезе [0, )+∞  в ком-
плексной плоскости z^ ). 

При построении римановой поверхности методом аналитиче-
ского продолжения (из полуплоскостей 
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( 2)
2 2jD j jπ π⎧ ⎫= < ϕ < +⎨ ⎬

⎩ ⎭
,   0, 1, 2, ..., ij z e ϕ= ± ± = ρ ), 

движение точки z по окружности радиусом R с центром в точке O 
будет происходить от границы полуплоскости 0D  (от точки z R=  

по окружности до точки 2e
i

z R iR
π

= = ), т.е. движение по первому 
листу, и значение Lnw z=  принадлежит ветви Ln lnw z R i= = + ϕ , 

0
2
π

≤ ϕ ≤ . 

При движении точки z далее по окружности она попадает в зону 

2
π
< ϕ < π  сразу двух ветвей функции Lnw z= , и эта часть (угол 

2
π
< ϕ < π ) первого листа целиком склеивается с такой же областью 

следующего листа вида ( 2)
2 2jD j jπ π⎧ ⎫= < ϕ < +⎨ ⎬

⎩ ⎭
 при 1j = . В об-

щей области 0 1D D∩  значения ветвей Lnw z=  естественно совпа-
дают, т.е. смена ветви происходит не на границе области, а в облас-
ти пересечения 0 1D D∩ , и т.д. 

В этом и состоит отличие в построении римановой поверхности 
для одной и той же функции Lnw z=  элементарным методом и 
методом аналитического продолжения. 

 
6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НЕОСОБОЙ 
РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
Для геометрического представления многозначных функций 

комплексного переменного ( )w w z=  неудобно считать z точкой 
комплексной плоскости. Рассмотрим, например, w z= . На веще-
ственной оси (при 0x > ) можно выделить две ветви этой функции 

1w z= +  и 2w z= − , 
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где z x io= + , 0x > . На комплексной плоскости это уже невоз-
можно: если iz re ϕ= , то два значения корня из z, имеющие вид 

2
1

i

w r e
ϕ

= , 
( 2 )

2 2
2

i i

w r e r e
ϕ ϕ+ π

= − = , 

переходят друг в друга при обходе по контуру, охватывающему 
точку 0z = . Можно получить однозначную ветвь корня как функ-
ции от z, суживая область определения этой функции, например 
проводя разрез от нуля до бесконечности. 

Другой способ (так называемый общий метод, который рас-
сматривает риманову поверхность как комплексное многообразие) 
объясним сначала на примере той же функции w z= . Рассмотрим 
в 2^  с комплексными координатами ( , )z w  график двузначной 

функции, т.е. точки вида ( , )z z+ , ( , )z z− . Две ветви этого гра-
фика пересекаются в точке (0, 0) – точка ветвления этой алгебраи-
ческой функции. Заметим, что этот график может быть задан в 2^  
одним (комплексным) уравнением 

2( , ) 0F z w w z= − = . 

Функция w z=  является однозначной функцией от точки графи-
ка, определяемого последним уравнением, она имеет вид проекции 
( , )z w w′→ . 

Определение 6.1. Пусть 2

1
( , ) ( )

n

j
j

F z w z w
=

=∑P  – многочлен от 

переменных z и w. Он определяет (n-значную) алгебраическую 
функцию ( )w w z= . Риманова поверхность σ этой функции задается 
в 2^  уравнением ( , ) 0F z w = . 

Как и в разобранном примере, многозначная функция ( )w w z=  
превращается в однозначную функцию ( )w w P=  от точки P рима-
новой поверхности σ: если ( , )P z w ∈σ , то ( )w P w=  (проекция гра-
фика на w). 

Замечание 6.1. Данное определение римановой поверхности яв-
ляется упрощенным и расходится с общепринятым. Такое расхож-
дение может возникнуть, если на поверхности ( , ) 0F z w =  имеются 
особые точки. 
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Замечание 6.2. Функция ( )w w P=  является не только одно-
значной, но и аналитической (голоморфной) функцией на римано-
вой поверхности. 

С «комплексной точки зрения» риманова поверхность является 
(комплексной) алгебраической кривой. 

С вещественной точки зрения – это двумерная поверхность в 
2 4R=^ , заданная двумя уравнениями: 

Re 0;
:

Im 0.
F
F
=⎧

σ ⎨ =⎩
 

В теории функций комплексного переменного встречаются и 
более сложные (неалгебраические) римановы поверхности, где 

( , )F z w  не есть многочлен. Например, уравнение 0we z− =  задает 
риманову поверхность логарифма. Такие поверхности рассматри-
ваться не будут. 

Обратимся теперь к важному свойству неособенности точек 
римановой поверхности. 

Определение 6.2. Точка 0 0 0( , )P z w ∈σ  римановой поверхности 
2{( , ) : ( , ) 0}z w F z wσ = ∈ =^  

называется неособой, если в ней отличен от нуля комплексный век-
тор градиента: 

0

0

grad ,
P

P

F FF
z w

∂ ∂⎧ ⎫= ⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭
^ . 

Риманова поверхность σ называется неособой, если все ее точки 
являются неособыми. 

Комплексная теорема о неявной функции. Пусть ( , )F z w  – 

многочлен, т.е. 
0

( , ) ( )
n

j
j

j
F z w a z w

=

=∑ , 0 1a = , ( )ja z  – многочлен, 

j = 1, 2, …, n, и пусть точка 0 0 0( , )P z w  такова, что 

0 0 0( ) ( , ) 0F P F z w= = ;    
0

0
P

F
w
∂

≠
∂

. 
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Тогда существует такая единственная функция ( )w w z= , что 
( , ( )) 0F z w z ≡  в окрестности 0( )U z  точки 0z  и 0 0( )w z w= . Эта 

функция является аналитической функцией от z в некоторой окре-
стности 0( )U z ⊂ ^ . 

Замечание 6.3. Нетрудно проверить, что условие неособенности 
обеспечивает неприводимость алгебраической кривой ( , ) 0F z w = , 
т.е. невозможность разложить ее уравнение на нетривиальные 
множители 1 2( , ) ( , ) ( , )F z w F z w F z w= ⋅ , где 1( , )F z w  и 2 ( , )F z w  – 
многочлены положительной степени. 

Пусть 0 0 0( , )P z w  – неособая точка поверхности σ и пусть в этой 

точке производная F
w
∂
∂

 отлична от нуля. Тогда согласно теореме о 

неявной функции в окрестности точки 0P  поверхность σ допускает 
параметрическое представление вида 

;
:

( ),
z z
w w z
=⎧

σ ⎨ =⎩
   0( )z U z∈    и   0 0( )w z z= , 

причем функция ( )w z  голоморфна. 
Поэтому z в этом случае называется комплексной локальной ко-

ординатой, или локальным параметром на σ в окрестности точки 
0 0 0( , )P z w ∈σ . 
Аналогично, если в точке 0 0 0( , )P z w  отлична от нуля производ-

ная F
z

∂
∂

, то в качестве локального параметра можно взять w, и по-

верхность σ в окрестности изучаемой точки 0P  может быть пред-
ставлена в виде 

( );
:

,
z z w
w w
=⎧

σ ⎨ =⎩
   0( )w V w∈ ,   0 0( )z w z= . 

Для неособой римановой поверхности σ в тех точках поверхности 

σ, где одновременно и 0F
w
∂

≠
∂

, и 0F
z

∂
≠

∂
, можно пользоваться обо-
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ими представлениями римановой поверхности. Возникающие при 
этом функции перехода ( )w w z=  и обратно ( )z z w=  голоморфны. 

Из проведенных рассуждений следует, что неособые римановы 
поверхности являются комплексными многообразиями (комплекс-
ной размерности 1). 

Выбор в качестве локального параметра z или w не всегда явля-
ется самым удобным. Есть и другие способы выбора локального 
параметра τ так, что 

( );
:

( ),
z z
w w
= τ⎧

σ ⎨ = τ⎩
   ,τ∈Ω  

где ( )z τ  и ( )w τ  – голоморфные функции от τ, причем 

, .dz dw
d d

⎧ ⎫ ≠ θ⎨ ⎬τ τ⎩ ⎭

G
 

Риманова поверхность σ, заданная в 2^  уравнением 
1

1( , ) ( ) ... ( ) 0n n
nF z w w a z w a z−= + + + =  

(где 1( ), ..., ( )na z a z  – многочлены), расположена на z-плоскости  
n-листно. Точный смысл этого утверждения таков: пусть  
π: σ→^  – проекция римановой поверхности σ на z-плоскость, за-
даваемая формулой 

( , ) : ( , ) .z w z w z∀ ∈σ π =  

Тогда для почти всех z полный прообраз 1( )z−π  состоит из n раз-
личных точек поверхности σ: 

1( , ( )), ..., ( , ( ))nz w z z w z , 

где 1( ), ..., ( )nw z w z  – n корней уравнения 
1

1( , ) ( ) ... ( ) 0n n
nF z w w a z w a z−= + + + =  

при данном z. При некоторых значениях z некоторые из точек об-
раза могут сливаться; образуются точки ветвления. 
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Точки ветвления на поверхности σ могут быть найдены из усло-

вия обращения в нуль производной F
w
∂
∂

. 

Точка ветвления удовлетворяет системе уравнений 

( , ) 0;
( , ) 0.

F z w
F z w

w

=⎧
⎪
∂⎨

=⎪ ∂⎩

 

В окрестности тех точек римановой поверхности, где 0F
w
∂

≠
∂

, 

проекция π: σ→^  локально изоморфна. 
Проекции точек ветвления римановой поверхности σ на z-

плоскость ищутся, поэтому, как нули дискриминанта ( )R z  много-
члена ( , )F z w : 

( ) ( ( ) ( ))i j
i j

R z w z w z
≠

= −∏  – 

наибольший общий делитель многочленов ( , )F z w  и ( , )F z w
w

∂
∂

. 

В неособом случае на поверхности σ имеется, таким образом, 
лишь конечное число точек ветвления. 

Пример 6.1. Пусть σ: 2 ( )nw P z= , где ( )nP z  – многочлен степе-
ни n. 

Поверхность σ является гиперэллиптической. Она двулистно 
расположена над z-плоскостью. Здесь 

2( , ) ( ),nF z w w P z= −  

grag { ( ), 2 }nF P z w′= −^ . 

Точка 0 0( , )z w  является особой, если 

0 0ω = ,   0( ) 0nP z′ = , 

т.е. 0 0( , )z w  удовлетворяет системе уравнений 
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0

0

( ) 0;

( ) 0,
n

n

P z

P z

=⎧⎪
⎨ ′ =⎪⎩

 

где 0z  – кратный корень многочлена ( )nP z . 
Итак, условие неособенности римановой поверхности σ: 

2 ( )nw P z=  есть условие отсутствия кратных корней у многочлена 
( ) :nP z  

1

( ) ( ), при .
n

n i i j
i

P z z z z z i j
=

= − ≠ ≠∏  

Найдем точки ветвления этой неособой римановой поверхности. 
Для их определения решаем систему уравнений 

2 ( );
0.

nP z
w
⎧ω =⎪
⎨

=⎪⎩
 

Получаем n точек ветвления ( , 0)i iP z ∈σ , 1, 2, ...,i n= . 
В окрестности любой точки поверхности σ, отличной от точки 

ветвления, в качестве локального параметра естественно взять z, и 
( )nw P z=  – голоморфная функция. 

В окрестности точки ветвления jP  в качестве локального пара-
метра удобно взять 

jz zτ = − . 

Тогда для точек римановой поверхности σ получим локальное 
параметрическое представление 

2
jz z= + τ ,   2( )i j

j i

w z z
≠

= τ τ − −∏ , 

где радикал есть однозначная голоморфная функция для достаточ-
но малых τ (подкоренное выражение не обращается в нуль), причем 

0dw
d

≠
τ

 при 0τ = , 1, 2, ...,i n= ; 1, 2, ...,j n= . 
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Пусть τ – локальный параметр в окрестности точки ветвления 
0 0 0( , )P z w  поверхности σ. Будем считать, что 0(0)z z= , 0(0)w w= . 

Тогда 
1

0
1

0

( );

( ),

s s

q q

z z a O

w w b O

+

+

⎧ = + τ + τ⎪
⎨

= + τ + τ⎪⎩
   0,τ→  

где a и b – отличные от нуля коэффициенты. Поскольку в окрест-
ности точки ветвления 0P  в качестве локального параметра можно 
взять w, то 1q = . Получаем вид поверхности σ в окрестности точки 
ветвления: 

1
0

2
0

( );
:

( ),

s sz z a O

w w b O

+⎧ = + τ + τ⎪σ ⎨
= + τ + τ⎪⎩

   0,τ→  

причем 1s > . 
 

7. РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 
КАК ДВУМЕРНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ 

МНОГООБРАЗИЯ. КОМПАКТИФИКАЦИЯ 
РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ. РОД 

РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
 

В разд. 6 было отмечено, что произвольная риманова поверх-
ность с вещественной точки зрения является двумерной поверхно-
стью (двумерным многообразием). Что можно сказать о топологии 
этой поверхности? 

Задача 7.1. Доказать, что эта поверхность связна. 
Утверждение 7.1. Риманова поверхность σ ориентирована. 
Доказательство. Пусть z x iy= + , w u iv= + . Если z x iy= +  – 

локальный параметр в некоторой области U на σ, то x, y – вещест-
венные координаты в U. 

Второй локальный параметр w u iv= +  связан с первым 

z x iy= +  голоморфной функцией ( )w w z= , 0dw
dz

≠ , определяю-

щей гладкую замену вещественных координат 
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( , );
( , ).

u u x y
v v x y
=⎧

⎨ =⎩
 

Якобиан этой замены 

2

det ( ( , ), ( , )) 0

u u
x y dwJ u x y v x y
v v dz
x y

∂ ∂
∂ ∂

= = >
∂ ∂
∂ ∂

   на   U. 

Что и означает ориентируемость. 
Пока сделанные наблюдения о связности и ориентированности 

римановых поверхностей не дают возможность классифицировать 
их по топологическому типу. Не хватает компактности. 

Рассмотрим процедуру компактификации римановой поверхно-
сти σ, т.е. добавления к ней нескольких точек, превращающих ее в 
компактное комплексное многообразие, а значит, в замкнутую ори-
ентированную поверхность. 

1. Комплексная z-плоскость ^  компактифицируется добавлени-
ем к ^  одной бесконечно удаленной точки ∞ . В качестве локаль-

ного параметра в окрестности ∞  нужно взять 1
z

ζ = . В общей части 

действия локальных параметров z и ζ , где 0z ≠  и 0ζ ≠ , возника-
ют голоморфные функции перехода 

1( )z ζ =
ζ

,   1( )z
z

ζ = . 

Получаем поверхность ^  с топологией сферы («сферу Римана»). 
Топологическая эквивалентность со стандартной сферой дается 
стереографической проекцией, где одни из полюсов сферы перехо-
дит в точку ∞ . 

2. Другое описание ^  – это комплексная проективная прямая 
1

1 2{( : )P z z=^  : 1 2 0z z+ ≠ },   1 2 1 2( : ) ( : )z z z zλ λ∼ ,   λ∈^ ,   0λ ≠ . 

Эквивалентность 1P ≈⎯⎯→^ ^  устанавливается так 
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1
1 2

2

( : ) zz z z
z

→ = . 

Аффинная часть 1P^  = 2{ 0}z ≠  – переходит в ^ , а бесконечно-
удаленная точка (1:0)  – в ∞ . 

Чтобы компактифицировать любую (алгебраическую) риманову 
поверхность {( , ) : ( , ) 0}z w F z wσ = = , вложим ее в 2P^ . 

2P^  – это (комплексная) проективная плоскость: совокупность 
ненулевых комплексных векторов ( : : )ξ η ζ , определенных с точ-
ностью до умножения на ненулевой комплексный множитель 

( , , ) ( : : )ξ η ζ λξ λη λζ∼ ,   λ∈^ ,   0λ ≠ . 

Это комплексное компактное многообразие. Область в 2P^ , задан-
ная условием 0ζ ≠ , называется аффинной частью 2P^ . 

Отображение 

( : : ) ,z w⎛ ⎞ξ η
ξ η ζ → = =⎜ ⎟ζ ζ⎝ ⎠

 

и обратное 
( , ) ( : :1)z w z w→  

устанавливают изоморфизм аффинной части 2P^  и 2^ . Вся проек-
тивная плоскость получается из аффинной части 2^  добавлением 
бесконечно удаленной части вида 

1 2( : : 0) P Sξ η ∼^ ∼ . 

Вложение σ в 2P^  определяется следующим образом. 
Пусть 

( , , ), N

QF ⎛ ⎞ξ η ξ η ζ
=⎜ ⎟ζ ζ ζ⎝ ⎠

, 

где ( , , )Q ξ η ζ  – однородный многочлен от ξ, η, ζ N-й степени. При 
этом предполагается, что дробь, стоящая в правой части, несокра-
тимая. 
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Зададим в 2P^  комплексную кривую σ̂  (двумерную поверх-
ность) однородным уравнением 

( , , ) 0Q ξ η ζ = . 

Поверхность σ̂  компактна и является поэтому искомой компакти-
фикацией поверхности σ. 

Задача 7.2. Доказать, что кривая ( , , ) 0Q ξ η ζ =  неособа в 2P^  
тогда и только тогда, когда 

Rang 2Q Q Q
ξ η ζ⎛ ⎞

⎜ ⎟ =∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟∂ξ ∂η ∂ζ⎝ ⎠

. 

 
8. ПРИМЕРЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 
РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

 
Пример 8.1. Пусть риманова поверхность задается уравнением 

( , ) 0F z w = , где 2( , )F z w w z= − , т.е. 2: w zσ = . Точка 0 (0, 0)P  – 
точка ветвления поверхности σ. Локальным параметром в точке 
ветвления 0P  является zτ = , т.е. в некоторой окрестности 

2
0( )U P ⊂^  σ задается параметрически 

2 ;
:

.
z
w
⎧ = τ

σ ⎨
= τ⎩

 

Компактификация римановой поверхности σ имеет вид 
2ˆ :σ η = ξζ . 

Введем координаты u, v в окрестности несобственной прямой 1P^  
(с 0ξ ≠ ), полагая 

;

1 ,

wu
z

v
z

η⎧ = =⎪ ξ⎪
⎨ ζ⎪ = =
⎪ ξ⎩
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причем несобственная прямая имеет вид 0v = . В этих координатах 
кривая σ̂  записывается (локально) в виде 2u v= . Ее единственная 
бесконечно удаленная точка – это (0, 0) . Локальным параметром в 

окрестности этой точки служит 1wu v
z z

= = = . Другими слова-

ми, в окрестности бесконечно удаленной точки 

2

1 ;
:

1 ,

z
u

w
u

⎧ =⎪⎪σ ⎨
⎪ =
⎪⎩

�    0u → . 

Пример 8.2. Пусть 
2 2 2: w z aσ = − . 

Точки ветвления 1( , 0)P a−  и 2 ( , 0)P a , соответствующие локальные 
параметры z a−τ = −  и z a+τ = + . Компактификация имеет вид 

2 2 2 2ˆ : aσ η = ξ − ζ . 
Делая замену 

;

1 ,

wu
z

v
z

η⎧ = =⎪ ξ⎪
⎨ ζ⎪ = =
⎪ ξ⎩

 

получаем вид кривой σ̂  в окрестности несобственной прямой: 
2 2 21u a v= − . При 0v =  получаем 1u = ± . Следовательно, на по-

верхности σ̂  есть две бесконечно удаленные точки (1, 1, 0)P− −  и 
(1,1, 0)P+ . В качестве локального параметра в окрестности каждой 

из этих точек можно взять 1v
z

= . Вид поверхности σ̂  в окрестно-

сти точек P− , P+  таков: 
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2 2

1 ;
ˆ :

1 1 ,

z
v

w a v
v

⎧ =⎪⎪σ ⎨
⎪ = −
⎪⎩

∓
 

где 2 21 a v−  – однозначная голоморфная при малых v функция, 
причем ветвь корня выбирается так, чтобы при 0v =  он обратился 
в единицу. 

Пример 8.3. Пусть риманова поверхность 

σ:   
2 1

2
2 1

1

( ) ( )
n

n j
j

w z z z
+

+
=

= = −∏P . 

Этот пример аналогичен примеру 8.1. В данном случае имеется од-
на бесконечно удаленная точка; в качестве локального параметра в 
ее окрестности можно взять u. Поверхность σ̂  в окрестности бес-
конечно удаленной точки имеет вид 

2

2 1

2 1
1

1 ;
ˆ :

1 (1 ),
n

jn
j

z
u

w z u
u

+

+
=

⎧ =⎪
⎪σ ⎨
⎪ = −
⎪⎩

∏
 

где корень является однозначной голоморфной функцией от u при 
малых u, обращающейся в единицу при 0u = . 

Пример 8.4. Пусть  

σ:   
2 2

2
2 2

1

( ) ( )
n

n j
j

w z z z
+

+
=

= = −∏P . 

Этот пример аналогичен примеру 8.2. Здесь у σ̂  две бесконечно 
удаленные точки P− , P+ , в окрестностях которых можно взять 

1v
z

=  за локальный параметр. Вид компактифицируемой поверх-

ности σ̂  в окрестности этих точек таков: 
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2 2

1
1

1 ;
ˆ :

1 (1 );
n

jn
j

z
v

w z v
v

+

+
=

⎧ =⎪
⎪σ ⎨
⎪ = ± −
⎪⎩

∏
 

корень является однозначной голоморфной функцией от v при ма-
лых v, обращающейся в единицу при 0v = . 

Хорошо известно, что связные компактные ориентированные 
двумерные поверхности поддаются простой топологической клас-
сификации (рис. 8.1). Все они есть сферы с g ручками, 0g ≥ . Число 
ручек g называется родом поверхности. 

 

 
 

Рис. 8.1 
 

 
Операция приклейки ручки изображена на рис. 8.2. 

 

 
 

Рис. 8.2 
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9. ВЫЧИСЛЕНИЕ РОДА 
РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
Род римановой поверхности является ее важнейшей характери-

стикой. 
Вычислим род поверхностей из примеров 8.1–8.4. 
1. Начнем с примера 8.2. Пусть 2 2 2: .w z aσ = −  
Выкинем из компактифицированной z-плоскости ^  отрезок 

[ , ]a a−  с концами в точках ветвления. Вне этого отрезка можно 
выделить две ветви 

2 2w z a± = ± −  

двузначной функции 2 2( )w z z a= − . Иначе говоря, полный про-
образ 1( \ [ , ])a a−π −^  на σ распадается на два куска, на каждом из 
которых отображение π является изоморфным. При переходе с од-
ного берега разреза [ , ]a a−  на другой ветви ( )w z+  и ( )w z−  пере-
ставляются местами. Поэтому компактифицированная поверхность 
σ̂  склеивается из двух одинаковых экземпляров сфер с разрезами 
по правилу, указанному на рис. 9.1. 

 

 
 

Рис. 9.1 
 

После склейки снова получится сфера, т.е. род поверхности g 
равен нулю. 

2. Пример 8.1. Пусть 2: .w zσ =  
Этот пример аналогичен примеру 8.2, но разрез на компактифи-

цированной поверхности σ̂  нужно проводить между точками 0 и 
∞, т.е. бесконечно удаленную точку ∞ нужно считать точкой ветв-
ления. Снова род поверхности равен нулю. 
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3. Пример 8.4. Пусть 
2 2

2
2 2

1

: ( ) ( ).
n

n j
j

w z z z
+

+
=

σ = = −∏P  

Для вычисления рода компактифицированной поверхности σ̂  
нужно произвольно разбить точки ветвления на пары и провести 
разрезы (дуги) в ^ , соединяющие парные точки ветвления (всего 

1n +  разрез). Компактифицированная поверхность σ̂  склеивается 
из двух идентичных экземпляров сферы с такими разрезами, где 
берега соответствующих разрезов склеиваются «крест-накрест» 
(рис. 9.2). 

 

 
 

Рис. 9.2 
 

Важное замечание. Из опыта преподавания в течение несколь-
ких лет один из авторов утверждает, что легче всего понять и уви-
деть, как получается описанная сфера с ручками, можно следую-
щим образом: нужно взять либо варежки, либо перчатки или два 
чайника для заварки, затем по уже существующим разрезам скле-
ить (сшить), как указано на рисунках, и будет абсолютно понятно, 
как получается сфера с ручками. Можно использовать старые пер-
чатки, разрезать концы для пальцев, а затем сшить указанным спо-
собом. Получится сфера с 5g = , т.е. крендель рода 5. 
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