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Ââåäåíèå

Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ëåêöèé, ÷èòàåìûõ
àâòîðîì íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò â òðåòüåì ñåìåñòðå íà ôà-
êóëüòåòå ¾Ò¿ ÍÈßÓ ¾ÌÈÔÈ¿. Îíî ñîñòîèò èç òð¼õ ÷àñòåé:

1. ×èñëîâûå ðÿäû.

2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû.

3. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå è åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.
Ðÿäû Ôóðüå.

Êðîìå òîãî, â ïðèëîæåíèè äàíû âàðèàíòû äîìàøíèõ çàäà-
íèé, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïðîâåäåíèè ïðàêòè-
÷åñêèõ çàíÿòèé è çà÷¼òà ïî ýòîìó êóðñó.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà ÷èñëîâûì ðÿäàì. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñâÿçè ðÿäîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçëîæå-
íû ëèíåéíûå ñâîéñòâà è êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëî-
âûõ ðÿäîâ, óñòàíîâëåíû òàêæå íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ è ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
Çàòåì äîêàçàíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëü-

íûõ ðÿäîâ: ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê, ïðè-
çíàê Äàëàìáåðà, ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè, ñïåöèàëüíûé
ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, ïðèçíàê Ðààáå, ïðèçíàê Êóììåðà, ïðè-
çíàê Ãàóññà. Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ, Äàëàìáåðà, Êîøè, Ðààáå
è Êóììåðà âûâåäåíû â äîïðåäåëüíîé è ïðåäåëüíîé ôîðìàõ.
Òàêæå äîêàçàíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿ-
äîâ, ñâÿçûâàåìûå ñ èìåíàìè Ëåéáíèöà, Àáåëÿ è Äèðèõëå.
Ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ñóììèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ
ðÿäîâ, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ îáû÷íóþ ñõîäèìîñòü êàê îäèí èç
ñïîñîáîâ ïîñòàíîâêè â ñîîòâåòñòâèå ðÿäó íåêîòîðîãî ÷èñ-
ëà ëèáî áåñêîíå÷íîãî ñèìâîëà (òàê íàçûâàåìîé îáîáù¼ííîé
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ñóììû) è óñòàíîâëåíû ðåãóëÿðíîñòü è ïîëíàÿ ðåãóëÿðíîñòü
ìåòîäà ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ.

Âî âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, òî åñòü òàêèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè è ðÿäû, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óæå íå
÷èñëà, à ôóíêöèè, êîòîðûå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñ÷èòà-
þòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, õî-
òÿ âñå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ëåãêî ðàñïðîñòðà-
íèòü è íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ãëàâíîå ïîíÿòèå, îòëè÷àþ-
ùåå ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû îò ÷èñëî-
âûõ, ýòî, ðàçóìååòñÿ, ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ðàñ-
ñìîòðåíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè èçó÷åíèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ è êîòîðîå çäåñü
èçó÷åíî äîñòàòî÷íî ïîëíî. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà, íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Äîêàçàíû íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåá-
ëÿåìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ: ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà, ïðè-
çíàê Äèðèõëå, ïðèçíàê Àáåëÿ. Äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ óñòàíîâëå-
íû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïî÷ëåííîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà,
ñîõðàíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå, ïî÷ëåí-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå âòîðîé ÷àñòè ââåäåíî ïîíÿòèå ñòå-
ïåííîãî ðÿäà êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
è èçó÷åíî åãî ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè. Ïîëó÷åíû ñâîéñòâà
ñòåïåííûõ ðÿäîâ: ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, íåïðåðûâíîñòü
ñóììû, åäèíñòâåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ, ïî÷ëåííîå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿ-



Ââåäåíèå 9

äà íà êîíöå êîíå÷íîãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Íàêîíåö, ðàñ-
ñìîòðåíî ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè è óñòàíîâëåíà
àíàëèòè÷íîñòü ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

ex, cosx, sinx, ln(1 + x), (1 + x)α.

Â òðåòüåé ÷àñòè ïîñîáèÿ èçó÷àþòñÿ îñíîâíûå ôóíäàìåí-
òàëüíûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ðÿäàì Ôóðüå. Ïðè ýòîì
âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáùèå ðÿäû Ôóðüå ïî îðòîãîíàëü-
íûì è îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì â ïðîèçâîëüíûõ åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à çàòåì è òðàäèöèîííûå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûõ îñðåäí¼ííûõ ôóíêöèé ñ êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîãî íîðìèðî-

âàííîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðîì ââåäåíà íîðìà1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
ïî åãî íîðìå. Òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, áàçèñà áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëèíåé-
íîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàí-
íûå ïðîñòðàíñòâà â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïðåäåëà ó ëþ-
áîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçäåëÿþòñÿ íà
ïîëíûå (áàíàõîâû) è íåïîëíûå. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïîë-
íûõ è íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ, ãëàâíûì îáðàçîì ôóíêöèî-
íàëüíûõ (òî åñòü ñîñòîÿùèõ èç ôóíêöèé). Â ÷àñòíîñòè, óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ íà îòðåç-
êå ôóíêöèé â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Ïîïóòíî ïðîèçâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñõîäèìîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâ,
ñîñòîÿùèõ èç îäíèõ è òåõ æå ôóíêöèé, íî ðàçëè÷àþùèõ-
ñÿ íîðìèðîâêîé èëè âèäîì ñõîäèìîñòè (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü, ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü, ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì).

1Ââåäåíèå íîðìû èíîãäà íàçûâàþò ââåäåíèåì ìåòðèêè.
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Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïî-
ñêîëüêó â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ââîäèòñÿ íîðìà, òî âñå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ ïåðåíîñÿòñÿ íà åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Çàòåì
ââîäÿòñÿ îðòîãîíàëüíûå è îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû è
ðÿäû Ôóðüå ïî ýòèì ñèñòåìàì. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâè-
ÿìè áàçèñíîñòè îðòîíîðìèðîâàííîé (îðòîãîíàëüíîé) ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîñòü ýòîé ñèñòåìû ëèáî ðàâåíñòâî Ïàð-
ñåâàëÿ. Âûâîäÿòñÿ òàêæå îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
è ïîëíîòà îðòîíîðìèðîâàííîãî (îðòîãîíàëüíîãî) áàçèñà.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå òðåòüåé ÷àñòè èçó÷àþòñÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå. Âíà÷àëå óñòàíàâëèâàþòñÿ íå-
êîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ëåììà
Ðèìàíà äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé. ×àñòíàÿ ñóììà òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÿäðî Äè-
ðèõëå, è äîêàçûâàåòñÿ ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå
äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâ-
íîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïðîèç-
âîäíîé äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå è
âîçìîæíîñòü åãî ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàõîäèò-
ñÿ ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå â çàâèñèìîñòè
îò íàëè÷èÿ ó íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íåïðå-
ðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ.

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ê òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîìó ðÿäó ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ
(ìåòîä Ôåéåðà). Ñóììû Ôåéåðà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
Ôóðüå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÿäðî Ôåéåðà, è äîêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñóìì Ôåéåðà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà óñòà-
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íàâëèâàåòñÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î çàìêíóòîñòè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ïåðè-
îäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé. Â çàêëþ÷åíèå
óñòàíàâëèâàåòñÿ áàçèñíîñòü îáùåé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ îñðåäí¼ííûõ
ôóíêöèé ñ êâàäðàòè÷íîé ìåòðèêîé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïåðå-
íîñèòñÿ íà íåïîëíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû (ñèñòåìà
êîñèíóñîâ, ñèñòåìà ñèíóñîâ) è íà ñèñòåìó ìíèìûõ ýêñïî-
íåíò. Òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå íà
òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå [−π, π], ïåðåíîñÿòñÿ
íà ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, b].

Â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà äàþòñÿ âîïðîñû äëÿ ïîâòî-
ðåíèÿ èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
Â îòäåëüíîå ïðèëîæåíèå âûíåñåíû ïðèìåðû, êîòîðûå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå äîìàøíèõ çàäàíèé.

Ðàçóìååòñÿ, äàííîå ïîñîáèå ñîâåðøåííî íå ïðåòåíäóåò íà
ïîëíîòó ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì ñâåäåíèé. Îäíàêî àâòîð íàäå-
åòñÿ, ÷òî îíî îêàæåòñÿ ïîëåçíûì ñòóäåíòàì è ïðåïîäàâàòå-
ëÿì âòîðîãî êóðñà, òàê êàê çäåñü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî äàí
òîò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé èçëàãàåòñÿ íà ëåêöè-
ÿõ ïðè èçó÷åíèè òåì �×èñëîâûå ðÿäû�, �Ôóíêöèîíàëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû�, �Ðÿäû Ôóðüå â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ� è �Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå�.

Âñåõ æå, êòî çàèíòåðåñóåòñÿ èçëîæåíèåì âîïðîñîâ, êà-
ñàþùèõñÿ êàê ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, òàê è ôóíêöèîíàëüíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ (â òîì ÷èñëå ðÿäîâ Òåéëîðà è
Ôóðüå), íî íå âîøåäøèõ â íàñòîÿùåå ïîñîáèå (íàïðèìåð,
áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ, �êâàçèðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü�,
îáùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû è äð.), ìîæíî îòîñëàòü ê
âóçîâñêèì ó÷åáíèêàì è îáøèðíîé ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå.
Ïðèâåä¼ì ëèøü íåêîòîðûå èç ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé.
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14 ×àñòü I. ×èñëîâûå ðÿäû

1. Îáùèå ñâåäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ

ê ÷èñëîâûì ðÿäàì

1.1. Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðèìåðû

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{a1, a2, a3, . . . , an, . . . } ≡ {an}∞n=1. (1.1)

Òîãäà áåñêîíå÷íàÿ ñóììà

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · (1.2)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ïðè ýòîì n-é ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (1.1), òî åñòü ÷èñëî an, íàçûâàåòñÿ n-ì (îáùèì)
÷ëåíîì ðÿäà, à ñóììà

Sn =
n∑
k=1

ak = a1 + a2 + · · ·+ an (1.3)

íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà (1.2).
Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ðÿäå (1.2) è, ñîîòâåòñòâåííî, â ÷à-

ñòè÷íîé ñóììå (1.3) ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ íå ñ åäèíèöû,
à ñ íåêîòîðîãî öåëîãî íîìåðà n0, áîëüøåãî èëè ìåíüøåãî
åäèíèöû, òåì íå ìåíåå n-é îáùèé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, à n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà çàêàí÷è-
âàåòñÿ ÷ëåíîì ðÿäà an.

Áåñêîíå÷íîé ôîðìàëüíîé ñóììå (1.2) ìîæíî ïðèäàòü íå-
ôîðìàëüíûé ñìûñë ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

Sn = S (êîíå÷íîå ÷èñëî), òî

ðÿä (1.2) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à ÷èñëî S � åãî ñóììîé.
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Òî, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó S, çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∞∑
n=1

an = S.

Åñëè lim
n→∞

Sn = ∞ (+∞, −∞), òî ðÿä (1.2) íàçûâàåòñÿ ðàñ-

õîäÿùèìñÿ, íî ìîæíî ñîîòâåòñòâåííî çàïèñàòü

∞∑
n=1

an =∞ (+∞, −∞).

Åñëè æå ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sn íå èìååò íèêàêîãî ïðåäåëà (íè
êîíå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî), òî ðÿä (1.2) òàêæå íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ, íî åìó íå ïðèïèñûâàþò íèêàêîé ñóììû.

Çàìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå, îòáðàñûâàíèå, èçìåíåíèå íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿþò íà åãî ñõî-
äèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü), íî, ðàçóìååòñÿ (â ñëó÷àå ñõîäèìî-
ñòè), âëèÿþò íà âåëè÷èíó ñóììû ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ÷àñòè÷íûå ñóììû èñõîäíîãî è èçìåí¼ííîãî ðÿ-
äîâ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó-
ãà íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì (åñëè
íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóììèðîâà-
íèå â (1.2) è (1.3), íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Ýòèì çàìå÷àíèåì ìû
íåîäíîêðàòíî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íèæå.

Ïðèì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=0

qn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn + · · · , (1.4)

òî åñòü ðÿä, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî

an = qn, n = 0, 1, 2, . . . ;
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ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÷àñòè÷-
íûå ñóììû

Sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn =


1− qn+1

1− q
, q 6= 1,

n+ 1, q = 1.

(1.5)

Ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå ðÿäà (1.4) åñòåñòâåííî ðàçäåëÿåòñÿ
íà íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

1. Ïóñòü |q| < 1. Òîãäà lim
n→∞

qn+1 = 0, è, ñîãëàñíî (1.5),

ñóùåñòâóåò lim
n→∞

Sn =
1

1− q
, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (1.4)

ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì
∞∑
n=0

qn =
1

1− q
.

2. Ïóñòü q > 1. Òîãäà lim
n→∞

qn+1 = +∞, è, ñîãëàñíî (1.5),

ïðåäåë lim
n→∞

Sn = +∞, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (1.4) ðàñ-

õîäèòñÿ, ïðè÷¼ì
∞∑
n=0

qn = +∞.

3. Ïóñòü q < −1. Òîãäà lim
n→∞

qn+1 = ∞, ïðè÷¼ì ýòîò

ñèìâîë (∞) íåëüçÿ çàìåíèòü íè íà +∞, íè íà −∞, òàê
êàê qn+1, íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,
ñòàíîâèòñÿ ïîïåðåìåííî òî ïîëîæèòåëüíîé, òî îòðèöàòåëü-
íîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (1.4) ðàñ-

õîäèòñÿ,
∞∑
n=0

qn = ∞, è çíà÷åíèå ñóììû (ñèìâîë ∞) íåëüçÿ

çàìåíèòü íè ñèìâîëîì +∞, íè ñèìâîëîì −∞.

4. Åñëè q = 1, òî òàê æå, êàê è ïðè q > 1, ðÿä (1.4)

ðàñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì
∞∑
n=0

qn =
∞∑
n=0

1 = +∞.
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5. Åñëè q = −1, òî ðÿä (1.4) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

∞∑
n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · . (1.6)

Ïîýòîìó åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû

S0 = 1, S1 = 0, S2 = 1, S3 = 0, S4 = 1, S5 = 0, . . .

íå èìåþò ïðåäåëà, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}∞n=0 ñî-

äåðæèò â ñåáå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðàìè ðàçíîé

÷¼òíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ÷èñëàì
(

lim
m→∞

S2m = 1,

lim
m→∞

S2m+1 =0
)
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (1.6) (òî åñòü ðÿä (1.4)

ïðè q = −1) ðàñõîäèòñÿ, íî åìó íåëüçÿ ïðèïèñàòü íèêàêîé

ñóììû.

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä

∞∑
n=0

qn
ïðè |q| < 1 ñõîäèòñÿ,

ïðè |q| > 1 ðàñõîäèòñÿ.
(1.7)

1.2. Ëèíåéíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
Ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí

Òàê êàê ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ÷èñëîâîãî ðÿäà îïðå-
äåëåíà êàê ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, òî ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î ëè-
íåéíûõ ñâîéñòâàõ ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ïðèâîäèò ê ñïðàâåäëèâîñòè íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû î
ëèíåéíûõ ñâîéñòâàõ ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.



18 ×àñòü I. ×èñëîâûå ðÿäû

Òå î ð åì à 1.1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
∞∑
n=1

an

è
∞∑
n=1

bn, ñóììû êîòîðûõ ðàâíû A è B ñîîòâåòñòâåííî:

∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B;

à) ðÿäû
∞∑
n=1

(an ± bn) ñõîäÿòñÿ, ïðè÷¼ì

∞∑
n=1

(an ± bn) = A±B;

á) äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà c ðÿä
∞∑
n=1

can � ñõîäÿùèéñÿ, ïðè÷¼ì
∞∑
n=1

can = cA.

Â ñõîäÿùåìñÿ ÷èñëîâîì ðÿäå
∞∑
n=1

an ìîæíî (íå ìåíÿÿ ïî-

ðÿäêà ñëàãàåìûõ) ðàññòàâëÿòü ñêîáêè. Ïðè ýòîì ñóììà ðÿäà
íå èçìåíèòñÿ:

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · = (a1 + a2 + · · ·+ ak1)+
+(ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · ·+

+(akp−1+1 + akp−1+2 + · · ·+ akp) + · · · .
(1.8)

Ýòî óòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì â âèäå ñëå-
äóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð åì à 1.2. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ê ñóììå S,

òî åñòü
∞∑
n=1

an = S. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòðîãî âîçðàñòàþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kp}∞p=0 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

0 = k0 < k1 < k2 < k3 < · · · < kp < · · ·



1. Îáùèå ñâåäåíèÿ 19

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
p=1

bp, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí ñóììå

bp = akp−1+1 + akp−1+2 + · · ·+ akp , p = 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, ïðè÷¼ì
∞∑
p=1

bp = S.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó

ðÿäà
∞∑
n=1

an ÷åðåç S
(a)
n , àm-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà

∞∑
m=1

bm �

÷åðåç S
(b)
m . Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ p ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

S
(b)
p = b1 + b2 + · · ·+ bp = (a1 + a2 + · · ·+ ak1)+

+(ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · ·+
+(akp−1+1 + akp−1+2 + · · ·+ akp) = a1 + a2 + · · ·+ ak1+

+ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2 + · · ·+
+akp−1+1 + akp−1+2 + · · ·+ akp = S

(a)
kp
,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S(b)
p } ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ ñõîäÿùåéñÿ (ïî óñëîâèþ) ê ÷èñëó S ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {S(a)
n }. Ïîýòîìó lim

p→∞
S

(b)
p = S. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå (ñì. (1.8)) ðàññòàâèòü
ñêîáêè ìîæíî òàê, ÷òî â ïîñëåäíþþ ñêîáêó âîéäóò âñå ÷ëå-
íû ýòîãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà:

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · = (a1 + a2 + · · ·+ ak1)+
+(ak1+1 + ak1+2 + · · ·+ ak2) + · · ·+

+(akp−1+1 + akp−1+2 + · · ·+ akp)+(akp+1 + akp+2 + · · · ).
(1.9)

Äåéñòâèòåëüíî, âíóòðè ïîñëåäíèõ ñêîáîê çàïèñàí ñõîäÿùèé-
ñÿ ðÿä (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 15), ñóììà êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ

îò ñóììû èñõîäíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

an íà âåëè÷èíó
kp∑
n=1

an.
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Â ðàñõîäÿùåìñÿ ðÿäå ðàññòàíîâêà ñêîáîê âèäà (1.8) è (1.9)
íåäîïóñòèìà, òàê êàê ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâåðíûì âûâîäàì.
Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä (1.6). Âçÿâ â
ñêîáêè êàæäóþ ïàðó ñëàãàåìûõ, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñóì-
ìà S ðÿäà ðàâíà

S = (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0 + 0 + · · · = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S = 1− (1− 1)− (1− 1)− · · · = 1− 0− 0− · · · = 1.

À åñëè ðàññòàâèòü ñêîáêè òàê, ÷òî âíóòðè ñêîáîê îêàæóòñÿ
âñå ñëàãàåìûå ðÿäà (1.6), êðîìå íà÷àëüíîãî (íóëåâîãî):

S = 1− 1 + 1− 1 + · · · = 1− (1− 1 + 1− · · · ) = 1− S,

òî ïîëó÷èì, ÷òî S =
1

2
. Íåâåðíûé âûâîä î òîì, ÷òî ðÿä ìî-

æåò èìåòü òðè ðàçëè÷íûå ñóììû èëè 0 = 1 =
1

2
, áûë ñäåëàí

èç-çà íåÿâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä (1.6)
ñõîäèòñÿ, òàê êàê îïåðèðîâàëè ñ ÷èñëîì S � ñóììîé ðÿäà.

1.3. Ñâÿçü ðÿäîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Êðèòåðèé Êîøè. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê

Âñÿêèé ÷èñëîâîé ðÿä (1.2) ïîðîæäàåò ÷èñëîâóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñâîèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}∞n=1 (ñì. (1.3)). Íî
ñâÿçü ìåæäó ðÿäàìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íà ñàìîì äå-
ëå äâóñòîðîííÿÿ: ïî âñÿêîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî ïîñòðîèòü ðÿä, ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè êîòîðîãî áó-
äóò ýëåìåíòû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
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ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{un}∞n=1. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

an, ó êîòîðîãî

a1 = u1, an = un − un−1, n = 2, 3, . . . , (1.10)

è íàéä¼ì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû. Ìû èìååì, ÷òî

S1 = a1 = u1, S2 = a1 + a2 = u1 + (u2 − u1) = u2,
Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =

= u1 + (u2 − u1) + · · ·+ (un − un−1) = un,

òî åñòü Sn = un ïðè n = 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íå
òîëüêî ïðèìåíÿòü ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè èçó-
÷åíèè ðÿäîâ (÷òî óæå äåëàåòñÿ), íî è, íàîáîðîò, ñâîéñòâà
ðÿäîâ ïðèìåíÿòü äëÿ èçó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êîøè. Ñôîðìóëèðóåì åãî
äëÿ ðÿäîâ, èìåÿ â âèäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ÷èñëîâîãî ðÿäà (1.2).

Ò å î ð åì à 1.3 (êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäîâ). ×èñëîâîé

ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî

ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n è m òàêèõ,
÷òî m > n > N , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣ m∑

k=n+1

ak

∣∣∣ < ε.

Îòìåòèì, ÷òî â ñïåöèàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå ýòà òåîðåìà
íå íóæäàåòñÿ, òàê êàê îíà ðàíåå áûëà äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ
÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òîì ÷èñëå è äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

an.
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Òå î ð åì à 1.4 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî

lim
n→∞

an = 0.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü
∞∑
n=1

an = S, òî åñòü lim
n→∞

Sn =

= S. Íî òîãäà è lim
n→∞

Sn−1 = S, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S − S = 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòó òåîðåìó ìîæíî âûâåñòè èç êðèòåðèÿ
Êîøè äëÿ ðÿäîâ (èç òåîðåìû 1.3). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ïðè
ðåøåíèè ïðèìåðîâ ýòîò ïðèçíàê, ÿâëÿÿñü íåîáõîäèìûì, èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàñõîäèìîñòè èññëåäóåìîãî
ðÿäà. Òàê, ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.4), ìû âè-
äèì, ÷òî ïðè |q| > 1 (ñëó÷àè 2�5) ïðåäåë åãî îáùåãî ÷ëå-
íà lim

n→∞
an, òî åñòü lim

n→∞
qn ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâóåò, ëèáî

îòëè÷åí îò íóëÿ, è ïîýòîìó ðÿä
∞∑
n=0

qn â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðàñõî-

äèòñÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñòàíîâèâ, ÷òî lim

n→∞
an = 0, ìû íå

äîêàæåì ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · · , (1.11)

íàçûâàåìûé ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì. Î÷åâèäíî, ÷òî åãî îá-

ùèé ÷ëåí an =
1

n
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îäíàêî, êàê ìû ñåé÷àñ
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ïîêàæåì, ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå 1.3. Äåéñòâèòåëü-

íî, âîçüì¼ì ε =
1

2
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N ðàññìîò-

ðèì n = N + 1 è m = 2n (î÷åâèäíî, ÷òî m > n > N). Íî

òîãäà
∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣ =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n︸ ︷︷ ︸
n ñëàãàåìûõ

> n· 1

2n
=

1

2
= ε,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (1.11).

1.4. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ è ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû

1. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.1.

2. Ñîñòàâèòü ÷èñëîâîé ðÿä, ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
.

×åìó ðàâíà ñóììà ïîëó÷åííîãî ðÿäà?

3. Âûâåñòè íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè (òî åñòü òå-
îðåìó 1.4) èç êðèòåðèÿ Êîøè (èç òåîðåìû 1.3).

2. Çíàêîïîëîæèòåëüíûå ÷èñëîâûå

ðÿäû

×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì,

åñëè äëÿ âñÿêîãî n îáùèé ÷ëåí an > 0.
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Ðàçóìååòñÿ, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ íà ñ. 15 î òîì, ÷òî ñõî-
äèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) ðÿäà íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ êî-
íå÷íîãî ÷èñëà íà÷àëüíûõ ñëàãàåìûõ, äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü,
÷òî íåðàâåíñòâî an > 0 èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà n0.

2.1. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëü-
íûõ ðÿäîâ

Òå î ð åì à 2.1. Çíàêîïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {Sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïðè ýòîì
ñóììà ðÿäà S = sup{Sn}.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. ×àñòè÷íàÿ ñóììà Sn+1 = a1 +a2 +
+ · · ·+an+an+1 = Sn+an+1 > Sn, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn} ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, à äëÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, êàê èçâåñòíî, êðèòåðèåì ñõîäèìîñòè áóäåò îãðàíè÷åí-
íîñòü ñâåðõó. Ïðè ýòîì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí å¼
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íå îãðàíè÷åíà
ñâåðõó, òî lim

n→∞
Sn = +∞, òî åñòü

∞∑
n=1

an = +∞. Â ÷àñòíîñòè,

ñóììà ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (1.11)

∞∑
n=1

1

n
= +∞. (2.1)

Ïîýòîìó äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ â êà÷åñòâå îáîçíà-
÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ìîæíî ïèñàòü

∞∑
n=1

an < +∞. (2.2)
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Äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, òî åñòü äëÿ òàêèõ ðÿäîâ, â
êîòîðûõ êàê óãîäíî äàëåêî âñòðå÷àþòñÿ è ïîëîæèòåëüíûå,
è îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå, îáîçíà÷åíèå (2.2) (îãðàíè÷åí-
íîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì) óæå íå ýêâèâàëåíòíî ñõîäèìîñòè,
÷òî ïîêàçûâàåò ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (1.6) ñ îãðàíè-
÷åííûìè ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè.

2.2. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Èíòåãðàëüíûé
ïðèçíàê

Òå î ð åì à 2.2 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ñóùåñòâóåò
òàêîé íîìåð n0, ÷òî

0 6 an 6 bn äëÿ âñåõ n > n0. (2.3)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

bn òàêæå ðàñõî-

äèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì

An = a1 + a2 + · · ·+ an,
Bn = b1 + b2 + · · ·+ bn.

(2.4)

Òàê êàê (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 15) îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü (ðàñõîäè-
ìîñòü), òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ n ∈ N. Íî òîãäà èç (2.4) âûòåêàåò, ÷òî

An 6 Bn. (2.5)
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Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {Bn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîýòîìó èç (2.5) ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó, òî åñòü (îïÿòü ïî òåîðåìå 2.1) ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, ÷òî

äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òåïåðü ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõî-

äèòñÿ, òî (êàê òîëüêî ÷òî äîêàçàíî) ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõî-

äèòñÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå).
Ïóñòü an > 0, bn > 0 è ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

an
bn

= k ∈ (0,+∞). (2.6)

Òîãäà ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðå-

ìåííî.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà,

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð n0, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ

n > n0 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà

∣∣∣∣anbn − k
∣∣∣∣ < ε, òî åñòü èìå-

åò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî k − ε <
an
bn

< k + ε. Âîçü-

ì¼ì ε =
k

2
> 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0, òàêîé, ÷òî

k

2
bn < an <

3k

2
bn äëÿ âñåõ n > n0, (2.7)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

2

3k
an < bn <

2

k
an äëÿ âñåõ n > n0. (2.8)
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Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1

ðÿä
∞∑
n=1

3k

2
bn òàêæå ñõîäèòñÿ è ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî

èç íåðàâåíñòâ (2.7), ïî òåîðåìå 2.2 ðÿä
∞∑
n=1

an ÿâëÿåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

k

2
bn òàêæå

(ïî òåîðåìå 1.1) ðàñõîäèòñÿ è, ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íåðà-

âåíñòâ (2.7), ïî òåîðåìå 2.2 ðÿä
∞∑
n=1

an ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿ-

ùèìñÿ. Åñëè æå ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ), òî, èñ-

ïîëüçóÿ âòîðîå (ïåðâîå) èç íåðàâåíñòâ (2.8), òåîðåìó 1.1 è

òåîðåìó 2.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

bn òàêæå ñõîäèòñÿ (ðàñ-

õîäèòñÿ). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ò å î ð åì à 2.3 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè�Ìàêëîðå-
íà). Åñëè ïðè x > 1 ôóíêöèÿ f(x) > 0 è íå âîçðàñòàåò,
òî

∞∑
n=1

f(n) è

+∞∫
1

f(x) dx (2.9)

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn ÷àñòè÷íûå
ñóììû ðÿäà â (2.9). Ïî óñëîâèþ

f(k) > f(x) > f(k + 1), x ∈ [k, k + 1], k = 1, 2, 3, . . . .

Èíòåãðèðóÿ ýòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé x îò k
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äî k + 1 è èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî
k+1∫
k

dx = 1, èìååì

f(k) >

k+1∫
k

f(x) dx > f(k + 1), k = 1, 2, 3, . . . .

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî ïî k îò 1 äî n,
ïîëó÷àåì

n∑
k=1

f(k) >
n∑
k=1

k+1∫
k

f(x) dx >
n∑
k=1

f(k + 1),

òî åñòü

Sn >

n+1∫
1

f(x) dx > Sn+1 − f(1). (2.10)

Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

f(n) ñõîäèòñÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîýòîìó ïî ïåðâîìó
èç íåðàâåíñòâ (2.10) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü

{
n+1∫
1

f(x) dx

}
òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Íî ïî óñëî-

âèþ f(x)> 0, ñëåäîâàòåëüíî, íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ F (T )=
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=
T∫
1

f(x) dx ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, è ïîýòîìó ñóùå-

ñòâóåò lim
T→+∞

F (T ), òî åñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx

ñõîäèòñÿ. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

f(n) ðàñõîäèòñÿ, òî, ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 2.1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}, à çíà÷èò, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {Sn+1} è {Sn+1 − f(1)} íå îãðàíè÷åíû ñâåðõó. Ïîýòî-

ìó ïî âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (2.10) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü

{
n+1∫
1

f(x) dx

}
òàêæå íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî

åñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ. Åñëè

æå èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ), òî, èñïîëü-

çóÿ íåðàâåíñòâî (2.10), íåîòðèöàòåëüíîñòü è ìîíîòîííîñòü

ôóíêöèè f(x) è òåîðåìó 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî è ðÿä
∞∑
n=1

f(n)

ñõîäèòñÿ (ðàñõîäèòñÿ). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì òîëüêî ÷òî äîêàçàííûé èíòåãðàëüíûé
ïðèçíàê ñëåäóþùèìè ïðèì å ð àìè.

Ïðèì å ð 1. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

1

np
= 1 +

1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
+ · · · (2.11)

òî åñòü ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì an =
1

np
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ p. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 1 ïîëó÷àåòñÿ ââåä¼ííûé ðàíåå
ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (1.11). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü p 6 0. Òîãäà lim
n→∞

an 6= 0 (ýòîò ïðåäåë ðàâåí
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ëèáî 1 ïðè p = 0, ëèáî +∞ ïðè p < 0), ïîýòîìó ðÿä (2.11)
ðàñõîäèòñÿ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó (ñì. òåîðåìó 1.4).

2. Ïóñòü p > 0. Ôóíêöèÿ f(x) =
1

xp
ïðè ýòèõ p (äàæå

ïðè p > 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3, à èíòå-

ãðàë

+∞∫
1

dx

xp
, êàê èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ

ïðè p 6 1. Ñëåäîâàòåëüíî â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (2.11) ñõîäèòñÿ

ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè 0 < p 6 1.

Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

np
ïðè p > 1 ñõîäèòñÿ,

ïðè p 6 1 ðàñõîäèòñÿ.
(2.12)

Ïðèì å ð 2. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=2

1

n lnp n
=

1

2 lnp 2
+

1

3 lnp 3
+ · · ·+ 1

n lnp n
+ · · · , (2.13)

òî åñòü ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì an =
1

n lnp n
ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ p. Çäåñü, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, äëÿ
âñåõ p ∈ (−∞,+∞) îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ïðè p > 0
ýòî ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, à ïðè p < 0 â ýòîì ëåãêî óáåäèòü-

ñÿ, âû÷èñëÿÿ ïðåäåë lim
z→+∞

ln−p z

z
, ïðåäñòàâëÿþùèé èç ñåáÿ

íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
∞
∞

, ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ). Ðàññìîò-

ðèì òå æå ñàìûå äâà ñëó÷àÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

1. Ïóñòü p 6 0. Òîãäà an >
1

n
(ïðè n > 3), à ðÿä

∞∑
n=2

1

n
�

ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (1.11) áåç ïåðâîãî ñëàãàå-
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ìîãî. Ïîýòîìó ðÿä (2.13) ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ
(ñì. òåîðåìó 2.2).

2. Ïóñòü p > 0. Ôóíêöèÿ f(x) =
1

x lnp x
ïðè ýòèõ p

(äàæå ïðè p > 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.3, à

èíòåãðàë

+∞∫
2

dx

x lnp x
, ïåðåõîäÿùèé ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííî-

ãî lnx = t â èíòåãðàë

+∞∫
ln 2

dt

tp
, ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñ-

õîäèòñÿ ïðè p 6 1. Îòñþäà ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó
âûòåêàåò, ÷òî ðÿä (2.13) ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè 0 < p 6 1.

Îáúåäèíÿÿ ýòè äâà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä

∞∑
n=2

1

n lnp n

ïðè p > 1 ñõîäèòñÿ,

ïðè p 6 1 ðàñõîäèòñÿ.
(2.14)

2.3. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ðàäèêàëüíûé
ïðèçíàê Êîøè

Ðÿäû âèäà (1.4) (ïðè q > 0), (2.11) è (2.13) äàþò äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî òåñòîâûõ ðÿäîâ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèçíàêîâ
ñðàâíåíèÿ (â äîïðåäåëüíîé è ïðåäåëüíîé ôîðìàõ) ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè íà ñõîäèìîñòü äàííîãî çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿ-
äà (ñì. (1.7), (2.12) è (2.14)). Îäíàêî ìîæíî îñóùåñòâèòü
ñðàâíåíèå ñ òàêîãî ðîäà ðÿäàìè è â íåêîòîðîé îðãàíèçîâàí-
íîé ôîðìå.

Ò å î ð åì à 2.4 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, â

êîòîðîì an > 0, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëî q ∈ (0, 1) è íîìåð n0 òàêèå, ÷òî

îòíîøåíèå
an+1

an
6 q äëÿ âñåõ n > n0, òî ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî îòíîøåíèå
an+1

an
> 1

äëÿ âñåõ n > n0, òî ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Óñòàíîâèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Èìååì, ÷òî

ak+1 6 qak, k = n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . . (2.15)

Âîçüì¼ì ëþáîå n > n0 è íàïèøåì íåðàâåíñòâî (2.15) äëÿ k =
= n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n− 1:

an0+1 6 qan0 ,
an0+2 6 qan0+1,
. . . . . . . . . . . . . . .
an 6 qan−1.

Ïåðåìíîæàÿ âñå ýòè íåðàâåíñòâà è ñîêðàùàÿ íà îòëè÷íîå
îò íóëÿ ïðîèçâåäåíèå an0+1 · an0+2 · . . . · an−1, èìååì

an 6
an0

qn0
· qn, n > n0. (2.16)

(Ýòî íåðàâåíñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, âûâåäåíî ëèøü äëÿ çíà-
÷åíèé n > n0, íî îíî òàêæå âåðíî è äëÿ n = n0.) Òàê êàê

ðÿä
∞∑
n=1

an0

qn0
·qn ñõîäèòñÿ (ñì. (1.7) è òåîðåìó 1.1), òî ïî ïðè-

çíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 2.2) ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ.

Óñòàíîâèì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî óñëîâèþ

ak+1 > ak, k = n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > n0 èìååò ìåñòî öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

an > an−1 > · · · > an0+1 > an0 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ íîìå-
ðà n0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

an > an0 > 0, n > n0.

Ïîýòîìó lim
n→∞

an 6= 0 è, ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó

(òåîðåìà 1.4), ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå).
Åñëè an > 0 è

lim
n→∞

an+1

an
= q, (2.17)

òî ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ïðè q > 1 ýòîò ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê an > 0, òî q > 0. Åñëè q �
êîíå÷íîå ÷èñëî, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð n0, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà

∣∣∣∣an+1

an
− q

∣∣∣∣ < ε, òî åñòü èìååò ìåñòî

äâîéíîå íåðàâåíñòâî

q − ε < an+1

an
< q + ε, n > n0. (2.18)

Ïóñòü q < 1. Âîçüì¼ì ε =
1− q

2
> 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ

íîìåð n0, òàêîé, ÷òî ñîãëàñíî âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (2.18)
äëÿ âñåõ n > n0 îòíîøåíèå

an+1

an
< q +

1− q
2

=
1 + q

2
= q1 ∈ (0, 1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4, ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü q > 1. Åñëè q � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî âîçüì¼ì ε =

= q − 1 > 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0, òàêîé, ÷òî, ñîãëàñíî
ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ (2.18), äëÿ âñåõ n > n0 îòíîøåíèå

an+1

an
> q − (q − 1) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè æå q = +∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
n > n0 îòíîøåíèå

an+1

an
> 1,

è ïîýòîìó òàê æå, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íîãî q > 1, ðÿä
∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè q = 1 èëè ïðåäåë îòíîøåíèÿ lim
n→∞

an+1

an
íå ñóùåñòâóåò, òî äàííûé ïðèçíàê íå äà¼ò îòâåòà íà âî-

ïðîñ î òîì, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä
∞∑
n=1

an.

Â ÷àñòíîñòè, êàê äëÿ ñõîäÿùèõñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ âèäà (2.11) (òî åñòü äëÿ ëþáîãî p ∈ (−∞,+∞)

)
ïðåäåë

îòíîøåíèÿ lim
n→∞

an+1

an
= 1.

Ò å î ð åì à 2.5 (ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, â êîòîðîì an > 0, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.
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1. Åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëî q ∈ (0, 1) è íîìåð n0 òàêèå, ÷òî
n
√
an 6 q äëÿ âñåõ n > n0, òî ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè íàéä¼òñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {nk}∞k=1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

1 6 n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · ·

òàêàÿ, ÷òî
nk
√
ank > 1, òî ðÿä

∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Óñòàíîâèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Âîçâîäÿ íåðàâåíñòâî

n
√
an 6 q â n-þ ñòåïåíü, ïîëó÷àåì

an 6 qn, n > n0.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

qn ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ

(òåîðåìà 2.2) ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ.

Óñòàíîâèì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê
nk
√
ank >

>1, òî è ank > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞

an 6= 0 è, ñîãëàñíî íå-

îáõîäèìîìó ïðèçíàêó (òåîðåìà 1.4), ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé
ôîðìå). Åñëè an > 0 è

lim
n→∞

n√
an = q, (2.19)

òî ïðè q < 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ïðè q > 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê an > 0, òî q > 0. Åñëè q =

= lim
n→∞

n
√
an ∈ [0, 1), òî ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåãî ïðåäåëà êàê
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êðàéíåé ïðàâîé ïðåäåëüíîé òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî

n√
an < q + ε, n > n0. (2.20)

Âîçüì¼ì ε =
1− q

2
> 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé,

÷òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.20) äëÿ âñåõ n > n0 èìååì

n√
an < q +

1− q
2

=
1 + q

2
= q1 ∈ (0, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5, ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü q > 1 (q � êîíå÷íîå ÷èñëî èëè q = +∞). Ïîñêîëü-

êó q � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
n
√
an

}
, òî ñó-

ùåñòâóåò ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}∞k=1

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

1 6 n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · ·

òàêàÿ, ÷òî lim
n→∞

nk
√
ank = q. Òàê êàê q > 1, òî íàéä¼òñÿ íî-

ìåð k0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
nk
√
ank > 1, òî åñòü äëÿ ñòðî-

ãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {nk}∞k=k0
íàòóðàëüíûõ

÷èñåë èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
nk
√
ank > 1. Ïîýòîìó ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 2.5 ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Çäåñü, êàê è â ñëó÷àå ïðåäåëüíîé ôîðìû ïðèçíàêà Äà-
ëàìáåðà, ïðè q = 1 ïðåäåëüíàÿ ôîðìà ïðèçíàêà Êîøè íå

äà¼ò îòâåòà î ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè èññëåäóåìîãî

ðÿäà
∞∑
n=1

an. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàê æå, êàê è ðàíåå, ìîæíî

ðàññìîòðåòü ðÿäû âèäà (2.11) äëÿ ëþáîãî p ∈ (−∞,+∞),
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ó êîòîðûõ ïðåäåë lim
n→∞

n
√
an = 1 (à çíà÷èò, è lim

n→∞

n
√
an = 1).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè
çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà èëè ðà-
äèêàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè (â äîïðåäåëüíîé èëè ïðåäåëü-
íîé ôîðìàõ) äåëàåòñÿ âûâîä î ðàñõîäèìîñòè ðÿäà, òî äëÿ
ýòîãî ðÿäà lim

n→∞
an 6= 0, òî åñòü íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé

ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ýòî çàìå÷àíèå, ïîäîáíî çàìå÷àíèþ íà
ñ. 15, íåîäíîêðàòíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ìîæíî óñòàíîâèòü (ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü), ÷òî ðà-
äèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè ñèëüíåå ïðèçíàêà Äàëàìáåðà, òî
åñòü åñëè ñõîäèìîñòü (ðàñõîäèìîñòü) êàêîãî-òî çíàêîïîëî-
æèòåëüíîãî ðÿäà ìîæíî óñòàíîâèòü ïî ïðèçíàêó Äàëàìáå-
ðà, òî ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü è ïî ðàäèêàëü-
íîìó ïðèçíàêó Êîøè. Îäíàêî â ðÿäå ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèå
ïðèçíàêà Äàëàìáåðà áûâàåò ïðîùå.

2.4. Ñïåöèàëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ.
Ïðèçíàêè Ðààáå, Êóììåðà è Ãàóññà

Òå î ð åì à 2.6 (ñïåöèàëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü
an > 0, bn > 0 è ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n0, ÷òî

an+1

an
6
bn+1

bn
äëÿ âñåõ n > n0. (2.21)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

bn òàêæå ðàñõî-

äèòñÿ.
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Âîçüì¼ì ëþáîå n > n0 è íàïèøåì
íåðàâåíñòâî (2.21) äëÿ k = n0, n0 + 1, n0 + 2, . . . , n− 1:

an0+1

an0

6
bn0+1

bn0

,

an0+2

an0+1

6
bn0+2

bn0+1

,

. . . . . . . . . . . . . . .
an
an−1

6
bn
bn−1

.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, èìååì

an 6
an0

bn0

· bn, n > n0. (2.22)

Íåðàâåíñòâî (2.22), ïîäîáíî íåðàâåíñòâó (2.16), âîîáùå ãî-
âîðÿ, âûâåäåíî ëèøü äëÿ çíà÷åíèé n > n0, íî îíî òàêæå
âåðíî è äëÿ n = n0.

Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ. Òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

an0

bn0

·bn ñõîäèò-

ñÿ (ñì. òåîðåìó 1.1), òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 2.2)

ðÿä
∞∑
n=1

an òîæå ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. Òàê æå, êàê ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî (êàê

òîëüêî ÷òî äîêàçàíî) ðÿä
∞∑
n=1

an òîæå ñõîäèòñÿ. Ýòî ïðîòèâî-

ðå÷èå äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 2.7 (ïðèçíàê Ðààáå). Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, â êîòî-

ðîì an > 0, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.



2. Çíàêîïîëîæèòåëüíûå ðÿäû 39

1. Åñëè íàéäóòñÿ òàêîå ÷èñëî r > 1 è òàêîé íîìåð n0,
÷òî

n

(
an
an+1

− 1

)
> r äëÿ âñåõ n > n0, (2.23)

òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî

n

(
an
an+1

− 1

)
6 1 äëÿ âñåõ n > n0, (2.24)

òî ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Óñòàíîâèì ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Èç íåðàâåíñòâà (2.23) ñëåäóåò

an
an+1

> 1 +
r

n
, n > n0. (2.25)

Âîçüì¼ì p ∈ (1, r). Òàê êàê lim
n→∞

(
1 +

1

n

)p
− 1

1

n

= p, òî, ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ

íîìåð n1, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n1 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà

ðàçíîñòè

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1 +
1

n

)p
− 1

1

n

− p

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ

ýòèõ n èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâåíñòâî

p− ε <

(
1 +

1

n

)p
− 1

1

n

< p+ ε, n > n1. (2.26)
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Âîçüì¼ì ε = r − p > 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n1 òàêîé,
÷òî, ñîãëàñíî âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (2.26), äëÿ âñåõ n > n1

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(
1 +

1

n

)p
− 1 <

[
p+ (r − p)

]
· 1

n
=
r

n
,

èëè, ÷òî êàê íåòðóäíî âèäåòü, âûðàæàåò òî æå ñàìîå,(
1 +

1

n

)p
< 1 +

r

n
, n > n1. (2.27)

Èç (2.25) è (2.27) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ n > n2 = max(n0, n1)

îòíîøåíèå
an
an+1

>

(
1 +

1

n

)p
, òî åñòü

an+1

an
<

(
n

n+ 1

)p
=

(
1

n+ 1

)p
(

1

n

)p , n > n2. (2.28)

Òàê êàê p > 1, òî ðÿä
∞∑
n=1

(
1

n

)p
ñõîäèòñÿ (ñì. (2.12)). Ïîýòî-

ìó èç (2.28) âûòåêàåò, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6, ðÿä
∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ.

Óñòàíîâèì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èç (2.24) ñëåäóåò,

÷òî ïðè n > n0 îòíîøåíèå
an
an+1

6 1 +
1

n
, òî åñòü

an+1

an
>

n

n+ 1
=

1

n+ 1
1

n

, n > n0. (2.29)
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Íî ðÿä
∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ (ñì. (1.11) èëè (2.12)). Ïîýòîìó

èç (2.29) âûòåêàåò, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6, ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñ-

õîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ïðèçíàê Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå). Åñ-

ëè an > 0 è

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= r, (2.30)

òî ïðè r > 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ïðè r < 1 � ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Åñëè r � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà∣∣∣∣n( an

an+1

− 1

)
− r

∣∣∣∣ < ε, òî åñòü èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðà-

âåíñòâî

r − ε < n

(
an
an+1

− 1

)
< r + ε, n > n0. (2.31)

Ïóñòü r > 1. Åñëè r � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî âîçüì¼ì ε =

=
r − 1

2
> 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî, ñîãëàñíî

ïåðâîìó èç íåðàâåíñòâ (2.31), äëÿ âñåõ n > n0 èìååò ìåñòî

n

(
an
an+1

− 1

)
> r − r − 1

2
=
r + 1

2
= r1 > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7, ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Åñëè æå r = +∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ. Äåéñòâè-
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òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n

(
an
an+1

− 1

)
> 2,

è ïîýòîìó ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ ïî òîé æå òåîðåìå 2.7.

Ïóñòü r < 1. Åñëè r � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî âîçüì¼ì ε =
= 1 − r > 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî, ñîãëàñíî
âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (2.31), äëÿ âñåõ n > n0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

n

(
an
an+1

− 1

)
< r + (1− r) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.7, ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè æå r = −∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n

(
an
an+1

− 1

)
6 1

è ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ðàñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå 2.7. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè r = 1 èëè ïðåäåë lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
íå ñóùåñòâóåò, òî äàííûé ïðèçíàê íå äà¼ò îòâåòà íà âîïðîñ

î òîì, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä
∞∑
n=1

an.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ ðÿäîâ (2.14), êàê ñõîäÿùèõñÿ (ïðè
p > 1), òàê è ðàñõîäÿùèõñÿ (ïðè p 6 1), èìååì

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= 1. (2.32)

Ñðàâíèâàÿ ïðåäåëüíûå ôîðìû ïðèçíàêîâ Äàëàìáåðà è
Ðààáå, ìû âèäèì, ÷òî ïðèçíàê Ðààáå ãîðàçäî ñèëüíåå ïðè-

çíàêà Äàëàìáåðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè lim
n→∞

an+1

an
= q 6= 1,

òî lim
n→∞

an
an+1

= Q =
1

q
6= 1 (ïðè ýòîì åñëè q = 0, òî Q = +∞,

à åñëè q = +∞, òî Q = 0), è ïîýòîìó lim
n→∞

n

(
an
an+1

−1

)
ðà-

âåí +∞ ïðè q < 1 è −∞ ïðè q > 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ïðåäåëüíàÿ ôîðìà ïðèçíàêà Äàëàìáåðà äà¼ò îòâåò î ñõî-
äèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) èññëåäóåìîãî ðÿäà, òî ïðåäåëüíàÿ
ôîðìà ïðèçíàêà Ðààáå è ïîäàâíî åãî äà¼ò: ìû ïîëó÷àåì,
÷òî r = +∞ â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ñîãëàñíî ïðåäåëüíîé ôîð-
ìå ïðèçíàêà Äàëàìáåðà è r = −∞ â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè.
Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ r ∈ (−∞, 1) ∪ (1,+∞), ïðèçíàê Ðààáå
äà¼ò îòâåò î ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ðÿäà, à ïðèçíàê Äà-
ëàìáåðà îòâåòà íå äà¼ò, ïîòîìó ÷òî äëÿ ýòèõ r âåëè÷èíà
q = 1.

Ò å î ð åì à 2.8 (ïðèçíàê Êóììåðà). Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}∞n=1 òàêîâà, ÷òî

cn > 0,
∞∑
n=1

1

cn
= +∞, (2.33)

òî åñòü çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

1

cn
ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà
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äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, â êîòîðîì an > 0, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëî d > 0 è íîìåð n0 òàêèå, ÷òî

cn ·
an
an+1

− cn+1 > d äëÿ âñåõ n > n0, (2.34)

òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

2. Åñëè íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî

cn ·
an
an+1

− cn+1 6 0 äëÿ âñåõ n > n0, (2.35)

òî ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Óñòàíîâèì âíà÷àëå ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ íà ñ. 15, íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.34) âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ âñåõ n = 1, 2, 3, . . .. Óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà
an+1 > 0, ïîëó÷àåì

cnan − cn+1an+1 > d · an+1. (2.36)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî bn ≡ cnan−cn+1an+1 > 0, òî åñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {cnan}∞n=1 ñòðîãî óáûâàåò, à òàê êàê cnan > 0,
òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë: lim

n→∞
cnan = b > 0.

Ïîýòîìó ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Sn}∞n=1 èìååò ïðåäåë, ïîñêîëüêó Sn =
= b1 + b2 + · · ·+ bn = c1a1 − c2a2 + c2a2 − c3a3 + · · ·+ cnan −
−cn+1an+1 = c1a1 − cn+1an+1 ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó c1a1 − b. Íî
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òîãäà èç íåðàâåíñòâà (2.36) ïî òåîðåìå 2.2 âûòåêàåò ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

d · an+1, à îòñþäà è èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Óñòàíîâèì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èç (2.35) âûòå-
êàåò, ÷òî

an+1

an
>

cn
cn+1

=
1

cn+1

:
1

cn
, n > n0.

Îòñþäà è èç (2.33) ïî òåîðåìå 2.6 ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ïðèçíàê Êóììåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå).
Åñëè an > 0 è

lim
n→∞

(
cn ·

an
an+1

− cn+1

)
= d, (2.37)

ãäå {cn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿåò (2.33), òî ïðè d > 0 ðÿä
∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, à ïðè d < 0 ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Åñëè d � êîíå÷íîå ÷èñëî, òî, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
íîìåð n0, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > n0 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà∣∣∣∣(cn · an

an+1

− cn+1

)
− d

∣∣∣∣ < ε, òî åñòü èìååò ìåñòî äâîéíîå

íåðàâåíñòâî

d− ε < cn ·
an
an+1

− cn+1 < d+ ε, n > n0. (2.38)

Ïóñòü d > 0 è êîíå÷íîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì ε =
d

2
> 0.

Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî, ñîãëàñíî ïåðâîìó èç
íåðàâåíñòâ (2.38), äëÿ âñåõ n > n0 èìååò ìåñòî

cn ·
an
an+1

− cn+1 > d− d

2
=
d

2
= d1 > 0.



46 ×àñòü I. ×èñëîâûå ðÿäû

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.8 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Åñ-

ëè æå d = +∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ

n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

cn ·
an
an+1

− cn+1 > 1,

è ïîýòîìó ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå 2.8.

Ïóñòü d < 0 è êîíå÷íîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì ε = −d > 0.
Òîãäà íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî, ñîãëàñíî âòîðîìó èç
íåðàâåíñòâ (2.38), äëÿ âñåõ n > n0 èìååò ìåñòî

cn ·
an
an+1

− cn+1 < d− (−d) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.8 ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè æå d = −∞, òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ðàñõîäèòñÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ

n > n0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

cn ·
an
an+1

− cn+1 6 0,

è ïîýòîìó ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå 2.8. Ñëåä-

ñòâèå äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðåäåë â (2.37) íå ñóùåñòâóåò èëè åãî
âåëè÷èíà d = 0, òî äàííûé ïðèçíàê íå äà¼ò îòâåòà íà âî-

ïðîñ î òîì, ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ èññëåäóåìûé ðÿä
∞∑
n=1

an



2. Çíàêîïîëîæèòåëüíûå ðÿäû 47

(âîçìîæíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàäî âçÿòü êàêóþ-ëèáî
äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}∞n=1, ðàçóìååòñÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùóþ (2.33)).
Óñòàíîâèì, ÷òî â ïðèçíàêå Êóììåðà ïðè íàäëåæàùåì

ïîäáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {cn}∞n=1 ñîäåðæàòñÿ ïðèçíàêè
Äàëàìáåðà è Ðààáå. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ëèøü ïðå-
äåëüíûìè ôîðìàìè.

Âîçüì¼ì cn = 1. ßñíî, ÷òî óñëîâèå (2.33) âûïîëíÿåòñÿ, à
ðàâåíñòâî (2.37) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî (2.17) íà ñ. 33. Ïðè

ýòîì d =
1

q
− 1 (åñëè q = 0, òî d = +∞, à åñëè q = +∞,

òî d = −1). Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèçíàêà Êóììåðà ïîëó÷èë-
ñÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà, ïîñêîëüêó èç ñõîäèìîñòè (ðàñõîäè-
ìîñòè) ðÿäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå
ïîâåäåíèå ýòîãî æå ðÿäà ïî ïðèçíàêó Êóììåðà.

Âîçüì¼ì cn = n. ßñíî, ÷òî óñëîâèå (2.33) âûïîëíÿåò-
ñÿ, à ðàâåíñòâî (2.37) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî (2.30). Ïðè
ýòîì d = r − 1. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèçíàêà Êóììåðà ïî-
ëó÷èëñÿ ïðèçíàê Ðààáå, èáî èç ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè)
ðÿäà ïî ïðèçíàêó Ðààáå âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå
ýòîãî æå ðÿäà ïî ïðèçíàêó Êóììåðà.

Ò å î ð åì à 2.9 (ïðèçíàê Ãàóññà). Åñëè äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an,

â êîòîðîì an > 0, íàéäóòñÿ íîìåð n0 è ÷èñëà λ, µ, α > 0

è C > 0 òàêèå, ÷òî îòíîøåíèå
an
an+1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

an
an+1

= λ+
µ

n
+

θn
n1+α

, |θn| 6 C äëÿ âñåõ n > n0, (2.39)

òî

1) ïðè λ > 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ;



48 ×àñòü I. ×èñëîâûå ðÿäû

2) ïðè λ < 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ;

3) ïðè λ = 1 è µ > 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ;

4) ïðè λ = 1 è µ 6 1 ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èç (2.39) âûòåêàåò, ÷òî ïðåäåë îò-

íîøåíèÿ lim
n→∞

an
an+1

= λ, òî åñòü lim
n→∞

an+1

an
= q =

1

λ
(åñ-

ëè λ = 0, òî q = +∞). Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äà-
ëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.4)
ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ íàñòîÿùåé òåîðåìû óñòàíîâ-
ëåíû.

Ïóñòü λ = 1. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.39) âûòåêàåò, ÷òî ïðå-

äåë lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= lim

n→∞

(
µ+

θn
nα

)
= µ. Ïîýòîìó ñî-

ãëàñíî ïðèçíàêó Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñì. ñëåäñòâèå

èç òåîðåìû 2.7) ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ïðè µ > 1 è ðàñõîäèòñÿ

ïðè µ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî òðåòüå óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåé

òåîðåìû è å¼ ÷åòâ¼ðòîå óòâåðæäåíèå ïðè µ < 1 óñòàíîâëå-

íû.

Ïóñòü òåïåðü λ = µ = 1. Ðàññìîòðèì ðÿä (2.14) ïðè p =

= 1, òî åñòü ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=2

1

cn
, â êîòîðîì cn = n lnn.

Ñîãëàñíî (2.39) ïðåäåë lim
n→∞

(
cn ·

an
an+1

− cn+1

)
=

= lim
n→∞

[
n lnn

(
1 +

1

n
+

θn
n1+α

)
− (n+ 1) ln(n+ 1)

]
=
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= lim
n→∞

[
(n+ 1) lnn+

θn lnn

nα
− (n+ 1) ln(n+ 1)

]
=

= lim
n→∞

[
(n+ 1) ln

(
1− 1

n+ 1

)
+ θn ·

lnn

nα

]
= −1

(â òîì, ÷òî lim
n→∞

(n + 1) ln

(
1− 1

n+ 1

)
= −1, à lim

n→∞

lnn

nα
=

= 0, ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ ïðåäåëû lim
u→0+0

ln(1− u)

u
=

= −1 è lim
t→+∞

ln t

tα
= 0, íàïðèìåð, ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ).

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèçíàêó Êóììåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå

(ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.8) ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÷åòâ¼ðòîå óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåé òåîðåìû îêîí-

÷àòåëüíî óñòàíîâëåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.5. Î ïîðÿäêå ðîñòà ÷àñòè÷íûõ ñóìì
ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïî-
âåäåíèå ÷àñòíûõ ñóìì ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (1.11). Îáîçíà-
÷èì

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
(2.40)

è ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1:

xn = Hn − lnn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn. (2.41)

Èç ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (2.10), ïîëó-
÷åííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3 (ñì. òàêæå ãðàôèê
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íà ñ. 28), äëÿ ôóíêöèè f(x) =
1

x
, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåé óñëîâèÿì ýòîé òåîðåìû, èìååì, ÷òî 1+
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
>

>

n+1∫
1

dx

x
= ln(n+1), òî åñòü xn > ln(n+1)−lnn > 0 äëÿ âñåõ

íîìåðîâ n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1

îãðàíè÷åíà ñíèçó . Äàëåå, ñîãëàñíî (2.41), ðàçíîñòü äâóõ ñî-

ñåäíèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn+1−xn =

[
1 +

1

2
+ · · ·+

+
1

n
+

1

n+ 1
− ln(n+ 1)

]
−
[

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn

]
=

1

n+1
+

+ ln
n

n+ 1
=

1

n+ 1
+ ln

(
1− 1

n+ 1

)
. Ýòà ñóììà îòðèöà-

òåëüíà âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ó ôóíêöèè f(x) = ln(1 + x)

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
< 0, è ïîýòîìó êðè-

âàÿ y = ln(1+x) ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ , òî åñòü ëåæèò íèæå

ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé, â òîì ÷èñëå êàñàòåëüíîé, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0; 0). Èòàê, xn+1 − xn < 0, òî åñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ñòðîãî óáûâàåò, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(Hn − lnn) = C.1 (2.42)

Èç (2.42), â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî

Hn ∼ lnn,

òî åñòü ÷àñòíûå ñóììû Hn ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà (1.11) ñ ðî-
ñòîì n âîçðàñòàþò êàê lnn.

1Âåëè÷èíà C íîñèò íàçâàíèå ïîñòîÿííîé Ýéëåðà.
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2.6. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. à) Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü an > 0, bn > 0, lim
n→∞

an
bn

= 0 è ðÿä
∞∑
n=1

bn

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ñõîäèòñÿ.

á) Åñëè æå ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðÿä
∞∑
n=1

bn ðàñõîäèò-

ñÿ, òî ïðî ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

an íè÷åãî ñêàçàòü

íåëüçÿ. Ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

2. à) Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü an > 0, bn > 0, lim
n→∞

an
bn

= +∞ è ðÿä
∞∑
n=1

an

ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

bn òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

á) Åñëè æå ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî

ïðî ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

bn íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ.

Ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

3. Ïðèâåñòè ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ó êîòîðî-

ãî an > 0 è îòíîøåíèå
an+1

an
< 1.

4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ó êîòîðîãî

an > 0, à ïðåäåë lim
n→∞

an+1

an
íå ñóùåñòâóåò.
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5. Ïðèâåñòè ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ó êîòîðî-

ãî an > 0, à ïðåäåë lim
n→∞

an+1

an
íå ñóùåñòâóåò.

6. à) Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü an > 0 è lim
n→∞

an+1

an
= q < 1. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ.

á) Ïðèâåñòè ïðèìåð ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ó êî-

òîðîãî lim
n→∞

an+1

an
= q > 1.

7. Ïðèâåñòè ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíî-

ãî ðÿäà
∞∑
n=1

an, ó êîòîðîãî
n
√
an < 1.

8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñõîäÿùåãîñÿ çíàêîïîëîæè-

òåëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

an è äëÿ âñÿêîãî p > 1 ðÿä
∞∑
n=1

apn
òàêæå ñõîäèòñÿ.

9. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñõîäÿùåãîñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîãî

ðÿäà
∞∑
n=1

an, ÷òî äëÿ âñÿêîãî p < 1 ðÿä
∞∑
n=1

apn ðàñõî-

äèòñÿ.

10. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ðÿäîâ
∞∑
n=2

1

n lnp n
, òî åñòü äëÿ ðÿ-

äîâ (2.14), ïðè ëþáîì p ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.32):

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= 1.
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3. Çíàêîïåðåìåííûå ÷èñëîâûå ðÿäû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çíàêîïåðåìåííûå ÷èñëî-
âûå ðÿäû � ðÿäû, â êîòîðûõ êàê óãîäíî äàëåêî âñòðå÷àþò-
ñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå, òî
åñòü äëÿ âñÿêîãî N íàéäóòñÿ íîìåðà n1 > N è n2 > N òàêèå,
÷òî an1 > 0, an2 < 0.

Äåëî â òîì, åñëè ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñëà-
ãàåìûå âñòðå÷àþòñÿ ëèøü äî îïðåäåë¼ííîãî íîìåðà, à çàòåì
çíàê ÷ëåíîâ ðÿäà ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ
íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (÷òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü íà
ñ. 15, íå âëèÿåò íà ñõîäèìîñòü ðÿäà, à âëèÿåò ëèøü íà ñóììó
ðÿäà â ñëó÷àå åãî ñõîäèìîñòè) ìû ïîëó÷àåì ëèáî çíàêîïîëî-
æèòåëüíûé ðÿä, ëèáî ðÿä çíàêîîòðèöàòåëüíûé, êîòîðûé
ñòàíîâèòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì ïîñëå âûíåñåíèÿ îáùåãî
çíàêà �ìèíóñ� çà çíàê ñóììû. Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû óæå
óïîìèíàëèñü íà ñ. 25, êîãäà øëà ðå÷ü î òîì, ÷òî äëÿ çíàêî-
ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà ñõîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åí-
íîñòè åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

3.1. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

Ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä

∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ.

Ýòî ïîíÿòèå, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äëÿ ëþ-
áîãî ðÿäà, íî èíòåðåñ îíî ïðåäñòàâëÿåò ëèøü äëÿ ðÿäà çíà-
êîïåðåìåííîãî, òàê êàê äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà àá-
ñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü òîæäåñòâåííà ñõîäèìîñòè.

Ò å î ð åì à 3.1. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

an

òàêæå ñõîäèòñÿ.
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ, òî

äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè (ñì. òåîðåìó 1.3), òî

åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìå-

ðîâ n è m òàêèõ, ÷òî m > n > N , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
m∑

k=n+1

|ak| < ε. Íî òîãäà äëÿ ýòèõ æå íîìåðîâ n è m àáñîëþò-

íàÿ âåëè÷èíà ñóììû
∣∣∣ m∑
k=n+1

ak

∣∣∣ 6 m∑
k=n+1

|ak| < ε. Îòñþäà ïî

òîé æå òåîðåìå 1.3 âûòåêàåò, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Òåî-

ðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, à ðÿä
∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ, òî

ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ðÿä
∞∑
n=1

|an| � çíàêîïîëîæèòåëüíûé, ïîýòîìó äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ åãî íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî ïðèìåíÿòü
ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè, óñòàíîâëåííûå äëÿ çíàêîïîëîæèòåëü-
íûõ ðÿäîâ. Êàê ìû âèäåëè, äîêàçûâàÿ óòâåðæäåíèÿ ïðåäû-
äóùåãî ðàçäåëà, î÷åíü ÷àñòî áûâàåò òàê: âûïîëíåíèå íåêî-
òîðîãî óñëîâèÿ äà¼ò ñõîäèìîñòü ðÿäà, à íåâûïîëíåíèå � ðàñ-
õîäèìîñòü. Äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, êàê ìû óâèäèì íè-
æå, ÷àùå âñåãî ñèòóàöèÿ èíàÿ: åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
êàêîãî-òî ïðèçíàêà, òî ðÿä ñõîäèòñÿ, à åñëè íå âûïîëíÿåò-
ñÿ, òî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Äàëåå, ïðè-
çíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ, äàâàÿ ïîëîæè-
òåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà, îñòàâëÿþò îò-
êðûòûì îòâåò íà âîïðîñ î õàðàêòåðå ýòîé ñõîäèìîñòè, òî
åñòü êàê ñõîäèòñÿ ðÿä: àáñîëþòíî èëè óñëîâíî. Ðàçóìååò-
ñÿ, åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü
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ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ ïî íåîáõîäèìîìó

( lim
n→∞

|an| 6= 0, òåîðåìà 1.4) ïðèçíàêó (à ýòî èìååò ìåñòî,

â ÷àñòíîñòè, â ïðèçíàêå Äàëàìáåðà è ðàäèêàëüíîì ïðèçíà-
êå Êîøè, íî íå â ïðèçíàêàõ Ðààáå, Êóììåðà èëè Ãàóññà!),

òî ðÿä
∞∑
n=1

an òàêæå ðàñõîäèòñÿ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíà-

êó ( lim
n→∞

an 6= 0). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèò-

ñÿ, òî ïî òåîðåìå 1.4 ïðåäåë lim
n→∞

an = 0; íî òîãäà è ïðå-

äåë lim
n→∞

|an| = 0.

3.2. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû.
Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Îöåíêà îñòàòêà

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
òàê íàçûâàåìûõ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, òî åñòü òàêèõ,
÷ëåíû êîòîðûõ ïîî÷åð¼äíî òî íåîòðèöàòåëüíû, òî íåïîëî-
æèòåëüíû.

Ò å î ð åì à 3.2 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè ÷èñëîâàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò è ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ:

u1 > u2 > . . . > un > un+1 > . . . , lim
n→∞

un = 0, (3.1)

òî ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1 un, òî åñòü ðÿä
∞∑
n=1

an, îáùèé ÷ëåí êîòîðî-

ãî an = (−1)n−1 un, ñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî un > 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ÷¼òíîãî ïîðÿäêà S2m = a1 + a2 +
+ · · ·+ a2m−1 + a2m = u1− u2 + · · ·+ u2m−1− u2m. Ìû âèäèì,
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÷òî S2m+2 = S2m + u2m+1 − u2m+2 > S2m . Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, S2m = u1 − (u2 − u3)− · · · − (u2m−2 − u2m−1)− u2m 6 u1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2m}∞m=1 ìîíîòîííî íå
óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ïðåäåë lim

m→∞
S2m = S. Íî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà íå÷¼òíîãî ïî-

ðÿäêà S2m+1 = S2m + u2m+1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (3.1)
ñóùåñòâóåò è lim

m→∞
S2m+1 = S. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî èñõîä-

íûé ðÿä
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

(−1)n−1 un ñõîäèòñÿ ê ñóììå S. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (îöåíêà îñòàòêà çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿ-
äîâ). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2 è ñóììà ðÿ-

äà
∞∑
n=1

(−1)n−1 un = S. Òîãäà

|S − Sn| 6 un+1. (3.2)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.2
ïîëó÷åíî, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ÷¼òíîãî ïîðÿäêà S2m, ìî-
íîòîííî íå óáûâàÿ, ñòðåìÿòñÿ ê ñóììå ðÿäà S. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, S2m+1 = S2m−1 − (u2m − u2m+1) 6 S2m−1, òî åñòü
÷àñòè÷íûå ñóììû íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà ñòðåìÿòñÿ ê òîìó æå
÷èñëó S, ìîíîòîííî íå âîçðàñòàÿ. Ïîýòîìó äëÿ âñÿêîãî m
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

S2m 6 S 6 S2m−1, (3.3)

S2m 6 S 6 S2m+1. (3.4)

Èç äâîéíîãî íåðàâåíñòâà (3.3), êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñëåäó-
åò, ÷òî

0 6 S2m−1 − S 6 S2m−1 − S2m = u2m, (3.5)

à èç (3.4), â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò

0 6 S − S2m 6 S2m+1 − S2m = u2m+1. (3.6)
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Èç íåðàâåíñòâà (3.5) ïðè íå÷¼òíûõ n è èç íåðàâåíñòâà (3.6)
ïðè ÷¼òíûõ n âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (3.2). Ñëåäñòâèå äîêà-
çàíî.

Íåðàâåíñòâî (3.2) èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðèáëèæ¼ííûõ âû-
÷èñëåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ, òàê êàê äà¼ò âîçìîæíîñòü îöå-
íèòü êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â çíàêî÷åðåäóþùåìñÿ ðÿäå ñ ìî-
íîòîííî (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) íåâîçðàñòàþùèìè ÷ëåíà-
ìè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñóììó ðÿäà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0:
íóæíî âçÿòü ñòîëüêî ñëàãàåìûõ, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ñëàãàåìîãî áûëà ìåíüøå ε.

Ï ð èì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
+ · · · , (3.7)

íàçûâàåìûé ðÿäîì Ëåéáíèöà. Îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà an =

=
(−1)n−1

n
, ïðè ýòîì un = |an| =

1

n
. Ðÿä (3.7) óäîâëåòâîðÿåò

âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2, ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ, åãî

ñõîäèìîñòü � óñëîâíàÿ, òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

|an| � ðàñõîäÿùèé-

ñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (1.11). Íàéä¼ì ñóììó ýòîãî ðÿäà. Ñî-
ãëàñíî (2.40) è (2.41) èìååì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (3.7)

ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè S2m = 1−1

2
+

1

3
−1

4
+· · ·+ 1

2m− 1
− 1

2m
=

=

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

2m− 1
+

1

2m

)
− 2

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+

+
1

2m

)
= H2m−Hm = x2m+ln(2m)−xm− lnm = x2m−xm+

+ ln 2. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (2.42) âûòåêàåò, ÷òî lim
m→∞

S2m =

= lim
m→∞

(x2m − xm + ln 2) = C − C + ln 2 = ln 2. Ïîñêîëüêó,
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êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðÿä (3.7) ñõîäèòñÿ, òî âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, à íå òîëüêî ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè, ñõîäèòñÿ
ê ln 2, òî åñòü

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2. (3.8)

Îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ïðèçíàêà Ëåéáíèöà óñëî-
âèå lim

n→∞
un = 0 ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ,

íî è íåîáõîäèìûì, òàê êàê åãî íåâûïîëíåíèå ïðèâîäèò ê
ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ïî òåîðåìå 1.4. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáõîäèìûì íå ÿâëÿåòñÿ. Íî îòáðîñèòü
ýòî óñëîâèå âñ¼ æå íåëüçÿ.

Ïðèì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿä

1√
2− 1

− 1√
2 + 1

+ · · ·+ 1√
n− 1

− 1√
n+ 1

+ · · ·

3 4 . . . 2n− 1 2n . . .

(3.9)

(ïîä êàæäûì ñëàãàåìûì äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèñàí åãî íî-

ìåð). Ó ýòîãî çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà lim
n→∞

un = 0, íî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {un}∞n=1 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Íåòðóä-

íî âèäåòü, ÷òî ðÿä (3.9) � ðàñõîäÿùèéñÿ, òàê êàê ñîãëàñ-

íî (2.1) ïðåäåë lim
n→∞

S2n = lim
n→∞

n∑
k=2

(
1√
k − 1

− 1√
k + 1

)
=

= lim
n→∞

n∑
k=2

2

k − 1
= 2 · lim

n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n− 1

)
= +∞.
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3.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ.
Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äðóãèõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü íå òîëüêî ê çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ, íî è ê äðóãèì çíà-
êîïåðåìåííûì ðÿäàì, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {an}∞n=1

è {bn}∞n=1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Bk}∞k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

bn:

B1 = b1, B2 = b1 + b2, . . . , Bk = b1 + b2 + · · ·+ bk, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî,

b1 = B1, b2 = B2 −B1, . . . , bk = Bk −Bk−1. (3.10)

Ïóñòü m è n � ëþáûå íîìåðà, òàêèå, ÷òî m > n > 1. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ (3.10), èìååì

m∑
k=n+1

akbk = an+1bn+1 + an+2bn+2 + · · ·+

+am−1bm−1 + ambm = an+1(Bn+1 −Bn)+

+an+2(Bn+2 −Bn+1) + · · ·+ am(Bm −Bm−1).

(3.11)

Ðàñêðûâàÿ â (3.11) ñêîáêè è ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå,

ïîëó÷àåì
m∑

k=n+1

akbk = −an+1Bn + (an+1 − an+2)Bn+1 + · · · +

+(am−1−am)Bm−1 +amBm = −an+1Bn+
m−1∑
k=n+1

(ak−ak+1)Bk+

+amBm, òî åñòü

m∑
k=n+1

akbk = amBm − an+1Bn +
m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk. (3.12)
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Ýòà ôîðìóëà è íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ. Îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðå-
äåë¼ííûõ èíòåãðàëàõ: ïðîèçâîäíàÿ çàìåíåíà ðàçíîñòüþ, à
ïåðâîîáðàçíàÿ � ñóììîé.

Ôîðìóëå (3.12) ìîæíî ïðèäàòü è íåñêîëüêî áîëåå îáùèé
âèä. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òîãäà, çàìåíÿÿ â (3.11)
âåëè÷èíû Bk ïðè k = n, n + 1, . . . ,m ðàçíîñòÿìè Bk − D,

íàõîäèì, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé
m∑

k=n+1

akbk ðàâíà

m∑
k=n+1

akbk = an+1

[
(Bn+1 −D)− (Bn −D)

]
+

+an+2

[
(Bn+2 −D)− (Bn+1 −D)

]
+ · · ·+

+am
[
(Bm −D)− (Bm−1 −D)

]
.

(3.13)

Äåëàÿ â ïðàâîé ÷àñòè (3.13) òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è
â (3.11), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

m∑
k=n+1

akbk = am(Bm −D)− an+1(Bn −D)+

+
m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)(Bk −D).
(3.14)

Â òîì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (3.14) è (3.12) ñîâïàäàþò,
ìîæíî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, îíè îò-
ëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé íà âåëè÷èíó

D
[
−am + an+1 −

m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)
]

=

= D(an+1 − an+1 + an+2 − · · · − am−1 + am − am) = 0.

Ïðè ðàññìîòðåíèè âìåñòî ôîðìóëû (3.12) ôîðìóëû (3.14)
àíàëîãèÿ ñ ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñîõðàíÿåò-
ñÿ: ïåðâîîáðàçíàÿ çàìåíåíà äðóãîé, îòëè÷àþùåéñÿ íà êîí-
ñòàíòó.
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Ò å î ð åì à 3.3 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Åñëè ÷èñëîâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 ìîíîòîííà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à

÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
n=1

bn îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè,

òî åñòü íàéä¼òñÿ M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ k àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-

íà
∣∣∣ k∑
n=1

bn

∣∣∣ 6M , òî ðÿä

∞∑
n=1

anbn (3.15)

ñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî {an}∞n=1 ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò, òî åñòü

a1 > a2 > . . . > an > an+1 > . . . , lim
n→∞

an = 0. (3.16)

Ïîýòîìó an > 0 è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà, äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

0 6 an <
ε

3M
, n > N. (3.17)

Ïóñòü n è m òàêîâû, ÷òî m > n > N . Òîãäà èç ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Àáåëÿ (3.12), ôîðìóëû (3.16) è íåðàâåíñòâà (3.17)
âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣ m∑

k=n+1

akbk

∣∣∣ 6 |amBm|+ |an+1Bn|+
∣∣∣ m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)Bk

∣∣∣ <
<

ε

3M
·M +

ε

3M
·M +

m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)M =
ε

3
+
ε

3
+

+M(an+1 − an+2 + an+2 − an+3 + · · ·+ am−1 − am) =

=
2ε

3
+M(an+1 − am) 6

2ε

3
+Man+1 <

2ε

3
+M · ε

3M
= ε.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðÿäà (3.15) âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé

Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.3 ðÿä
∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 3.4 (ïðèçíàê Àáåëÿ). Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òî åñòü íàé-

ä¼òñÿ K > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |an| 6 K,

à ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

anbn

ñõîäèòñÿ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî {an}∞n=1 ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò, òî åñòü

a1 > a2 > . . . > an > an+1 > . . . , |an| 6 K. (3.18)

Îáîçíà÷èì ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

bn ÷åðåç B, òî

åñòü
∞∑
n=1

bn = B. Òàê êàê B = lim
n→∞

Bn, ãäå Bn = b1 + b2 +

+ · · · + bn, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

|Bn −B| <
ε

4K
, n > N. (3.19)

Ïóñòü n è m òàêîâû, ÷òî m > n > N . Òîãäà èç ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Àáåëÿ (3.14) ïðè D = B, ôîðìóëû (3.18) è íåðàâåí-
ñòâà (3.19) âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣ m∑

k=n+1

akbk

∣∣∣ 6 |am(Bm −B)|+ |an+1(Bn −B)|+

+
∣∣∣ m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1)(Bk −B)
∣∣∣ < K · ε

4K
+K · ε

4K
+
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+
m−1∑
k=n+1

(ak − ak+1) · ε

4K
=
ε

4
+
ε

4
+

+
ε

4K
(an+1 − an+2 + an+2 − an+3 + · · ·+ am−1 − am) =

=
ε

2
+

ε

4K
(an+1 − am) 6

ε

2
+

ε

4K
(|an+1|+ |am|) <

<
ε

2
+

ε

4K
· 2K =

ε

2
+
ε

2
= ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

anbn âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé

Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.3 ðÿä
∞∑
n=1

anbn ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïðèçíàêà Äèðèõëå ìîæíî âûâåñòè ïðè-
çíàê Àáåëÿ è ïðèçíàê Ëåéáíèöà.

Âûâåäåì ïðèçíàê Àáåëÿ. Òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ,

òî åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè, à ïî-
ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 ìîíîòîííà è îãðàíè÷å-
íà, îíà èìååò ïðåäåë. Ïóñòü lim

n→∞
an = a. Òîãäà

∞∑
n=1

anbn =
∞∑
n=1

(an − a+ a)bn =
∞∑
n=1

(an − a)bn +
∞∑
n=1

abn.

Ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå (ïî òåîðåìå 3.3),
à âòîðîé � ïî òåîðåìå 1.1.

Âûâåäåì ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Îáîçíà÷èì an = un, bn =

= (−1)n−1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 ìîíîòîííî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
∞∑
n=1

bn, ïîïåðå-

ìåííî ðàâíûå 1 èëè 0, îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâè-
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ÿì ïðèçíàêà Ëåéáíèöà (òåîðåìû 3.2), ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Äèðèõëå.

Ïðèì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿäû

∞∑
n=1

an cosnx (3.20)

∞∑
n=1

an sinnx (3.21)

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ x è íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ðÿä
∞∑
n=1

an. Ïóñòü ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî åñòü ðÿä

∞∑
n=1

|an| < +∞. (3.22)

Òàê êàê |an cosnx| 6 |an|, |an sinnx| 6 |an|, x ∈ (−∞,+∞),

òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.22) ðÿäû (3.20) è (3.21) ñõî-
äÿòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî x ∈ (−∞,+∞).

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1, ìîíîòîííî íå
âîçðàñòàÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðè÷¼ì çíàêîïîëîæèòåëüíûé

ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü

a1 > a2 > . . . > an > an+1 > . . . ,

lim
n→∞

an = 0,
∞∑
n=1

an = +∞. (3.23)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ðÿä (3.20). Òàê êàê ïðè x = 2kπ,
ãäå k ∈ Z, çíà÷åíèÿ cosnx = 1, òî èç (3.23) ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ýòèõ x ðÿä (3.20) ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü x 6= 2kπ (k ∈ Z).
Òîãäà sin

x

2
6= 0, è ïîýòîìó cosx + cos 2x + · · · + cosnx =
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=
1

2 sin
x

2

(
2 sin

x

2
cosx+ 2 sin

x

2
cos 2x+ . . .+ 2 sin

x

2
cosnx

)
=

=
1

2 sin
x

2

[
sin

3x

2
−sin

x

2
+sin

5x

2
−sin

3x

2
+. . .+sin

(
n+

1

2

)
x−

− sin

(
n− 1

2

)
x

]
=

1

2 sin
x

2

[
sin

(
n+

1

2

)
x− sin

x

2

]
, òî åñòü

cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =

sin

(
n+

1

2

)
x− sin

x

2

2 sin
x

2

. (3.24)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóììû
n∑
k=1

cos kx ñïðàâåäëèâà îöåí-

êà

| cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx| 6 1∣∣∣sin x
2

∣∣∣ . (3.25)

Èç (3.23) è (3.25) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî ðÿäà âû-
ïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3, ïîýòîìó ðÿä (3.20) ïðè
x 6= 2kπ, ãäå k ∈ Z, ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Âûÿñíèì õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Åñëè x = π+

+2kπ (k ∈ Z), òî
∞∑
n=1

|an cosnx| =
∞∑
n=1

an|(−1)n| =
∞∑
n=1

an =

= +∞, òî åñòü ïðè x = π + 2kπ (k ∈ Z) ðÿä (3.20) ñõîäèò-
ñÿ óñëîâíî. Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé x (x 6= mπ, m ∈ Z)
çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó | cosα| 6 1, òî | cosα| > cos2 α, è
ïîýòîìó

∞∑
n=1

|an cosnx| >
∞∑
n=1

an cos2 nx =
1

2

∞∑
n=1

an(1+cos 2nx). (3.26)
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Ïîñëåäíèé ðÿä ñîñòîèò èç äâóõ ðÿäîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ( ∞∑
n=1

an

)
ðàñõîäèòñÿ, à âòîðîé

( ∞∑
n=1

an cos 2nx
)
ñõîäèòñÿ ïî

ïðèçíàêó Äèðèõëå, òàê êàê ïðè x 6= mπ, m ∈ Z ìîæíî,
àíàëîãè÷íî îöåíêå (3.25), ïîëó÷èòü îöåíêó

| cos 2x+ cos 4x+ · · ·+ cos 2nx| 6 1

| sinx|
.

Ñóììà äâóõ ðÿäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ñõîäèòñÿ, à âòîðîé �
ðàñõîäèòñÿ, åñòü ðÿä ðàñõîäÿùèéñÿ (åñëè áû ýòî áûë ñõî-

äÿùèéñÿ ðÿä, òî ïî òåîðåìå 1.1 ðÿä
∞∑
n=1

an òîæå áûë áû

ñõîäÿùèìñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
n=1

an cos2 nx ðàñõîäèòñÿ.

Ïîýòîìó èç (3.26) âûòåêàåò, ÷òî ñîãëàñíî ïðèçíàêó ñðàâíå-

íèÿ (ïî òåîðåìå 2.2) ðÿä
∞∑
n=1

|an cosnx| ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü

ðÿä (3.20) ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

an cosnx
ïðè x=2kπ (k∈Z) ðàñõîäèòñÿ,

ïðè x 6=2kπ (k∈Z) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
(3.27)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðÿä (3.21) ïðè óñëîâèè (3.23). Ïðè
x = mπ, ãäå m ∈ Z, ýòîò ðÿä ñîñòîèò èç íóëåé, è ïîýòîìó
äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé x ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ïðè îñòàëüíûõ x,
àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåíèþ ðÿäà (3.20), ìîæíî âûâåñòè ôîð-
ìóëó

sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx =

cos
x

2
− cos

(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

, (3.28)

ïîëó÷èòü îöåíêó

| sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx| 6 1∣∣∣sin x
2

∣∣∣ ,
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è óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè x 6= mπ (m ∈ Z) ðÿä (3.21) ñõîäèòñÿ
ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà ñõîäè-
ìîñòè óñòàíîâèì (àíàëîãè÷íî (3.26)), ÷òî

∞∑
n=1

|an sinnx| >
∞∑
n=1

an sin2 nx =
1

2

∞∑
n=1

an(1− cos 2nx).

Îòñþäà ñëåäóåò îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, òî åñòü
óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä

∞∑
n=1

an sinnx
ïðè x=mπ (m∈Z) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,

ïðè x 6=mπ (m∈Z) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
(3.29)

3.4. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ è ñî÷åòàòåëüíûé
çàêîí äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ

Âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 2.2 è
ñëåäñòâèå èç íå¼), óñòàíîâëåííûé äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ
ðÿäîâ, íå èìååò ìåñòà äëÿ ðÿäîâ çíàêîïåðåìåííûõ.

Ïðèì å ð. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

[
(−1)n−1

√
n

+
1

n

]
, (3.30)

òî åñòü òàêîé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an, îáùèé ÷ëåí an êîòîðîãî

èìååò âèä

an =
(−1)n−1

√
n

+
1

n
.

Îáîçíà÷èì bn =
(−1)n−1

√
n

, cn =
1

n
. Ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ ïî

ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ðÿä
∞∑
n=1

cn � ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìîíè-
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÷åñêèé ðÿä. Ïîýòîìó ðÿä (3.30) ðàñõîäèòñÿ êàê ñóììà äâóõ
ðÿäîâ (an = bn + cn), îäèí èç êîòîðûõ ñõîäèòñÿ, à äðóãîé �
ðàñõîäèòñÿ. Îäíàêî ïðåäåë îòíîøåíèÿ

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(−1)n−1

√
n

+
1

n

(−1)n−1

√
n

= lim
n→∞

[
1 +

(−1)n−1

√
n

]
= 1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿä (3.30), ïîäîáíî ðÿäó (3.9), ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåðîì òîãî, ÷òî òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè â ïðè-
çíàêå Ëåéáíèöà ñóùåñòâåííî.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ìû âèäåëè, ÷òî ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí,
ñïðàâåäëèâûé äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, íå âñåãäà âåðåí äëÿ
ðàñõîäÿùèõñÿ (ñì. òåîðåìó 1.2, äîêàçàííóþ äëÿ ñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ, è ñëåäóþùóþ ïîñëå íå¼ èëëþñòðàöèþ íåïðèìåíèìî-
ñòè ýòîé òåîðåìû äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ). Ñåé÷àñ áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåìåñòèòåëüíûé çàêîí íå âñåãäà ñïðàâåä-
ëèâ äàæå äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ðàññìîòðèì ñõîäÿùèéñÿ
ðÿä Ëåéáíèöà (3.7), ñóììà êîòîðîãî S = ln 2 (ñì. (3.8)), è
ïåðåñòàâèì åãî ñëàãàåìûå òàê: äâà ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ, îäíî îòðèöàòåëüíîå, äâà ïîëîæèòåëüíûõ, îäíî îòðè-
öàòåëüíîå è òàê äàëåå, òî åñòü ðàññìîòðèì ðÿä

1+
1

3
−1

2
+

1

5
+

1

7
−1

4
+· · ·+ 1

4m− 3
+

1

4m− 1
− 1

2m
+· · · , (3.31)

÷ëåíû êîòîðîãî ðàçáèòû íà ãðóïïû ïî òðè ñëàãàåìûõ â êàæ-

äîé; â m-é ãðóïïå äâà ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ

(
1

4m− 3

è
1

4m− 1

)
è îäíî îòðèöàòåëüíîå

(
− 1

2m

)
. Íàéä¼ì ñóììó

ðÿäà (3.31) òåì æå ïóò¼ì, êàêèì áûëà íàéäåíà ñóììà ðÿ-
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äà (3.7). Ñîãëàñíî (2.40) è (2.41) èìååì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû S3m ðÿäà (3.31) ðàâíû S3m = 1+
1

3
− 1

2
+

1

5
+

1

7
− 1

4
+ · · ·+

+
1

4m− 3
+

1

4m− 1
− 1

2m
=

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

4m− 3
+

+
1

4m− 2
+

1

4m− 1
+

1

4m

)
−
(

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

4m− 2
+

1

4m

)
−

−
(

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2m

)
= H4m−

1

2
H2m−

1

2
Hm = x4m+ln(4m)−

−1

2
[x2m + ln(2m) + xm + lnm] = x4m + ln 4− x2m + ln 2 + xm

2
.

Îòñþäà è èç (2.42) âûòåêàåò, ÷òî lim
m→∞

S3m = lim
m→∞

{
x4m +

+ ln(4m)− 1

2
[x2m + ln(2m) + xm + lnm]

}
= lim

m→∞

[
x4m +

+ ln 4− x2m + ln 2 + xm
2

]
= C + ln 4− C + ln 2 + C

2
=

3

2
ln 2.

ßñíî, ÷òî ïðåäåë lim
m→∞

S3m+1 = lim
m→∞

(
S3m +

1

4m+1

)
=

3

2
ln 2

è ïðåäåë lim
m→∞

S3m+2 = lim
m→∞

(
S3m+1 +

1

4m+ 3

)
=

3

2
ln 2. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ðÿä (3.31) ñõîäèòñÿ ê
3

2
ln 2, òî åñòü

1+
1

3
−1

2
+

1

5
+

1

7
−1

4
+· · ·+ 1

4m− 3
+

1

4m− 1
− 1

2m
+· · · = 3

2
ln 2.

Êàê âèäèì, îò òàêîé ïåðåñòàíîâêè ñóììà ðÿäà (3.7) óâåëè-

÷èëàñü â ïîëòîðà ðàçà.

Ñîîáùèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ñõî-



70 ×àñòü I. ×èñëîâûå ðÿäû

äèòñÿ àáñîëþòíî, òî ðÿä
∞∑
n=1

bn, ïîëó÷åííûé èç ðÿäà
∞∑
n=1

an

êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêîé åãî ñëàãàåìûõ, òàêæå ñõîäèòñÿ,

ïðè÷¼ì ê òîé æå ñóììå. Åñëè æå ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ óñëîâ-

íî, òî åãî ñëàãàåìûå ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü, ÷òî ïîëó÷åí-

íûé ðÿä
∞∑
n=1

bn áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ëþáîìó íàïåð¼ä çàäàííî-

ìó ÷èñëó S. À ìîæíî áóäåò òàê ïåðåñòàâèòü ñëàãàåìûå, ÷òî

ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè ðÿä
∞∑
n=1

bn áóäåò ðàñ-

õîäèòüñÿ ê +∞, èëè ðàñõîäèòüñÿ ê −∞, èëè äàæå îãðàíè-

÷åííî ðàñõîäèòüñÿ, òî åñòü ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà
∞∑
n=1

bn áóäóò îãðàíè÷åíû.

3.5. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âûâåñòè ôîðìóëó (3.28).

2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

à) 1 +
1

2
− 1

3
+

1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
+

1

8
− 1

9
+ . . .,

á) 1− 1

2
+

1

3
+

1

4
− 1

5
+

1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
+ . . .,

â) −1 +
1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
− 1

7
+

1

8
+

1

9
− . . .,

ã) 1− 1

2
− 1

3
+

1

4
− 1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
− 1

9
+ . . .,

ä) 1 +
1

2
− 1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
− 1

7
− 1

8
+ . . ..
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3. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ÷òî

ðÿä
∞∑
n=1

a2
n ðàñõîäèòñÿ.

4. Ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an, ÷òî

ðÿä
∞∑
n=1

a3
n ðàñõîäèòñÿ.

5. Ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿä (3.30)

∞∑
n=1

[
(−1)n−1

√
n

+
1

n

]
−

çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ, ïðè÷¼ì àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà åãî
îáùåãî ÷ëåíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî íåìîíîòîííî.

4. Ñóììèðîâàíèå ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî îçíàêîìèìñÿ ñ òåì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò è èíûå, ïîìèìî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñïîñîáû, ïîçâîëÿþùèå ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ÷èñëîâîìó ðÿäó êàêîå-ëèáî ÷èñëî, òî åñòü ïðè-
äàòü íåôîðìàëüíûé ñìûñë áåñêîíå÷íîé ñóììå (1.2) êàêèì-
òî äðóãèì ïóò¼ì, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèì ñ èçó÷àåìûì
äî ñèõ ïîð (ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì).

4.1. Ïîíÿòèå ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Åñëè óêàçàí êàêîé-ëèáî ñïîñîá T , ïîçâîëÿþùèé íåêîòî-
ðûì ÷èñëîâûì ðÿäàì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå S � ÷èñëî
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èëè êàêîé-ëèáî èç áåñêîíå÷íûõ ñèìâîëîâ, òî T íàçûâàåòñÿ

ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ, à S � îáîáù¼ííîé ñóììîé.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà T ê ðÿäó
∞∑
n=1

an è ðåçóëüòàò ýòîãî

ïðèìåíåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: T
( ∞∑
n=1

an

)
.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ï ð èì å ðû.

1. Ñõîäèìîñòü. Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an ââîäÿòñÿ ÷àñòè÷íûå ñóì-

ìû Sn =
n∑
k=1

ak è ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà T íàçû-

âàåòñÿ ïðåäåë S = lim
n→∞

Sn (÷èñëî èëè êàêîé-ëèáî èç áåñ-

êîíå÷íûõ ñèìâîëîâ), åñëè ýòîò ïðåäåë èìååò ñìûñë. Òàêèì

îáðàçîì, â ýòîì ïðèìåðå T
( ∞∑
n=1

an

)
= S è ìåòîä ñóììè-

ðîâàíèÿ T , åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ñõîäèìîñòüþ.

Îäíàêî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî åñòü è äðóãèå ìåòîäû ñóì-
ìèðîâàíèÿ, à ñõîäèìîñòü � âñåãî ëèøü îäèí èç íèõ.

2. Ëþáîìó ðÿäó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 0, òî åñòü

â ýòîì ïðèìåðå T
( ∞∑
n=1

an

)
= 0 è ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïðè-

ìåí�èì ê ëþáîìó ðÿäó.

3. Ëþáîìó ðÿäó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 1, òî åñòü

â ýòîì ïðèìåðå T
( ∞∑
n=1

an

)
= 1 è ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ òàêæå

ïðèìåí�èì ê ëþáîìó ðÿäó.

4.Ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ . Äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an ââî-

äÿòñÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn =
n∑
k=1

ak, èõ ñðåäíèå àðèôìå-

òè÷åñêèå σn =
S1 + S2 + · · ·+ Sn

n
è ðåçóëüòàòîì ïðèìåíå-
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íèÿ ìåòîäà T íàçûâàåòñÿ ïðåäåë σ = lim
n→∞

σn (÷èñëî èëè

êàêîé-ëèáî èç áåñêîíå÷íûõ ñèìâîëîâ), åñëè ýòîò ïðåäåë èìå-

åò ñìûñë. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðèìåðå T
( ∞∑
n=1

an

)
= σ.

Îïðåäåëåíèå ìåòîäà ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ, íàçûâàå-
ìîãî òàêæå ìåòîäîì (H, 1), äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü íà
åãî îñíîâå äðóãèå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæ-
íî íàéòè ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ

τn =
σ1 + σ2 + · · ·+ σn

n
è íàéòè ïðåäåë τ = lim

n→∞
τn (ýòî

óæå áóäåò ìåòîä (H, 2)), ïîëó÷èòü ìåòîä (H, 3) è òàê äàëåå.
Îáû÷íóþ ñõîäèìîñòü òîãäà ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì (H, 0)1.
Ìîæíî ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå è êàêèå-òî èíûå ìåòîäû
ñóììèðîâàíèÿ2. Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ áóäåò
ñäåëàíî îòñòóïëåíèå (ñì. ñ. 106), ïîêàçûâàþùåå, êàêèì îá-
ðàçîì ìîæíî ïðèïèñàòü ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (÷èñ-
ëîâîìó ðÿäó) îáîáù¼ííóþ âåëè÷èíó ïðåäåëà (îáîáù¼ííóþ
ñóììó ðÿäà).

Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ T íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè èç

ïðèìåíèìîñòè åãî ê äâóì ðÿäàì
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn, îáîáù¼í-

íûå ñóììû êîòîðûõ T
( ∞∑
n=1

an

)
= A è T

( ∞∑
n=1

bn

)
= B � êî-

íå÷íûå ÷èñëà, ñëåäóåò ïðèìåíèìîñòü ýòîãî ìåòîäà ê ðÿäàì
∞∑
n=1

(αan+βbn) äëÿ ëþáûõ α è β, ïðè÷¼ì T
( ∞∑
n=1

(αan+βbn)
)

=

= αA+ βB.

1Ìîæíî îáîáùèòü ïîíÿòèå ìåòîäîâ (H,α) íà ñëó÷àé íå îáÿçàòåëüíî
íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé α.

2 Â ÷àñòíîñòè, îäèí èç ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ áóäåò ïðåäëîæåí äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ ñðåäè âîïðîñîâ äëÿ ïîâòîðåíèÿ è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû.
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Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ T íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí
ïðèìåí�èì ê ëþáîìó ñõîäÿùåìóñÿ (ê êîíå÷íîé ñóììå) ðÿ-

äó
∞∑
n=1

an, ïðè÷¼ì îáîáù¼ííàÿ ñóììà ðÿäà ñîâïàäàåò ñ îáû÷-

íîé, òî åñòü åñëè
∞∑
n=1

an = S, òî T
( ∞∑
n=1

an

)
= S.

Ðåãóëÿðíûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ T íàçûâàåòñÿ âïîëíå

ðåãóëÿðíûì, åñëè îí ïðèìåí�èì ê ëþáîìó ðàñõîäÿùåìóñÿ

ê +∞ èëè ê −∞ ðÿäó
∞∑
n=1

an, ïðè÷¼ì îáîáù¼ííàÿ ñóììà

ðÿäà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé, òî åñòü åñëè
∞∑
n=1

an = +∞ (−∞),

òî T
( ∞∑
n=1

an

)
= +∞ (−∞).

4.2. Ðåãóëÿðíîñòü è ïîëíàÿ ðåãóëÿðíîñòü
ìåòîäà ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ

Ïðèìåíèì ýòè ïîíÿòèÿ (ëèíåéíîñòü, ðåãóëÿðíîñòü, ïîë-
íàÿ ðåãóëÿðíîñòü) ê ìåòîäàì ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ââå-
äåíû â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ. Ââèäó î÷åâèäíîñòè
èëè òàâòîëîãèè íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòèõ ìåòîäîâ íå äîêà-
çûâàþòñÿ, à ëèøü ôîðìóëèðóþòñÿ.

1. Ñõîäèìîñòü, êîíå÷íî, ëèíåéíûé è âïîëíå ðåãóëÿðíûé
ìåòîä.

2. Äàííûé ìåòîä ëèíåéíûé, íî íåðåãóëÿðíûé.

3. À ýòîò ìåòîä íå ÿâëÿåòñÿ íè ëèíåéíûì, íè ðåãóëÿð-
íûì.

4. Ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ, ðàçóìååòñÿ, ëèíååí.
Îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è äàæå âïîëíå ðåãóëÿðíûì.
×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîêàæåì äâå òåîðåìû.
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Ò å î ð åì à 4.1. Ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ðåãóëÿ-
ðåí.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ ê ÷èñ-

ëó S:
∞∑
n=1

an = S. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì

lim
n→∞

Sn = S, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N1,

òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N1 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |Sn−S| <
<

ε

2
. Îáîçíà÷èì M = max

16k6N1

|Sk − S| è âûáåðåì íîìåð N2

òàê, ÷òî
MN1

N2

<
ε

2
. Íî òîãäà äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N =

= max(N1, N2) èìååì

|σn − S| =
∣∣∣∣S1 + · · ·+ SN1 + SN1+1 + · · ·+ Sn

n
− S

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣S1 − S + · · ·+ SN1 − S + SN1+1 − S + · · ·+ Sn − S
n

∣∣∣∣ 6
6
|S1 − S|+ · · ·+ |SN1 − S|

n
+
|SN1+1 − S|+ · · ·+ |Sn − S|

n
<

<
MN1

n
+

ε

2
(n−N1)

n
.

Â ïîñëåäíåé ñóììå ïåðâîå ñëàãàåìîå ìåíüøå
ε

2
, òàê êàê

íîìåð n > N2, à âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò
ε

2
, ïî-

ñêîëüêó
n−N1

n
6 1. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ

íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-

íà |σn − S| <
ε

2
, òî åñòü lim

n→∞
σn = S . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òå î ð åì à 4.2. Ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ âïîëíå
ðåãóëÿðåí.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìåòîä
ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ëèíååí, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòà-

íîâèòü, ÷òî åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an ðàñõîäèòñÿ ê +∞, òî îí è ñóììè-

ðóåòñÿ ê +∞. Èòàê, ïóñòü ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì lim
n→∞

Sn =

= +∞, òî åñòü äëÿ ëþáîãî M > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N1 òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ n > N1 ÷àñòè÷íàÿ ñóììà Sn > 2M . Îáîçíà-
÷èì m = max

16k6N1

|Sk| è âûáåðåì íîìåð N2 òàê, ÷òî îòíîøå-

íèå
N1(m+ 2M)

N2

< M . Íî òîãäà äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N =

= max(N1, N2) èìååì

σn =
S1 + · · ·+ SN1 + SN1+1 + · · ·+ Sn

n
>

>
SN1+1 + · · ·+ Sn

n
− mN1

m
>

2M(n−N1)

n
− mN1

n
=

= 2M − (M + 2m)N1

n
> 2M − (M + 2m)N1

n
= 2M −M = M,

òî åñòü äëÿ ëþáîãî M > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî
äëÿ âñåõ n > N âåëè÷èíà σn > M , òî åñòü lim

n→∞
σn = +∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñóììè-
ðóåò ëþáîé ðÿä, ñóììà S êîòîðîãî ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî, ëè-
áî +∞ èëè −∞, ê òîé æå ñàìîé ñóììå. Íî íåêîòîðûå ðàñ-
õîäÿùèåñÿ ðÿäû ýòîò ìåòîä òàêæå ñóììèðóåò. Ðàññìîòðèì
ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä (ýòî ïåðåîáîçíà÷åííûé ðÿä (1.6)):

∞∑
n=1

(−1)n−1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + · · · . (4.1)
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Òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn =

{
1, n = 2m− 1, m ∈ N,
0, n = 2m, m ∈ N,

òî σn =
S1 + S2 + · · ·+ Sn

n
=


m

2m− 1
, n = 2m− 1, m ∈ N,

1

2
, n = 2m, m ∈ N,

à òàê êàê lim
n→∞

σn =
1

2
, òî ðÿä (4.1) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì

ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ê îáîáù¼ííîé ñóììå σ =
1

2
.

Ðàçóìååòñÿ, èìåþòñÿ è ðÿäû, íå ñóììèðóåìûå ìåòîäîì
ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1 n = 1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + · · · . (4.2)

Åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn =

{
m, n = 2m− 1, m ∈ N,
−m, n = 2m, m ∈ N. Òà-

êèì îáðàçîì, ðÿä (4.2) ðàñõîäèòñÿ ê ∞, ïðè÷¼ì ýòó áåñ-
êîíå÷íîñòü áåç çíàêà íåëüçÿ îòîæäåñòâèòü íè ñ +∞, íè

ñ −∞. Çäåñü σn =


m

2m− 1
, n = 2m− 1, m ∈ N,

0, n = 2m, m ∈ N,
ïîýòîìó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn} íå èìååò ïðåäåëà ( lim
m→∞

σ2m−1 =

=
1

2
, lim
m→∞

σ2m = 0), òî åñòü ðÿä (4.2) íå ñóììèðóåòñÿ ìåòî-

äîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ (ìåòîäîì (H, 1)). Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî ýòîò ðÿä ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì (H, 2) ê
1

4
, íî

ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî
ðÿä (4.2) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òîãî, ÷òî íå âñÿêèé ëèíåéíûé
âïîëíå ðåãóëÿðíûé ìåòîä ñóììèðóåò ê ∞ ðÿäû, ðàñõîäÿ-
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ùèåñÿ ê ∞ (ìåòîäîì (H, 1) îí âîîáùå íå ñóììèðóåòñÿ, à
ìåòîäîì (H, 2) ñóììèðóåòñÿ ê êîíå÷íîìó ÷èñëó).

Íå âñå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ïåðåíîñÿòñÿ íà ìå-
òîäû ñóììèðîâàíèÿ (äàæå åñëè îãðàíè÷èòüñÿ, åñòåñòâåííî,
ëèíåéíûìè âïîëíå ðåãóëÿðíûìè ìåòîäàìè). Òàê, åñëè â ñõî-
äÿùèéñÿ ðÿä äîáàâèòü íóëè, òî ðÿä îñòàíåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,
ïðèòîì ê òîé æå ñóììå. Èíà÷å ìîæåò îáñòîÿòü äåëî äëÿ
ðàñõîäÿùèõñÿ, ïóñòü è ñóììèðóåìûõ ðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî,
äîáàâèì â ðÿä (4.1) íóëè, ïîñòàâèâ èõ ïîñëå êàæäîé ïàðû
ñëàãàåìûõ +1− 1:

1− 1 + 0 + 1− 1 + 0 + 1− 1 + 0 + 1− 1 + 0 + · · · . (4.3)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ðÿäà ñðåäíèå àðèôìåòè-

÷åñêèå σn=



m

3m− 2
, n = 3m− 2, m ∈ N,

m

3m− 1
, n = 3m− 1, m ∈ N,

1

3
, n = 3m, m ∈ N,

òî åñòü lim
n→∞

σn=

=
1

3
, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (4.3) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì (H, 1)

ê îáîáù¼ííîé ñóììå σ =
1

3
6= 1

2
.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ðÿä (4.1) ìîæíî òàê äîáàâèòü íó-
ëè, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä âîîáùå ïåðåñòàíåò ñóììèðîâàòüñÿ
ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ.

4.3. Îáîáù¼ííàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ðàçäåë, îòìåòèì, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ñóì-
ìèðîâàíèåì ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ìîæíî ââåñòè îáîáù¼ííóþ ñõî-
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äèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ è äëÿ íå¼ îïðåäåëèòü ëè-
íåéíîñòü, ðåãóëÿðíîñòü, ïîëíóþ ðåãóëÿðíîñòü. Ìû íå áóäåì
äàâàòü èõ òî÷íûõ îïðåäåëåíèé, à ëèøü âûïèøåì ôîðìóëû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäó ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ äëÿ èí-

òåãðàëà
+∞∫
a

f(x) dx, ó êîòîðîãî +∞ � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ

òî÷êà. Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x) dx. (4.4)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) =
x∫
a

f(t) dt. Âåëè÷èíó ïðåäåëà

lim
x→+∞

1

x− a
x∫
a

F (t) dt, åñëè ýòî èëè êîíå÷íîå ÷èñëî, èëè +∞,

èëè −∞, íàçîâ¼ì îáîáù¼ííûì çíà÷åíèåì íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà (4.4). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè

íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (4.4) èëè â ñëó÷àå åãî ðàñõîäèìî-

ñòè ê +∞ (ê −∞) åãî îáîáù¼ííîå çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ïðå-

äåëîì lim
x→+∞

F (x), òî åñòü îáû÷íûì çíà÷åíèåì ýòîãî íåñîá-

ñòâåííîãî èíòåãðàëà. Îäíàêî îáîáù¼ííîå çíà÷åíèå ìîæåò

ñóùåñòâîâàòü è â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåãðàë (4.4) ðàñõî-

äèòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà
+∞∫
0

sinx dx

èìååì, ÷òî F (x) =
x∫
0

sin t dt = 1 − cosx, è ïîýòîìó âåëè-

÷èíà ïðåäåëà lim
x→+∞

1

x

x∫
0

F (t) dt = lim
x→+∞

1

x

x∫
0

(1− cos t) dt =

= lim
x→+∞

x− sinx

x
= 1. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îáîáù¼í-

íîå çíà÷åíèå ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà
+∞∫
0

sinx dx ðàâíî 1.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îáîáù¼ííîå

çíà÷åíèå ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà
+∞∫
0

cosx dx ðàâíî 0.

4.4. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ è ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû

1. Ïðîñóììèðîâàòü ðÿä (4.2) ìåòîäîì (H, 2).

2. Äîáàâèòü â ðÿä (4.1) íóëè òàê, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä
ïåðåñòàë áû ñóììèðîâàòüñÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ.

3. Ðàññìîòðèì ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ T : äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

an

ââîäÿòñÿ ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn =
n∑
k=1

ak, ñðåäíèå àðèô-

ìåòè÷åñêèå vn =
Sn+1 + Sn+2 + · · ·+ S2n

n
, à ðåçóëüòà-

òîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà T íàçîâ¼ì ïðåäåë v = lim
n→∞

vn

(÷èñëî èëè êàêîé-ëèáî èç áåñêîíå÷íûõ ñèìâîëîâ), åñëè

ýòîò ïðåäåë èìååò ñìûñë. Òàêèì îáðàçîì, T
( ∞∑
n=1

an

)
=

= v. Äîêàçàòü, ÷òî:

à) ìåòîä T ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì;

á) ìåòîä T ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì;

â) ìåòîä T ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì;

ã) åñëè êàêîé-ëèáî ðÿä ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ñðåä-
íèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ê ÷èñëó σ, òî îí ñóììèðóåò-
ñÿ òàêæå ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì T ê òîìó æå
÷èñëó.
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4. Íàéòè îáîáù¼ííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

à)
+∞∫
0

arctg x dx;

á)
+∞∫
0

arctg x2 dx;

â)
+∞∫
1

sinx dx;

ã)
+∞∫
1

cosx dx;

ä)
+∞∫
0

x cosx2 dx;

å)
+∞∫
0

x sinx2 dx;

æ)
+∞∫
0

ex cos ex dx;

ç)
+∞∫
0

ex sin ex dx.





×ÀÑÒÜ II

Ôóíêöèîíàëüíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

è ðÿäû
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Çäåñü áóäóò èçó÷àòüñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè è ðÿäû, òî åñòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, ýëå-
ìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óæå íå ÷èñëà, à ôóíêöèè. Ìû
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé äåé-
ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé x, õîòÿ ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò
ïîëó÷åíû, êàê ïðàâèëî, ñïðàâåäëèâû â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.
Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-
äîâ, íîìåð íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíü-
øå åäèíèöû.

5. Ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíàÿ

ñõîäèìîñòü

Èòàê, ìû áóäåì èçó÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
fn(x)

}∞
n=1

(5.1)

è ðÿäû
∞∑
n=1

un(x), (5.2)

ýëåìåíòû êîòîðûõ fn(x) (è, ñîîòâåòñòâåííî, un(x)) � íåêî-
òîðûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé x.

5.1. Ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.1) (ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà (5.2)), åñëè, âî-ïåðâûõ, íà ìíîæåñòâåX äëÿ âñåõ n
îïðåäåëåíû ôóíêöèè fn(x)

(
îïðåäåëåíû ôóíêöèè un(x)

)
è,
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âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî x0 ∈ X ñõîäèòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü
{
fn(x0)

}∞
n=1

(
ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

un(x0)
)
.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðÿäà (5.2) ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà

àáñîëþòíîé è óñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}∞n=1, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî x ∈ X ñó-

ùåñòâóåò lim
n→∞

fn(x). Ýòîò ïðåäåë, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò

òî÷êè x ∈ X, ïîýòîìó îáîçíà÷èì åãî

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò ïðåäåëüíîé ôóíêöèåé ôóíêöèî-

íàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}∞n=1 . Àíàëîãè÷íî, åñëè

X � ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x)

(íå âàæíî êàêîé, àáñîëþòíîé èëè óñëîâíîé), òî íà ìíîæå-

ñòâå X ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñóììû ðÿäà S(x) =
∞∑
n=1

un(x).

Ðàçóìååòñÿ, åñëè èçó÷àòü ëèøü ñõîäèìîñòü è âåëè÷èíó
ïðåäåëà (ñóììû) ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (5.1) è ó ðÿäà (5.2)
â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ X, òî ïðè ýòîì íå áóäåò íè÷åãî
íîâîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ èçó÷åíèåì ýòèõ âîïðîñîâ äëÿ ÷èñëî-
âûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ ñ ïàðàìåòðîì x. Íîâèç-
íà ïîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè óñëîâèé (äîñòàòî÷-
íûõ, íåîáõîäèìûõ) ñîõðàíåíèÿ èëè ïîÿâëåíèÿ òåõ èëè èíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ó ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ôóíêöèî-
íàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèáî ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî
ðÿäà, òàêèõ êàê íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü è òî-
ìó ïîäîáíîå.
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Ïðèì å ðû. Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ ìíîæå-
ñòâî X = [0, 1], à f(x) � ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

.

1. fn(x) = xn, f(x) =

{
0, 0 6 x < 1,
1, x = 1.

2. fn(x) =
1

1 + nx
, f(x) =

{
1, x = 0,
0, 0 < x 6 1.

3. fn(x) =
x

1 + n2x2
, f(x) ≡ 0.

4. fn(x) =
nx

1 + n2x2
, f(x) ≡ 0.

5. fn(x) = n2xe−n
2x2 , f(x) ≡ 0.

Óñòàíîâèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò óêàçàí-
íûé âèä.

1. Åñëè x ∈ [0, 1), òî lim
n→∞

xn = 0. Åñëè æå x = 1, òî

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1n = lim
n→∞

1 = 1.

2. Åñëè x = 0, òî f(0) = lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

1 = 1. Åñëè

æå x ∈ (0, 1], òî ïðè n → ∞ çíàìåíàòåëü 1 + nx íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàåò, è ïîýòîìó äëÿ ýòèõ x çíà÷åíèå f(x) =
= lim

n→∞
fn(x) = 0.

3. Åñëè x = 0, òî f(0) = lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

0 = 0. Åñëè

æå x ∈ (0, 1], òî ïðè n → ∞ ÷èñëèòåëü x íå çàâèñèò îò n, à
çíàìåíàòåëü 1 + n2x2 íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, è ïîýòîìó
äëÿ ýòèõ x çíà÷åíèå f(x) = lim

n→∞
fn(x) = 0.

4. Åñëè x = 0, òî f(0) = lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

0 = 0. Åñëè

æå x ∈ (0, 1], òî ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó äëÿ fn(x) ê âèäó
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fn(x) =
1

1

nx
+ nx

. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè n → ∞ çíàìåíàòåëü

1

nx
+ nx íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, è ïîýòîìó äëÿ x ∈ (0, 1]

çíà÷åíèå f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0.

5. Åñëè x = 0, òî f(0) = lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

0 = 0. Åñëè æå

x ∈ (0, 1], òî ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó äëÿ fn(x) ê âèäó fn(x) =

=
n2x

en2x2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ (0, 1] çíà÷åíèå f(x) =

= lim
n→∞

fn(x) = 0 (â òîì, ÷òî lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x

en2x2
= 0 ìîæ-

íî óáåäèòüñÿ, íàõîäÿ ïðåäåë lim
t→+∞

t2x

et2x2
ïðè ôèêñèðîâàííîì

x ∈ (0, 1] ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ).

Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäíèõ òð¼õ ïðèìåðàõ ïðè ïðåäåëü-

íîì ïåðåõîäå íåïðåðûâíîñòü ñîõðàíèëàñü, à â ïåðâûõ äâóõ

ïðèìåðàõ � íåò.

5.2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü îá ýòîì íîâîì ïîíÿòèè (ðàâíî-

ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü), óòî÷íèì ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ôóíêöèî-

íàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
fn(x)

}∞
n=1

ê ïðåäåëüíîé ôóíê-

öèè f(x) â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

ñõîäèò-

ñÿ ê ôóíêöèè f(x) â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X (èëè, êàê

áóäåì ãîâîðèòü, ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ), åñëè äëÿ âñÿêîãî

x ∈ X äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ

íîìåðîâ n > N àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x)− f(x)| < ε.
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Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ X, (5.3)

èëè, áåç çíàêà ïðåäåëà,

fn(x)→ f(x), x ∈ X. (5.4)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íîìåð N , êîòîðûé íàéä¼òñÿ äëÿ
ëþáîãî ε > 0, è çàâèñÿùèé, åñòåñòâåííî, îò ýòîãî ε, çàâèñèò
òàêæå è îò òî÷êè x ìíîæåñòâà X.

Òåïåðü ââåä¼ì ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè
f(x), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ
âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà |fn(x)− f(x)| < ε.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

fn(x)⇒ f(x) íà X (5.5)

èëè òàê:

fn(x)
X

⇒ f(x). (5.6)

Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî íîìåð N , ïî-ïðåæíåìó çàâèñÿùèé
îò ε > 0, óæå îò x ∈ X íå çàâèñèò è, ñëåäîâàòåëüíî, ãî-
äèòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x ìíîæåñòâà X ñðàçó . Ïîýòîìó åñ-
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà
ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè f(x), òî îíà ñõîäèòñÿ è ïîòî÷å÷íî,
ïðè÷¼ì ê òîé æå ñàìîé ôóíêöèè f(x). Ýòî çàìå÷àíèå íàì
ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.
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Åñëè ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíèòü ê ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

{
Sn(x)

}∞
n=1

÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíêöèîíàëüíîãî

ðÿäà
∞∑
n=1

un(x), òî åñòü

Sn(x) = u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x),

òî ïîëó÷èòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ðÿäà.

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå X ê ôóíêöèè S(x), åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N
è äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |Sn(x)− S(x)| < ε.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (ïîäîá-
íî (5.5) è (5.6)) îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

∞∑
n=1

un(x)⇒ S(x) íà X (5.7)

èëè òàê:
∞∑
n=1

un(x)
X

⇒ S(x). (5.8)

ßñíî, ÷òî åñëè fn(x)
X

⇒ f(x), òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæå-

ñòâà Y ⊂ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x)
Y

⇒ f(x), òàê êàê íåðà-
âåíñòâî |fn(x) − f(x)| < ε, âåðíîå äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N
è äëÿ âñåõ x ∈ X, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òåõ æå íî-
ìåðîâ n è äëÿ âñåõ x ∈ Y . Ýòî çàìå÷àíèå, ñïðàâåäëèâîå,
ðàçóìååòñÿ, è äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ, áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ íàìè íèæå.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, ïðèâåä¼ííûå â êîíöå ïðåäûäóùå-
ãî ïàðàãðàôà, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè.

1. Âîçüì¼ì ε =
1

2
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N óêàæåì

íîìåð n = N + 1 > N è x =

(
1

2

) 1
n

∈ (0, 1) ⊂ [0, 1]. Íî

òîãäà |fn(x) − f(x)| = fn(x) = xn =
1

2
= ε. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî fn(x)
X

6⇒ f(x).

2. Îïÿòü âîçüì¼ì ε =
1

2
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N

óêàæåì íîìåð n = N + 1 > N è x =
1

n
∈ (0, 1] ⊂ [0, 1].

Òîãäà |fn(x)−f(x)| = fn(x) =
1

1 + nx
=

1

2
= ε. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî è çäåñü fn(x)
X

6⇒ f(x).

3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 óêàæåì íîìåð N =

[
1

2ε

]
, ãäå êâàä-

ðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ

êîòîðîé íîìåð N>
1

2ε
− 1. Íî òîãäà äëÿ âñåõ íîìåðîâ n>N ,

òî åñòü äëÿ n >
1

2ε
è äëÿ ëþáîãî x ∈ X = [0, 1] èìååì,

÷òî |fn(x)− f(x)| = 1

n
· nx

1 + n2x2
=

1

n
· 1

nx+
1

nx

6
1

2n
(âîîá-

ùå ãîâîðÿ, ýòî íåðàâåíñòâî óñòàíîâëåíî ëèøü äëÿ x ∈ (0, 1],
íî î÷åâèäíî, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ x = 0). Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ âñåõ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1] àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-

íà |fn(x)− f(x)| 6 1

2n
< ε, òî åñòü fn(x)

X

⇒ f(x).
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4. È çäåñü, ïîäîáíî ïåðâûì äâóì ïðèìåðàì, âîçüì¼ì ε =

=
1

2
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N óêàæåì íîìåð n=N+1>N

è x =
1

n
∈ [0, 1]. Òîãäà |fn(x) − f(x)| = fn(x) =

nx

1 + n2x2
=

=
1

2
= ε. Òàêèì îáðàçîì, fn(x)

X

6⇒ f(x).

5. Çäåñü âîçüì¼ì ε =
1

e
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N

óêàæåì íîìåð n = N + 1 > N è x =
1

n
∈ [0, 1]. Íî òî-

ãäà |fn(x) − f(x)| = fn(x) = n2xe−n
2x2 =

n

e
>

1

e
= ε, òî

åñòü fn(x)
X

6⇒ f(x).

Èòàê, â ÷åòûð¼õ èç ïÿòè ïðèìåðîâ ìû âèäèì, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü fn(x)
X

6⇒ f(x). Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ñäåëàííî-

ìó âûøå (íà ñ. 88) çàìå÷àíèþ, îòñóòñòâèå ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ê ïîòî÷å÷íîìó ïðåäåëó îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè âîîáùå, òàê êàê åñëè áû îêàçàëîñü,

÷òî fn(x)
X

⇒ g(x) 6≡f(x), òî è lim
n→∞

fn(x)=g(x) äëÿ âñåõ x∈X.

5.3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
(êðèòåðèè) ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
è ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Òå î ð åì à 5.1 (êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíê-
öèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Äëÿ òîãî ÷òîáû

fn(x)
X

⇒ f(x), (5.9)
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íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåäåë òî÷íîé âåðõíåé ãðà-
íè

lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| = 0. (5.10)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì

αn = sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| > 0. (5.11)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî (5.9). Òîãäà, ñîãëàñ-
íî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ

âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − f(x)| < ε

2
. Íî

òîãäà èç (5.11) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ýòèõ æå íîìåðîâ

0 6 αn = sup
x∈X
|fn(x)− f(x)| 6 ε

2
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë lim
n→∞

αn = 0, òî åñòü ðàâåíñòâî (5.10)
ñïðàâåäëèâî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü èìååò ìåñòî (5.10), òî
åñòü lim

n→∞
αn = 0. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ÷èñ-

ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íî-
ìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî 0 6 αn < ε. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ æå íîìåðîâ è äëÿ
âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − f(x)| 6 αn < ε,

òî åñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

íà

ìíîæåñòâåX ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ïðèìåíèì ýòó òåîðåìó ê ðåøåíèþ ïðèìåðîâ, ðàññìîò-
ðåííûõ â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà, è óâèäèì, ÷òî ñ å¼ ïî-
ìîùüþ âîïðîñ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ó ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1
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ðåøàåòñÿ ãîðàçäî áûñòðåå. Äëÿ ýòîãî áóäåì âû÷èñëÿòü âå-
ëè÷èíó αn (ñì. (5.11)).

1. Çäåñü αn > lim
x→1−0

|fn(x) − f(x)| = 1 ( íà ñàìîì äåëå

αn = 1, òàê êàê 0 6 fn(x) 6 1, 0 6 f(x) 6 1; íî íåðà-
âåíñòâà αn > 1 âïîëíå äîñòàòî÷íî), è ïîýòîìó lim

n→∞
αn 6= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, fn(x)
X

6⇒ f(x).

2. Çäåñü αn > lim
x→0+0

|fn(x) − f(x)| = 1 ( íà ñàìîì äåëå

αn = 1, ñîîáðàæåíèÿ � òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå),

è ïîýòîìó lim
n→∞

αn 6= 0, òî åñòü fn(x)
X

6⇒ f(x).

3. Ïóñòü ϕn(x) = |fn(x) − f(x)| =
x

1 + n2x2
. Ïðîèçâîä-

íàÿ ϕ′n(x) =
1− n2x2(
1 + n2x2

)2 = 0 ïðè x = xn =
1

n
, íåòðóäíî

âèäåòü (õîòÿ áû ïî ñìåíå çíàêà ïðîèçâîäíîé), ÷òî xn � òî÷êà

ìàêñèìóìà, ñëåäîâàòåëüíî, αn = ϕn(xn) = fn

(
1

n

)
=

1

2n
,

òî åñòü lim
n→∞

αn = 0, è ïîýòîìó fn(x)
X

⇒ f(x).

4. Çäåñü ôóíêöèÿ ϕn(x) = |fn(x)− f(x)| = nx

1+n2x2
ëèøü

ìíîæèòåëåì n îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè ϕn(x) ïðåäûäóùåãî

ïðèìåðà, ñëåäîâàòåëüíî, αn = ϕn(xn) = ϕn

(
1

n

)
=

1

2
, òî

åñòü lim
n→∞

αn 6= 0, è ïîýòîìó fn(x)
X

6⇒f(x).

5. Â ýòîì ïðèìåðå ϕn(x) = |fn(x)−f(x)| = n2xe−n
2x2 , ñ ïî-

ìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íàõîäèì, ÷òî αn =

= ϕn(xn) = ϕn

(
1

n
√

2

)
=

n√
2e

, òî åñòü lim
n→∞

αn = +∞ 6= 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, fn(x)
X

6⇒ f(x).
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Òå î ð åì à 5.2 (êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Äëÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}∞n=1

íà ìíîæåñòâå X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 ìîæíî áûëî íàéòè íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìå-
ðîâ n > N , m > N è äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-
íà |fn(x)− fm(x)| < ε.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèî-
íàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ íà ìíîæåñòâå X. Îáîçíà÷èì ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ ÷å-
ðåç f(x). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè,
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N

è äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − f(x)| < ε

2
.

Íî òîãäà äëÿ âñåõ n > N , m > N è äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþò-
íàÿ âåëè÷èíà |fn(x)−fm(x)| = |fn(x)−f(x)+f(x)−fm(x)| 6

6 |fn(x) − f(x)| + |f(x) − fm(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε, òî åñòü íåîá-

õîäèìîñòü óñòàíîâëåíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
ä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N , m > N è äëÿ
âñåõ x ∈ X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
. (5.12)

Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 � ôóíäà-
ìåíòàëüíà, è ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

fn(x) = lim
m→∞

fm(x) = f(x), x ∈ X.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N è äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ïåðå-
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õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞ â íåðàâåíñòâå (5.12), ïîëó÷èì

|fn(x)− f(x)| 6 ε

2
< ε,

òî åñòü fn(x)
X

⇒ f(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàííàÿ òåîðåìà ëåãêî ïåðåôðàçèðóåòñÿ äëÿ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ðÿäîâ.

Ò å î ð åì à 5.3 (êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-
ñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) íà ìíîæåñòâå X íåîáõîäè-

ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî áûëî íàéòè
íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n è m òàêèõ, ÷òî m > n > N
è äëÿ âñåõ x ∈ X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∣∣∣ m∑

k=n+1

uk(x)
∣∣∣ < ε.

Â ñïåöèàëüíîì ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â å ýòà òåîðåìà (êàê è
ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ) íå íóæäà-

åòñÿ, òàê êàê îíà òîëüêî ÷òî áûëà äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òîì ÷èñëå è äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn(x)} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

un(x).

5.4. Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Òå î ð åì à 5.4 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X:

∞∑
n=1

un(x)⇒ íà X, (5.13)
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òî åãî îáùèé ÷ëåí un(x) íà ýòîì æå ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè, âñþäó íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîé íóëþ:

un(x)
X

⇒ u(x) ≡ 0. (5.14)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿ-

äà (5.13) ÷åðåç Sn(x), à âñþ ñóììó ýòîãî ðÿäà � ÷åðåç S(x).

Ïî óñëîâèþ Sn(x)
X

⇒ S(x), íî òîãäà è Sn−1(x)
X

⇒ S(x), à
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî
äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

|Sn(x)− S(x)| < ε

2
, |Sn−1(x)− S(x)| < ε

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, |un(x)−u(x)| = |un(x)| = |Sn(x)−Sn−1(x)| =
= |Sn (x) − S (x) + S (x) − Sn−1 (x) | 6 |Sn (x) − S (x) | +

+|S(x)−Sn−1(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε, òî åñòü èìååò ìåñòî (5.14).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïðèçíàê ìîæíî âûâåñòè â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 5.3 (êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ).

Ò å î ð åì à 5.5 (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Åñëè

|un(x)| 6 cn äëÿ âñåõ x ∈ X, (5.15)

à ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

cn ñõîäèòñÿ, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X.



5. Ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 97

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

cn ñõîäèòñÿ, òî

äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâ êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ
ðÿäîâ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ
âñåõ íîìåðîâ n è m òàêèõ, ÷òî m > n > N , ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

m∑
k=n+1

ck < ε (5.16)

(çíàê àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îïóùåí, òàê êàê cn > 0). Íî
òîãäà èç (5.15) è (5.16) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ òåõ æå n è m è
äëÿ âñåõ x ∈ X àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà∣∣∣ m∑

k=n+1

uk(x)
∣∣∣ 6 m∑

k=n+1

|uk(x)| 6
m∑

k=n+1

ck < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) âûïîë-

íÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (ñì. òåîðå-
ìó 5.3), òî åñòü ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæå-
ñòâå X. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà äîñòàòî÷íî ïðîñò â ïðèìåíåíèè.
Îäíàêî îí äà¼ò íå òîëüêî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíê-

öèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) íà ìíîæåñòâå X, íî è åãî àá-

ñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X. Åñëè
æå ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, íî íå àáñîëþòíî, òî ïðèçíàê
Âåéåðøòðàññà ê òàêèì ðÿäàì íåïðèìåí�èì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå òðàäèöèîííî ñâÿçûâàþòñÿ ñ èìå-
íàìè Äèðèõëå è Àáåëÿ, íàïîìíèì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Àáåëÿ (3.12) è (3.14), çàìåíèâ ôèãóðèðóþùèå òàì ïîñòîÿí-
íûå ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííîé x.

Èòàê, ïóñòü èìåþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé:{
an(x)

}∞
n=1

è
{
bn(x)

}∞
n=1

, îïðåäåë¼ííûõ íà íåêîòîðîì ìíî-



98 ×àñòü II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

æåñòâå X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
{
Bk(x)

}∞
k=1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

bn(x):

B1(x) = b1(x), B2(x) = b1(x) + b2(x), . . . ,

Bk(x) = b1(x) + b2(x) + · · ·+ bk(x), . . . ,
(5.17)

à D(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæå-
ñòâå X. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ m è n òàêèõ, ÷òî m > n,
è âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

m∑
k=n+1

ak(x)bk(x) = am(x)Bm(x)−

−an+1(x)Bn(x) +
m−1∑
k=n+1

(
ak(x)− ak+1(x)

)
Bk(x);

(5.18)

m∑
k=n+1

ak(x)bk(x) = am(x)
(
Bm(x)−D(x)

)
−

−an+1(x)
(
Bn(x)−D(x)

)
+

+
m−1∑
k=n+1

(
ak(x)− ak+1(x)

)(
Bk(x)−D(x)

)
.

(5.19)

Ò å î ð åì à 5.6 (ïðèçíàê Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Åñëè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)}∞n=1 ìî-

íîòîííà, ïðè÷¼ì an(x)
X

⇒ a(x) ≡ 0, à ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿ-

äà
∞∑
n=1

bn(x) ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X îãðàíè÷åíû â ñî-

âîêóïíîñòè, òî åñòü íàéä¼òñÿ M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X è

âñåõ k àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
∣∣∣ k∑
n=1

bn(x)
∣∣∣ 6 M , òî ôóíêöèî-

íàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

an(x) bn(x)⇒ íà X. (5.20)
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿ-

äà
∞∑
n=1

bn(x) ÷åðåç Bk(x) (ñì. (5.17)). Ïî óñëîâèþ |Bk(x)| 6M

äëÿ âñåõ x ∈ X è äëÿ âñåõ k. Òàê êàê an(x)
X

⇒ a(x) ≡ 0, òî

äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

|an(x)| < ε

3M
, n > N, x ∈ X, (5.21)

ïðè÷¼ì äëÿ âñÿêîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ X, ââèäó ìîíî-
òîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an(x)}∞n=1, ñïðàâåäëèâî ëèáî
íåðàâåíñòâî

a1(x) > a2(x) > · · · > an(x) > an+1(x) > · · · > 0, (5.22)

ëèáî íåðàâåíñòâî

a1(x) 6 a2(x) 6 · · · 6 an(x) 6 an+1(x) 6 · · · 6 0. (5.23)

Ïóñòü n è m òàêîâû, ÷òî m > n > N . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ X èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ (5.18), íåðàâåíñòâà (5.21) è
îäíîãî èç íåðàâåíñòâ ìîíîòîííîñòè (íåðàâåíñòâà (5.22) èëè
íåðàâåíñòâà (5.23)) âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣ m∑

k=n+1

ak(x)bk(x)
∣∣∣ 6 |am(x)Bm(x)|+ |an+1(x)Bn(x)|+

+
∣∣∣ m−1∑
k=n+1

(
ak(x)− ak+1(x)

)
Bk(x)

∣∣∣ < ε

3M
·M +

ε

3M
·M+

+M
∣∣∣ m−1∑
k=n+1

(
ak(x)− ak+1(x)

)∣∣∣ =
ε

3
+
ε

3
+

+M
∣∣an+1(x)− an+2(x) + · · ·+ am−1(x)− am(x)

∣∣ =

=
2ε

3
+M |an+1(x)− am(x)| < 2ε

3
+M · ε

3M
= ε.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðÿäà (5.20) âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êî-
øè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 5.3

ðÿä
∞∑
n=1

an(x)bn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êàê âèäèì, äîêàçàòåëüñòâî ïðèçíàêà Äèðèõëå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ëèøü ñ íåáîëüøèìè
åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðè-
çíàêà Äèðèõëå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïîýòîìó äëÿ
ïðèçíàêà Àáåëÿ îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ôîðìóëèðîâêîé.

Ò å î ð åì à 5.7 (ïðèçíàê Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ). Åñëè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)}∞n=1 ìîíîòîí-
íà, ïðè÷¼ì ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an(x)}∞n=1

ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè, òî
åñòü íàéä¼òñÿ K > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ n àáñîëþò-

íàÿ âåëè÷èíà |an(x)| 6 K, à ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

bn(x)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

an(x) bn(x)⇒ íà X.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèçíàêàõ Äèðèõëå è Àáåëÿ íåâàæåí õà-
ðàêòåð ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an(x)}∞n=1 (ýòîò
õàðàêòåð ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì â ðàçíûõ òî÷êàõ ìíîæå-
ñòâà X).

Òàêæå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðèçíàê Âåéåðøòðàñ-
ñà (òåîðåìà 5.5), ïðèçíàê Äèðèõëå (òåîðåìà 5.6), ïðèçíàê
Àáåëÿ (òåîðåìà 5.7), â îòëè÷èå îò êðèòåðèåâ (òåîðåìû 5.1,
5.2 è 5.3), äàþò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè, è åñëè ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, òî åù¼
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íåëüçÿ äåëàòü âûâîäû îá îòñóòñòâèè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñäåëàòü çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî
îäíîñòîðîííîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 5.4. Åñëè áóäåò óñòà-

íîâëåíî, ÷òî un(x)
X

6⇒ u(x) ≡ 0, òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

ðÿä
∞∑
n=1

un(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíî-

æåñòâå X. Åñëè æå ìû óñòàíîâèì, ÷òî un(x)
X

⇒ u(x) ≡ 0, òî
âîïðîñ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

5.5. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ

Â ýòîì ïóíêòå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå òåõ èëè
èíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ (òàêèõ, êàê íåïðåðûâíîñòü,
äèôôåðåíöèðóåìîñòü è ò. ä.) ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿ-
äîâ ôóíêöèé, è ìû óâèäèì, ÷òî ââåä¼ííîå â ï. 5.2 ïîíÿòèå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè áóäåò èãðàòü ïðè ýòîì ðåøàþùóþ
ðîëü.

Ò å î ð åì à 5.8 (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ). Ïóñòü
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x)
X

⇒ f(x), (5.24)

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé) ïðå-
äåë

lim
x→a

fn(x) = An, (5.25)

ãäå a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X. Òîãäà ñóùåñòâóåò
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(êîíå÷íûé) ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
An
}∞
n=1

:

lim
n→∞

An, (5.26)

à òàêæå ïðåäåë ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x) ïðè x → a, ïðè-
÷¼ì

lim
x→a

f(x) = lim
n→∞

An. (5.27)

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê äîêàçàòåëüñòâó, îòìåòèì äâà
ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, a (ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X) ìî-
æåò áûòü îäíèì èç òð¼õ áåñêîíå÷íûõ ñèìâîëîâ (∞, +∞
èëè −∞), à òàêæå ñèìâîëîì, óêàçûâàþùèì íà îäíîñòîðîí-
íåå ñòðåìëåíèå x ê a (a+ 0 èëè a− 0). Âî-âòîðûõ, ñòðåìëå-
íèå x ê a â (5.25) è (5.27) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìíîæåñòâó X,
òî åñòü òî÷êè â îêðåñòíîñòè a áåðóòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî èç òî-
÷åê ìíîæåñòâà X.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü a � êîíå÷íîå ÷èñëî, è x
ñòðåìèòñÿ ê a äâóñòîðîííèì îáðàçîì. Ñîãëàñíî (5.24), ïî
òåîðåìå 5.2, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè íîìåð N , ÷òî
äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N , m > N è âñåõ x ∈ X èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|fn(x)− fm(x)| < ε

3
. (5.28)

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x→ a, ïîëó÷à-
åì, ñîãëàñíî (5.25), ÷òî äëÿ òåõ æå íîìåðîâ n è m ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî

|An − Am| 6
ε

3
, (5.29)

òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {An} �
ôóíäàìåíòàëüíà, è, ñòàëî áûòü, ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäè-
ìîñòè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë (5.26). Îáîçíà÷èì

lim
n→∞

An = A. (5.30)
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Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (5.28) (äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
x ∈ X) ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ
íîìåðîâ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− f(x)| 6 ε

3
. (5.31)

Åñëè æå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðèm→∞ â íåðàâåíñòâå (5.29),
òî ñîãëàñíî (5.30) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|An − A| 6
ε

3
. (5.32)

Âîçüì¼ì êàêîé-íèáóäü íîìåð n > N . Ñîãëàñíî (5.25), äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X è òàêèõ,
÷òî

0 < |x− a| < δ, (5.33)

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− An| <
ε

3
. (5.34)

Ïîýòîìó äëÿ âñåõ x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ (5.33), èç (5.31),
(5.32) è (5.34) âûòåêàåò, ÷òî |f(x) − A| 6 |f(x) − fn(x)| +
+ |fn(x) − An| + |An − A| < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε. À ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî lim
x→a

f(x) = A. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà x→ a òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä x → a çàìåíÿåòñÿ íà îäèí èç
ïÿòè äðóãèõ âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ (x → a + 0,
x → a − 0, x → ∞, x → +∞ èëè x → −∞), òî ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû çàìåíÿåòñÿ ëèøü íåðàâåíñòâî (5.33)
íà ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî èç ïðèâåä¼ííîé çäåñü òàá-
ëèöû (â íå¼ äëÿ îáùíîñòè è ïîëíîòû êàðòèíû âêëþ÷åíî
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è íåðàâåíñòâî (5.33) äëÿ ñëó÷àÿ äâóñòîðîííåãî ñòðåìëåíèÿ
ïåðåìåííîé x ∈ X ê êîíå÷íîìó ÷èñëó a):

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä Íåðàâåíñòâî (5.33)

x→ a 0 < |x− a| < δ
x→ a+ 0 0 < x− a < δ
x→ a− 0 0 < a− x < δ
x→ ∞ |x| > δ
x→ +∞ x > δ
x→ −∞ x < − δ

Ïðîâîäÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëîâî â ñëîâî è çàìåíÿÿ íåðàâåí-
ñòâî (5.33) îäíèì èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû òàêæå ñïðàâåäëèâî. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû 5.8 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
x→a

(
lim
n→∞

fn(x)
)

= lim
n→∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
, (5.35)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî x è
ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî n.

Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 5.8 ê ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {Sn(x)} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíêöèîíàëüíîãî

ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) è òåì ñàìûì óáåäèìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð åì à 5.9 (î ïî÷ëåííîì ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäàõ). Ïóñòü ôóíê-
öèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x)
X

⇒ S(x),
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ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé) ïðå-
äåë

lim
x→a

un(x) = an,

ãäå a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X. Òîãäà ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì ïðåäåë ñóììû ðÿäà

lim
x→a

S(x) =
∞∑
n=1

an.

Òàê êàê òåîðåìà 5.9 � òîëüêî ïåðåôðàçèðîâêà ïðåäøå-
ñòâóþùåé òåîðåìû 5.8, òî â ñïåöèàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå

îíà íå íóæäàåòñÿ.

Ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ òåîðåìû 5.9 ìîæíî ïðèäàòü
âèä, ïîäîáíûé (5.35): ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ýòîé òåîðåìû
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
x→a

( ∞∑
n=1

un(x)
)

=
∞∑
n=1

(
lim
x→a

un(x)
)
, (5.36)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî x è
(áåñêîíå÷íîå ) ñóììèðîâàíèå ïî n.

Ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå, î êîòîðîì áûëî óïî-
ìÿíóòî íà ñ. 73 ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ
÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ϕn(x)}∞n=1, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X
è òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ñóùåñòâóþò ïðåäå-
ëû lim

x→a
ϕn(x) = 1, ãäå a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X.
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Ïóñòü íàì äàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
An
}∞
n=1

(
÷è-

ñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an

)
. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàëü-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

ñ n-ì ýëåìåíòîì fn(x) =

= Anϕn(x)
(
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñ îáùèì ÷ëå-

íîì un(x) = anϕn(x)
)
è ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ f(x) = lim
n→∞

fn(x)
(
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x) ñõî-

äèòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñóììà ðÿäà S(x) =
∞∑
n=1

un(x)
)
â

êàæäîé òî÷êåx∈X. Òîãäà ïðåäåë lim
x→a

f(x)
(
ïðåäåë lim

x→a
S(x)

)
,

åñëè îí ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî, ëèáî +∞ èëè −∞, ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðàññìàòðèìàåìîé ÷èñëîâîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè
{
An
}∞
n=1

(
÷èñëîâîìó ðÿäó

∞∑
n=1

an

)
â êà÷åñòâå

îáîáù¼ííîãî çíà÷åíèÿ ïðåäåëà (îáîáù¼ííîãî çíà÷åíèÿ ñóì-
ìû). Ëèíåéíîñòü ýòîãî ìåòîäà î÷åâèäíà, à óñëîâèÿìè åãî
ðåãóëÿðíîñòè è ïîëíîé ðåãóëÿðíîñòè ìû çàíèìàòüñÿ íå áó-
äåì.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 5.8 è 5.9 ê ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè èëè ê ôóíêöèîíàëüíîìó ðÿäó, êîòîðûå ñîñòî-
ÿò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (â íåêîòîðîé òî÷êå èëè íà îò-
ðåçêå), ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ äâóõ
òåîðåì.

Ò å î ð åì à 5.10 ( î íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x)
[a,b]

⇒f(x),

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíû



5. Ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü 107

ïðè x = x0 ∈ [a, b]. Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà ïðè x = x0.

Ò å î ð åì à 5.11 (î íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ñóììû ðàâíî-
ìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà). Ïóñòü ôóíê-
öèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x)
[a,b]

⇒S(x),

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè un(x) íåïðåðûâ-
íû ïðè x = x0 ∈ [a, b]. Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) íåïðåðûâíà
ïðè x = x0.

Èç ýòèõ òåîðåì ñðàçó âûòåêàþò åù¼ äâå òåîðåìû.

Ò å î ð åì à 5.12 (î íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå ïðåäåëüíîé
ôóíêöèè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

fn(x)
[a,b]

⇒f(x),

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè fn(x) ∈ C[a, b].
Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ∈ C[a, b].

Ò å î ð åì à 5.13 (î íåïðåðûâíîñòè íà îòðåçêå ñóììû ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé). Ïóñòü
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x)
[a,b]

⇒S(x),

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè un(x) ∈ C[a, b].
Òîãäà ñóììà ðÿäà S(x) ∈ C[a, b].

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 5.12 è 5.13 èíîãäà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èëè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N
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ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] (ôóíêöèè un(x)
íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b]) è

f(x) = lim
n→∞

fn(x)
(
S(x) =

∞∑
n=1

un(x)
)
, x ∈ [a, b],

ïðè÷¼ì f(x) 6∈ C[a, b] (S(x) 6∈ C[a, b]), òî

fn(x)
[a,b]

6⇒ f(x)
( ∞∑
n=1

un(x)
[a,b]

6⇒ S(x)
)
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî â ïåðâûõ äâóõ
èç ïÿòè ïðèìåðîâ, ðàññìîòðåííûõ â êîíöå ïåðâîãî ïàðà-
ãðàôà, íåò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, òàê êàê ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ â ýòèõ ïðèìåðàõ ðàçðûâíà. Òàêèì îáðàçîì, òðå-
áîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â òåîðåìàõ 5.12 è 5.13 ñó-
ùåñòâåííî. Îäíàêî íåîáõîäèìûì îíî íå ÿâëÿåòñÿ, êàê ïî-
êàçûâàþò äâà ïîñëåäíèõ ïðèìåðà èç ýòèõ æå ïÿòè, â êîòî-
ðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ïîòî÷å÷íî,
íî íåðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Òåì íå
ìåíåå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè áóäåò è íåîáõîäèìûì.

Ò å î ð åì à 5.14 (òåîðåìà Ä�èíè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fn(x)}∞n=1 òàêîâà, ÷òî:

à) äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè fn(x) ∈ C[a, b];
á) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn(x)}∞n=1 ìîíîòîííà;

â) ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∈ C[a, b].

Òîãäà fn(x)
[a,b]

⇒ f(x).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî â óñëîâèè á) äëÿ âñÿêîãî x ∈ [a, b] ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 íå óáûâàåò (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âìå-
ñòî ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn(x)}∞n=1 áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {−fn(x)}∞n=1). Îáîçíà÷èì
ϕn(x) = f(x)− fn(x). ßñíî, ÷òî ϕn(x) ∈ C[a, b] è äëÿ ëþáîãî
x ∈ [a, b] ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn(x)}∞n=1 � íåîò-
ðèöàòåëüíà è, ìîíîòîííî íå âîçðàñòàÿ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
òî åñòü

ϕ1(x) > ϕ2(x) > · · · > ϕn(x) > ϕn+1(x) > · · · > 0,

lim
n→∞

ϕn(x) = 0, x ∈ [a, b].
(5.37)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {fn(x)}∞n=1 ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f(x) äîñòàòî÷-
íî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéòè õîòÿ áû îäèí íîìåð n, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ [a, b] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

0 6 ϕn(x) < ε. (5.38)

(Ñîãëàñíî (5.37), äëÿ âñåõ á�îëüøèõ n íåðàâåíñòâî (5.38) òàê-
æå âûïîëíÿåòñÿ.) Äîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íàé-
ä¼òñÿ ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n ìîæíî óêàçàòü çíà÷å-
íèå xn ∈ [a, b], ÷òî

ϕn(xn) > ε. (5.39)

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 � îãðàíè÷åíà, ñëåäî-
âàòåëüíî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò
ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}∞k=1 ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:

lim
k→∞

xnk = x0 ∈ [a, b]. (5.40)

Íî äëÿ âñÿêîãî m íàéä¼òñÿ íîìåð k, ÷òî nk > m. Ïîýòîìó
èç (5.37) è (5.39) ñëåäóåò, ÷òî ϕm(xnk) > ϕnk(xnk) > ε. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

ϕm(xnk) > ε. (5.41)



110 ×àñòü II. Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

Ôóíêöèÿ ϕm(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b],
ñëåäîâàòåëüíî èç (5.40) è (5.41) âûòåêàåò, ÷òî ϕm(x0) =
= lim

k→∞
ϕm(xnk) > ε, òî åñòü

ϕm(x0) > ε, m = 1, 2, 3, . . . .

À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî lim
m→∞

ϕm(x0) = 0 (ñì. (5.37)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ßñíî, ÷òî àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ èìååò íèæåñëåäóþùèé âèä.

Ò å î ð åì à 5.15 (òåîðåìà Äèíè äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-

äîâ). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un(x) òàêîâ, ÷òî:

à) äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N ôóíêöèè un(x) ∈ C[a, b];

á) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] è äëÿ âñåõ íîìåðîâ n ∈ N
çíà÷åíèÿ un(x) > 0 (çíà÷åíèÿ un(x) 6 0);

â) ñóììà ðÿäà
∞∑
n=1

un(x) = S(x) ∈ C[a, b].

Òîãäà
∞∑
n=1

un(x)
[a,b]

⇒ S(x).

Ò å î ð åì à 5.16 (îá èíòåãðèðîâàíèè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn(x)
[a,b]

⇒f(x), (5.42)

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ n ∈ N ôóíêöèè fn(x) ∈ C[a, b]. Òîãäà

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx. (5.43)
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îòìåòèì, ÷òî èç (5.42) ïî òåîðå-
ìå 5.12 âûòåêàåò, ÷òî f(x) ∈ C[a, b], à íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè èíòåãðèðóåìû. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî a < b, òàê êàê ïðè a = b ðàâåíñòâî (5.43) î÷åâèäíî
(îíî ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî 0 = 0), à ïðè a > b ïðåäâàðè-
òåëüíî ïåðåñòàâèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà (5.43).

Èç (5.42) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íî-

ìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ âñåõ x ∈ X

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − f(x)| < ε

2(b− a)
. Íî òîãäà

äëÿ ýòèõ æå íîìåðîâ n èìååì, ÷òî
∣∣∣ b∫
a

fn(x) dx−
b∫
a

f(x) dx
∣∣∣ =

=
∣∣∣ b∫
a

[
fn(x)−f(x)

]
dx
∣∣∣ 6 b∫

a

∣∣fn(x)−f(x)
∣∣dx 6 ε

2(b− a)
(b−a) =

=
ε

2
< ε. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{ b∫

a

fn(x) dx
}
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó

b∫
a

f(x) dx, ñëåäîâàòåëüíî, ðà-

âåíñòâî (5.43) ñïðàâåäëèâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
òåîðåìû 5.16 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

b∫
a

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx = lim

n→∞

b∫
a

fn(x) dx, (5.44)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèå ïî x è ïåðå-
õîä ê ïðåäåëó ïî n.

Çàïèøåì àíàëîã ýòîé òåîðåìû äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ.

Ò å î ð åì à 5.17 (îá èíòåãðèðîâàíèè ñóììû ðàâíîìåðíî
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ñõîäÿùåãîñÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà). Ïóñòü ôóíêöèîíàëü-
íûé ðÿä

∞∑
n=1

un(x)
[a,b]

⇒ S(x),

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ n ∈ N ôóíêöèè un(x) ∈ C[a, b]. Òîãäà

b∫
a

S(x) dx =
∞∑
n=1

b∫
a

un(x) dx.

È çäåñü ìû âèäèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû 5.17 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

b∫
a

( ∞∑
n=1

un(x)
)
dx =

∞∑
n=1

b∫
a

un(x) dx, (5.45)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè èíòåãðèðîâàíèå ïî x è (áåñ-
êîíå÷íîå) ñóììèðîâàíèå ïî n.

Òåîðåìû 5.16 è 5.17 ñïðàâåäëèâû è ïðè áîëåå ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ôóíêöèé fn(x) èëè
un(x): íåïðåðûâíîñòü ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðóåìîñòüþ.
Îäíàêî ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòè òåîðåìû ïðè òàêèõ
óñëîâèÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â òåî-
ðåìàõ 5.16 è 5.17, áóäó÷è ñóùåñòâåííûì, íå ÿâëÿåòñÿ â òî
æå âðåìÿ íåîáõîäèìûì: åñëè åãî îòáðîñèòü, òî óòâåðæäå-
íèÿ ýòèõ òåîðåì ìîãóò êàê îñòàòüñÿ âåðíûìè, òàê è ñòàòü
íåñïðàâåäëèâûìè. Ðàññìîòðèì ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ äâà ïî-
ñëåäíèõ ïðèìåðà (÷åòâ¼ðòûé è ïÿòûé), êîòîðûå ïðèâåäåíû
íà ñ. 86. Â îáîèõ ïðèìåðàõ X = [0, 1], f(x) ≡ 0, à ðàâíîìåð-
íàÿ ñõîäèìîñòü, êàê óæå áûëî âûÿñíåíî, îòñóòñòâóåò.
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4. Çäåñü fn(x) =
nx

1 + n2x2
, è ïîýòîìó lim

n→∞

b∫
a

fn(x) dx =

= lim
n→∞

1∫
0

nx dx

1 + n2x2
= lim
n→∞

1

2n
ln
(
1+n2x2

)∣∣∣1
0
= lim
n→∞

ln
(
1 + n2

)
2n

=

= 0 =

b∫
a

f(x) dx, òî åñòü ðàâåíñòâî (5.43) âûïîëíÿåòñÿ.

(Â òîì, ÷òî lim
n→∞

ln
(
1 + n2

)
2n

= 0, ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ

ïðåäåë lim
t→+∞

ln
(
1 + t2

)
2t

, íàïðèìåð ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ.)

5. Â ýòîì ïðèìåðå fn(x) = n2xe−n
2x2 , è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx = lim
n→∞

1∫
0

n2xe−n
2x2dx = lim

n→∞

(
−e
−n2x2

2

)∣∣∣∣∣
1

0

=

=
1

2
lim
n→∞

(
1− e−n2 )

=
1

2
6= 0 =

b∫
a

f(x) dx. Òàêèì îáðàçîì,

çäåñü ðàâåíñòâî (5.43) óæå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ò å î ð åì à 5.18 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåäåëüíîéôóíê-
öèè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïóñòü ôóíêöèî-
íàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëü-
íîé ôóíêöèè f(x) â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b]:

lim
n→∞

fn(x) = f(x), x ∈ [a, b], (5.46)

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ n ∈ N ôóíêöèè fn(x) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìû, òî åñòü f ′n(x) ∈ C[a, b], è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f ′n(x)
[a,b]

⇒ϕ(x). (5.47)
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Òîãäà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b] ôóíêöèÿ f(x) äèôôå-
ðåíöèðóåìà, ïðè÷¼ì

f ′(x) = ϕ(x), x ∈ [a, b]. (5.48)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èç òåîðåìû 5.12 âûòåêàåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C[a, b]. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî x ∈ [a, b]. Â
ñèëó çàìå÷àíèÿ íà ñ. 89, èç (5.47) ñëåäóåò, ÷òî

f ′n(t)
[a,x]

⇒ϕ(t).

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {f ′n(t)}∞n=1 âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 5.16, è ïî-

ýòîìó èç (5.43) è (5.46) âûòåêàåò
x∫
a

ϕ(t) dt = lim
n→∞

x∫
a

f ′n(t) dt =

= lim
n→∞

(
fn(x)− fn(a)

)
= f(x)− f(a), òî åñòü

f(x) = f(a) +

x∫
a

ϕ(t) dt, x ∈ [a, b]. (5.49)

Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C[a, b], òî ïî òåîðåìå î äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì
èç (5.49) âûòåêàåò (5.48). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 5.18 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî(

lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x), x ∈ [a, b]. (5.50)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x è
ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî n.

Ïåðåôðàçèðóåì ýòó òåîðåìó äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ.
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Ò å î ð åì à 5.19 (î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñóììû ôóíêöèî-

íàëüíîãî ðÿäà). Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

un(x) ñõî-

äèòñÿ ê ñóììå S(x) â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b]:

∞∑
n=1

un(x) = S(x), x ∈ [a, b],

ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ n ∈ N ôóíêöèè un(x) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìû, òî åñòü u′n(x) ∈ C[a, b], è ðÿä

∞∑
n=1

u′n(x)
[a,b]

⇒ ϕ(x).

Òîãäà â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [a, b] ôóíêöèÿ S(x) äèôôå-
ðåíöèðóåìà, ïðè÷¼ì

S ′(x) = ϕ(x), x ∈ [a, b].

È çäåñü, ïîäîáíî (5.50), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðå-
ìû 5.19 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî( ∞∑

n=1

un(x)
)′

=
∞∑
n=1

u′n(x), x ∈ [a, b]. (5.51)

òî åñòü ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x è
(áåñêîíå÷íîå) ñóììèðîâàíèå ïî n.

Òåîðåìû 5.18 è 5.19 ñïðàâåäëèâû è ïðè ìåíåå æ¼ñòêèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ôóíêöèé fn(x) èëè
un(x). Îäíàêî ìû íå áóäåì óòî÷íÿòü óñëîâèÿ ýòèõ òåîðåì.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèì å ð.
Ââåä¼ì ôóíêöèþ

ζ(x) =
∞∑
n=1

1

nx
. (5.52)
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Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äçåòà-ôóíêöèåé Ðèìàíà. Ïîñêîëü-
êó ðÿä â (5.52), êàê õîðîøî èçâåñòíî, ñõîäèòñÿ ïðè x > 1 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè x 6 1, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ζ(x)
îïðåäåëåíà ïðè x ∈ (1,+∞).

Óñòàíîâèì, ÷òî ðÿä â (5.52) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå X = (1,+∞). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû îí ðàâíîìåðíî ñõîäèëñÿ íàX, òî ïî òåîðåìå 5.9, ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè x→ 1+0, ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî ðàñõîäÿùèéñÿ

ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1

n
îêàçàëñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ ζ(x) íà íåïðåðûâíîñòü â ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì íàëè÷èå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà â (5.52) (ðàçóìååòñÿ, íå íà âñ¼ì ìíî-
æåñòâå X, à íà êàêîé-òî åãî ÷àñòè). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî x0 ∈ (1,+∞) è óêàæåì äâà ÷èñëà x1 è x2 òàêèå, ÷òî
x1 ∈ (1, x0), x2 ∈ (x0,+∞) (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü x1 =

=
1 + x0

2
, x2 = x0 + 1). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [x1, x2]

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

0 <
1

nx
6

1

nx1
,

à òàê êàê ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

1

nx1
ñõîäèòñÿ (x1 > 1), òî ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 5.5) ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

1

nx
, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ ζ(x), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà ìíîæåñòâå [x1, x2]. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, ôóíê-
öèÿ ζ(x) ∈ C[x1, x2], òî åñòü íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå îò-
ðåçêà [x1, x2], â òîì ÷èñëå è â òî÷êå x0. Òî÷êà x0 � ëþáàÿ òî÷-
êà ìíîæåñòâà X, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ζ(x) íåïðåðûâíà
â êàæäîé òî÷êå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà (1,+∞).
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Èññëåäóåì òåïåðü ôóíêöèþ ζ(x) íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü
â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî÷íåå, óáåäèìñÿ, ÷òî ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà

ζ ′(x) = −
∞∑
n=1

lnn

nx
, x ∈ (1,+∞). (5.53)

Ðÿä â (5.53) ïîëó÷åí ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿ-
äà â (5.52). Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 5.19.
Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ ëèøü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ î ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôîðìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî
ðÿäà, òî åñòü ðÿäà â (5.53), èáî îñòàëüíûå óñëîâèÿ (ñõîäè-
ìîñòü èñõîäíîãî ðÿäà è íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ), î÷å-
âèäíî, âûïîëíÿþòñÿ. Ïðèìåíèì òîò æå ïðè¼ì, ÷òî è ïðè
èññëåäîâàíèè ôóíêöèè ζ(x) íà íåïðåðûâíîñòü, òî åñòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà x0 ∈ (1,+∞) óêàæåì ÷èñëà x1 ∈ (1, x0)
è x2 ∈ (x0,+∞). ßñíî, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [x1, x2] ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

0 6
lnn

nx
6

lnn

nx1
,

à ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

lnn

nx1
(5.54)

ñõîäèòñÿ. Óñòàíîâèì ýòî. Òàê êàê x1 > 1, à ïðåäåë îòíî-

øåíèÿ lim
t→+∞

ln t

t
x1−1

2

= 0 (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïî ïðàâè-

ëó Ëîïèòàëÿ), òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ÷èñëèòåëü ýòîé

äðîáè ln t < t
x1−1

2 . Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îá-

ùèé ÷ëåí
lnn

nx1
<

n
x1−1

2

nx1
=

1

n
x1+1

2

. Íî ðÿä
∞∑
n=1

1

n
x1+1

2

ñõî-

äèòñÿ (ïîñêîëüêó x1 > 1, òî
x1 + 1

2
> 1), ñëåäîâàòåëüíî, è
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ðÿä (5.54) ñõîäèòñÿ. Èòàê, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåî-
ðåìà 5.5) ðÿä â (5.53) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [x1, x2]. Ïî-
ýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.19, ðàâåíñòâî (5.53) âûïîëíÿåòñÿ
â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [x1, x2], â òîì ÷èñëå è â òî÷êå x0.
À òî÷êà x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X, ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàâåíñòâî (5.53) âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé òî÷êå áåñ-
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà (1,+∞).

Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ (ñ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíå-
íèåì òåîðåìû 5.19 íà îòðåçêå [x1, x2] ⊂ (1,+∞)) äàþò âîç-
ìîæíîñòü óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ζ(x) áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïðè÷¼ì

ζ(k)(x) = (−1)k
∞∑
n=1

(lnn)k

nx
;

k = 0, 1, 2, . . . ;

x ∈ (1,+∞).
(5.55)

5.6. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x),

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X,
íî íå ÿâëÿþùåãîñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ íè â îäíîé
òî÷êå ìíîæåñòâà X.

2. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑
n=1

un(x),

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X,
ÿâëÿþùåãîñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â ëþáîé òî÷êå
ìíîæåñòâà X, íî êîòîðûé íåëüçÿ îãðàíè÷èòü ñâåðõó
(ìàæîðèðîâàòü) ñõîäÿùèìñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì ðÿ-
äîì.

3. Äîêàçàòü òåîðåìó 5.7.
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4. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

, êîòîðàÿ íà îòðåçêå [a, b] ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê ðàçðûâíîé ôóíêöèè.

5. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðàçðûâíûõ ôóíêöèé

{
fn(x)

}∞
n=1

, êîòîðàÿ íà îòðåç-
êå [a, b] ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

6. Äîêàçàòü ôîðìóëó (5.55).

6. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðàçëîæåíèå

ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû

6.1. Ñòåïåííûå ðÿäû.
Ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑
n=0

an(x− x0)n = a0 + a1(x− x0)+

+a2(x− x0)2 + · · ·+ an(x− x0)n + · · ·
(6.1)

íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì.
Åñëè â ðÿäå (6.1) îáîçíà÷èòü x − x0 = t, òî îí ïåðåéä¼ò

â ðÿä
∞∑
n=0

ant
n = a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n + · · · .

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì
íàçûâàòü ñòåïåííûì ðÿäîì ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + · · · , (6.2)

ïîëó÷àþùèéñÿ èç ðÿäà (6.1) ïðè x0 = 0.
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Ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ (è ïðè òîì àáñîëþò-
íî) ïðè x = 0. Èìåþòñÿ ñòåïåííûå ðÿäû, ñõîäÿùèåñÿòîëüêî
ïðè x = 0. Ðàññìîòðèì äâà ï ð èì å ð à.

1.
∞∑
n=1

nnxn. Ïðèìåíÿÿ ïðè x 6= 0 ê àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå îáùåãî ÷ëåíà un(x) = nnxn ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êî-
øè â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.5), íàõî-
äèì: lim

n→∞

n
√
|un(x)| = lim

n→∞

n
√
|nnxn| = lim

n→∞
n|x| = +∞. Â

ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 37), îáùèé

÷ëåí un(x) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

2.
∞∑
n=1

n!xn. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ïðè x 6= 0 ê àá-

ñîëþòíîé âåëè÷èíå îáùåãî ÷ëåíà un(x) = n!xn ïðèçíàê Äà-

ëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.4). Òî-

ãäà ïðåäåë îòíîøåíèÿ lim
n→∞

|un+1(x)|
|un(x)|

= lim
n→∞

|(n+ 1)!xn+1|
|n!xn|

=

= lim
n→∞

(n+ 1)|x| = +∞, òî åñòü è çäåñü îáùèé ÷ëåí un(x) íå

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ò å î ð åì à 6.1 (ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ðÿä (6.2)
ñõîäèòñÿ ïðè x = x̃ 6= 0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x
òàêèõ, ÷òî |x| < |x̃|.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïî óñëîâèþ, ðÿä
∞∑
n=0

anx̃
n ñõîäèò-

ñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó (ñì. òåîðå-
ìó 1.4) ïðåäåë lim

n→∞
anx̃

n = 0. Òàê êàê ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî íàéä¼òñÿM > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
íîìåðîâ n àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |anx̃n| 6M . Ïîñêîëüêó äëÿ
îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà

∞∑
n=0

|anxn| (6.3)



6. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé 121

èìååò ìåñòî îöåíêà |anxn| = |anx̃n| ·
∣∣∣x
x̃

∣∣∣n 6 M
∣∣∣x
x̃

∣∣∣n, à ãåî-

ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
∞∑
n=0

M
∣∣∣x
x̃

∣∣∣n � ñõîäèòñÿ (å¼ çíàìåíà-

òåëü q =
∣∣∣x
x̃

∣∣∣ < 1), òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ

ðÿäîâ ðÿä (6.3) ñõîäèòñÿ, òî åñòü ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âûÿñíèì, êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè X ñòåïåí-
íîãî ðÿäà (6.2). Îíî âñåãäà íåïóñòî (X 6= ∅), ïîñêîëüêó ó
ëþáîãî ðÿäà 0 ∈ X. Êàê ïîêàçûâàþò ðàññìîòðåííûå âûøå
ïðèìåðû, áûâàþò ðÿäû, ó êîòîðûõ X = {0}. Òàêèå ðÿäû
íàçûâàþòñÿ âñþäó ðàñõîäÿùèìèñÿ ñòåïåííûìè ðÿäàìè. Åñ-
ëè ðÿä (6.2) íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ðàñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì
ðÿäîì, òî èìåþòñÿ òî÷êè x̃ 6= 0, â êîòîðûõ îí ñõîäèòñÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî {|x̃|}.

Åñëè ýòî ìíîæåñòâî íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïî ïåð-
âîé òåîðåìå Àáåëÿ ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì àáñîëþòíî,
äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞). Òàêèå ñòåïåííûå ðÿäû íàçûâàþòñÿ
âñþäó ñõîäÿùèìèñÿ.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî {|x̃|} îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Îáî-
çíà÷èì R = sup{|x̃|} (0 < R < +∞). Èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè è òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x òà-
êèõ, ÷òî |x| > R, ðÿä (6.2) ðàñõîäèòñÿ, à åñëè x ∈ (−R,R),
òî ðÿä (6.2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Â ïîãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
(ïðè x = ±R) ïåðâàÿ òåîðåìà Àáåëÿ îòâåòà íå äà¼ò. Êàê ìû
óâèäèì íèæå, â ýòèõ òî÷êàõ îáùåãî âûâîäà î ñõîäèìîñòè
(ðàñõîäèìîñòè) ñäåëàòü íåëüçÿ: åñòü ïðèìåðû ðÿäîâ, ñõî-
äÿùèõñÿ ïðè x = ±R, åñòü ïðèìåðû ðÿäîâ, ðàñõîäÿùèõñÿ
ïðè x = ±R, à åñòü ïðèìåðû ðÿäîâ, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ íà
îäíîì êîíöå èíòåðâàëà (−R,R) è ðàñõîäÿòñÿ íà äðóãîì; åñ-
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ëè åñòü ñõîäèìîñòü íà êàêîì-òî èç êîíöîâ, òî îíà ìîæåò â
îäíèõ ïðèìåðàõ áûòü àáñîëþòíîé, à â äðóãèõ � óñëîâíîé.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü î÷åíü âàæíûé âûâ î ä:
âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä (6.2) õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé R,
íàçûâàåìîé ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè (R � ëèáî íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî, ëèáî ñèìâîë +∞). Åñëè R = 0, òî ðÿä (6.2) ñõî-
äèòñÿ (ïðè÷¼ì àáñîëþòíî) òîëüêî ïðè x = 0. Åñëè R 6= 0,
òî äëÿ âñåõ x ∈ (−R,R) (ýòîò èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ èíòåð-
âàëîì ñõîäèìîñòè) ñòåïåííîé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à
åñëè R ∈ (0,+∞), òî ïðè |x| > R ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ,
â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìîæåò áûòü ëèáî
ðàñõîäèìîñòü, ëèáî àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü, ëèáî óñëîâíàÿ
ñõîäèìîñòü.

Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ (6.1) èíòåð-
âàëîì ñõîäèìîñòè áóäåò ìíîæåñòâî (x0−R, x0 +R), à âñþäó
ðàñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ ëèøü ïðè x=x0.

Ò å î ð åì à 6.2 (òåîðåìà Êîøè�Àäàìàðà). Ðàäèóñ ñõîäè-
ìîñòè R ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

(6.4)

(åñëè íåîòðèöàòåëüíûé âåðõíèé ïðåäåë, ñòîÿùèé â çíàìå-
íàòåëå, ðàâåí íóëþ, òî R = +∞, à åñëè lim

n→∞

n
√
|an| = +∞,

òî R = 0).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îáîçíà÷èì

ρn =
n√|an| , ρ = lim

n→∞
ρn. (6.5)

Ïóñòü ρ = 0. Òàê êàê âåðõíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè � å¼ êðàéíÿÿ ïðàâàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, à îòðèöàòåëü-
íûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ρn} áûòü
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íå ìîæåò (ρn > 0), òî ýòà ïðåäåëüíàÿ òî÷êà � åäèíñòâåííàÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn} ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëó ρ = 0, òî åñòü ñóùåñòâóåò lim

n→∞
ρn = 0. Íî òîãäà äëÿ

âñÿêîãî x ∈ (−∞,+∞) ïðåäåë lim
n→∞

n
√
|anxn| = lim

n→∞
ρn|x| =

= 0 < 1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ðàäèêàëüíîìó ïðèçíà-
êó Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.5),
ðÿä (6.2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞). Ïî-
ýòîìó çäåñü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = +∞.

Ïóñòü ρ = +∞. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x 6= 0.
Òàê êàê âåðõíèé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � å¼ (êðàéíèé
ïðàâûé) ÷àñòè÷íûé ïðåäåë, òî ñóùåñòâóåò ñòðîãî ìîíîòîí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nk}∞k=1 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

1 6 n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · ·

òàêàÿ, ÷òî lim
k→∞

ρnk = +∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéä¼òñÿ òà-

êîé íîìåð k0, ÷òî äëÿ âñåõ k > k0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ρnk >
1

|x|
. Îòñþäà ñîãëàñíî (6.5) èìååì, ÷òî ρnk =

nk
√
|ank | >

>
1

|x|
, òî åñòü |ankxnk | > 1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷à-

åò, ÷òî lim
n→∞

anx
n 6= 0, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âñÿêîãî x 6= 0

ñòåïåííîé ðÿä (6.2) ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ðàäèóñ

ñõîäèìîñòè R = 0.

Ïóñòü 0 < ρ < +∞. Ïðèìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê
Êîøè ê ðÿäó, ñîñòàâëåííîìó èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñëàãàå-

ìûõ ðÿäà (6.2). Èñïîëüçóÿ (6.5), íàõîäèì, ÷òî lim
n→∞

n
√
|anxn| =

= lim
n→∞

ρn|x| = ρ|x|. Ñîãëàñíî ðàäèêàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè

â ïðåäåëüíîé ôîðìå, åñëè ρ |x| < 1, òî åñòü ïðè |x| < 1

ρ
,

ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, à åñëè ρ|x| > 1, òî åñòü ïðè
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|x| > 1

ρ
, ðÿä (6.2) ðàñõîäèòñÿ ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó.

Ïîýòîìó çäåñü R =
1

ρ
.

Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà (6.4) ñïðàâåäëèâà. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Ðàçóìååòñÿ, ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè�Àäàìàðà íå
âñåãäà óäîáíî. Îäíàêî åñëè íóæíî íàéòè ìíîæåñòâî ñõî-
äèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ðÿä
∞∑
n=0

un(x), â êîòîðîì un(x) = an(x − x0)n, è èñêàòü ìíî-

æåñòâî ñõîäèìîñòè òàêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå ï ð èì å ð àìè.

1. Ðàññìîòðèì ðÿä

1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
. (6.6)

Çäåñü un(x) =
xn

n!
, an =

1

n!
. Ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè�

Àäàìàðà íåóäîáíî, òàê êàê íåÿñíî ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

n
√
n! . Ïðèì�åíèì ê ýòîìó ðÿäó (ïðè x 6= 0) ïðèçíàê

Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå:

lim
n→∞

|un+1(x)|
|un(x)|

= lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣xnn!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäóåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ
âñåõ x ∈ (−∞,+∞), òî åñòü åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = +∞.

2. Ðàññìîòðèì ðÿä

x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n−1 x

n

n
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
. (6.7)
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Çäåñü a0 = 0, an =
(−1)n−1

n
(n = 1, 2, 3, . . .). Ïî ôîðìóëå

Êîøè�Àäàìàðà èìååì R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

=
1

lim
n→∞

n

√
1

n

=
1

1
= 1.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè |x| < 1 èññëåäóåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî, à ïðè |x| > 1 � ðàñõîäèòñÿ. Ïðè x = 1 ðÿä (6.7) ïåðå-
õîäèò â óñëîâíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ëåéáíèöà, à ïðè x = −1 �
â ðÿä, ëèøü ìíîæèòåëåì (−1) îòëè÷àþùèéñÿ îò ãàðìîíè÷å-
ñêîãî ðÿäà, è ïîýòîìó ðàñõîäÿùèéñÿ.

3. Ðàññìîòðèì ðÿä

1 + αx+
α(α− 1)

1 · 2
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

1 · 2 · 3
x3+

+ · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
xn + · · · =

= 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
xn,

(6.8)

íàçûâàåìûé áèíîìèàëüíûì ðÿäîì. Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåííûì ðÿäîì ñ ïàðàìåòðîì α. Çäåñü

u0(x) ≡ 1, a0 = 1;

un(x) =
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
xn, (n = 1, 2, 3, . . . );

an =
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
, (n = 1, 2, 3, . . . ) .

(6.9)

Ïóñòü α ∈ N0 ≡ {0, 1, 2, . . . }. Òîãäà âñå ÷ëåíû ðÿäà (6.8),
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà (ñ íîìåðà n = α + 1), ñòà-
íîâÿòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ó òàêîãî ðÿäà, âûðîæäàþùåãîñÿ â
êîíå÷íóþ ñóììó, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = +∞.
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Ïóñòü α 6∈ N0. Òîãäà íè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ðÿ-
äà (6.8) íå áóäåò íóë¼ì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà ñõîäè-
ìîñòè ýòîãî ðÿäà, òàê æå êàê â ïåðâîì ïðèìåðå, âîñïîëüçó-
åìñÿ (ïðè x 6= 0) ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà. Ïîñêîëüêóun+1(x)=

=
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(α− n)

1 · 2 · . . . · n · (n+ 1)
xn+1 = un(x)

α− n
n+ 1

x, òî

|un+1(x)|
|un(x)|

=

∣∣∣∣(α− n)x

n+ 1

∣∣∣∣ . (6.10)

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n→∞, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

|un+1(x)|
|un(x)|

= lim
n→∞

∣∣∣∣(α− n)x

n+ 1

∣∣∣∣ = |x|.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè |x| < 1 èññëåäóåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñî-
ëþòíî, à ïðè |x| > 1 � ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî α 6∈ N0

ó áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (6.8) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 1. Èñ-
ñëåäóåì ïîâåäåíèå ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè
(ïðè x = ±1).

Ïóñòü α 6 −1. Èç (6.10) íàõîäèì

|un+1(±1)|
|un(±1)|

=
n− α
n+ 1

> 1,

è ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà â äîïðåäåëüíîé
ôîðìå (òåîðåìà 2.4) ïðè α 6 −1 ðÿä (6.8) ðàñõîäèòñÿ íà
îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Ïðè îñòàëüíûõ íåðàññìîòðåííûõ α, òî åñòü ïðè íåöå-
ëûõ α > −1, ïðèçíàê Äàëàìáåðà íè â ïðåäåëüíîé, íè â äî-
ïðåäåëüíîé ôîðìàõ íå ðàáîòàåò. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì
Ðààáå â ïðåäåëüíîé ôîðìå (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2.7). Òàê
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êàê n→∞, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü n > α. Ñîãëàñíî (6.10)
èìååì

lim
n→∞

n

[
|un(±1)|
|un+1(±1)|

− 1

]
= lim

n→∞
n

(
n+ 1

n− α
− 1

)
=

= lim
n→∞

n(α + 1)

n− α
= α + 1.

(6.11)

Ïóñòü α ∈ R+ \ N, òî åñòü α � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå
íåíàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà α + 1 > 1, è ïîýòîìó èç (6.11)
âûòåêàåò, ÷òî ïðè ýòèõ α ðÿä (6.8) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà
îáîèõ êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü α ∈ (−1, 0). Â ýòîì ñëó÷àå α + 1 < 1, è ïîýòîìó
èç (6.11) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ýòèõ α ó ðÿäà (6.8) íåò àáñîëþò-
íîé ñõîäèìîñòè íè íà îäíîì èç êîíöîâ èíòåðâàëà ñõîäèìî-
ñòè. Åñëè îáîçíà÷èòü

cn =
(−α)(1−α) . . . (n−1−α)

1 · 2 · . . . · n
> 0, (n = 1, 2, 3, . . . ), (6.12)

òî îòñþäà ñîãëàñíî (6.8) è (6.9) èìååì

∞∑
n=0

un(−1) = 1 +
∞∑
n=1

cn, (6.13)

∞∑
n=0

un(1) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)ncn. (6.14)

Èç (6.12) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (6.13) � çíàêîïîëîæèòåëüíûé, à
òàê êàê ó íåãî íåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, òî îí ðàñõîäèò-
ñÿ; ðÿä æå (6.14) � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ. Ïîñêîëüêó

cn+1 =
(−α)(1− α) . . . (n− 1− α)(n− α)

1 · 2 · . . . · n · (n+ 1)
= cn ·

n− α
n+ 1

< cn,
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òî ïîëîæèòåëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn} ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé, ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõî-
äèìîñòè (åñòåñòâåííî, óñëîâíîé) ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ðÿ-
äà (6.14) äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

lim
n→∞

cn = 0. (6.15)

Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèþ (6.12), èìååì

− ln cn = − ln(−α)− ln

(
1− α

2

)
− · · · − ln

(
1− 1 + α

n

)
,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {− ln cn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà
∞∑
n=1

bn, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî bn =

= − ln
(

1 − 1 + α

n

)
∼ 1 + α

n
. Íî ðÿä

∞∑
n=1

1 + α

n
ðàñõîäèòñÿ,

òàê êàê ëèøü ìíîæèòåëåì (1+α) îòëè÷àåòñÿ îò ðàñõîäÿùå-

ãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Ïîýòîìó, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ

â ïðåäåëüíîé ôîðìå, çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

bn òàêæå

ðàñõîäèòñÿ, òî åñòü
∞∑
n=1

bn = lim
n→∞

(− ln cn) = +∞. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî lim
n→∞

ln cn = −∞, ñëåäîâàòåëüíî, (6.15) èìååò ìåñòî,

÷åì, êàê óæå îòìå÷àëîñü, äîêàçàíà óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà (6.14).

Èòàê, äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðÿäà (6.8) ïîëó÷àåì:

• åñëè α ∈ N0, òî R = +∞ (ïðè ýòèõ α ðÿä èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ);

• åñëè α ∈ R \ N0, òî R = 1, ïðè÷¼ì:
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� ïðè α ∈ R+ \N ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1] è
ñõîäèìîñòü ðÿäà � àáñîëþòíàÿ íà îáîèõ êîíöàõ;

� ïðè α ∈ (−1, 0) ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ (−1, 1],
â òî÷êå x = −1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, â òî÷êå x = 1 ðÿä
ñõîäèòñÿ óñëîâíî;

� ïðè α∈(−∞,−1] ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x∈(−1,1),
â îáåèõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ x = ±1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

6.2. Ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Òå î ð åì à 6.3 (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿ-
äà). Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0.
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî r ∈ (0, R) ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà îòðåçêå [−r, r].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü r ∈ (0, R) ⊂ (−R,R), à íà
èíòåðâàëå (−R,R) ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=0

|anrn| =
∞∑
n=0

|an|rn < +∞. (6.16)

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî x ∈ [−r, r] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|anxn| 6 |an|rn. (6.17)

Èç (6.16) è (6.17) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 5.5)

ïîëó÷àåì, ÷òî
∞∑
n=0

anx
n ⇒ íà [−r, r]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.4 (íåïðåðûâíîñòü ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà).
Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R > 0.
Òîãäà ñóììà S(x) ýòîãî ðÿäà íåïðåðûâíà íà (−R,R).
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç
èíòåðâàëà (−R,R). Âîçüì¼ì êàêîå-íèáóäü r ∈ (|x0|, R). Òî-

ãäà ïî òåîðåìå 6.3 ðÿä
∞∑
n=0

anx
n

[−r,r]
⇒ S(x) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, åãî ñóììà S(x) ∈ C[−r, r], òî
åñòü S(x) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå [−r, r], â òîì ÷èñëå è
â òî÷êå x0. Èòàê, äëÿ âñÿêîãî x0 ∈ (−R,R) ôóíêöèÿ S(x)
íåïðåðûâíà ïðè x = x0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.5 (åäèíñòâåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåí-
íîãî ðÿäà). Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

anx
n = Sa(x) (6.18)

èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R1 > 0, à äðóãîé ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

bnx
n = Sb(x) (6.19)

èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R2 > 0. Ïóñòü íàéä¼òñÿ δ > 0, ÷òî
äëÿ âñåõ x èç δ-îêðåñòíîñòè íóëÿ îäíîãî èç âèäîâ:

(1) (−δ, δ), (2) (−δ, 0) ∪ (0, δ),

(3) [0, δ), (4) (0, δ),

(5) (−δ, 0], (6) (−δ, 0),

(6.20)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Sa(x) = Sb(x). (6.21)

Òîãäà
an = bn (6.22)

äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . ..
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Åñëè ðàâåíñòâî (6.21), èëè, â ðàç-
â¼ðíóòîì âèäå,

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · = b0 + b1x+ b2x

2 + · · · , (6.23)

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ x èç δ-îêðåñòíîñòè íóëÿ âèäà (6.20) (1),
(6.20) (3) èëè (6.20) (5) (òî åñòü èç îêðåñòíîñòè, ñîäåðæàùåé
òî÷êó 0), òî, ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî çíà÷åíèå x = 0,
ïîëó÷èì

a0 = b0. (6.24)

Åñëè æå (6.23) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x èç îêðåñòíî-
ñòè âèäà (6.20) (2), (6.20) (4) èëè (6.20) (6) (òî åñòü èç îêðåñò-
íîñòè, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó 0), òî, óñòðåìëÿÿ x ê íóëþ â
ýòîì ðàâåíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû (x→ 0 â îêðåñò-
íîñòè âèäà (6.20) (2), x→ 0+0 â îêðåñòíîñòè âèäà (6.20) (4),
x → 0 − 0 â îêðåñòíîñòè âèäà (6.20) (6)) â ýòîì ðàâåíñòâå,
òàêæå ïîëó÷èì (6.24). Âçàèìíî óíè÷òîæàÿ a0 è b0 â îáåèõ
÷àñòÿõ (6.23) è ñîêðàùàÿ èõ íà x (åñòåñòâåííî, ïðè x 6= 0),
ïîëó÷àåì

a1 + a2x+ a3x
2 + · · · = b1 + b2x+ b3x

2 + · · · . (6.25)

Óñòðåìëÿÿ x ê íóëþ â ýòîì ðàâåíñòâå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòîðîíû (x → 0 â îêðåñòíîñòè âèäà (6.20) (1) èëè (2),
x→ 0 + 0 â îêðåñòíîñòè âèäà (6.20) (3) èëè (4), x→ 0− 0 â
îêðåñòíîñòè âèäà (6.20) (5) èëè (6)), óáåæäàåìñÿ, ÷òî

a1 = b1.

Âçàèìíî óíè÷òîæàÿ a1 è b1 â îáåèõ ÷àñòÿõ (6.25), ñîêðàùàÿ
èõ íà x è óñòðåìëÿÿ x ê íóëþ â ïîëó÷àåìîì ðàâåíñòâå ñ
ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû, âèäèì, ÷òî

a2 = b2.
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Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, çàêëþ÷àåì, ÷òî (6.22) ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2, . . .. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.6. Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ∈ (0,+∞) è ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè x = R
(ïðè x = −R). Òîãäà ýòîò ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùèìñÿ íà [0, R) (íà (−R, 0]).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü ðÿä

∞∑
n=0

anx
n ⇒ íà [0, R).

Îñóùåñòâëÿÿ â ýòîì ðÿäå ïî÷ëåííûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè
x→ R−0, ïîëó÷àåì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.9, ÷òî ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=0

anR
n

ñõîäèòñÿ, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ðàñõîäèìîñòè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà (6.2) ïðè x = R è òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîé òåîðåìû äëÿ ïðàâîé ïîëîâèíû èí-
òåðâàëà ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðåíèå ëåâîé ïîëîâèíû èíòåðâà-
ëà ñõîäèìîñòè ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.7. Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè R ∈ (0,+∞) è ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x = R
(ïðè x = −R). Òîãäà ýòîò ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [0, R]
(íà [−R, 0]).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðàâîé ïîëî-
âèíû îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2). Ïðåäñòàâèì
(ïðè x ∈ [0, R]) ýòîò ðÿä â âèäå

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n ·
( x
R

)n
. (6.26)
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Ïî óñëîâèþ ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=0

anR
n ñõîäèòñÿ (âîçìîæíî, íå

àáñîëþòíî, à ëèøü óñëîâíî), ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàå-
ìûé êàê ðÿä ôóíêöèîíàëüíûé (ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé-êîí-
ñòàíò), îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå (â òîì
÷èñëå íà ìíîæåñòâå [0, R]). Íà ýòîì æå ìíîæåñòâå

0 6
( x
R

)n
6 1

äëÿ âñåõ n= 0, 1, 2, . . . è ïðè ëþáîì x ∈ [0, R] ÷èñëîâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü

{( x
R

)n}∞
n=0

íå âîçðàñòàåò:

1 >
x

R
>
( x
R

)2

> · · · >
( x
R

)n
>
( x
R

)n+1

> · · · .

Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðèçíàêó Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ (òåîðåìà 5.7), ðÿä (6.26), òî åñòü
ñòåïåííîé ðÿä (6.2), ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, R]. Òåîðå-
ìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.8 (âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ). Ïóñòü ó ñòå-
ïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ∈ (0,+∞) è ýòîò
ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x = R (ïðè x = −R). Òîãäà ñóùåñòâó-

åò lim
x→R−0

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n
(
ñóùåñòâóåò lim

x→−R+0

∞∑
n=0

anx
n =

=
∞∑
n=0

an(−R)n
)
.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåì 6.6 è 6.7, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðàâîé ïîëî-
âèíû îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2). Ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ðÿä (6.2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0,R].
Íî òîãäà ïî òåîðåìå 5.9 â ýòîì ðÿäå ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðå-
äåëó ïðè x→ R−0, à lim

x→R−0
anx

n = anR
n. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òå î ð åì à 6.9 (î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåííîãî
ðÿäà). Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
R > 0 è

∞∑
n=0

anx
n = S(x). (6.27)

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ (−R,R) èíòåãðàë

x∫
0

S(t) dt =
∞∑
n=0

anx
n+1

n+ 1
=

= a0x+
a1x

2

2
+
a2x

3

3
+ · · · =

∞∑
m=1

am−1x
m

m
.

(6.28)

Åñëè, êðîìå òîãî, ðàäèóñ R < +∞ è èñõîäíûé ðÿä (6.27)
ñõîäèòñÿ òàêæå ïðè x = R (ïðè x = −R), òî ðàâåíñòâî (6.28)
ñïðàâåäëèâî è äëÿ x = R (äëÿ x = −R).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ðàññìîòðèì ðÿä (6.28) êàê ñòå-
ïåííîé ðÿä, ðàñïîëîæåííûé ïî ñòåïåíÿì xm. Åãî ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè R1 íàéä¼ì ïî ôîðìóëå Êîøè�Àäàìàðà (6.4) (ñì. òå-
îðåìó 6.2):

1

R1

= lim
m→∞

m

√∣∣∣am−1

m

∣∣∣ = lim
m→∞

(
m−1√|am−1|

)m−1
m

=

=
(

lim
m→∞

m−1√|am−1|
)m−1

m
=

1

R
.

(Ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû òàêæå áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òî

ïðåäåëû lim
m→∞

m− 1

m
= lim

m→∞

m√
m = 1, à âåðõíèé ïðåäåë

lim
m→∞

m−1√|am−1| = lim
m→∞

m√|am| =
1

R

)
. Èòàê, R1 = R. Âîçü-

ì¼ì ïðîèçâîëüíî x0 ∈ (−R,R) è êàêîå-íèáóäü r ∈ (|x0|, R).
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Òîãäà ïî òåîðåìå 6.3 ðÿä
∞∑
n=0

anx
n

[−r,r]
⇒ S(x) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñîãëàñíî òåîðåìå 5.17, åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü,
òî åñòü ðàâåíñòâî (6.28) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ (−R,R).
Åñëè æå R ∈ (0,+∞) è ðÿä (6.27) ñõîäèòñÿ òàêæå ïðè x = R
(ïðè x = −R), òî âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
âûòåêàåò èç òåîðåìû 6.7 (ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü) è òåîðå-
ìû 5.17. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.10 (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòå-

ïåííîãî ðÿäà). Ïóñòü ó ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ðàäèóñ ñõîäè-

ìîñòè R > 0 è
∞∑
n=0

anx
n = S(x).

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ (−R,R) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

S ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1 =

= a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · · =

∞∑
m=0

(m+ 1)am+1x
m.

(6.29)

Åñëè, êðîìå òîãî, ðàäèóñ R < +∞ è ðÿä (6.29) ñõîäèòñÿ

òàêæå ïðè x = R (ïðè x = −R), òî ðàâåíñòâî (6.29) ñïðà-

âåäëèâî è äëÿ x = R (äëÿ x = −R).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû (íàäî ëèøü âìåñòî òåîðå-
ìû 5.17 î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿ-
äîâ èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 5.19 î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðî-
âàíèè òàêèõ ðÿäîâ) è ïîýòîìó íå ïðèâîäèòñÿ.
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6.3. Ðÿä Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà).
Àíàëèòè÷åñêèå è íåàíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä âè-
äà (6.2), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîòîðîãî R > 0 (òî åñòü ôóíê-
öèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýòîãî ðÿäà ïî êðàéíåé ìåðå íà
èíòåðâàëå (−R,R)). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.10, ó ôóíêöèè f(x)
ïðè x ∈ (−R,R) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x), êîòîðóþ
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà. Òàê êàê ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàííîãî ðÿäà òîò æå ñàìûé, òî îïåðàöèþ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü ñêîëüêî óãîäíî ðàç:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2+ · · ·+anxn + · · · ,

f ′(x) = 1 · a1x+ 2 · a2x+ · · ·+nanxn−1 + · · · ,
f ′′(x) = 2 · 1 · a2+ · · ·+n(n− 1)anx

n−2 + · · · ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n)(x) = n(n− 1) · . . . · 2 · 1 · an + · · · ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = 0, èìååì, ÷òî

an =
f (n)(0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . . , (6.30)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèè f(x) èìååò âèä

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn. (6.31)

Ðÿä, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû, íàçûâàåòñÿ
ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x). Òî÷íåå, ðÿä â (6.31) íàçû-
âàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà, à ðÿäîì Òåéëîðà íàçûâàåòñÿ ðÿä
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âèäà (6.1) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíê-
öèþ f(x):

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n. (6.32)

ßñíî, ÷òî ïðè x0 = 0 ôîðìóëà (6.32) ïåðåõîäèò â ôîð-
ìóëó (6.31), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü äåëî ñ ðàç-
ëîæåíèåì (6.31).

Ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ (òåîðåìà 6.5), åñëè êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ f(x)
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà (6.2) ñ ðàäèóñîì ñõîäè-
ìîñòè R > 0, òî ýòîò ðÿä îáÿçàòåëüíî åñòü å¼ ðÿä Òåéëî-
ðà (6.31). Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ðàâåíñòâî (6.31) ñïðàâåäëè-
âî íà âñ¼ì ìíîæåñòâå ñõîäèìîñòè å¼ ðÿäà Òåéëîðà, íàçûâà-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Íî íå âñÿêàÿ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêîé. Ê òàêèì ôóíêöèÿì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
e
− 1
x2 , x 6= 0,

0, x= 0.
(6.33)

Óñòàíîâèì ýòî. Âû÷èñëÿÿ ïðè x 6= 0 ïåðâóþ è âòîðóþ
ïðîèçâîäíûå, èìååì

f ′(x) =
2

x3
e
− 1
x2 , f ′′(x) =

(
− 6

x4
+

4

x6

)
e
− 1
x2 . (6.34)

Ýòè ôîðìóëû äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

f (n)(x) =

( n∑
k=1

a
(n)
k

xn+2k

)
e
− 1
x2 , x 6= 0, n = 1, 2, . . . , (6.35)
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ãäå {a(n)
k }nk=1 � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà (n = 1, 2, . . .).

Äîêàæåì ôîðìóëó (6.35) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè. Ïðè n = 1 (è n = 2), ñîãëàñíî (6.34), ýòà ôîðìóëà
ñïðàâåäëèâà. Ïóñòü îíà âåðíà äëÿ íåêîòîðîãî n > 1. Òîãäà

f (n+1)(x) =

(( n∑
k=1

a
(n)
k

xn+2k

)
e
− 1
x2

)′
=

=

(
−

n∑
k=1

(n+ 2k)a
(n)
k

xn+2k+1

)
e
− 1
x2 +

( n∑
k=1

a
(n)
k

xn+2k

)
2

x3
e
− 1
x2 =

=

( n+1∑
k=1

a
(n+1)
k

xn+1+2k

)
e
− 1
x2 ,

ãäå

a
(n+1)
1 = −(n+ 2)a

(n)
1 ,

a
(n+1)
k = −(n+ 2k)a

(n)
k + 2a

(n)
k−1, k = 2, 3, . . . , n,

a
(n+1)
n+1 = 2a

(n)
n ,

òî åñòü ôîðìóëà (6.35) âåðíà è äëÿ n+1. Òåì ñàìûì äîêàçà-
íà ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ôîðìóëû äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî

lim
x→0

e
− 1
x2

xm
= 0, m = 1, 2, . . . . (6.36)

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ
1

x2
= t, ïîëó÷èì

lim
x→0

e
− 1
x2

xm
= lim

t→+∞

e−t

t−m/2
= lim

t→+∞

tm/2

et
= 0.
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(Âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî ïðåäåëà íàõîäèòñÿ ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ

ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

[
m+ 1

2

]
ðàç.)

Ôîðìóëû (6.35) ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ (6.33) èìååò
âñå ïðîèçâîäíûå ïðè x 6= 0. Óñòàíîâèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
èìååò âñå ïðîèçâîäíûå è ïðè x = 0. Èç (6.33) è (6.36) ñëå-
äóåò, ÷òî

f ′(0) = lim
∆x→0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

e
− 1

(∆x)2

∆x
= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n âåëè÷èíà
ïðîèçâîäíîé f (n)(0) = 0. Íî òîãäà ñîãëàñíî (6.35) è (6.36)
èìååì

f (n+1)(0) = lim
∆x→0

f (n)(0 + ∆x)− f (n)(0)

∆x
=

= lim
∆x→0

( n∑
k=1

a
(n)
k

(∆x)n+2k+1

)
e
− 1

(∆x)2 = 0,

òî åñòü ó ôóíêöèè (6.33) èìåþòñÿ ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-
ðÿäêà ïðè x = 0. Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, îäíàêî äëÿ íå¼

0 = f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · = f (n)(0) = · · ·

è ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè (6.33) ñîñòîèò èç îäíèõ
íóëåé, òî åñòü ñõîäèòñÿ âåçäå, íî ê f(x) ëèøü ïðè x = 0.

6.4. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ex, cosx, sinx,
ln(1 + x), (1 + x)α â ðÿä Òåéëîðà
(Ìàêëîðåíà)

Ñóùåñòâîâàíèå íåàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîêàçûâàåò,
÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
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öèè f(x) (åñòåñòâåííî, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé) å¼
ðÿäîì Òåéëîðà (6.31) ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì èçó÷àòü ïî-
âåäåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rn(x, f) ôîðìóëû Òåéëîðà

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + rn(x, f). (6.37)

ßñíî, ÷òî åñëè rn(x, f) → 0 äëÿ íåêîòîðîãî x, òî ðÿä Òåé-
ëîðà äëÿ ýòîãî x ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ f(x), åñëè æå îñòà-
òî÷íûé ÷ëåí rn(x, f)⇒ r(x) ≡ 0 íà êàêîì-òî ìíîæåñòâå X,

òî è ðÿä Òåéëîðà
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

X

⇒ f(x). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ

ñëåäóþùèå ôîðìû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ôîðìóëû (6.37):

• ôîðìà Ëàãðàíæà

rn(x, f) =
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1, θ = θL ∈ (0, 1); (6.38)

• ôîðìà Êîøè

rn(x, f) =
f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1, θ = θC ∈ (0, 1). (6.39)

Ò å î ð åì à 6.11. Äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, (6.40)

ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî A ∈ (0,+∞) ñòåïåííîé ðÿä â (6.40) ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ex íà îòðåçêå [−A,A].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex è
äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, 2, . . . ïðîèçâîäíàÿ f (k)(x) = ex è, ñëåäî-
âàòåëüíî, f (k)(0) = 1, òî ðÿä (6.40) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëî-
ðà (6.31) ýòîé ôóíêöèè.
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Äëÿ ëþáîãî A > 0 îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàí-
æà (6.38) äîïóñêàåò îöåíêó

|rn(x, f)| 6 eAAn+1

(n+ 1)!
, x ∈ [−A,A].

Íî ïðåäåë lim
n→∞

eAAn+1

(n+ 1)!
= 0 êàê ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ñõîäÿ-

ùåãîñÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà çíàêî-

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
n=1

eAAn+1

(n+ 1)!
. Äåéñòâèòåëü-

íî, îáîçíà÷àÿ îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ÷åðåç bn =
eAAn+1

(n+ 1)!
,

èìååì, ÷òî lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞

eAAn+2(n+ 1)!

(n+ 2)!eAAn+1
= lim

n→∞

A

n+ 2
=

= 0 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïðåäåë

åãî îáùåãî ÷ëåíà lim
n→∞

bn = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∞∑
n=0

xn

n!

[−A,A]

⇒ ex. (6.41)

Äëÿ âñÿêîãî x0 ∈ (−∞,+∞) âîçüì¼ì A > |x0| è ïîëó÷èì,

ñîãëàñíî (6.41), ÷òî
∞∑
n=0

xn0
n!

= ex0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 6.12. Äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
,

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
,

(6.42)
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ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî A ∈ (0,+∞) ñòåïåííûå ðÿäû â (6.42)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñîîòâåòñòâóþùèì ôóíêöèÿì íà îò-
ðåçêå [−A,A].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïîýòîìó íå ïðèâîäèòñÿ.

Ò å î ð åì à 6.13. Âî âñåõ òî÷êàõ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.7)
(òî åñòü ïðè x ∈ (−1, 1]) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
, −1 < x 6 1. (6.43)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ïðî-
èçâîäíûå äëÿ f(x) = ln(1 + x), èìååì

f (0)(x)=ln(1+x), f ′(x)=
1

1+x
, f ′′(x)=− 1

(1+x)2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
, f (n+1)(x) =

(−1)n n!

(1 + x)n+1
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6.44)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ðÿä (6.7) (èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, ðÿä â (6.43)) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà (6.31) ôóíê-
öèè f(x) = ln(1 + x).

Ïóñòü x ∈ (−1, 1). Òîãäà èç (6.39) è (6.44) ñëåäóåò, ÷òî
îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè

rn(x, f) =
f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1 =

(−1)n n!

(1 + θx)n+1
(1− θ)nxn+1

äîïóñêàåò îöåíêó

|rn(x, f)| 6 |x|
n+1

1− |x|
·
∣∣∣∣ 1− θ
1 + θx

∣∣∣∣n 6 |x|n+1

1− |x|
,
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Òàêèì îá-
ðàçîì,

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
, −1 < x < 1. (6.45)

òî åñòü ðàâåíñòâî (6.43) ñïðàâåäëèâî ïðè x ∈ (−1, 1). Íî
ðÿä â (6.45) ñõîäèòñÿ è ïðè x = 1. Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå
Àáåëÿ (òåîðåìå 6.8), óñòðåìëÿÿ â (6.45) ïåðåìåííóþ x ê 1−0,
ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî (6.43) ñïðàâåäëèâî è ïðè x = 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî (6.43) ïðè x = 1 ïðèíèìàåò âèä
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = ln 2,

òî òåì ñàìûì ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà (6.31)
ôóíêöèè f(x) = ln(1 + x) ìîæíî íàéòè ñóììó çíàêî÷åðåäó-
þùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà Ëåéáíèöà. (Âåëè÷èíà ýòîé ñóììû
ïîëó÷åíà ðàíåå: ñì. (3.8).)

Ò å î ð åì à 6.14. Âî âñåõ òî÷êàõ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.8)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(1 + x)α = 1 +
∞∑
n=1

α · (α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
xn. (6.46)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ ïðî-
èçâîäíûå äëÿ f(x) = (1 + x)α, èìååì

f (0)(x) = (1 + x)α, f ′(x) = α(1 + x)α−1,

f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f (n)(x) = α · (α− 1) · . . . · (α− n+ 1)(1 + x)α−n,

f (n+1)(x) = α · (α− 1) · . . . · (α− n)(1 + x)α−n−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(6.47)
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ðÿä (6.8) (èëè, äðóãèìè
ñëîâàìè, ðÿä â (6.46)) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà (6.31) ôóíê-
öèè f(x) = (1 + x)α.

Ïóñòü α ∈ N0. Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 125 è 128,
ðÿä (6.8) ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè f(x) = (1+x)α

ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà.
Ïóñòü α 6∈ N0 è x ∈ (−1, 1). Òîãäà èç (6.39) è (6.47) ñëå-

äóåò, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè

rn(x, f) =
f (n+1)(θx)

n!
(1− θ)nxn+1 =

=
α · (α− 1) · . . . · (α− n)(1 + θx)α−n−1

n!
(1− θ)nxn+1

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

rn(x, f) =
(α− 1) · (α− 2) · . . . · (α− n)

n!
xn×

×αx(1 + θx)α−1 ×
(

1− θ
1 + θx

)n
.

(6.48)

Ðàññìîòðèì ïîî÷åð¼äíî âñå òðè ñîìíîæèòåëÿ (îòäåë¼í-
íûå äðóã îò äðóãà çíàêîì "×") â ïðåäñòàâëåíèè (6.48) îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà rn(x, f).

Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â ïðåäñòàâëåíèè îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà, òî åñòü

(α− 1) · (α− 1− 1) · . . . · (α− 1− n+ 1)

n!
xn,

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà (6.8), ïîñòðîåííîãî äëÿ çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà α − 1. Òàê êàê ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ (−1, 1), òî

lim
n→∞

(α− 1) · (α− 2) · . . . · (α− n)

n!
xn = 0. (6.49)
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Âòîðîé ñîìíîæèòåëü, òî åñòü αx(1+θx)α−1, êàê íåòðóäíî
âèäåòü, ïðè ëþáîì x ∈ (−1, 1) äîïóñêàåò îöåíêó

|αx(1 + θx)α−1| 6α · 2α, α > 0,

|αx(1 + θx)α−1| 6 |α|
(1− |x|)|α|+1

, α < 0.
(6.50)

Ýòà îöåíêà íå çàâèñèò îò n (õîòÿ ÷èñëî θ çàâèñèò îò n).

Òðåòèé ñîìíîæèòåëü, òî åñòü

(
1− θ
1+θx

)n
, òàê æå, êàê ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1)
äîïóñêàåò îöåíêó ∣∣∣∣ 1− θ

1 + θx

∣∣∣∣n 6 1, (6.51)

òîæå íå çàâèñÿùóþ îò n.

Èç (6.49), (6.50) è (6.51) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

rn(x, f) = 0, −1 < x < 1,

òî åñòü

(1+x)α=1 +
∞∑
n=1

α · (α−1) · . . . · (α−n+1)

1 · 2 · . . . · n
xn, |x| < 1. (6.52)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî (6.46) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé x ∈ (−1, 1). Åñëè ðÿä (6.8) ñõîäèòñÿ ïðè x = −1
èëè x = 1 (óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.8) ïðè x = ±1 ïðè-
âåäåíû íà ñ. 129), òî, ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (6.52) ê ïðåäåëó
ïðè x→ −1 + 0 èëè x→ 1− 0 (íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ (1 +x)α äîïóñêàåò òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä) è ïðèìå-
íÿÿ âòîðóþ òåîðåìó Àáåëÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî (6.46)
ñïðàâåäëèâî è ïðè ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè x, âõîäÿùåì â ìíî-
æåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.8). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6.5. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óñòàíîâèòü, ÷òî lim
n→∞

n
√
n! = +∞.

2. Ðàññìîòðåòü â òåîðåìàõ 6.6, 6.7 è 6.8 ëåâóþ ïîëîâèíó
èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

3. Äîêàçàòü òåîðåìó 6.10.

4. Äîêàçàòü òåîðåìó 6.12.

5. Óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü è íàéòè ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà

1 +
1

2
− 1

3
− 1

4
+

1

5
+

1

6
− 1

7
− 1

8
+ . . . .
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7. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå

ïðîñòðàíñòâà

7.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî L ýëåìåíòîâ ëþáîé ïðèðî-
äû, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëà1, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ýòè
îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ L, y ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x+ y = y + x.

2. Äëÿ ëþáûõ x ∈ L, y ∈ L, z ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x+ y) + z = x+ (y + z).

3. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò Θ ∈ L òàêîé, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëå-
ìåíòà x ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x+ Θ = x.

Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ íóëåâûì èëè íåéòðàëüíûì.

1Òî÷íåå, îïðåäåëåíû ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ L (ðåçóëü-
òàò x + y ∈ L) è ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà α èç íåêîòîðîãî ïîëÿ
P è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L (ðåçóëüòàò αx = α · x ∈ L). Ìû âñåãäà
áóäåì â êà÷åñòâå ïîëÿ P ðàññìàòðèâàòü ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ëèáî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è íàçûâàòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ óìíîæåíè-
åì íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,
à ïðîñòðàíñòâî ñ óìíîæåíèåì íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà � êîìïëåêñíûì

ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì,
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4. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x′ ∈ L òàêîé,
÷òî

x+ x′ = Θ.

Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì è îáî-
çíà÷àåòñÿ −x. Ïîñëå åãî ââåäåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì îïðåäåëèòü îïåðàöèþ âû÷èòàíèÿ x − y êàê îïå-
ðàöèþ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòà x ñ ýëåìåíòîì −y, ïðîòèâî-
ïîëîæíûì ýëåìåíòó y.

5. Äëÿ ëþáûõ x ∈ L, y ∈ L è ëþáîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

α(x+ y) = αx+ αy.

6. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L è ëþáûõ ÷èñåë α è β ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(α + β)x = αx+ βx.

7. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L è ëþáûõ ÷èñåë α è β ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(αβ)x = α(βx).

8. Äëÿ ëþáîãî x ∈ L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 · x = x.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ï ð èì å ðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Èç òàêèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ âïîñëåäñòâèè áóäåì ñòðî-
èòü ïðèìåðû ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ è åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Σ âñåõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

a ≡
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · . (7.1)
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Ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ðÿäà (7.1) íà ÷èñëî α íàçîâ¼ì ðÿä

αa=α

∞∑
n=1

an=
∞∑
n=1

(αan)=αa1 + αa2 + · · ·+ αan + · · · , (7.2)

à ðåçóëüòàòîì ñëîæåíèÿ ðÿäà (7.1) ñ ðÿäîì

b ≡
∞∑
n=1

bn = b1 + b2 + · · ·+ bn + · · · (7.3)

íàçîâ¼ì ðÿä

c ≡
∞∑
n=1

cn = c1 + c2 + · · ·+ cn + · · · , (7.4)

â êîòîðîì

cn = an + bn, n = 1, 2, . . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
âûïîëíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, íóëåâûì ýëåìåíòîì (íóëåâûì
ðÿäîì) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

0 = 0 + 0 + · · ·+ 0 + · · · . (7.5)

Îòìåòèì êñòàòè, ÷òî âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Σ, ïðè ýòîì âîîáùå íå ñòàâèòñÿ.

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî z(X ) âñåõ ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé f(x), îïðåäåë¼ííûõ íà íåêîòîðîì ÷èñëîâîì ìíî-
æåñòâå X . Ðåçóëüòàòîì ñëîæåíèÿ äâóõ ôóíêöèé f(x) è g(x)
èçz(X ) íàçîâ¼ì ôóíêöèþ h(x) òàêóþ, ÷òî h(x) = f(x)+g(x)
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äëÿ âñåõ x ∈ X ; à ðåçóëüòàòîì óìíîæåíèÿ ôóíêöèè f(x)
íà ÷èñëî α íàçîâ¼ì ôóíêöèþ αf(x). È çäåñü ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþò-
ñÿ. Â ÷àñòíîñòè, íóëåâûì ýëåìåíòîì (íóëåâîé ôóíêöèåé) â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Θ(x) ≡ 0.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ÷èñëîâûõ ðÿäàõ èëè ôóíêöè-
ÿõ, îïðåäåë¼ííûõ íà ìíîæåñòâå X , áóäåì ïîíèìàòü ëèíåé-
íûå ïðîñòðàíñòâà Σ èëè z(X ) ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíî-
ñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ (àáñîëþò-
íî ñõîäÿùèõñÿ) ÷èñëîâûõ ðÿäîâ èëè ìíîæåñòâî íåïðåðûâ-
íûõ (èëè êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ) íà êàêîì-ëèáî ìíîæåñòâå
(÷àùå âñåãî íà îòðåçêå [a, b]) ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì íåêîòî-
ðûå èç ýòèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè, òî÷íåå, ïîäïðîñòðàíñòâàìè
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà z(X ).

3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b], ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé
f(x), íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], òî åñòü íåïðåðûâíûõ
â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ïðè
x = a è íåïðåðûâíûõ ñëåâà ïðè x = b. Ýòî äåéñòâèòåëü-
íî ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà z(X ), òàê êàê
ñóììà äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è ïðîèçâåäåíèå íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà ÷èñëî ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíê-
öèÿìè, òî åñòü ðåçóëüòàòû ýòèõ îïåðàöèé òàêæå ïðèíàäëå-
æàò ïðîñòðàíñòâó C[a, b].

4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b], ñîñòîÿùåå èç ôóíê-
öèé f(x), íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b], è òàêèõ, ÷òî f(b) =
= f(a). Îíî òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà z(X ), èáî, ïîìèìî óæå óïîìèíàâøåãîñÿ â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå ñîõðàíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, ðàâåíñòâî f(b) = f(a)
òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè ëèíåéíûõ îïåðàöèÿõ. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b] ÿâëÿåòñÿ åù¼ è ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b].
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5. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Q0[a, b], ñîñòîÿùåå èç îñðåä-
í¼ííûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé f(x),
èìåþùèõ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåð-
âîãî ðîäà. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ôóíêöèþ f(x) ∈ Q0[a, b].
Çàíóìåðóåì òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) (âìåñòå ñ êîíöàìè
a è b îòðåçêà [a, b]) â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ:

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, n ∈ N. (7.6)

Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëàõ (xk−1, xk) ïðè k =
= 1, 2, . . . , n; ñóùåñòâóþò (êîíå÷íûå) ïðåäåëû

lim
x→a+0

f(x) = f(a+ 0), lim
x→b−0

f(x) = f(b− 0),

lim
x→xk±0

f(x) = f(xk ± 0), k = 1, 2, . . . , n− 1;

ïðè÷¼ì â òî÷êàõ ðàçðûâà è â êîíöàõ îòðåçêà çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè îñðåäíåíû:

f(a) = f(b) =
f(a+ 0) + f(b− 0)

2
,

f(xk) =
f(xk + 0) + f(xk − 0)

2
, k = 1, 2, . . . , n− 1.

(7.7)

Íà ïðåäñòàâëåííîì ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ýñêèç ãðàôèêà ôóíê-
öèè f(x) ∈ Q0[a, b]. Äëÿ ïðîñòîòû êàðòèíû ìû îãðàíè÷èëèñü
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ñëó÷àåì îäíîé âíóòðåííåé òî÷êè ðàçðûâà xk ôóíêöèè f(x).
Ýòî ïðîñòðàíñòâî, êàê è ðàññìîòðåííûå ðàíåå ïðîñòðàíñòâà
C[a, b] è C∗[a, b], òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà z(X ). Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæåíèå ôóíê-
öèè f(x) ∈ Q0[a, b] íà α = 0 ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè Θ(x) ≡ 0, à óìíîæåíèå íà α 6= 0 ïðèâîäèò ê ôóíêöèè
αf(x), èìåþùåé òå æå òî÷êè ðàçðûâà, ÷òî è ôóíêöèÿ f(x)
è îñðåäí¼ííîé â òî÷êàõ ðàçðûâà. Ñëîæåíèå äâóõ ôóíêöèé
f(x) è g(x), ïðèíàäëåæàùèõ Q0[a, b], òîæå ïðèâîäèò ê ôóíê-
öèè h(x) = f(x) + g(x) ∈ Q0[a, b]. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè h(x) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì îáúåäèíåíèÿ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèé f(x) è g(x).
Îñðåäíåíèå â òî÷êàõ ðàçðûâà ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê

ϕ(x̃) =
ϕ(x̃+ 0) + ϕ(x̃− 0)

2
,

åñëè òî÷êà x̃ � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ(x). Êîëè-
÷åñòâî òî÷åê ðàçðûâà ó ôóíêöèè h(x) ìîæåò áûòü ìåíü-
øå, ÷åì â îáúåäèíåíèè òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèé f(x) è g(x),
íàïðèìåð, åñëè g(x) = −f(x), òî h(x) = Θ(x). Îòìåòèì â
çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Q0[a, b] ñîäåðæèò â ñåáå â êà-
÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåì ïðè-
ìåðå ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b].

Ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ â êóðñå ëèíåéíîé
àëãåáðû âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè, áàçèñà,
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè. Çäåñü, êàê âèäíî èç
ïðèìåðîâ, ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì áåñêîíå÷íîìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ, òî åñòü òàêèõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, â
êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ìîæíî íàéòè n ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Ïîíÿòèå áàçèñà áåñêîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà áóäåò ââåäåíî íèæå (ñì. ñ. 168), ïîñëå ââåäå-
íèÿ ïîíÿòèé íîðìû è ñõîäèìîñòè, à âîò ïîíÿòèå ëèíåéíîé
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íåçàâèñèìîñòè ìîæíî äàòü óæå ñåé÷àñ, ïðè÷¼ì â áîëåå îá-
ùåì âèäå, ÷åì îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ â êóðñå ëèíåéíîé
àëãåáðû. Òàì îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿ-
ùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ìû æå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ,
ïðè÷¼ì íå îáÿçàòåëüíî äàæå èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ;
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ìíîæåñòâîì ëþ-
áîé ìîùíîñòè, íàïðèìåð, èõ ìîæåò áûòü ñòîëüêî, ñêîëüêî
òî÷åê íà èíòåðâàëå, îòðåçêå (êîíòèíóóì), áîëåå ìîùíîå,
÷åì êîíòèíóóì, è òàê äàëåå.

Ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ xα ∈ L (A �

ìíîæåñòâî ëþáîé ìîùíîñòè), íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìîé ñèñòåìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî n äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû n ýëåìåíòîâ{
xαk
}n
k=1
⊂
{
xα
}
α∈A è ëþáîãî íàáîðà n ÷èñåë

{
λk
}n
k=1

òà-

êèõ, ÷òî
n∑
k=1

|λk| > 0 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
n∑
k=1

λkxαk 6= Θ.

Ââåä¼ííîå ñåé÷àñ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûáèðàåì èç ñèñòå-
ìû

{
xα
}
α∈A ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó

{
xαk
}n
k=1

. Èñõîä-
íàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè å¼ ëþáàÿ
êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà â òîì ñìûñëå, â
êàêîì ðàíåå ââîäèëîñü ïîíÿòèå ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòå-
ìû, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

7.2. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ëèíåéíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìè-

ðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x∈X
îïðåäåëåíî ÷èñëî ‖x‖, íàçûâàåìîå íîðìîé x è óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.
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1. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ X íîðìà ‖x‖ > 0, ïðè÷¼ì ‖x‖ = 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = Θ.

Íàïîìíèì, ÷òî Θ � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X.

2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî

‖αx‖ = |α| · ‖x‖.

3. Äëÿ ëþáûõ x ∈ X, y ∈ X ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ "íåðàâåí-
ñòâîì òðåóãîëüíèêà". Åñëè ñ÷èòàòü ýëåìåí-
òû ïðîñòðàíñòâà X âåêòîðàìè, à ïîä ‖x‖ ïî-
íèìàòü äëèíó ýòîãî âåêòîðà, òî íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëü-
íèêà íå ïðåâîñõîäèò ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ï ð èì å ðû ëèíåéíûõ íîðìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ìíîæåñòâî l1 âñåõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ

ðÿäîâ, òî åñòü ðÿäîâ âèäà (7.1) è òàêèõ, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|an|

ñõîäèòñÿ. Óñòàíîâèì âíà÷àëå, ÷òî ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Σ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íà ÷èñëî è ñóììà
äâóõ àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèìèñÿ ðÿäàìè. Äåéñòâèòåëüíî, èç àáñîëþòíîé ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà (7.1) âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (7.2),
òàê êàê ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü |α| ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê
ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (ñì. òåîðåìó 1.1). Äàëåå, èç àá-
ñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (7.1), (7.3) è òîãî, ÷òî |cn| =
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= |an + bn| 6 |an|+ |bn| âûòåêàåò àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿ-
äà (7.4) ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ
(ñì. òåîðåìó 2.2). Èòàê, l1 � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì
â í¼ì íîðìó ïî ôîðìóëå

‖a‖1 ≡
∥∥∥ ∞∑
n=1

an

∥∥∥
1

=
∞∑
n=1

|an|. (7.8)

Ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìóëà (7.8) çàäà¼ò íîðìó. Â ñàìîì äåëå,

äëÿ âñÿêîãî a ≡
∞∑
n=1

an ∈ l1 ýòî ÷èñëî îïðåäåëåíî, íåîòðèöà-

òåëüíî è îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü äëÿ íóëåâîãî ðÿäà (7.5).
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ðÿäà a ∈ l1 è ëþáîãî ÷èñëà α èìååì

‖αa‖1 =
∞∑
n=1

|αan| = |α| ·
∞∑
n=1

|an| = |α| · ‖a‖1.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðÿäîâ a ∈ l1, b ∈ l1 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖a+ b‖1 =
∞∑
n=1

|an + bn| 6
∞∑
n=1

|an|+
∞∑
n=1

|bn| = ‖a‖1 + ‖b‖1.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî l1 àáñîëþòíî ñõîäÿ-
ùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ íîðìîé, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (7.8),
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

C[a, b] ≡ {f(x) ∈ C[a, b]}, ‖f‖C = max
x∈[a,b]

|f(x)|. (7.9)

Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òð¼ì
ñâîéñòâàì íîðìû è ïðåâðàùàåò òåì ñàìûì ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî C[a, b] â ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
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C[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, |f(x)| � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [a, b] îíà îãðàíè÷å-
íà ñâåðõó è äîñòèãàåò ñâîåé òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè (íåîòðè-
öàòåëüíîé). Åñëè æå ‖f‖C = max

x∈[a,b]
|f(x)| = 0, òî äëÿ êàæäîãî

x ∈ [a, b] çíà÷åíèå |f(x)| = 0, ïîýòîìó f(x) = Θ(x). Äàëåå,
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ C[a, b] è ëþáîãî ÷èñëà α èìååì

‖αf‖C = max
x∈[a,b]

|αf(x)| = |α| · max
x∈[a,b]

|f(x)| = |α| · ‖f‖C .

È íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé f(x) è g(x) èç C[a, b]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f + g‖C = max
x∈[a,b]

|f(x) + g(x)| 6 max
x∈[a,b]

(
|f(x)|+ |g(x)|

)
6

6 max
x∈[a,b]

|f(x)|+ max
x∈[a,b]

|g(x)| = ‖f‖C + ‖g‖C .

Èòàê, C[a, b] � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

3. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

C∗[a, b] ≡ {f(x) ∈ C∗[a, b]}, ‖f‖C = max
x∈[a,b]

|f(x)|. (7.10)

Óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè âñåõ ñâîéñòâ íîðìû ìîæíî òî÷íî
òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Îäíàêî åñëè çàìå-
òèòü, ÷òî ïîñêîëüêó, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b] è íîðìà çàäà¼òñÿ òîé æå ôîðìóëîé,
òî òåì ñàìûì C∗[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî
íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b], òî åñòü C∗[a, b] � ëè-
íåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

4. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Q0[a, b] ≡ {f(x) ∈ Q0[a, b]}, ‖f‖Q = sup
x∈[a,b]

|f(x)|. (7.11)
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Óáåäèìñÿ, ÷òî è çäåñü âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà íîðìû.
Äåéñòâèòåëüíî, |f(x)| � íåîòðèöàòåëüíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâà òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ñëå-
äîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [a, b] îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî åñòü
å¼ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü íåîòðèöàòåëüíà. Åñëè æå ‖f‖Q =

= sup
x∈[a,b]

|f(x)| = 0, òî äëÿ êàæäîãî x ∈ [a, b] çíà÷åíèå |f(x)| =

= 0, ïîýòîìó f(x) = Θ(x). Äâà äðóãèõ ñâîéñòâà íîðìû
ïðîâåðÿþòñÿ òàê æå, êàê è âî âòîðîì ïðèìåðå (ïðîñòðàí-
ñòâî C[a, b]) ñ åñòåñòâåííîé çàìåíîé ñèìâîëà max íà ñèìâîë
sup. Ñëåäîâàòåëüíî, Q0[a, b] � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

5. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

CL1[a, b] ≡ {f(x) ∈ C[a, b]}, ‖f‖1 =
b∫
a

|f(x)| dx.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå âñåõ ñâîéñòâàì íîðìû. Äåéñòâèòåëü-

íî, |f(x)| � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ñëå-

äîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [a, b] îíà èíòåãðèðóåìà è âåëè÷èíà

‖f‖1 > 0. Åñëè æå ‖f‖1 =
b∫
a

|f(x)| dx = 0, òî ïî õîðîøî èç-

âåñòíîìó ñâîéñòâó èíòåãðàëîâ îò íåîòðèöàòåëüíûõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé èç ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðàëà îò òàêîé

ôóíêöèè âûòåêàåò ðàâåíñòâî íóëþ çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â

êàæäîé òî÷êå îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åñòü f(x) = Θ(x).

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) ∈ CL1[a, b] è ëþáîãî ÷èñëà

α èìååì

‖αf‖1 =
b∫
a

|αf(x)| dx = |α| ·
b∫
a

|f(x)| dx = |α| · ‖f‖1.
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Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ äâóõ ôóíêöèé f(x) è g(x) èç CL1[a, b]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖f + g‖1 =
b∫
a

|f(x) + g(x)| dx 6
b∫
a

(
|f(x)|+ |g(x)|

)
dx =

=
b∫
a

|f(x)| dx+
b∫
a

|g(x)| dx = ‖f‖1 + ‖g‖1.

Èòàê, CL1[a, b] � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

6. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

C∗L1[a, b] ≡ {f(x) ∈ C∗[a, b]}, ‖f‖1 =
b∫
a

|f(x)| dx.

Â ýòîì ïðèìåðå â âûïîëíåíèè ñâîéñòâ íîðìû ïðîùå âñåãî
óáåäèòüñÿ (òàê æå, êàê è â òðåòüåì ïðèìåðå), ñîñëàâøèñü
íà òî, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b] è íîðìà çàäà¼òñÿ
òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

7. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Q0L1[a, b] ≡ {f(x) ∈ Q0[a, b]}, ‖f‖1 =
b∫
a

|f(x)| dx.

Çäåñü |f(x)| � íåîòðèöàòåëüíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâà òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, ñëåäîâàòåëü-
íî, íà îòðåçêå [a, b] îíà èíòåãðèðóåìà è âåëè÷èíà ‖f‖1 > 0.

Ïóñòü ‖f‖1 =
b∫
a

|f(x)| dx = 0. Ïî àääèòèâíîìó ñâîéñòâó èí-

òåãðàëîâ 0 =
b∫
a

|f(x)| dx =
n∑
k=1

xk∫
xk−1

|f(x)| dx, ãäå a = x0 <

< x1 < · · · < xn = b � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x), âêëþ-
÷àÿ êîíöû îòðåçêà [a, b] (ñì. (7.6)). Íî òîãäà

xk∫
xk−1

|f(x)| dx = 0, k = 1, 2, . . . , n.
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Ïîñëå èçìåíåíèÿ â òî÷êàõ xk−1 è xk ôóíêöèþ |f(x)| ìîæíî
ñäåëàòü íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, äëÿ êî-
òîðîé, êàê èçâåñòíî, èç ðàâåíñòâà íóëþ èíòåãðàëà ïî îòðåç-
êó [xk−1, xk] âûòåêàåò ðàâåíñòâî íóëþ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî
îòðåçêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåèçìåí¼ííîé ôóíêöèè èìååì

f(x) = 0, x ∈ (xk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n. (7.12)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) îñðåäíåíà â òî÷êàõ {xk}nk=0, òî èç (7.7)
è (7.12) âûòåêàåò, ÷òî

f(xk) = 0, k = 0, 1, . . . , n. (7.13)

Ïîýòîìó èç (7.12) è (7.13) íàõîäèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà ‖f‖1 =
= 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî f(x) = Θ(x) ≡ 0. Òåì ñàìûì ïåðâîå
ñâîéñòâî íîðìû óñòàíîâëåíî. Âòîðîå è òðåòüå ñâîéñòâà íîð-
ìû ïðîâåðÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ïÿòîì ïðèìåðå (ïðîñòðàí-
ñòâî CL1[a, b]). Èòàê, Q0L1[a, b] � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî.

Ñðàâíåíèå ïðèìåðîâ 2 è 5, à òàêæå 3 è 6, 4 è 7 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî èç îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
(C[a, b], C∗[a, b], Q0[a, b]), ââîäÿ ðàçíûå íîðìû, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ðàçíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Íàðÿäó ñ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì l1
àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ (ïðèìåð 1), èçó÷à-
þòñÿ è äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ðÿäîâ. Òàê, äëÿ âñÿêîãî p > 0
ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî lp ðÿäîâ âèäà (7.1) è òàêèõ,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|an|p ñõîäèòñÿ. Ýòî � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî1.

1Òî÷íåå, lp � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ââåä¼ííîãî íà ñ. 149�150
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Σ. Ýòîò ôàêò âîâñå íå ñàìîî÷åâèäåí. Íàèáî-
ëåå ñëîæíûì ïðè åãî óñòàíîâëåíèè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî çàìêíó-
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Åñëè ââåñòè â ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìó ïî ôîð-
ìóëå

‖a‖p ≡
∥∥∥ ∞∑
n=1

an

∥∥∥
p

=
( ∞∑
n=1

|an|p
) 1
p
, (7.14)

òî ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè p > 1 âñå ñâîéñòâà íîðìû
âûïîëíÿþòñÿ è òåì ñàìûì âñå lp ïðè ýòèõ p ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè; à ïðè 0 < p < 1
íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è, ñòàëî áûòü, lp
ïðè òàêèõ p óæå íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íîðìèðîâàííûìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Êñòàòè ñêàçàòü, óñòàíîâëåíèå íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé (7.14) ïðè
p > 1 � íàèáîëåå òðóäî¼ìêàÿ îïåðàöèÿ, è ïîýòîìó çäåñü ìû
íå áóäåì ýòîãî äåëàòü.

Òàêæå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
C[a, b], C∗[a, b] è Q0[a, b] ââåñòè íîðìó ïî ôîðìóëå

‖f‖p =
( b∫
a

|f(x)|p dx
) 1
p
, p > 0 (7.15)

è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâåííî ïîêà åù¼ òîëüêî ëèíåéíûå ïðî-
ñòðàíñòâà CLp[a, b], C∗Lp[a, b] è Q0Lp[a, b]. È çäåñü ëèøü ïðè
p > 1 ôîðìóëà (7.15) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì íîðìû,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâàCLp[a,b],C∗Lp[a,b] èQ0Lp[a,b]
ïðè ýòèõ p ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè; à ïðè 0 < p < 1 íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà, êîòîðîå, îïÿòü æå, ïðè p > 1 òðóäíåå âñåãî óñòà-
íîâèòü. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, êîòîðûé ïîñâÿù¼í åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâàì, áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé p = 2 (ñì. ïðî-

òîñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ: èç ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∞∑
n=1
|an|p è

∞∑
n=1
|bn|p

äëÿ íåêîòîðîãî p > 0 âûâåñòè ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1
|an + bn|p äëÿ òîãî

æå p.
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ñòðàíñòâà (8.14) ñ íîðìîé (8.17)), à âñå îñòàâøèåñÿ p ∈ (1, 2)
è p ∈ (2,+∞) ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

7.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû â ëèíåéíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Çäåñü ìû íà÷í¼ì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
xn
}∞
n=1

, xn ∈ X (7.16)

è ðÿäû ∞∑
n=1

un, un ∈ X, (7.17)

ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ xn, un, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó
ëèíåéíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó X.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.16) è ðÿäû (7.17) áóäåì íàçûâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è ðÿäàìè â X.

Ðàçóìååòñÿ, òàê æå, êàê â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ èëè ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ, íîìåð íà÷àëüíîãî
ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â X èëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà â X ìîæåò áûòü êàê áîëüøå,
òàê è ìåíüøå åäèíèöû.

Òàêæå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå äðóãèå ïîíÿòèÿ è âî-
ïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è ðÿäàìè â X.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xn
}∞
n=1

â X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåé-
ñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖xn − x‖ < ε. Ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

â X.
Òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xn
}∞
n=1

â X ñõîäèòñÿ
ê ñâîåìó ïðåäåëó x îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

lim
n→∞

xn = x èëè lim
n→∞

xn
X
= x. (7.18)
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Âòîðîå îáîçíà÷åíèå â (7.18) ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà íàäî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè{
xn
}∞
n=1

ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî ïî íîðìå ëèíåéíîãî íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X (â îäíîì è òîì æå ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââîäèòü, êàê ìû âèäåëè, ðàçíûå íîð-
ìû).

Äëÿ ðÿäà (7.17) ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
Sn
}∞
n=1

÷à-

ñòè÷íûõ ñóìì:

S1 = u1, S2 = u1 + u2, . . . , Sn =
n∑
k=1

uk, . . . .

Ðÿä
∞∑
n=1

un â X íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü
{
Sn
}∞
n=1

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì
S = lim

n→∞
Sn íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Òî, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

un â X ñõîäèòñÿ ê ñâîåé ñóììå S îáîçíà-

÷àåòñÿ òàê:
∞∑
n=1

un = S èëè
∞∑
n=1

un
X
= S. (7.19)

Ñõîäèìîñòü ðÿäà â X îïðåäåëåíà, êàê è äëÿ ÷èñëîâî-
ãî ðÿäà, ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. ßñ-
íî, ÷òî è â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ñâÿçü
ìåæäó ðÿäàìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íà ñàìîì äåëå äâó-
ñòîðîííÿÿ: ïî âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â X ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ðÿä, ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè êîòîðîãî áóäóò ýëåìåí-
òû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (1.10) íà ñ. 21. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì,
åñëè íàìè áóäóò óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé (ðÿäîâ) â X, òî ýòî ñâîéñòâî ìîæíî áóäåò
ïåðåíåñòè è íà ðÿäû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â
ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X.

Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè íàé-
ä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ A íîðìà
‖x‖ 6M .

Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (à çíà÷èò, è
ðÿäîâ) â X ìû óñòàíîâèì â âèäå òåîðåì. Êàê ìû óâèäèì,
íåêîòîðûå èç ýòèõ òåîðåì êàê ïî ôîðìóëèðîâêå, òàê è ñïî-
ñîáó äîêàçàòåëüñòâà áóäóò î÷åíü ïîõîæè íà òåîðåìû î ñâîé-
ñòâàõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ò å î ð åì à 7.1. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X èìå-
åò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå òåîðå-
ìû íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

â X èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ïðåäåëà. Ðàññìîòðèì äâà èç íèõ:
x ∈ X, y ∈ X, ïðè÷¼ì x 6= y. Òàê êàê lim

n→∞
xn = x, òî äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N1, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìå-
ðà n > N1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖xn − x‖ < ε. Íî òàê
êàê lim

n→∞
xn = y, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N2,

÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
‖xn− y‖ < ε. Ïîñêîëüêó x 6= y, òî ‖x− y‖ > 0. Ïîýòîìó äëÿ

ε =
‖x− y‖

2
> 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N = max{N1, N2}, ÷òî

‖xn − x‖ <
‖x− y‖

2
, ‖xn − y‖ <

‖x− y‖
2

(7.20)

äëÿ âñåõ n > N . Âîçüì¼ì êàêîå-íèáóäü n > N . Èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâà íîðìû è íåðàâåíñòâà (7.20), èìååì

‖x−y‖=‖x−xn+xn−y‖6‖x−xn‖+‖xn−y‖=

=‖xn−x‖+‖xn−y‖<
‖x−y‖

2
+
‖x−y‖

2
=‖x−y‖.
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Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (‖x− y‖ < ‖x− y‖). Òåîðåìà äîêà-
çàíà.

Ò å î ð åì à 7.2. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âX îãðà-
íè÷åíà.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xn
}∞
n=1

â X èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ýëåìåíò x ∈ X, òî
åñòü äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî
íîìåðà n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖xn−x‖ < ε. Íàéä¼ì
íîìåð N äëÿ ε = 1 è ðàññìîòðèì ÷èñëî

M = max {‖x1‖, ‖x2‖, . . . , ‖xN‖, ‖x‖+ 1} .

Óñòàíîâèì, ÷òî M � âåðõíÿÿ ãðàíü íîðì ‖xn‖ âñåõ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

:

‖xn‖ 6M, n = 1, 2, . . . . (7.21)

Åñëè n = 1, 2, . . . , N , òî íåðàâåíñòâî (7.21) âûïîëíÿåòñÿ, òàê
êàê ‖xn‖ íàõîäèòñÿ ñðåäè ÷èñåë, ìàêñèìóì èç êîòîðûõ îïðå-
äåëÿåò ÷èñëîM . Åñëè æå n > N , òî â ñèëó ïîëó÷åíèÿ ÷èñëà
N äëÿ ε = 1 è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

‖xn‖ = ‖x+ (xn − x)‖ 6 ‖x‖+ ‖xn − x‖ < ‖x‖+ 1,

à ÷èñëî ‖x‖ + 1 òàêæå íàõîäèòñÿ ñðåäè ÷èñåë, ìàêñèìóì
èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ÷èñëî M . Èòàê, íåðàâåíñòâî (7.21)
âåðíî äëÿ âñåõ n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 7.3. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

è
{
yn
}∞
n=1

â X è ñõîäÿùàÿñÿ ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
αn
}∞
n=1

, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y, lim
n→∞

αn = α. (7.22)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xn±yn

}∞
n=1

â X ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿ-
ùèìèñÿ, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

(xn ± yn) = x± y. (7.23)

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
αnxn

}∞
n=1

â X ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

(αnxn) = αx. (7.24)

3. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
‖xn‖

}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖. (7.25)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Èç
ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ â (7.22) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà N1

è N2, ÷òî

‖xn − x‖ <
ε

2
äëÿ âñåõ n > N1,

‖yn − y‖ <
ε

2
äëÿ âñåõ n > N2.

Íî òîãäà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
òàêîé íîìåð N = max{N1, N2}, ÷òî äëÿ âñåõ n > N íîðìû
‖(xn ± yn) − (x ± y)‖ = ‖(xn − x) ± (yn − y)‖ 6 ‖xn − x‖ +

+‖yn−y‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε, òî åñòü ðàâåíñòâà (7.23) ñïðàâåäëèâû,

÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{
xn
}∞
n=1

â X ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ïî òåîðåìå 7.2
îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòü íàéä¼òñÿ M > 0, ÷òî

‖xn‖ 6M äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . .
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Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ â (7.22) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå
íîìåðà N1 è N2, ÷òî

‖xn − x‖ <
ε

2(|α|+ 1)
äëÿ âñåõ n > N1,

|αn − α| <
ε

2M
äëÿ âñåõ n > N2.

Íî òîãäà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
òàêîé íîìåð N = max{N1, N2}, ÷òî äëÿ âñåõ n > N íîðìà
ðàçíîñòè ‖αnxn−αx‖ = ‖αnxn−αxn +αxn−αx‖ 6 ‖αnxn−
−αxn‖ + ‖αxn − αx‖ = |αn − α| · ‖xn‖ + |α| · ‖xn − x‖ <
<

ε

2M
·M+|α|· ε

2(|α|+ 1)
<
ε

2
+
ε

2
= ε, òî åñòü ðàâåíñòâî (7.24)

ñïðàâåäëèâî, ÷òî è äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ñîãëàñíî ïåðâîìó èç ðà-

âåíñòâ â (7.22) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî

‖xn − x‖ < ε äëÿ âñåõ n > N. (7.26)

Ïîñêîëüêó ‖xn‖ = ‖x+ (xn − x)‖ 6 ‖x‖+ ‖xn − x‖, òî

‖xn‖ − ‖x‖ 6 ‖xn − x‖, (7.27)

à ïîñêîëüêó ‖x‖ = ‖xn + (x− xn)‖ 6 ‖xn‖+ ‖x− xn‖, òî

‖x‖ − ‖xn‖ 6 ‖xn − x‖. (7.28)

Èç (7.27) è (7.28) âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣∣ 6 ‖xn − x‖, (7.29)

à èç (7.26) è (7.29) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ

òàêîé íîìåð N , ÷òî
∣∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣∣ 6 ‖xn − x‖ < ε äëÿ âñåõ
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n > N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî (7.25) ñïðàâåäëèâî, ÷òî
è äîêàçûâàåò òðåòüå óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîñòüþ íîðìû â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ xα ∈ X, íà-

çûâàåòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ε > 0 íàé-
äóòñÿ íàòóðàëüíîå n, ïîäñèñòåìà n ýëåìåíòîâ

{
xαk
}n
k=1
⊂

⊂
{
xα
}
α∈A è íàáîð n ÷èñåë

{
λk
}n
k=1

òàêèõ, ÷òî íîðìà ðàç-

íîñòè
∥∥x− n∑

k=1

λkxαk
∥∥ < ε.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ çà-
ìêíóòîé â X, åñëè ëþáîé x ∈ X ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ε > 0
ìîæíî ïðèáëèçèòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ýòîé
ñèñòåìû.

Çàìêíóòàÿ ñèñòåìà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñò-
ðàíñòâå, ïîäîáíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå, ìîæåò ñîäåðæàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ (A � ìíîæåñòâî ëþáîé ìîùíîñòè).

Ñ÷¼òíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ
{
en
}∞
n=1

, ñîñòîÿùàÿ èç ýëå-
ìåíòîâ en ∈ X, íàçûâàåòñÿ áàçèñîì áåñêîíå÷íîìåðíîãî ëè-
íåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè äëÿ ëþáîãî
x ∈ X ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ÷èñëà

{
αn
}∞
n=1

òàêèå, ÷òî

x =
∞∑
n=1

αnen.

Êàê ìû âèäèì, â îòëè÷èå îò çàìêíóòîé ñèñòåìû, áàçèñ
ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò ëèøü èç
ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Ò å î ð åì à 7.4. Áàçèñ
{
en
}∞
n=1

ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü â íåêîòîðîì áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâó-
åò áàçèñ

{
en
}∞
n=1

, íå ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñè-
ñòåìîé. Ýòî îçíà÷àåò (ïèøåì îòðèöàíèå ïîíÿòèÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, äàííîå íà ñ. 154, ñ íåêîòîðîé åñòå-
ñòâåííîé çàìåíîé ñèìâîëîâ), ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíîå N ,

ïîäñèñòåìà N ýëåìåíòîâ
{
eαk
}N
k=1
⊂
{
en
}∞
n=1

è íàáîð N ÷è-

ñåë
{
λk
}N
k=1

(òàêèõ, ÷òî
N∑
k=1

|λk| > 0), ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ
N∑
k=1

λkeαk ýëåìåíòîâ ïîäñèñòåìû
{
eαk
}N
k=1

ðàâíà íóëå-

âîìó ýëåìåíòó Θ ïðîñòðàíñòâà X:

λ1eα1 + · · ·+ λkeαk + · · ·+ λNeαN = Θ. (7.30)

Òàê êàê
N∑
k=1

|λk| > 0, òî íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí íîìåð k, ãäå

1 6 k 6 N , ÷òî λk 6= 0. Íî òîãäà èç (7.30) âûòåêàåò

eαk =−λ1

λk
eα1−. . .−

λk−1

λk
eαk−1

− λk+1

λk
eαk+1−. . .−

λN
λk
eαN . (7.31)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

eαk = 0 · e1 + · · ·+ 0 · eαk−1 + 1 · eαk + 0 · eαk+1 + . . . . (7.32)

Ðàâåíñòâî (7.32) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ðàçëîæåíèå ýëåìåí-
òà eαk ∈ X â ðÿä ïî áàçèñó

{
en
}∞
n=1

. Ýòîò ðÿä, î÷åâèäíî,
ñõîäèòñÿ ê eαk , òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû, íà÷èíàÿ ñ
íîìåðà αk, ñîâïàäàþò ñ eαk . Îäíàêî ðàâåíñòâó (7.31) òîæå
ìîæíî ïðèäàòü âèä ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî èç ñåáÿ ðàçëî-
æåíèå ýëåìåíòà eαk ∈ X â ðÿä ïî áàçèñó

{
en
}∞
n=1

. Äëÿ ýòî-
ãî ñëàãàåìûå â (7.31) íàäî çàïèñàòü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
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èíäåêñîâ, à îòñóòñòâóþùèå áàçèñíûå ýëåìåíòû çàïèñàòü ñ
íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòîò ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ ê eαk ,
òàê êàê åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,
à èìåííî: ñ íîìåðà, ðàâíîãî

max{α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αN},

ñîâïàäàþò ñ eαk . Íî ðàçëîæåíèÿ (7.31) è (7.32) � ðàçíûå, òàê
êàê â (7.31) êîýôôèöèåíò ïðè eαk ðàâåí íóëþ, à â (7.32) �
åäèíèöå. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (íååäèíñòâåííîñòü ðàçëî-
æåíèÿ). Òåîðåìà äîêàçàíà.

7.4. Ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå
(áàíàõîâû) ïðîñòðàíñòâà

Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î ïîëíîòå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, ââåä¼ì õîðîøî èçâåñòíîå äëÿ ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xn
}∞
n=1

â X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ
ëþáûõ íîìåðîâ n > N , m > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖xn − xm‖ < ε. (7.33)

Ò å î ð åì à 7.5. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âXôóí-
äàìåíòàëüíà.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xn
}∞
n=1

â X èìååò ñâîèì ïðåäåëîì ýëåìåíò x ∈ X, òî
åñòü äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî

íîìåðà n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖xn − x‖ <
ε

2
. Íî

òîãäà äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n > N , m > N íîðìà ðàçíîñòè



7. Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà 171

‖xn−xm‖ = ‖xn−x+x−xm‖ 6 ‖xn−x‖+‖x−xm‖<
ε

2
+
ε

2
= ε,

òî åñòü íåðàâåíñòâî (7.33) âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàê ìû çíàåì, ôóí-
äàìåíòàëüíîñòü íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ ñõîäèìîñòè
(êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî íîðìèðî-
âàííîãî ïðîñòðàíñòâà X ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðå-
ìå 7.5 èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò å¼ ôóí-
äàìåíòàëüíîñòü. Îáðàòíîå, êàê ìû óâèäèì, âåðíî íå äëÿ
âñÿêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ââåä¼ì íîâîå ïîíÿòèå ïîë-
íîòû ïðîñòðàíñòâà.

Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì, åñëè â í¼ì ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xn
}∞
n=1

ñõîäèòñÿ, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
x ∈ X, ÷òî

lim
n→∞

xn = x, òî åñòü lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Ïîëíû å ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàçû-
âàþòñÿ òàêæå á à í à õ î âûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

Ò å î ð åì à 7.6. Ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ l1 � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
a(i)
}∞
i=1

â l1 (íîìåð ÷ëå-
íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü i, ïèøåòñÿ íàâåðõó â ñêîá-
êàõ, òîãäà êàê íèæíèé èíäåêñ n áåç ñêîáîê � íîìåð ñëàãàå-
ìîãî â ðÿäå). Ôóíäàìåíòàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ i > N ,
j > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖a(i) − a(j)‖1 =
∞∑
n=1

|a(i)
n − a(j)

n | <
ε

2
. (7.34)
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-
ãî n äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ
íîìåðîâ i > N , j > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|a(i)
n − a(j)

n | <
ε

2
, n = 1, 2, . . . ,

òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
a

(i)
n

}∞
i=1

ôóíäàìåíòàëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

lim
i→∞

a(i)
n = ãn, n = 1, 2, . . . .

Ðàññìîòðèì ðÿä

ã ≡
∞∑
n=1

ãn.

Äîêàæåì, ÷òî ã ∈ l1 è ã = lim
i→∞

a(i). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè

j →∞ â íåðàâåíñòâå (7.34) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà i > N èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖a(i) − ã‖1 =
∞∑
n=1

|a(i)
n − ãn| 6

ε

2
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä a(i) − ã =
∞∑
n=1

[
a

(i)
n − ãn

]
ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, òî åñòü a(i) − ã ∈ l1, ñëåäîâàòåëüíî, ã = a(i) −
−
(
a(i) − ã

)
∈ l1 è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî

äëÿ ëþáîãî íîìåðà i>N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ‖a(i)−̃a‖16

6
ε

2
< ε, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

i→∞
a(i) = ã. Èòàê,

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
a(i)
}∞
i=1

â l1 ñõîäèòñÿ
ê ïðåäåëó ã ∈ l1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Åñëè óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâà lp (p > 1), î êîòîðûõ
óïîìèíàåòñÿ íà ñ. 161, � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà, òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëíûìè.

Ò å î ð åì à 7.7. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îò-
ðåçêå [a, b] ôóíêöèé � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn
}∞
n=1

â C[a, b], òî åñòü
òàêóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé

{
fn(x)

}∞
n=1

, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n > N , m > N
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖fn − fm‖C = max
x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
. (7.35)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàé-
ä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ n > N , m > N è
ëþáîãî x ∈ [a, b] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
,

òî åñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 5.2 (êðèòåðèé Êîøè ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Ïîýòîìó îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b] ê ôóíê-
öèè f(x), êîòîðàÿ â ñèëó òåîðåìû 5.12 íåïðåðûâíà íà îòðåç-
êå [a, b]. Èòàê,

fn(x)
[a,b]

⇒f(x) ∈ C[a, b].

Ïåðåõîäÿ â (7.35) ê ïðåäåëó ïðè m→∞ è ïîëüçóÿñü íåïðå-
ðûâíîñòüþ íîðìû (òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 7.3), ïîëó-
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÷àåì: äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ
ëþáîãî íîìåðà n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖fn − f‖C 6
ε

2
< ε,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn
}∞
n=1

â C[a, b] ñõîäèòñÿ ê ïðå-
äåëó f ∈ C[a, b]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å. Ïðîñòðàíñòâî C∗[a, b] � ïîëíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñò-
ðàíñòâî C∗[a, b] ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì áàíàõîâà ïðî-
ñòðàíñòâà C[a, b], ñëåäîâàòåëüíî, ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé
òåîðåìå 7.7 ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
fn(x)

}∞
n=1

â C∗[a, b] ñõîäèòñÿ (ïðè÷¼ì ðàâíîìåðíî) ê íåêî-
òîðîé ôóíêöèè f(x) ∈ C[a, b]. Ðàâåíñòâî f(b) = f(a) ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Ïîýòîìó f(x) ∈ C∗[a, b].
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

7.5. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñõîäèìîñòè

Îñòàëüíûå ðàññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðû ëèíåéíûõ íîð-
ìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê ìû óâèäèì íèæå (ñì. ï. 7.6),
ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè íåïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íî ïðåæäå
÷åì íà÷àòü èõ ðàññìàòðèâàòü, òî åñòü óêàçûâàòü ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ñõîäÿùèåñÿ â ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ, ñðàâíèì ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìî-
ñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà îòðåçêå [a, b].

Èòàê, ïóñòü èìååòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ íà [a, b] ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

. Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè
ìû ðàññìàòðèâàëè ñëåäóþùèå âèäû å¼ ñõîäèìîñòè.

1. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü, ââåä¼ííàÿ íà ñ. 88 (ñì. (5.6)):

fn(x)
[a,b]

⇒ f(x). (7.36)
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Ýòà ñõîäèìîñòü åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñõîäèìîñòü ïî íîð-
ìå ïðîñòðàíñòâ C[a, b], C∗[a, b] èëè Q0[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

� ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè â
C[a, b], èëè â C∗[a, b], èëè â Q0[a, b] ê ôóíêöèè f(x) èç ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü

lim
n→∞

‖fn − f‖C = 0 èëè lim
n→∞

‖fn − f‖Q = 0.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ (7.9),
(7.10), (7.11) è ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî åñëè äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà
n > N èìååò ìåñòî îäíî èç íåðàâåíñòâ

max
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| < ε èëè sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî
äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N è äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà |fn(x)−f(x)| < ε. À ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ðàâíîìåðíî íà [a, b] ñõîäèòñÿ ê
ôóíêöèè f(x).

2. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü, î êîòîðîé óïîìèíàåòñÿ íà ñ. 87
(ñì. (5.3) è (5.4)):

fn(x)→ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. (7.37)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (7.36),
êîòîðóþ, êàê ìû ñåé÷àñ âèäåëè, ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñõî-
äèìîñòü ïî íîðìå íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü (7.37) íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäè-
ìîñòüþ ïî íîðìå êàêîãî áû òî íè áûëî ëèíåéíîãî íîðìèðî-
âàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ýòîò ôàêò ìû èñïîëüçî-
âàòü íå áóäåì, òî è íå ñòàíåì åãî îáîñíîâûâàòü.
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3. Ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Lp (p > 0). Ôóíêöèÿ f(x) íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì â ñìûñëå Lp ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

íà îòðåçêå [a, b], åñëè

lim
n→∞

‖fn − f‖p = 0, (7.38)

èëè, ñîãëàñíî (7.15),

lim
n→∞

( b∫
a

|fn(x)− f(x)|p dx
) 1
p

= 0.

Òàêàÿ ñõîäèìîñòü, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî
íîðìå ïðîñòðàíñòâ CLp[a, b], C∗Lp[a, b] èëè Q0Lp[a, b]. Ýòè
ïðîñòðàíñòâà óïîìÿíóòû íà ñ. 161, ãäå òàêæå ñêàçàíî, ÷òî
â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäóò ââåäåíû ïðîñòðàíñòâà CL2[a, b],
C∗L2[a,b] èQ0L2[a,b] (ñì. ïðîñòðàíñòâà (8.14) ñ íîðìîé (8.17)).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïî êðàéíåé ìåðå ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî p
ðàâíÿåòñÿ 1 èëè 2. Åñëè æå âñ¼-òàêè óñòàíîâèòü (õîòÿ ýòî è
íå î÷åíü ïðîñòî), ÷òî ôîðìóëà (7.15) çàäà¼ò íîðìó â ýòèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïðè âñåõ p > 1, à íå òîëüêî ïðè p = 1 èëè
p = 2, òî ïîñëåäóþùèå âûêëàäêè ýòîãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâû
è äëÿ óêàçàííûõ p.

Âûÿñíèì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ýòè âèäû ñõîäèìî-
ñòè. Ìû óæå çíàåì, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âûòåêà-
åò ïîòî÷å÷íàÿ (ï. 5.2, ñ. 88). Óñòàíîâèì, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Lp. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà [a, b], òî åñòü äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåðN , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N
è äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − f(x)| <

<
ε

2(b− a)
1
p

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òåõ æå ñàìûõ íîìåðîâ
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‖fn − f‖pp =
b∫
a

|fn(x)− f(x)|p dx 6 εp

2p(b− a)
(b − a) < εp,

òî åñòü ‖fn − f‖p < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî (7.38), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ñõîäèòñÿ â ñìûñëå Lp ê ôóíêöèè
f(x) íà [a, b].

Èíûõ ñâÿçåé ìåæäó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ (7.36), ïî-
òî÷å÷íîé ñõîäèìîñòüþ (7.37) è ñõîäèìîñòüþ (7.38) â ñìûñ-
ëå Lp íå èìååòñÿ, â ÷¼ì ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ, ðàññìîòðåâ
ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñõîäÿùèõ-
ñÿ ïîòî÷å÷íî, íî íå ÿâëÿþùèõñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðàâíîìåðíî
è â ñìûñëå Lp; à òàêæå ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ñõîäÿùèõñÿ â ñìûñëå Lp, íî íå ÿâëÿþùèõñÿ ñõîäÿùè-
ìèñÿ íè ðàâíîìåðíî, íè ïîòî÷å÷íî.

Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [a, b] ≡ [0, 1] ôóíêöèîíàëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

:

fn(x) =



22n+1x, 0 6 x 6
1

2n+1
,

22n+1(1− 2n)x,
1

2n+1
6 x 6

1

2n
,

0,
1

2n
6 x 6 1.
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Óñòàíîâèì, ÷òî ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

íà îòðåçêå [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ f(x) ≡ 0. Äëÿ ýòîãî óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè âñÿêîì x ∈ [0, 1]
ïðåäåë

lim
n→∞

fn(x) = 0. (7.39)

Â ñàìîì äåëå, ïðè ëþáîì n çíà÷åíèå fn(0) = 0, à åñëè 0 <

< x 6 1, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n (êîãäà
1

2n
ñòàíåò ìåíü-

øå, ÷åì x), çíà÷åíèå fn(x) = 0, ïîýòîìó (7.39) ñïðàâåäëè-
âî. Èòàê, ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

íà [0, 1] ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x) ≡ 0. Òàê êàê
sup
x∈[0,1]

|fn(x)−f(x)| = 2n, à 2n ïðè n→∞ ñòðåìèòñÿ ê +∞, à

íå ê 0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 (êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè),

{
fn(x)

}∞
n=1

íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ íà [0, 1].
Ýòà æå ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ñìûñëå Lp íà [0, 1] íè äëÿ êàêîãî
p > 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíà ñõîäèëàñü â ñìûñëå Lp íà
[0, 1] äëÿ íåêîòîðîãî p > 1 â êàêîì-íèáóäü èç ïðîñòðàíñòâ:
CLp[a, b], C∗Lp[a, b] èëè Q0Lp[a, b] (â êàêîì � íåâàæíî, òàê
êàê ëþáîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

ïðèíàäëå-
æèò âñåì òð¼ì ïðîñòðàíñòâàì). Íî òîãäà ïî òåîðåìå 7.5 îíà
áûëà áû ôóíäàìåíòàëüíîé. Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòî íå òàê. Âîçü-

ì¼ì ε =
1

2(p+ 1)
> 0 è äëÿ ëþáîãî íîìåðà N óêàæåì íîìåðà

n = N + 1 è m = n + 1 (ÿñíî, ÷òî n > N è m > N). Èìå-

åì ‖fn − fm‖pp =
1∫
0

|fn(x) − fm(x)|p dx >
1
2n∫
1

2n+1

|fn(x)|p dx =

=

1
2n∫
1

2n+1

∣∣22n+1(1− 2n)x
∣∣p dx =

(
äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x =
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=
1

2n
− t
)

=

1
2n+1∫
0

∣∣22n+1t
∣∣p dt =

2n(p−1)−1

p+ 1
>

1

2(p+ 1)
= ε, îò-

êóäà âûòåêàåò îòñóòñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè, à çíà÷èò, è
ñõîäèìîñòè â ñìûñëå Lp ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñìûñëå Lp
íå âûòåêàåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íè ðàâíîìåðíîé, íè äàæå ïî-
òî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [a, b] ≡ [−1, 1]

ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

:

fn(x) = n
1
2p · e−

n2x2

p , −1 6 x 6 1.

Òàê êàê lim
n→∞

fn(0) = lim
n→∞

n
1
2p = +∞, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó

ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà [−1, 1] íåò íè ïî-
òî÷å÷íîé, íè òåì áîëåå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Îäíàêî
ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â ñìûñëå Lp ê ôóíêöèè

f(x) ≡ 0. Â ñàìîì äåëå, ‖fn − f‖pp =
1∫
−1

|fn(x) − f(x)|p dx =

=
1∫
−1

|fn(x)|p dx =
1∫
−1

√
n e−n

2x2dx = (äåëàåì çàìåíó ïåðåìåí-

íîé nx = t) =
1√
n

n∫
−n
e−t

2
dt→ 0 ïðè n→∞, òàê êàê íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
−∞

e−t
2
dt ñõîäèòñÿ.

7.6. Ïðèìåðû íåïîëíûõ ëèíåéíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïîìèìî ââåä¼ííûõ íà ñ. 157�160 ëèíåéíûõ íîðìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâQ0[a, b], CL1[a, b], C∗L1[a, b] èQ0L1[a, b] òàê-
æå ðàññìîòðèì (è óñòàíîâèì íåïîëíîòó) ëèíåéíûõ íîðìè-
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ðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ CLp[a, b], C∗Lp[a, b] è Q0Lp[a, b] (äëÿ
âñåõ p > 1 èëè õîòÿ áû ïðè p = 2).

Ìû óêàæåì ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå
ÿâëÿþùèåñÿ ñõîäÿùèìèñÿ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðîñòðàíñòâî Q0[a, b] è ïðîñòðàíñòâà Q0Lp[a, b].
Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå [a, b] ≡ [−1, 1] ôóíêöèîíàëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

:

fn(x) =



1,
1

2
< |x| 6 1;

1

k
,

1

k + 1
< |x| < 1

k
, k = 2, 3, . . . , n;

0, |x| < 1

n+ 1
;

îñðåäíåíà ïðè x = ±1

2
,±1

3
, . . . ,± 1

n+ 1
.
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Ïðîâåðèì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

, à èìåííî, óñòàíîâèì, ÷òî

fn(x)
[−1,1]

⇒ f(x), (7.40)

ãäå

f(x) =



1,
1

2
< |x| 6 1;

1

k
,

1

k + 1
< |x| < 1

k
, k = 2, 3, . . . ;

0, x = 0;

îñðåäíåíà ïðè x = ±1

2
,±1

3
,±1

4
, . . . .

Òàê êàê ôóíêöèè fn(x) è f(x) ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè, âîçðàñ-
òàþùèìè ïðè 0 6 x 6 1 è íåñîâïàäàþùèìè äðóã ñ äðóãîì

ëèøü ïðè x ∈
[
− 1

n+ 1
,

1

n+ 1

]
\ {0}, òî

αn = sup
x∈[−1,1]

|fn(x)− f(x)| = lim
x→ 1

n+1
−0
f(x) =

1

n+ 1
.

Ïîñêîëüêó lim
n→∞

αn = 0, òî ñîãëàñíî êðèòåðèþ ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (òåî-
ðåìà 5.1) èìååò ìåñòî (7.40), îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòå-
êàåò ñõîäèìîñòü íà [−1, 1] ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

ê òîé æå ñàìîé ôóíêöèè f(x) â ñìûñëå Lp.
Òàêæå èç (7.40) ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2) (êðèòåðèé Êîøè ðàâ-
íîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòü ôóíêöèîíàëü-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

íà îòðåçêå [−1, 1], îçíà-
÷àþùàÿ, åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè íî-
ìåðN , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N ,m > N è âñåõ x ∈ [−1, 1]
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àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà |fn(x) − fm(x)| < ε

2
. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

‖fn − fm‖Q = sup
x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)| 6 ε

2
< ε,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

ôóíäàìåíòàëüíà â
ïðîñòðàíñòâå Q0[−1, 1]. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿåò-
ñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê å¼ ïðåäåë íå

ïðèíàäëåæèò Q0[−1, 1] (ó ôóíêöèè f(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî
òî÷åê ðàçðûâà). Èòàê, ïðîñòðàíñòâîQ0[−1, 1] (òî åñòü è ïðî-
ñòðàíñòâî Q0[a, b]) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Àíàëîãè÷íî óñòà-
íàâëèâàåòñÿ è íåïîëíîòà ïðîñòðàíñòâ Q0Lp[a, b], åñëè çàìå-
òèòü, ÷òî ïîäîáíî òîìó, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå èç ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè áûëà âûâåäåíà ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Lp,
òàê è èç ðàâíîìåðíîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè ìîæíî âûâåñòè
ôóíäàìåíòàëüíîñòü â ñìûñëå Lp, òî åñòü â íàøåì ïðèìåðå
ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

â ïðî-

ñòðàíñòâå Q0Lp[−1, 1]. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî Q0Lp[−1, 1] (à

çíà÷èò, è ïðîñòðàíñòâî Q0Lp[a, b]) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì.

Ïðîñòðàíñòâà CLp[a, b] è ïðîñòðàíñòâà C∗Lp[a, b].
Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîëîæèì [a, b] ≡
≡ [−1, 1] è ðàññìîòðèì íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèîíàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

:

fn(x) =



(n+ 1)x, |x| 6 1

n+ 1
;

sgnx,
1

n+ 1
6 |x| 6 2

3
;

−3− 3x, −1 6 x 6 −2

3
;

3− 3x,
2

3
6 x 6 1.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
fn(x)

}∞
n=1

ñõî-
äèòñÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [−1, 1], òî÷íåå,

lim
n→∞

fn(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ [−1, 1],

ãäå

f(x) =


sgnx, |x| 6 2

3
;

−3− 3x, −1 6 x 6 −2

3
;

3− 3x,
2

3
6 x 6 1.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, ñõîäèìîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

çäåñü íå ðàâíîìåðíàÿ, à ëèøü ïî-
òî÷å÷íàÿ, ïîýòîìó èç íå¼, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûòåêàåò ñõî-
äèìîñòü â ñìûñëå Lp. Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè çäåñü è íå ìîæåò áûòü, òàê êàê ïðåäåëüíàÿ ôóíê-
öèÿ f(x) ðàçðûâíà. Óñòàíîâèì íåïîñðåäñòâåííî ôóíäàìåí-
òàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
fn(x)

}∞
n=1

â ïðîñòðàíñòâàõ
CLp[−1, 1] è C∗Lp[−1, 1] (ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n
ôóíêöèÿ fn(x) ïðèíàäëåæèò îáîèì ýòèì ïðîñòðàíñòâàì) è
å¼ ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Lp ê ôóíêöèè f(x). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòèm > n. Òîãäà ïàðà ôóíêöèé fn(x)
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è fm(x), êàê è ïàðà ôóíêöèé fn(x) è f(x), îòëè÷àþòñÿ äðóã

îò äðóãà ëèøü íà ìíîæåñòâå

(
− 1

n+ 1
,

1

n+ 1

)
\ {0}, ïðè-

÷¼ì àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ôóíêöèé âíóòðè êàæ-
äîé ïàðû âñåãäà ìåíüøå åäèíèöû. Ïîýòîìó êàê âåëè÷èíà

‖fn−fm‖pp =
1∫
−1

|fn(x)−fm(x)|p dx, òàê è âåëè÷èíà ‖fn−f‖pp =

=
1∫
−1

|fn(x) − f(x)|p dx îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó çíà÷åíèåì èíòå-

ãðàëà

1
n+1∫
− 1
n+1

|1|p dx =
2

n+ 1
, òî åñòü

‖fn − fm‖p 6
(

2

n+ 1

)1
p

, ‖fn − f‖p 6
(

2

n+ 1

)1
p

. (7.41)

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ â (7.41) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ CLp[−1, 1] è C∗Lp[−1, 1], à âòîðîå èç íåðàâåíñòâ
â (7.41) � î òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
fn(x)

}∞
n=1

ñõîäèò-
ñÿ â ñìûñëå Lp ê ôóíêöèè f(x), êîòîðàÿ, êàê óæå îòìå-
÷àëîñü, ðàçðûâíà è ïîýòîìó íå ïðèíàäëåæèò íè ïðîñòðàí-
ñòâó CLp[−1, 1], íè ïðîñòðàíñòâó C∗Lp[−1, 1]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðîñòðàíñòâà CLp[−1, 1] è C∗Lp[−1, 1] (à âìåñòå ñ íèìè
è ïðîñòðàíñòâà CLp[a, b] è C∗Lp[a, b]) íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

7.7. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü íóëåâîãî ýëåìåíòà ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà.

2. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x èç ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà L ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò åäèíñòâåí.
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3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

0 · x = Θ.

4. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x èç ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà L ïðîòèâîïîëîæíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåò-
ñÿ (−1) · x.

5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé
{
fn(x)

}∞
n=0

ïðè x ∈ [a, b],
ãäå −∞ < a < b < +∞:

fn(x) = xn, n = 0, 1, . . . ,

òî åñòü

f0(x) ≡ 1, f1(x) = x, . . . , fn(x) = xn, . . . .

Óñòàíîâèòü, ÷òî
{
fn(x)

}∞
n=0

� ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñè-
ñòåìà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

6. Ïóñòü A = (0, 1). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé{
fα(x)

}
α∈A ïðè x ∈ [−1, 1]:

fα(x) =

{
0, |x| 6 α,

|x| − α, α 6 |x| 6 1 .

Óñòàíîâèòü, ÷òî
{
fα(x)

}
α∈A � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ

ñèñòåìà â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ: C[−1, 1], C∗[−1, 1],
Q0[−1, 1].

7. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî l2 ðÿäîâ âèäà (7.1) è òàêèõ,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|an|2 ñõîäèòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñò-

ðàíñòâîì. Óñòàíîâèòü òàêæå, ÷òî åñëè ââåñòè â ýòîì
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ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìó ïî ôîðìóëå (ñì. ôîð-
ìóëó (7.14) íà ñ. 161 ïðè p = 2):

‖a‖2 ≡
∥∥∥ ∞∑
n=1

an

∥∥∥
2

=

√√√√ ∞∑
n=1

|an|2, (7.42)

òî l2 ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàí-

ñòâîì1.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
l2 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

9. Óñòàíîâèòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñìûñëå L2 âûòåêàåò
ñõîäèìîñòü â ñìûñëå L1.

8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà

8.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ

Â ýòîì ïóíêòå ìû âíà÷àëå ââåä¼ì ïîíÿòèå åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà êàê ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì. Ïðè ýòîì áóäóò îòäåëüíî ââåäåíû ïîíÿòèÿ
âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.Èõ
íåçàâèñèìîå ââåäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àêñèîìû ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, êàê ìû óâèäèì íèæå, íåñêîëüêî îòëè÷à-
þòñÿ äðóã îò äðóãà.

Âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ âå-
ùåñòâåííûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ

1Êàê ìû óâèäèì íèæå (ñ. 215, çàäà÷a 9), â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî
ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, è îíî òåì ñàìûì ñòàíåò åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì.
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äâóõ ýëåìåíòîâ x ∈ E è y ∈ E îïðåäåëåíî âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî (x, y), íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòà x
íà ýëåìåíò y è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(y, x) = (x, y). (8.1)

2. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E è ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(αx, y) = α(x, y). (8.2)

3. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E, z ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x+ y, z) = (x, z) + (y, z). (8.3)

4. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, x) > 0,
ïðè÷¼ì (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = Θ.

Íàïîìíèì, ÷òî Θ � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà E.

Ýòè ÷åòûðå ñâîéñòâà íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè ñâîéñòâà-

ìè èëè, êàê èíîãäà ãîâîðÿò, àêñèîìàìè âåùåñòâåííîãî åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Èç íèõ ñðàçó âûòåêàåò, íàïðèìåð,
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåí-
òû ïðîñòðàíñòâà E, à α � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà
(x, αy) = (ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó) = (αy, x) = (ïî âòîðîìó
ñâîéñòâó) = α(y, x) = (ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó) = α(x, y), òî
åñòü äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E è ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, αy) = α(x, y). (8.4)
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E,
z ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, y + z) = (x, y) + (x, z). (8.5)

Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ââåä¼ì ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîé ïà-
ðû ýëåìåíòîâ x ∈ E è y ∈ E îïðåäåëåíî êîìïëåêñíîå ÷èñëî
(x, y), íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòà x íà
ýëåìåíò y è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

1. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(y, x) = (x, y). (8.6)

×åðòà ñâåðõó íàä êîìïëåêñíûì ÷èñëîì (à ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ (x, y) è (y, x) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà) îçíà-
÷àåò, êàê îáû÷íî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó ÷èñ-
ëî (òî åñòü a+ ib = a− ib).

2. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E è ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8.2).

3. Äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E, z ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî (8.3).

4. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, x) > 0,
ïðè÷¼ì (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = Θ.

Ñðàâíèâàÿ âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå åâêëèäîâû ïðî-
ñòðàíñòâà, ìû âèäèì, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â íèõ
ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü ïåðâûì ñâîéñòâîì.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, ðàñ-
ñìàòðèâàòü êîìïëåêñíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà áóäåì äàâàòü â âèäå çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáî-
òû. Ïðè ýòîì áóäåì ñòàðàòüñÿ óïîòðåáëÿòü ôîðìóëèðîâêè,
êîòîðûå ãîäèëèñü áû êàê äëÿ âåùåñòâåííîãî, òàê è êîì-
ïëåêñíîãî ñëó÷àÿ.

Ò å î ð åì à 8.1 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî). Äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ïðîèçâîëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî1

|(x, y)|2 6 (x, x)(y, y). (8.7)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(x, y) = 0, òî íåðàâåíñòâî (8.7) î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü

(x, y) 6= 0. (8.8)

Â ýòîì ñëó÷àå îáà ýëåìåíòà x 6= Θ, y 6= Θ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

(x, x) > 0, (y, y) > 0. (8.9)

Ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ëþáîãî (êîì-
ïëåêñíîãî) ÷èñëà λ èìååì

0 6 (x+ λy, x+ λy) =

= (x, x) + λ(y, x) + λ(x, y) + λλ(y, y).
(8.10)

1Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íåðàâåí-
ñòâî (8.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x, y)2 6 (x, x)(y, y).

Îäíàêî îíî çàïèñàíî ñî çíàêîì ìîäóëÿ, ÷òîáû ôîðìóëèðîâêà íåðàâåí-
ñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî áûëà âåðíîé êàê äëÿ âåùåñòâåííîãî òàê è
êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ.



190 ×àñòü III. Ðÿäû Ôóðüå

Èç (8.8) òàêæå âûòåêàåò, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(x, y) = |(x, y)| · eiα (α = arg(x, y)). (8.11)

Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (8.10)

λ = t · eiα, t ∈ (−∞,+∞)

è ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x + λy, x + λy) êàê
ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî t:

ϕ(t) = (x+ t · eiα · y, x+ t · eiα · y), t ∈ (−∞,+∞).

Èç (8.8)�(8.11) âûòåêàåò, ÷òî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí

ϕ(t)=(y, y)︸ ︷︷ ︸
A>0

t2 +2 |(x, y)|︸ ︷︷ ︸
B>0

t+(x, x)︸ ︷︷ ︸
C>0

> 0 äëÿ âñåõ t∈(−∞,+∞).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åãî äèñêðèìèíàíò ∆ ≡ (2B)2−4AC íåîò-

ðèöàòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî,

∆

4
= B2 − AC = |(x, y)|2 − (x, x)(y, y) > 0.

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (8.7) è â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì íîðìè-
ðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ââåñòè â í¼ì íîðìó ïî ôîð-
ìóëå

‖x‖ ≡
√

(x, x) . (8.12)

Ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìóëà (8.12) çàäà¼ò íîðìó. Äåéñòâè-
òåëüíî, èç ÷åòâ¼ðòîé àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âû-
òåêàåò, ÷òî íîðìà ‖x‖ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x ∈ E, îíà íåîò-
ðèöàòåëüíà è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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x = Θ. Äàëåå, èç âòîðîé àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ è ðàâåíñòâà (8.66) (ñì. çàäà÷ó 3 íà ñ. 214) âûòåêàåò,
÷òî íîðìà ‖αx‖ =

√
(αx, αx) =

√
αα(x, x) =

√
|α|2(x, x) =

= |α|·‖x‖. Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, èìååì ‖x+ y‖2 =
= (x + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) = (x, x) +
+2 Re(x, y) + (y, y) 6 (x, x) + 2|(x, y)| + (y, y) 6 (x, x) +

+2
√

(x, x)(y, y)+(y, y) =
(√

(x, x)+
√

(y, y)
)2

=
(
‖x‖+‖y‖

)2
,

òî åñòü ‖x + y‖2 6
(
‖x‖ + ‖y‖

)2
, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Íîðìà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôîð-
ìóëîé (8.12), íàçûâàåòñÿ íîðìîé, ñîãëàñîâàííîé ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì. Â äàëüíåéøåì, çà èñêëþ÷åíèåì ñïåöè-
àëüíî îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ, ãîâîðÿ î íîðìå â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå, ìû áóäåì èìåòü â âèäó íîðìó, ñîãëàñîâàííóþ
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â òåðìèíàõ ýòîé íîðìû íåðà-
âåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (8.7) ïðèíèìàåò âèä

|(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖. (8.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ï ð èì å ðû åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî: ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

1) CL2[a, b] ≡ {f(x) ∈ C[a, b]},
2) C∗L2[a, b] ≡ {f(x) ∈ C∗[a, b]},
3) Q0L2[a, b] ≡ {f(x) ∈ Q0[a, b]},

(8.14)

ñîñòîÿùèå èç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî x ∈ [a, b]. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò ëþáîå èç ýòèõ òð¼õ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûìè, òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èõ ìîæíî
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óìíîæàòü íå òîëüêî íà âåùåñòâåííûå, íî è íà êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà. Âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ (8.14) ââåä¼ì ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(f, g) =
b∫
a

f(x)g(x) dx. (8.15)

Ïðîâåðèì, ÷òî ôîðìóëà (8.15) óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷å-
òûð¼ì àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

(g, f) =
b∫
a

g(x)f(x) dx =
b∫
a

f(x)g(x) dx =
b∫
a

f(x)g(x) dx =

= (f, g), òî åñòü ðàâåíñòâî (8.6) ñïðàâåäëèâî. Âòîðàÿ è òðå-
òüÿ àêñèîìû âûòåêàþò èç ëèíåéíûõ ñâîéñòâ îïðåäåë¼ííîãî
èíòåãðàëà. ×åòâ¼ðòàÿ àêñèîìà, ãîâîðÿùàÿ î òîì, ÷òî äëÿ
âñÿêîé ôóíêöèè èç êàêîãî-ëèáî ïðîñòðàíñòâà (8.14) ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå (f, f) =
b∫
a

f(x)f(x) dx =
b∫
a

|f(x)|2 dx íåîò-

ðèöàòåëüíî è îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü òîãäà, êîãäà f(x) ≡ 0,
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ïåðâàÿ àêñèîìà ëèíåé-
íîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ
CL1[a, b], C∗L1[a, b] èëè Q0L1[a, b] (ñì. ïÿòûé, øåñòîé è ñåäü-
ìîé ïðèìåðû â ï. 7.2).

Èòàê, ïðîñòðàíñòâà (8.14) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-
åì (8.15) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè åâêëèäîâûìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè. Ðàçóìååòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (8.14)
ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò ëèøü âåùåñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ è, åñòåñòâåííî, óìíîæàòü â ýòèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ìîæíî ëèøü íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî ôîðìóëà äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

(f, g) =
b∫
a

f(x)g(x) dx. (8.16)
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Íîðìà â ïðîñòðàíñòâàõ CL2[a, b], C∗L2[a, b] è Q0L2[a, b],
ñîãëàñîâàííàÿ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (8.15) èëè (8.16),
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

‖f‖2 =

√
b∫
a

|f(x)|2 dx . (8.17)

Îòìåòèì, ÷òî íîðìà (8.17) � ÷àñòíûé ñëó÷àé íîðìû (7.15)
ïðè p = 2.

8.2. Ñõîäèìîñòü â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëíîòà

Òàê êàê âñÿêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé (8.12), òî
âñå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàññìîòðåíèè
ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ è äàæå ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ, ïåðåíîñÿòñÿ è íà åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Â
÷àñòíîñòè, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìîòðåòü
ïîíÿòèå ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è ðÿäà, èõ ñõîäèìîñòè, óñòàíîâèòü åäèíñòâåííîñòü ïðåäå-
ëà (òåîðåìà 7.1) è îãðàíè÷åííîñòü (òåîðåìà 7.2) ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (òåîðåìà 7.3), âêëþ÷àÿ íåïðåðûâíîñòü
íîðìû. Ýòó òåîðåìó â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äîïîëíèì
ñëåäóþùèìè ðåçóëüòàòàìè.

Ò å î ð åì à 8.2 (íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ).
Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

è
{
yn
}∞
n=1

â E, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y. (8.18)
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Òîãäà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

(xn, yn)
}∞
n=1

� ñõîäÿ-
ùàÿñÿ, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y). (8.19)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ââèäó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

{
xn
}∞
n=1

â E ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ïî òåîðåìå 7.2
îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå M > 0, ÷òî íîðìû

‖xn‖ 6M äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . .

Èç (8.18) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà N1 è N2, ÷òî

‖xn − x‖ <
ε

2(‖y‖+ 1)
äëÿ âñåõ n > N1,

‖yn − y‖ <
ε

2M
äëÿ âñåõ n > N2.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íåðàâåíñòâî
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (8.13), ïîëó÷àåì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-
ä¼òñÿ òàêîé íîìåð N = max{N1, N2}, ÷òî äëÿ âñåõ íîìå-
ðîâ n > N ìîäóëü ðàçíîñòè |(xn, yn) − (x, y)| = |(xn, yn) −
−(xn, y) + (xn, y) − (x, y)| 6 |(xn, yn) − (xn, y)| + |(xn, y) −
−(x, y)| = |(xn, yn − y)| + |(xn − x, y)| 6 ‖xn‖ · ‖yn − y‖ +

+‖xn − x‖ · ‖y‖ < M · ε

2M
+

ε

2(‖y‖+ 1)
· ‖y‖ < ε

2
+
ε

2
= ε,

òî åñòü ðàâåíñòâî (8.19) ñïðàâåäëèâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (ñ÷¼òíàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ). Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

yn â E ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Òîãäà äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(
x,

∞∑
n=1

yn

)
=
∞∑
n=1

(x, yn). (8.20)
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ââåä¼ì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xn
}∞
n=1

è
{
Yn
}∞
n=1

:

xn = x, Yn =
n∑
k=1

yk, n = 1, 2, . . . . (8.21)

ßñíî, ÷òî lim
n→∞

xn = x, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
Yn
}∞
n=1

� ñõî-

äÿùàÿñÿ. Ïóñòü Y ∈ E � å¼ ïðåäåë:

Y = lim
n→∞

Yn =
∞∑
k=1

yk. (8.22)

Ñîãëàñíî äèñòðèáóòèâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (êî-
òîðóþ, åñòåñòâåííî, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ñ äâóõ íà ëþáîå

êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ) è òåîðåìå 8.2 èìååì
(
x,
∞∑
k=1

yk

)
=

= (x, Y ) = lim
n→∞

(xn, Yn) = lim
n→∞

(
x,

n∑
k=1

yk

)
= lim

n→∞

n∑
k=1

(x, yk) =

=
∞∑
k=1

(x, yk), òî åñòü ðàâåíñòâî (8.20) ñïðàâåäëèâî. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

ßñíî, ÷òî ñ÷¼òíàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ïîíÿòèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû è áàçèñà, ââå-
ä¼ííûå äëÿ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîõðà-
íÿþò ñâîé ñìûñë è äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñïðàâåä-
ëèâà â íèõ, êîíå÷íî, òåîðåìà 7.4 î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
ýëåìåíòîâ áàçèñà.

Â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê â ëþáûõ ëèíåéíûõ
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ôóí-
äàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñòåñòâåííî, âåðíà òåî-
ðåìà 7.5 î ôóíäàìåíòàëüíîñòè ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Êàê ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
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åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü ïîëíûìè (â êîòîðûõ
âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ) è
íåïîëíûìè. Ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Ðàññìîòðåííûå âûøå ôóíê-
öèîíàëüíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà CL2[a, b], C∗L2[a, b] è
Q0L2[a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (8.15) èëè (8.16) è
íîðìîé (8.17), ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ï. 7.5, ÿâëÿþòñÿ ïðè-
ìåðàìè íåïîëíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

8.3.. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû îðòîãîíàëüíûõ
è îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì

Ýëåìåíòû x è y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (x, y) = 0.

Òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíòû x è y îðòîãîíàëüíû, èíîãäà îáî-
çíà÷àþò òàê:

x ⊥ y.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñ÷èòàòü ýëåìåíòû åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà E âåêòîðàìè, òî îðòîãîíàëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
x è y (íóëåâîé ýëåìåíò Θ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, îðòîãîíàëåí
ëþáîìó ýëåìåíòó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E) îçíà÷àåò, ÷òî
óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè ðàâåí

π

2
, òî åñòü âåêòîðû x

è y âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ xα ∈ E, íà-

çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå E, åñëè äëÿ ëþáûõ α1 ∈ A è α2 ∈ A, òàêèõ, ÷òî α1 6= α2,
ñëåäóåò, ÷òî xα1 ⊥ xα2 , òî åñòü (xα1 , xα2) = 0.

Ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ xα ∈ E, íà-

çûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâîì ïðî-
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ñòðàíñòâå E, åñëè äëÿ ëþáûõ α1 ∈ A è α2 ∈ A, ñëåäóåò, ÷òî
(xα1 , xα2) = δα1α2 , òî åñòü

(xα1 , xα2) =

{
1, α1 = α2,
0, α1 6= α2.

(8.23)

ßñíî, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà íå ñîäåðæèò íó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê èç (8.23) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ýëåìåíòà xα îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû

{
xα
}
α∈A åãî íîð-

ìà ‖xα‖ = 1.

Ò å î ð åì à 8.3. Âñÿêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A,

íå ñîäåðæàùàÿ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, îðòîíîðìè-
ðîâàííàÿ ñèñòåìà) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âîçü-
ì¼ì ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó èç n ýëåìåíòîâ

{
xαk
}n
k=1

ñèñòåìû
{
xα
}
α∈A è ëþáûå n ÷èñåë

{
λk
}n
k=1

. Ïóñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíà íóëåâîìó ýëåìåíòó:

n∑
k=1

λkxαk = λ1xα1 + · · ·+ λkxαk + · · ·+ λnxαn = Θ. (8.24)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (8.24) ñêàëÿðíî íàxαk, ãäå k=1, 2, . . . , n.

Èìååì 0 = (Θ, xαk) = (λ1xα1 + · · ·+λkxαk + · · ·+λnxαn , xαk) =

= λ1(xα1 , xαk) + · · · + λk(xαk , xαk) + · · · + λn(xαn , xαk) =

= λk(xαk , xαk). Òàê êàê ñèñòåìà
{
xα
}
α∈A, à ñòàëî áûòü, è

ïîäñèñòåìà
{
xαk
}n
k=1

íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî

(xαk , xαk) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λk = 0 äëÿ âñåõ k=1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàçóìååòñÿ, ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà{
xα
}
α∈A íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé. Îäíàêî åñëè

ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
{
xn
}∞
n=1

� ñ÷¼òíàÿ, òî èç íå¼
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ìîæíî ïîëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó
{
en
}∞
n=1

, ïðè-

÷¼ì òàêóþ, ÷òî å¼ n-é ýëåìåíò en ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-

íàöèåé ïåðâûõ n ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn èñõîäíîé ñèñòåìû{
xn
}∞
n=1

. Ïðèâåä¼ì ýòè õîðîøî èçâåñòíûå ôîðìóëû, êîòî-

ðûå çàäàþò òàê íàçûâàåìûé ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ïî

Øìèäòó :

e1 =
x1

‖x1‖
, e2 =

x2 − (x2, e1)e1

‖x2 − (x2, e1)e1‖
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

en =
xn − (xn, e1)e1 − · · · − (xn, en−1)en−1

‖xn − (xn, e1)e1 − · · · − (xn, en−1)en−1‖
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(8.25)

Ïðèâåä¼ì ïðèì å ðû îðòîãîíàëüíûõ è îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ ñèñòåì â íåêîòîðûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

1. Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå CL2[−1, 1] ëè-
íåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé

{
fn(x)

}∞
n=0

:

fn(x) = xn, n = 0, 1, . . . ,

òî åñòü (ñì. ñ. 185)

f0(x) ≡ 1, f1(x) = x, . . . , fn(x) = xn, . . . .

Îðòîãîíàëèçàöèÿ ýòîé ñèñòåìû ïî ôîðìóëàìØìèäòà (8.25)
äà¼ò îðòîíîðìèðîâàííóþ íà îòðåçêå [−1, 1] ñèñòåìó ìíîãî-
÷ëåíîâ

{
Pn(x)

}∞
n=0

(ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà degPn(x) = n), êî-
òîðûå íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ëåæàíäðà.



8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà 199

2. Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[−π, π],
C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π] òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó{

1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . .
}
,

òî åñòü ñèñòåìó {
1, cosnx, sinnx

}∞
n=1

. (8.26)

Ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

0 =
π∫
−π

1 · cosnx dx =

n > 1

=
π∫
−π

1 · sinnx dx =
π∫
−π

cosnx · cosmxdx =

n > 1 1 6 n 6= m > 1

=
π∫
−π

sinnx · sinmxdx =
π∫
−π

cosnx · sinmxdx

1 6 n 6= m > 1 n > 1, m > 1

(8.27)

(ïîä êàæäûì èç èíòåãðàëîâ íàïèñàíî, ïðè êàêèõ n èm ñîîò-
âåòñòâóþùèé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü), òî òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (8.26) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé
â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. À òàê êàê

π∫
−π
|1|2 dx = 2π,

π∫
−π
| cosnx|2 dx =

π∫
−π
| sinnx|2 dx = π, (8.28)

òî íîðìèðîâàííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà{
1√
2π

,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

}∞
n=1

(8.29)

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ CL2[−π, π], C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π].
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3. Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[0, π],
C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π] ñèñòåìó{

1, cosx, . . . , cosnx, . . .
}
≡
{

cosnx
}∞
n=0

. (8.30)

Ýòà ñèñòåìà � îðòîãîíàëüíà, òàê êàê

π∫
0

cosnx · cosmxdx = 0 (8.31)

äëÿ âñåõ n ∈ N0, m ∈ N0 è òàêèõ, ÷òî n 6= m. À ïîñêîëüêó

π∫
0

|1|2 dx = π,
π∫
0

| cosnx|2 dx =
π

2
, (8.32)

òî ñèñòåìà {
1√
π
,

√
2

π
cosnx

}∞
n=1

(8.33)

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ CL2[0, π], C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π].

4. Ðàññìîòðèì â ýòèõ æå ñàìûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ CL2[0, π], C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π] ñèñòåìó{

sinx, . . . , sinnx, . . .
}
≡
{

sinnx
}∞
n=1

. (8.34)

Ýòà ñèñòåìà, êàê è òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ñèñòåìà (8.30),
îðòîãîíàëüíà, ïîñêîëüêó

π∫
0

sinnx · sinmxdx = 0 (8.35)

äëÿ âñåõ n ∈ N, m ∈ N è òàêèõ, ÷òî n 6= m. À òàê êàê

π∫
0

| sinnx|2 dx =
π

2
, (8.36)
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òî íîðìèðîâàííàÿ íà îòðåçêå [0, π] ñèñòåìà òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé {√

2

π
sinnx

}∞
n=1

(8.37)

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ CL2[0, π], C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π].

5. Ðàññìîòðèì â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[−π, π],
C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π] ñèñòåìó{

einx
}+∞
n=−∞. (8.38)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü êàê â âåùåñòâåííûõ, òàê è â êîìïëåêñíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ýòó êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ñèñòåìó (îíà ñîñòî-
èò èç ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà x, íî ïðèíèìàåò
êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, èáî einx = cosnx + i sinnx) íóæíî
ðàññìàòðèâàòü ëèøü â êîìïëåêñíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Ñèñòåìà (8.38) îðòîãîíàëüíà, ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ

(einx, eimx) =
π∫
−π
einx · eimx dx =

π∫
−π
einx · e−imx dx = 0 (8.39)

äëÿ âñåõ n ∈ Z è m ∈ Z, òàêèõ, ÷òî m 6= n. Òàê êàê
π∫
−π
|einx|2 dx = 2π äëÿ âñåõ n ∈ Z, (8.40)

òî íîðìèðîâàííàÿ íà îòðåçêå [−π, π] ñèñòåìà ôóíêöèé{
einx√

2π

}+∞

n=−∞
(8.41)

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â ðàññìàòðèâàåìûõ
ñåé÷àñ êîìïëåêñíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[−π, π],
C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π].
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8.4. Ðÿäû Ôóðüå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåíî ïîíÿòèå ðÿäà Ôóðüå â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïîíÿòèÿ. Èç-
ëîæåíèå áóäåò âåñòèñü äëÿ ðÿäîâ ïî îðòîíîðìèðîâàííûì

ñèñòåìàì â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå. Âàðèàíòû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì (åñòå-
ñòâåííî, íå ñîäåðæàùèõ íóëåâîãî ýëåìåíòà Θ)1 èëè äëÿ âå-
ùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà âûíåñåíû â âèäå çàäà÷ â âîïðî-
ñàõ äëÿ ïîâòîðåíèÿ è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ò å î ð åì à 8.4. Ïóñòü
{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñè-
ñòåìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, è ðÿä ïî ýòîé ñèñòåìå
ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ E:

x =
∞∑
n=1

αnen. (8.42)

Òîãäà

αn = (x, en), n = 1, 2, . . . . (8.43)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èñïîëüçóÿ ñ÷¼òíóþ äèñòðèáóòèâ-
íîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èç (8.42) ïîëó÷àåì (x, en) =

=
( ∞∑
k=1

αkek, en
)

=
∞∑
k=1

αk(ek, en) = αn, òàê êàê
{
en
}∞
n=1

� îðòî-

íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (8.43)
âûïîëíÿþòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.4 ìîæíî ââåñòè ñëåäóþ-
ùåå ïîíÿòèå. Åñëè

{
en
}∞
n=1

� íåêîòîðàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, òî ëþáîìó ýëåìåíòó

1Â äàëüíåéøåì, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 8.3, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
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x ∈ E ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðÿä ïî ýòîé ñèñòåìå:

x ∼
∞∑
n=1

αnen, ãäå αn = (x, en). (8.44)

Ðÿä â (8.44) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà x, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë

{
αn
}∞
n=1

� åãî êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
{
gn
}∞
n=1

èìååò âèä:

x ∼
∞∑
n=1

cngn, ãäå cn =
(x, gn)

‖gn‖2
. (8.45)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ‖gn‖ = 1 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .,
òî (8.45) ïåðåõîäèò â (8.44).

Ðàçóìååòñÿ, ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà x âîâñå íå îáÿçàòåëüíî
ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x. Òåîðåìà 8.4 ãîâîðèò ëèøü î òîì, ÷òî
åñëè ðÿä ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ ê x, òî ýòî
îáÿçàòåëüíî ðÿä Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî ýòîé ñèñòåìå. Ïîýòî-
ìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ E
â (8.44) èëè â (8.45) ìîæíî âìåñòî çíàêà ñîîòâåòñòâèÿ ïîñòà-
âèòü çíàê ðàâåíñòâà? Äðóãèìè ñëîâàìè, êàêèå óñëîâèÿ íàäî
íàëîæèòü íà îðòîíîðìèðîâàííóþ (îðòîãîíàëüíóþ) ñèñòåìó,
÷òîáû ðÿä Ôóðüå ëþáîãî ýëåìåíòà áûë ñõîäÿùèìñÿ ê ýòîìó
ñàìîìó ýëåìåíòó? Èëè, êîðî÷å, êîãäà îðòîíîðìèðîâàííàÿ
(îðòîãîíàëüíàÿ) ñèñòåìà áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì (îðòî-
ãîíàëüíûì) áàçèñîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà? Äëÿ îòâåòà
íà ýòîò âîïðîñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Ò å î ð åì à 8.5 (ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå). Ïóñòü

{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, ýëåìåíò x ∈ E, à αk = (x, ek), ãäå
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k = 1, 2, . . . � åãî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî íàáîðà n ÷èñåë

{
βk
}n
k=1

èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî∥∥x− n∑

k=1

αkek
∥∥ 6 ∥∥x− n∑

k=1

βkek
∥∥, (8.46)

ïðè÷¼ì ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

βk = αk, äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. (8.47)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ è òîò ôàêò, ÷òî ñèñòåìà

{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìè-

ðîâàííàÿ, èìååì
∥∥x− n∑

k=1

βkek
∥∥2

=
(
x−

n∑
k=1

βkek, x−
n∑
j=1

βjej
)

=

= (x, x) −
n∑
k=1

βk(ek, x) −
n∑
j=1

βj (x, ej) +
n∑
k=1

n∑
j=1

βkβj (ek, ej)︸ ︷︷ ︸
δkj

=

= (x, x) −
n∑
k=1

βkαk −
n∑
k=1

αkβk +
n∑
k=1

|βk|2 = ‖x‖2 −
n∑
k=1

|αk|2 +

+
n∑
k=1

|αk|2 −
n∑
k=1

αkβk −
n∑
k=1

αk βk +
n∑
k=1

|βk|2︸ ︷︷ ︸
n∑
k=1

|αk − βk|2

, òî åñòü

∥∥x− n∑
k=1

βkek
∥∥2

= ‖x‖2 −
n∑
k=1

|αk|2 +
n∑
k=1

|αk − βk|2. (8.48)

Òàê êàê ñèñòåìà
{
en
}∞
n=1

è ýëåìåíò x ∈ E çàäàíû, òî ‖x‖2

è ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
n∑
k=1

|αk|2

íå çàâèñÿò îò íàáîðà n ÷èñåë
{
βk
}n
k=1

. Îò ýòèõ ÷èñåë çà-
âèñèò ëèøü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (8.48), à îíî
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ïðèíèìàåò ñâî¼ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ âñå n ðàâåíñòâ (8.47).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.5 ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ êîì-
ïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî åñëè íå îáðà-
ùàòü âíèìàíèÿ íà ÷åðòó êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, òî ïî-
ëó÷èòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ.

Åñëè â âûâåäåííîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.5 ðà-
âåíñòâå (8.48) ïîëîæèòü

βk = αk, k = 1, 2, . . . , n,

òî ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà∥∥x− n∑
k=1

αkek
∥∥2

= ‖x‖2 −
n∑
k=1

|αk|2, (8.49)

íàçûâàåìàÿ ôîðìóëîé óêëîíåíèÿ. Îíà ïîêàçûâàåò, âåëè÷è-
íó ïîãðåøíîñòè (òî÷íåå, êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû), ñ êàêîé
n-ÿ ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìå

{
en
}∞
n=1

ïðèáëèæàåò ðàñêëàäûâàåìûé ýëå-
ìåíò.

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû óêëîíåíèÿ (8.49) íåîòðè-
öàòåëüíà, òî îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî

n∑
k=1

|αk|2 6 ‖x‖2 äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .. (8.50)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò (ñì. òåîðåìó 2.1), ÷òî çíà-

êîïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
k=1

|αk|2 ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì

∞∑
k=1

|αk|2 6 ‖x‖2. (8.51)
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Íåðàâåíñòâà (8.50) è (8.51) íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè Áåñ-
ñåëÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàì íå âàæåí âåðõíèé ïðåäåë
ñóììèðîâàíèÿ (êîíå÷íîå ÷èñëî n èëè ñèìâîë ∞), ýòè íåðà-
âåíñòâà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå íåðàâåíñòâà∑

k

|αk|2 6 ‖x‖2, (8.52)

êîòîðîå òàêæå áóäåì íàçûâàòü íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ, íî
ïðè ýòîì èìåòü â âèäó, ÷òî èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k ìîæåò
ìåíÿòüñÿ êàê â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, òàê è äî áåñêîíå÷íîñòè.
Îáùåå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ (8.52) äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîãî-
íàëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî íîðìèðîâàííîé) ñèñòåìû

{
gn
}∞
n=1

è äëÿ ëþáîãî x ∈ E, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååò âèä∑
k

|ck|2 · ‖gk‖2 =
∑
k

|(x, gk)|2

‖gk‖2
6 ‖x‖2, (8.53)

ãäå ck =
(x, gk)

‖gk‖2
� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåí-

òà x ïî ñèñòåìå
{
gn
}∞
n=1

(ñì. (8.45)).

Çàïèøåì òåïåðü îáùèé âèä ðÿäîâ Ôóðüå è íåðàâåíñòâà
Áåññåëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðòîãîíàëüíîé è îðòîíîðìèðî-
âàííîé ñèñòåìû â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ôóíêöèîíàëüíûõ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[a, b], C∗L2[a, b] è Q0L2[a, b].

Ïóñòü
{
ϕn(x)

}∞
n=1

� êàêàÿ-òî îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòå-
ìà â îäíîì èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, à f(x) � ôóíêöèÿ òîãî æå
ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóÿ (8.44) èìååì, ÷òî ôóíêöèè f(x) ñòà-

âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå
{
ϕn(x)

}∞
n=1

:

f(x) ∼
∞∑
n=1

αnϕn(x), ãäå αn = (f, ϕn) =

b∫
a

f(x)ϕn(x) dx,
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à îáùåå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, êàê âèäíî èç (8.52), çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå∑

k

|αk|2 =
∑
k

∣∣∣ b∫
a

f(x)ϕk(x) dx
∣∣∣2 6 ‖f‖2

2 =

b∫
a

|f(x)|2 dx.

Åñëè æå ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñè-
ñòåìó

{
ψn(x)

}∞
n=1

, òî äëÿ íå¼ èç (8.45) è (8.53) ïîëó÷àåì, ÷òî
ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) ∼
∞∑
n=1

cnψn(x), ãäå cn =
(f, ψn)

‖ψn‖2
2

=

b∫
a

f(x)ψn(x) dx

b∫
a

|ψn(x)|2 dx
,

à íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

∑
k

∣∣∣ b∫
a

f(x)ψk(x) dx
∣∣∣2

b∫
a

|ψk(x)|2 dx
6

b∫
a

|f(x)|2 dx.

Òå î ð åì à 8.6 (êðèòåðèè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà).
Ïóñòü

{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå E. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå òðè óòâåð-
æäåíèÿ.

1. Ñèñòåìà
{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â E.

2. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞∑
n=1

|(x, en)|2 = ‖x‖2, (8.54)

íàçûâàåìîå ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ.

3. Ñèñòåìà
{
en
}∞
n=1

� çàìêíóòàÿ ñèñòåìà â E.
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Îíî áóäåò ïðîâåäåíî ïî ñõåìå:

1⇒ 2⇒ 3⇒ 1.

Äîêàæåì 1 ⇒ 2. Òàê êàê
{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, òî ëþáîé x ∈ E åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâà-
åòñÿ ïî áàçèñó

{
en
}∞
n=1

:

x =
∞∑
n=1

αnen. (8.55)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.4 êîýôôèöèåíòû αn = (x, en) äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ n, è ïîýòîìó

x =
∞∑
n=1

(x, en)en. (8.56)

Èñïîëüçóÿ ñ÷¼òíóþ äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ, èç (8.56) ïîëó÷àåì ‖x‖2 = (x, x) =
( ∞∑
n=1

(x, en)en, x
)

=

=
∞∑
n=1

(x, en)(en, x) =
∞∑
n=1

|(x, en)|2, òî åñòü ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-

ëÿ (8.54).
Äîêàæåì 2 ⇒ 3. Ñîãëàñíî ôîðìóëå óêëîíåíèÿ (8.49),

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå αk = (x, ek), è èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (8.54), èìååì

lim
n→∞

∥∥∥x− n∑
k=1

αkek

∥∥∥2

= lim
n→∞

(
‖x‖2 −

n∑
k=1

|αk|2
)

= 0.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ

íîìåðîâ n > N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∥∥x− n∑

k=1

αkek
∥∥2
<ε2,
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òî åñòü
∥∥x − n∑

k=1

αkek
∥∥ < ε. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòíûå ñóì-

ìû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå
{
en
}∞
n=1

(à íå ïðîñòî êàêèå-òî
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû) ïðèáëèæà-
þò ðàñêëàäûâàåìûé ýëåìåíò x ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà

{
en
}∞
n=1

çàìêíóòà â E.
Äîêàæåì 3⇒ 1. Òàê êàê ñèñòåìà

{
en
}∞
n=1

çàìêíóòà â E,
òî ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ E äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå p, ïîäñèñòåìà

{
enj
}p
j=1
⊂
{
en
}∞
n=1

è

íàáîð p ÷èñåë
{
βnj
}p
j=1

, ÷òî

∥∥∥x− p∑
j=1

βnjenj

∥∥∥ < ε. (8.57)

Îáîçíà÷èâ N = max
j
{nj}, ðàñøèðèì ïîäñèñòåìó

{
enj
}p
j=1

äî

ïîäñèñòåìû
{
ek
}N
k=1

, à íàáîð p ÷èñåë
{
βnj
}p
j=1

� äî íàáîðà N

÷èñåë
{
βk
}N
k=1

, äîáàâèâ òóäà íóëè. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî x ∈ E äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå N ,

ïîäñèñòåìà
{
ek
}N
k=1
⊂
{
en
}∞
n=1

, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ N ýëå-

ìåíòîâ èñõîäíîé ñèñòåìû
{
en
}∞
n=1

, è íàáîð N ÷èñåë
{
βk
}N
k=1

,
÷òî ∥∥∥x− N∑

k=1

βkek

∥∥∥ < ε. (8.58)

Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 8.5 î ìèíèìàëüíîì ñâîéñòâå êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èç (8.46) è (8.58) ñëåäóåò, ÷òî

∥∥∥x− N∑
k=1

αkek

∥∥∥ 6 ∥∥∥x− N∑
k=1

βkek

∥∥∥ < ε. (8.59)
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Ïî ôîðìóëå óêëîíåíèÿ (8.49) ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{∥∥x − n∑
k=1

αkek
∥∥}∞

n=1
ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Èòàê, ìû ïîëó-

÷èëè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ E äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ
íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n > N íîðìà ðàçíî-

ñòè
∥∥x− n∑

k=1

αkek
∥∥ < ε, òî åñòü x =

∞∑
k=1

αkek. Åäèíñòâåííîñòü

êîýôôèöèåíòîâ
{
αk
}∞
k=1

âûòåêàåò èç òåîðåìû 8.4. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
{
en
}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì â E. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å (îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ). Ïóñòü{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðîñòðàí-

ñòâà E. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ E è y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

(x, y) =
∞∑
n=1

(x, en)(en, y). (8.60)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Òàê êàê
{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ E, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàçëîæå-
íèå (8.56). Èñïîëüçóÿ ñ÷¼òíóþ äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ, èç (8.56) ïîëó÷àåì

(x, y) =
( ∞∑
n=1

(x, en)en, y
)

=
∞∑
n=1

(x, en)(en, y),

òî åñòü îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (8.60). Ñëåäñòâèå
äîêàçàíî.

ßñíî, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà
{
gn
}∞
n=1

åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà E òàêæå èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è

îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïðèíèìàþùèå âèä: äëÿ
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ëþáûõ x ∈ E è y ∈ E, ïðåäñòàâëåííûõ â áàçèñå
{
gn
}∞
n=1

ñâîèìè ðàçëîæåíèÿìè

x =
∞∑
n=1

cngn, y =
∞∑
n=1

dngn,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

‖x‖2 =
∞∑
n=1

|cn|2 ‖gn‖2 (8.61)

(ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ) è

(x, y) =
∞∑
n=1

cn dn ‖gn‖2 (8.62)

(îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

Ò å î ð åì à 8.7 (ïîëíîòà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà).
Ïóñòü

{
en
}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå E. Åñëè ýëåìåíò x ∈ E îðòîãîíàëåí âñåì áà-
çèñíûì ýëåìåíòàì:

x ⊥ en, n = 1, 2, . . . , (8.63)

òî x = Θ.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü x ∈ E óäîâëåòâîðÿåò (8.63).
Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ (8.54) êâàäðàò íîðìû ‖x‖2 =

=
∞∑
n=1

|(x, en)|2 = 0, òàê êàê (x, en) = 0 äëÿ âñåõ n. Íî òîãäà

èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò,
÷òî x = Θ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàçóìååòñÿ, ñâîéñòâîì ïîëíîòû îáëàäàþò íå òîëüêî îð-
òîíîðìèðîâàííûå, íî è ëþáûå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ðÿäîâ Ôó-
ðüå ïî îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñàì

{
ϕn(x)

}∞
n=1

ôóíêöèî-
íàëüíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ CL2[a, b], C∗L2[a, b] è
Q0L2[a, b]. Îíî ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñêîëü-
êî ïðåæäåâðåìåííûì, òàê êàê ìû ïîêà åù¼ íå ðàñïîëàãàåì
íè îäíèì ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Îäíàêî, çàáåãàÿ âïåð¼ä, ñîîáùèì, ÷òî â ñëåäóþ-
ùåì ðàçäåëå, ïîñâÿù¼ííîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäàì Ôó-
ðüå, áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå îðòîíîðìèðîâàííûå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû, ïðèâåä¼ííûå çäåñü â ïðèìåðàõ, íà
ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè (à îð-
òîãîíàëüíûå ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî, îðòîãîíàëüíûìè áà-
çèñàìè).

Èòàê, ïóñòü
{
ϕn(x)

}∞
n=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êà-
êîãî-ëèáî ïðîñòðàíñòâà: CL2[a, b], C∗L2[a, b] èëè Q0L2[a, b].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èç ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà Ôóðüå

f(x) =
∞∑
n=1

(f, ϕn)ϕn(x), (8.64)

ñõîäÿùåãîñÿ ê f(x) â ñìûñëå L2. Äëÿ ëþáîãî t ∈ (a, b) ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

gt(x) =


1, a < x < t;

1

2
, x = a, x = b, x = t;

0, t < x < b.
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Ñîãëàñíî îáîáù¼ííîìó ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ (8.60), ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå

(f, gt) =
∞∑
n=1

(f, ϕn)(ϕn, gt),

èëè, çàïèñûâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé â âèäå èí-
òåãðàëà,

b∫
a

f(x)gt(x) dx =
∞∑
n=1

(f, ϕn)

b∫
a

ϕn(x)gt(x) dx.

Íî
b∫
a

f(x)gt(x) dx =
b∫
a

f(x)gt(x) dx =
t∫
a

f(x) dx, àíàëîãè÷íî

b∫
a

ϕn(x)gt(x) dx =
t∫
a

ϕn(x) dx. Ïîýòîìó

t∫
a

f(x) dx =
∞∑
n=1

(f, ϕn)

t∫
a

ϕn(x) dx, t ∈ (a, b). (8.65)

Ñðàâíèâàÿ (8.64) è (8.65), ìû âèäèì, ÷òî ðÿä Ôóðüå ïî îð-
òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, ñõîäÿùèéñÿ ëèøü â ñìûñëå L2,
ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó òàê-
æå ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.

8.5. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðâóþ àêñèîìó îñòàâèòü òàêîé æå, êàê è â
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âåùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî ïîëó÷åí-
íàÿ ñèñòåìà àêñèîì ñòàíåò ïðîòèâîðå÷èâîé.

2. Èç ïåðâîé àêñèîìû êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà âûâåñòè, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ E ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (x, x) � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.

3. Èç àêñèîì êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âû-
âåñòè, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ E, y ∈ E è ëþáîãî êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, αy) = α(x, y). (8.66)

4. Èç àêñèîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (êàê âåùåñòâåííî-
ãî, òàê è êîìïëåêñíîãî) âûâåñòè, ÷òî äëÿ ëþáûõ òð¼õ
ýëåìåíòîâ x ∈ E, y ∈ E, z ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî (8.5).

5. Èç àêñèîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûâåñòè, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ E ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

(x,Θ) = (Θ, x) = 0,

òî åñòü íóëåâîé ýëåìåíò îðòîãîíàëåí ëþáîìó ýëåìåíòó
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

6. Äîêàçàòü òåîðåìó 8.1 (íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêî-
ãî) äëÿ âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

7. Óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè â íåðàâåíñòâå Êîøè�Áóíÿêîâ-
ñêîãî (8.7) äëÿ ïàðû ýëåìåíòîâ x ∈ E è y ∈ E ðåàëèçó-
åòñÿ ðàâåíñòâî, òî ýëåìåíòû x è y � ëèíåéíî çàâèñèìû
â ïðîñòðàíñòâå E.

8. Óñòàíîâèòü, ÷òî ôîðìóëà (8.12) çàäà¼ò íîðìó è â âå-
ùåñòâåííîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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9. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî l2 ÷èñëîâûõ ðÿ-

äîâ a ≡
∞∑
n=1

an ñ êîìïëåêñíûìè ñëàãàåìûìè è òàêèõ,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|an|2 ñõîäèòñÿ (ñì. ñ. 185�186, çàäà÷è 7 è 8

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà), ñòàíîâèòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñò-
ðàíñòâîì, åñëè ââåñòè â í¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïî ôîðìóëå

(a, b) ≡
∞∑
n=1

anbn.

Ïðè ýòîì íîðìà, ââåä¼ííàÿ ôîðìóëîé (7.42), ñîãëàñî-
âàíà ñ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

10. Óñòàíîâèòü, ÷òî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî l2 ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì (òî åñòü ãèëüáåðòîâûì).

11. Óñòàíîâèòü, ÷òî ñ÷¼òíàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 8.2) èìååò ìåñòî
è ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ, òî÷íåå, äîêàçàòü, ÷òî åñëè

ðÿä
∞∑
n=1

xn ñõîäèòñÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, òî

äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà y ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî( ∞∑
n=1

xn, y
)

=
∞∑
n=1

(xn, y).

12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
{
xn
}∞
n=1

� ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E, òî ôîðìóëû
Øìèäòà (8.25) äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó

{
en
}∞
n=1

(à èìåííî: â ïðîöåññå âû-
÷èñëåíèé â çíàìåíàòåëå íèêîãäà íå áóäåò íóëÿ è ñèñòå-
ìà
{
en
}∞
n=1

, â êîòîðîé en âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç x1,
x2, . . . , xn, áóäåò îðòîãîíàëüíîé è íîðìèðîâàííîé).
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13. Ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà (ñì. ñ. 198) äî ìíî-
ãî÷ëåíîâ ïÿòîé ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî.

14. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (8.27) è (8.28) è òåì ñàìûì óáå-
äèòüñÿ, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû (8.26) è (8.29)
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíîé è îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìàìè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
CL2[−π, π], C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π].

15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (8.31) è (8.32) è òåì ñàìûì óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìû êîñèíóñîâ (8.30) è (8.33) ÿâëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíîé è îðòîíîðìèðîâàí-

íîé ñèñòåìàìè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[0, π],
C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π].

16. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (8.35) è (8.36) è òåì ñàìûì óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìû ñèíóñîâ (8.34) è (8.37) ÿâëÿþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíîé è îðòîíîðìèðîâàí-

íîé ñèñòåìàìè â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[0, π],
C∗L2[0, π] è Q0L2[0, π].

17. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (8.39) è (8.40) è òåì ñàìûì óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìû ìíèìûõ ýêñïîíåíò (8.38) è (8.41)
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíîé è îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñèñòåìàìè â êîìïëåêñíûõ åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ CL2[−π, π], C∗L2[−π, π] è Q0L2[−π, π].

18. Óñòàíîâèòü, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà{
1, cos

πnx

l
, sin

πnx

l

}∞
n=1

, l =
b− a

2
(8.67)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, à íîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà{

1√
2l
,

1√
l

cos
πnx

l
,

1√
l

sin
πnx

l

}∞
n=1

(8.68)
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� îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ CL2[a, b], C∗L2[a, b] è Q0L2[a, b].

19. Óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà êîñèíóñîâ{
cos

πnx

l

}∞
n=0

(8.69)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, à ñèñòåìà{
1√
l
,

√
2

l
cos

πnx

l

}∞
n=1

(8.70)

� îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ CL2[0, l], C∗L2[0, l] è Q0L2[0, l].

20. Óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà ñèíóñîâ{
sin

πnx

l

}∞
n=1

(8.71)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, à íîðìèðîâàííàÿ
ñèñòåìà ñèíóñîâ {√

2

l
sin

πnx

l

}∞
n=1

(8.72)

� îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â åâêëèäîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâàõ CL2[0, l], C∗L2[0, l] è Q0L2[0, l].

21. Óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò ñ ìíèìûìè ïîêà-
çàòåëÿìè {

e
πinx
l

}+∞

n=−∞
, l =

b− a
2

(8.73)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, à ñèñòåìà{
1√
2l
e
πinx
l

}+∞

n=−∞
(8.74)
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� îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé â êîìïëåêñíûõ åâêëè-
äîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ CL2[a, b], C∗L2[a, b] è Q0L2[a, b].

22. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû
{
gn
}∞
n=1

èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû 8.4: åñëè x =
∞∑
n=1

cngn, òî

cn =
(x, gn)

‖gn‖2
. Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ââåñòè ðÿäû Ôóðüå

ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (8.45).

23. Óñòàíîâèòü, ÷òî îáùåå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ îðòî-
ãîíàëüíîé ñèñòåìû

{
gn
}∞
n=1

èìååò âèä (8.53).

24. Çàïèñàòü îáùåå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ñèñòåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

25. Óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà
{
gn
}∞
n=1

ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ è îáîáù¼ííîå ðàâåíñòâî Ïàðñå-
âàëÿ èìåþò âèä (8.61) è (8.62) ñîîòâåòñòâåííî.

26. Äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû 8.7 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îð-
òîãîíàëüíîãî áàçèñà

{
gn
}∞
n=1

, òî åñòü óñòàíîâèòü, ÷òî
åñëè ýëåìåíò x ⊥ gn äëÿ âñåõ n, òî ýòî ìîæåò áûòü
òîëüêî íóëåâîé ýëåìåíò Θ.

27. Óñòàíîâèòü, ÷òî ðÿä Ôóðüå ïî ëþáîìó îðòîãîíàëüíî-
ìó áàçèñó

{
ψn(x)

}∞
n=1

ïðîñòðàíñòâà CL2[a, b], C∗L2[a, b]
èëè Q0L2[a, b] ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.
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9. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

Çäåñü ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî Q0L2[−π, π] è îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó (8.26):{

1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . .
}
≡
{

1, cosnx, sinnx
}∞
n=1

â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

9.1. Ïîíÿòèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
è ðÿäà Ôóðüå

Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (9.1)

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ðÿä (9.1) íàäî íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì íà îòðåçêå [−π, π] èëè õîòÿ áû íà îòðåçêå [a, b] äëèíû
2π (òî åñòü b−a = 2π). Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû

t =
(a+ b)π + (b− a)x

2π
⇐⇒ x =

(2t− a− b)π
b− a

(9.2)

îòðåçîê x ∈ [−π, π] âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ïåðåõîäèò â îòðåçîê
t ∈ [a, b]. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàÿ îðòîãîíàëüíàÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (8.26) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé (8.67):{

1, cos
πnt

l
, sin

πnt

l

}∞
n=1

, l =
b− a

2
.

Ýòî äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ðÿ-
äîâ (9.1) ïî ñèñòåìå (8.26). Âïðî÷åì, ðÿäû ïî ñèñòåìå (8.67)
áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà, â ï. 9.6.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (9.1) ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ñõî-
äèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x):

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)
[−π,π]

⇒ f(x). (9.3)

Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 5.17 åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòå-

ãðèðîâàòü. Âû÷èñëÿÿ
π∫
−π
f(x) dx è ó÷èòûâàÿ (8.27), èìååì

π∫
−π

f(x) dx = a0π, òî åñòü a0 =
1

π

π∫
−π

f(x) dx. (9.4)

Ïåðåîáîçíà÷àÿ â (9.3) èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ áóêâîé k è óìíî-
æàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà cosnx äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
(óìíîæåíèå íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ íå íàðóøàåò ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè), ïîëó÷àåì

a0

2
· cosnx+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) cosnx
[−π,π]

⇒ f(x) cosnx.

Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ïî ïåðåìåííîé x îò −π äî π ñ ó÷¼-

òîì (8.27) è (8.28) íàõîäèì, ÷òî
π∫
−π
f(x) cosnx dx = anπ,

òî åñòü

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 1, 2, . . . . (9.5)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (âìåñòî óìíîæåíèÿ íà cosnx óìíî-
æèì íà sinnx) ìîæíî ïîëó÷èòü

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . . (9.6)

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà ê ôóíêöèè f(x) (ñì. (9.3)) âûòåêàåò, ÷òî
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êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (9.4),
(9.5) è (9.6).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ Q0L2[−π, π]. Ïîñòàâèì åé â ñîîò-
âåòñòâèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) , (9.7)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

âû÷èñëåíû ïî
ôîðìóëàì

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, . . . ;

bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . .

(9.8)

Ðÿä â (9.7) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå

ôóíêöèè f(x), à êîýôôèöèåíòû
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

, âû÷èñ-
ëåííûå ïî ôîðìóëàì (9.8), � å¼ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Èíîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç

{
an(f)

}∞
n=0

è
{
bn(f)

}∞
n=1

.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôó-
ðüå, åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû.

1. Ìîæíî ëè â (9.7) âìåñòî çíàêà ýêâèâàëåíòíîñòè ïîñòà-
âèòü çíàê ðàâåíñòâà õîòÿ áû â ñìûñëå L2? Äðóãèìè ñëîâàìè:
áóäåò ëè ñèñòåìà (8.26) îðòîãîíàëüíûì (à ñèñòåìà (8.29) �
îðòîíîðìèðîâàííûì) áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå Q0L2[−π, π]?

2. Êàêèå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî íàëîæèòü íà ôóíêöèþ f(x),
÷òîáû å¼ ðÿä Ôóðüå (9.7) ñõîäèëñÿ áû ê íåé ïîòî÷å÷íî ëèáî
ðàâíîìåðíî?
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9.2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
ßäðî Äèðèõëå

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà âñåé
÷èñëîâîé îñè (−∞,+∞) è èíòåãðèðóåìàÿ íà ëþáîì îòðåçêå
[a, b]⊂(−∞,+∞), ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîìT >0,
òî åñòü

Φ(x+ T ) = Φ(x) äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ (−∞,+∞) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

c+T∫
c

Φ(x) dx =

T
2∫

−T
2

Φ(x) dx.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïî àääèòèâíîìó ñâîéñòâó èíòå-

ãðàëà èìååì
c+T∫
c

Φ(x) dx =
−T

2∫
c

Φ(x) dx+

T
2∫
−T

2

Φ(x) dx+
c+T∫
T
2

Φ(x) dx=

= (â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó x = t + T ) =

=
−T

2∫
c

Φ(x) dx+

T
2∫
−T

2

Φ(x) dx+
c∫
−T

2

Φ(t) dt =

T
2∫
−T

2

Φ(x) dx. Ëåììà äî-

êàçàíà.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî èíòåãðàë îò ïåðèîäè÷åñêîé èíòå-
ãðèðóåìîé ôóíêöèè ïî îòðåçêó äëèíû ïåðèîäà íå çàâèñèò
îò òîãî, ãäå ìû âîçüì¼ì ýòîò îòðåçîê. Ïîýòîìó â äàëüíåé-
øåì ôóíêöèè, çàäàííûå íà îòðåçêå [a, b], áóäåì ñ÷èòàòü ïå-
ðèîäè÷åñêè (ñ ïåðèîäîì T = b− a) ïðîäîëæåííûìè íà âñþ
÷èñëîâóþ îñü è îñðåäí¼ííûìè â òî÷êàõ ðàçðûâà ïåðâîãî ðî-
äà. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] è òàêàÿ,
÷òî f(b) = f(a), ïîñëå óêàçàííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîë-
æåíèÿ ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü íà (−∞,+∞).
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Ë åììà 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî l > 0 ôóíêöèÿ ϕ(x),
èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−l, l], ÿâëÿåòñÿ òàì ÷¼òíîé, òî
åñòü ϕ(−x) = ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ [−l, l]. Òîãäà

l∫
−l

ϕ(x) dx = 2

l∫
0

ϕ(x) dx.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïðåäåë¼ííî-

ãî èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì
l∫
−l
ϕ(x) dx =

0∫
−l
ϕ(x) dx+

l∫
0

ϕ(x) dx =

=(â ïåðâîì èíòåãðàëå äåëàåì çàìåíó x = −t)= −
0∫
l

ϕ(t) dt+

+
l∫

0

ϕ(x) dx = 2
l∫

0

ϕ(x) dx. Ëåììà äîêàçàíà.

Ë åììà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî l > 0 ôóíêöèÿ ϕ(x),
èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [−l, l], ÿâëÿåòñÿ òàì íå÷¼òíîé, òî
åñòü ϕ(−x) = −ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ [−l, l]. Òîãäà

l∫
−l

ϕ(x) dx = 0.

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î ýòîé ëåììû ñîâåðøåííî àíàëîãè÷-
íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2 è ïîýòîìó íå ïðèâîäèòñÿ.

Ââåä¼ì òåïåðü ïîíÿòèå îñðåäí¼ííûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ
ôóíêöèé.

Ìíîæåñòâî Q1
0[a, b] ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå

[a, b], íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êóñî÷íî-ãëàäêèõ îñðåäí¼ííûõ

ôóíêöèé, åñëè âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f(x) èç ýòîãî ìíîæåñòâà â
ëþáîé òî÷êå îòðåçêà [a, b] (çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êî-
íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ. Íà èñêëþ÷èòåëüíîì ìíîæåñòâå ôóíêöèè f(x) è
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f ′(x) ìîãóò èìåòü ëèøü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ ñàìîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ ðàçðûâà (â òîì ÷èñ-
ëå è â êîíöàõ îòðåçêà [a, b]) îñðåäíåíû ïî ôîðìóëàì (7.7).

Ìíîæåñòâî Q1
0[a, b] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Q0[a, b]), íî ìû íå áóäåì â í¼ì ââîäèòü íîðìó èëè
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òåì íå ìåíåå ôóíêöèè ýòîãî ìíî-
æåñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåííûìè ñ
ïåðèîäîì, ðàâíûì äëèíå îòðåçêà [a, b] (òî åñòü b− a) íà âñþ
÷èñëîâóþ îñü. Ââèäó îñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) â
òî÷êàõ ðàçðûâà è â êîíöàõ îòðåçêà [a, b] äëÿ âñÿêîãî x èç îò-
ðåçêà [a, b] (à ñ ó÷¼òîì ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ � äëÿ
âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(x) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
. (9.9)

Ë åììà 4 (ëåììà Ðèìàíà). Äëÿ âñÿêîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ôóíêöèè f(x) ∈ Q1

0[a, b] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

lim
λ→∞

b∫
a

f(x) cosλx dx = 0; (9.10)

lim
λ→∞

b∫
a

f(x) sinλx dx = 0. (9.11)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Óñòàíîâèì ðàâåíñòâî íóëþ ïðåäå-
ëà (9.10) (ðàâåíñòâî íóëþ ïðåäåëà (9.11) óñòàíàâëèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ Q1

0[a, b] çà-
íóìåðóåì òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé f(x) è f ′(x) â ïîðÿäêå
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èõ âîçðàñòàíèÿ (ïðèñîåäèíèì ê ýòèì òî÷êàì, êàê îáû÷íî, è
êîíöû îòðåçêà [a, b]):

a = x0 < x1 < · · · < xm = b.

Èñïîëüçóÿ àääèòèâíîå ñâîéñòâî îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà è
ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

b∫
a

f(x) cosλx dx =
m∑
k=1

xk∫
xk−1

f(x) cosλx dx =

=
m∑
k=1

[
f(x) · sinλx

λ

∣∣∣x=xk−0

x=xk−1+0
−1

λ

xk∫
xk−1

f ′(x) sinλx dx

]
. (9.12)

Òàê êàê ôóíêöèè f(x) è f ′(x) êóñî÷íî íåïðåðûâíû è èìå-
þò ëèøü òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, òî îíè îãðàíè÷åíû

íà îòðåçêå [a, b]; ôóíêöèÿ sinλx òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïîýòî-
ìó ïðè λ → ∞ êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå
ðàâåíñòâà (9.12) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Íàéä¼ì âûðàæåíèå n-é ÷àñòè÷íîé ñóììû Sn(x, f) òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå (9.7) ôóíêöèè f(x)∈Q0L2[−π,π].
Äëÿ ýòîãî â ðÿäå (9.7) îáîçíà÷èì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ áóê-
âîé k, à ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëàõ (9.8) êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå � áóêâîé t:

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ;

ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, k = 0, 1, . . . ;

bk =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . . .

(9.13)
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Èç (9.13) ïîëó÷àåì Sn(x, f)=
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)=

=
1

2π

π∫
−π

f(t) dt+
1

π

π∫
−π

n∑
k=1

(f(t) cos kt cos kx+f(t) sin kt sin kx)dt=

=
1

π

π∫
−π

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos k(t− x)

]
dt = (ñäåëàåì çàìåíó t =

= x + y, ïðè ýòîì dt = dy, à ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îñòà-

íóòñÿòå æå, òàê êàê ôóíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæå-

íà íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ñ ïåðèîäîì 2π) =
1

π

π∫
−π

f(x+y)

(
1

2
+

+
n∑
k=1

cos ky

)
dy. Åñëè æå ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

Dn(y) =
1

π

(
1

2
+

n∑
k=1

cos ky

)
, (9.14)

íàçûâàåìóþ ÿäðîì Äèðèõëå, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå ÷àñò-
íîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå:

Sn(x, f) =

π∫
−π

f(x+ y)Dn(y) dy. (9.15)

Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ÿäðà Äèðèõ-
ëå (9.14):

1. Dn(y + 2π) = Dn(y);
2. Dn(−y) = Dn(y);

3.
π∫
−π
Dn(y) dy = 2

π∫
0

Dn(y) dy = 1.
(9.16)

Èñïîëüçóÿ ÷¼òíîñòü ÿäðà Äèðèõëå (ñì. (9.16), âòîðîå
ñâîéñòâî), çàïèøåì ðàâåíñòâî (9.15) â íåñêîëüêî èíîì âè-

äå: Sn(x, f) =
0∫
−π
f(x + y)Dn(y) dy +

π∫
0

f(x + y)Dn(y) dy =
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= (ñäåëàåì â ïåðâîì èíòåãðàëå çàìåíó y = −z, ïðè ýòîì

dy = −dz) =
π∫
0

f(x − z)Dn(z) dz +
π∫
0

f(x + y)Dn(y) dy. Èòàê,

ìû ïîëó÷èëè íåñêîëüêî îòëè÷àþùååñÿ îò (9.15) âûðàæåíèå
÷àñòíîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå:

Sn(x, f) =

π∫
0

[
f(x+ y) + f(x− y)

]
Dn(y) dy. (9.17)

Óìíîæèâ (9.14) ïðè y 6= 2πm (m ∈ Z) íà 2π sin
y

2
è ïðå-

îáðàçóÿ ïîëó÷èâøèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïî èçâåñòíûì òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèì ôîðìóëàì, èìååì π · Dn(y) · 2 sin
y

2
= sin

y

2
+

+2 sin
y

2
cos y + · · · + 2 sin

y

2
cosny = sin

y

2
+ sin

3

2
y − sin

y

2
+

+ · · ·+sin

(
n+

1

2

)
y−sin

(
n− 1

2

)
y = sin

(
n+

1

2

)
y, òî åñòü

Dn(y) =

sin

(
n+

1

2

)
y

2π sin
y

2

. (9.18)

Ôîðìóëà (9.18) áûëà âûâåäåíà èç (9.14) ïðè y 6= 2πm, ãäå
m ∈ Z. Îäíàêî ìîæíî ïðèäàòü åé ñìûñë è ïðè y = 2πm, åñ-
ëè â ýòîì ñëó÷àå íàéòè ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.18)
ïðè y → 2πm. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè
0

0
, íàïðèìåð ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

ïðåäåëû

lim
y→2πm

sin

(
n+

1

2

)
y

2π sin
y

2

=
2n+ 1

2π
, m = 0,±1,±2, . . . . (9.19)
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9.3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå

Òå î ð åì à 9.1 (î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå). Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ∈ Q1

0[−π, π]
äëÿ ëþáîãî x ∈ [−π, π] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) . (9.20)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ èç Q1

0[−π, π]. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå ÷àñòíîé ñóììû ðÿ-
äà Ôóðüå ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå (9.17), ñâîéñòâà (9.16) ýòîãî
ÿäðà è ðàâåíñòâî (9.9), âèäèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [−π, π]

ðàçíîñòü f(x) − Sn(x, f) =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
− Sn(x, f) =

=
π∫
0

[
f(x+0)+f(x−0)

]
Dn(y) dy−

π∫
0

[
f(x+y)+f(x−y)

]
Dn(y) dy=

= (çàïèøåì ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ îäíèì èíòåãðàëîì, êîòî-

ðûé çàòåì ðàçîáü¼ì íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ)=
π∫
0

[
f(x+0)−

−f(x+ y)
]
Dn(y) dy+

π∫
0

[
f(x− 0)− f(x− y)

]
Dn(y) dy, òî åñòü

f(x)− Sn(x, f) = I1 + I2, (9.21)

ãäå

I1 =

π∫
0

[
f(x+ 0)− f(x+ y)

]
Dn(y) dy, (9.22)

I2 =

π∫
0

[
f(x− 0)− f(x− y)

]
Dn(y) dy. (9.23)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.18) äëÿ ÿäðà Äèðèõëå, ïðèâåä¼ì ðà-
âåíñòâî (9.22) äëÿ èíòåãðàëà I1 ê âèäó (ðàññìîòðåíèå ðàâåí-
ñòâà (9.23) äëÿ èíòåãðàëà I2 ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî):

I1 =

π∫
0

Gx(y) sin

(
n+

1

2

)
dy, (9.24)

â êîòîðîì Gx(y) îçíà÷àåò ôóíêöèþ

Gx(y) =
f(x+ 0)− f(x+ y)

2π sin
y

2

. (9.25)

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë lim

y→0+0
Gx(y) =

=
1

π
lim

y→0+0

f(x+ 0)− f(x+ y)

y
· y

2 sin
y

2

= − 1

π
f ′ïð(x+ 0).

Ïîýòîìó ìîæíî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ Gx(y), íå îïðåäå-
ë¼ííóþ ïðè y = 0, å¼ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ïðè y → 0 + 0,

ðàâíûì − 1

π
f ′ïð(x+0). Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà lim

y→0+0
Gx(y)

è ïîñëåäóþùåãî äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Gx(y) âûòåêàåò å¼
ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y =
= 0, à èìåííî: íàéäóòñÿ σ ∈ (0, π) èM1(x) > 0, ÷òî |Gx(y)| 6
6 M1(x) äëÿ âñåõ y ∈ [0, σ). Íà îòðåçêå [σ, π] ôóíêöèÿ
Gx(y), ñîãëàñíî (9.25), ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, ïîýòîìó
îíà òîæå îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò M2(x) > 0, ÷òî
|Gx(y)| 6M2(x) äëÿ âñåõ y ∈ [σ, π]. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Gx(y)
îãðàíè÷åíà íà âñ¼ì îòðåçêå [0, π], òàê êàê ìîæíî óêàçàòü
òàêîå M(x) = max{M1(x),M2(x)} > 0, ÷òî |Gx(y)| 6 M(x)
äëÿ âñåõ y ∈ [0, π].
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Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì äëÿ íåãî ÷èñ-

ëî δ = min

{
1,

ε

4M(x)

}
> 0. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë I1, îïðåäå-

ëÿåìûé ôîðìóëîé (9.24), òî÷êîé δ ∈ (0, 1] íà ñóììó äâóõ

èíòåãðàëîâ I11 è I12:

I1 =

δ∫
0

Gx(y) sin

(
n+

1

2

)
dy

︸ ︷︷ ︸
I11

+

π∫
δ

Gx(y) sin

(
n+

1

2

)
dy

︸ ︷︷ ︸
I12

.

Ìîäóëü ôóíêöèè |Gx(y)| íà îòðåçêå [0, π], à çíà÷èò è íà îò-
ðåçêå [0, δ], îãðàíè÷åí âåëè÷èíîéM(x), ñëåäîâàòåëüíî, â ñè-
ëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà δ, ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî |I11| 6
6 M(x) · δ 6 ε

4
. Íà îòðåçêå [δ, π] ôóíêöèÿ Gx(y) ÿâëÿåòñÿ

êóñî÷íî-ãëàäêîé, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå Ðèìàíà, ïðåäåë
âòîðîãî ñëàãàåìîãî lim

n→∞
I12 = 0, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî ε > 0

íàéä¼òñÿ íîìåð N1, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N1 ìîäóëü

|I12| <
ε

4
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð

N1, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N1 ìîäóëü |I1| 6 |I11|+ |I12| <
<
ε

4
+
ε

4
=
ε

2
. Àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåíèÿ èíòåãðàëà I2, çà-

äàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (9.23), ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N2, ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N2

ìîäóëü |I2| <
ε

2
. Èòàê, ìû èìååì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè

f(x) ∈ Q1
0[−π, π] äëÿ ëþáîãî x ∈ [−π, π] è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð N = max{N1, N2}, ÷òî äëÿ âñåõ íîìå-

ðîâ n > N ìîäóëü ðàçíîñòè |f(x) − Sn(x, f)| 6 |I1| + |I2| <
<
ε

2
+
ε

2
= ε. À ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
Sn(x, f) =

= f(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ò å î ð åì à 9.2 (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå).
Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ∈ C∗[−π, π] ∩ Q1

0[−π, π] å¼ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå

a0(f)

2
+
∞∑
n=1

(
an(f) cosnx+ bn(f) sinnx

) [−π,π]

⇒ f(x). (9.26)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ f(x) ∈ C∗[−π, π] ∩ Q1

0[−π, π]. Ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî äî-
êàçàííîé òåîðåìå 9.1 î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, ðÿä, ñòîÿ-
ùèé â ëåâîé ÷àñòè (9.26), òî åñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè f(x), äëÿ ëþáîãî x ∈ [−π, π] ñõîäèòñÿ ê
f(x). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü ýòîãî ðÿäà. Ïóñòü n > 1. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì an(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx =

=
1

π
·f(x) · sinnx

n

∣∣∣π
−π
− 1

πn

π∫
−π

f ′(x) sinnx dx = −bn(f ′)

n
, òî åñòü

an(f) = −bn(f ′)

n
, n = 1, 2, . . . . (9.27)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîýôôè-
öèåíòàìè bn(f) è an(f ′):

bn(f) =
an(f ′)

n
, n = 1, 2, . . . . (9.28)

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü êîñèíóñà è ñèíóñà äëÿ
âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ðàâåíñòâà (9.27) è (9.28)
è íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì
ãåîìåòðè÷åñêèì, ïîëó÷àåì, ÷òî n-é ÷ëåí ðÿäà (9.26) äëÿ
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âñåõ x∈ [−π,π] äîïóñêàåò îöåíêó |an(f) cosnx+bn(f) sinnx|6

6 |an(f)|+|bn(f)|= 1

n
·|an(f ′)|+ 1

n
·|bn(f ′)|6 1

2

[
|an(f ′)|2+

1

n2

]
+

+
1

2

[
|bn(f ′)|2+

1

n2

]
, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

|an(f) cosnx+bn(f) sinnx|6 1

2

[
|an(f ′)|2+|bn(f ′)|2

]
+

1

n2
, (9.29)

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(x) ∈ C∗[−π, π] ∩ Q1
0[−π, π]. Ðÿä

∞∑
n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ ñîãëàñ-

íî (2.12), à ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

[
|an(f ′)|2 + |bn(f ′)|2

]
âûòåêà-

åò èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíê-
öèè f ′(x) ∈ Q0L2[−π, π] ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå (8.26)1.
Ïîýòîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä (9.26) íà îòðåçêå [−π, π]
ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (ñì. òåîðåìó 5.5) ñõîäèòñÿ íà
ýòîì îòðåçêå ðàâíîìåðíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 9.3 (ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà Ôó-
ðüå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C∗[−π, π]∩Q1

0[−π, π], à å¼ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå èìååò âèä

f(x) =
a0(f)

2
+
∞∑
n=1

(
an(f) cosnx+ bn(f) sinnx

)
. (9.30)

1Åñëè ðåøèòü çàäà÷ó 24 èç 8-ãî ðàçäåëà (ñì. ñ. 218), òî ïîëó÷èì,
÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ ïðèíèìàåò âèä

|a0(f ′)|2

2
+

∞∑
n=1

[
|an(f ′)|2 + |bn(f ′)|2

]
6

1

π

π∫
−π

|f ′(x)|2dx.
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Òîãäà ðÿä Ôóðüå äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ðÿäà (9.30) ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì:

f ′(x) ∼
∞∑
n=1

(
nbn(f) cosnx− nan(f) sinnx

)
. (9.31)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ôóíêöèÿ f ′(x)∈Q0L2[−π, π]
(ðàçóìååòñÿ, ïîñëå îñðåäíåíèÿ ôóíêöèè f ′(x) â òî÷êàõ å¼
ðàçðûâà, ê êîòîðûì, åñòåñòâåííî, ïðè÷èñëÿþòñÿ è êîíöû
îòðåçêà [−π, π]). Ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ′(x):

f ′(x) ∼ a0(f ′)

2
+
∞∑
n=1

(
an(f ′) cosnx+ bn(f ′) sinnx

)
.

Íóëåâîé êîýôôèöèåíò Ôóðüå â ýòîì ñîîòíîøåíèè a0(f ′) =

=
1

π

π∫
−π

f ′(x) dx =
1

π
f(x)

∣∣∣π
−π

=
f(π)− f(−π)

π
= 0, òàê êàê

ôóíêöèÿ f(x) ∈ C∗[−π, π], à èç ðàâåíñòâ (9.27) è (9.28), ïî-
ëó÷åííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2, âûòåêàåò, ÷òî

an(f ′) = nbn(f), bn(f ′) = −nan(f); n = 1, 2, . . . .

Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â (9.31)
ïðîèçâîäíîé f ′(x) ñïðàâåäëèâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå ðå÷ü èä¼ò ëèøü î ñïîñî-

áå ïîëó÷åíèÿ ðÿäà Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f ′(x), åñëè èçâåñòåí
ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ∈ C∗[−π, π] ∩ Q1

0[−π, π]. Âîïðîñ î
ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà (9.31) â êàêîì áû òî íè áûëî
ñìûñëå çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ò å î ð åì à 9.4 (ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî öå-
ëîãî m > 0 ôóíêöèè

f (k)(x) ∈ C∗[−π, π], k = 0, 1, . . . ,m; f (m)(x) ∈ Q1
0[−π, π].
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Òîãäà êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
an(f)

}∞
n=0

è
{
bn(f)

}∞
n=1

ôóíê-

öèè f(x) ñ ðîñòîì n óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì
1

nm+1
:

an(f) = o

(
1

nm+1

)
, bn(f) = o

(
1

nm+1

)
; n→∞. (9.32)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ôîð-
ìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

an(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, . . . ;

bn(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . ;

ïðîâåä¼ííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2, äà¼ò (ñì. ðà-
âåíñòâà (9.27) è (9.28)), ÷òî

nan(f) = −bn(f ′), nbn(f) = −an(f ′), n = 1, 2, . . . . (9.33)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ýòè ôîðìóëû m + 1 ðàç. Åñëè
îáîçíà÷èòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà m+ 1 íà 4 çà k (ÿñíî,
÷òî k ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà÷åíèÿ 0, 1, 2 èëè 3), òî â
ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

nm+1an(f) =


an
(
f (m+1)

)
, k = 0,

−bn
(
f (m+1)

)
, k = 1,

−an
(
f (m+1)

)
, k = 2,

bn
(
f (m+1)

)
, k = 3;

nm+1bn(f) =


bn
(
f (m+1)

)
, k = 0,

an
(
f (m+1)

)
, k = 1,

−bn
(
f (m+1)

)
, k = 2,

−an
(
f (m+1)

)
, k = 3.

(9.34)
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Íî òàê êàê ôóíêöèÿ f (m+1)(x) ∈ Q0L2[−π, π], òî èç íåðà-
âåíñòâà Áåññåëÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå (8.26) è íåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ÷èñëî-
âûõ ðÿäîâ èìååì, ÷òî

lim
n→∞

an
(
f (m+1)

)
= lim

n→∞
an
(
f (m+1)

)
= 0. (9.35)

Èç (9.34) è (9.35) âûòåêàåò (9.32). Òåîðåìà äîêàçàíà.

9.4. Ìåòîä Ôåéåðà ñóììèðîâàíèÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå

Òåîðåìà 9.2, äîêàçàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ãîâîðèò î
òîì, ÷òî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ê ðàñêëàäûâàåìîé ôóíê-
öèè f(x) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:
âî-ïåðâûõ, f(x) ∈ C∗[−π, π] (ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [−π, π] è ïîñëå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âñþ
÷èñëîâóþ îñü (−∞,+∞) òàêæå îñòà¼òñÿ íåïðåðûâíîé), à âî-
âòîðûõ, f(x) ∈ Q1

0[−π, π] (ôóíêöèÿ f(x) � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ,
òî åñòü îáëàäàåò êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé f ′(x),
èìåþùåé íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, ïðè-
÷¼ì âñå ýòè òî÷êè ðàçðûâà � ïåðâîãî ðîäà). Ïåðâîå óñëî-
âèå íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî: äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä (9.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-
íî íà [−π, π], òî è ñóììà ýòîãî ðÿäà f(x) ∈ C∗[−π, π] (òàê
êàê âñå åãî ñëàãàåìûå ïðèíàäëåæàò C∗[−π, π]). Âòîðîå æå
óñëîâèå íåîáõîäèìûì íå ÿâëÿåòñÿ è ìîæåò áûòü îñëàáëå-
íî. Îäíàêî öåëèêîì îòáðîñèòü åãî íåëüçÿ. Äåëî â òîì, ÷òî
åù¼ â 1876 ã. äþ Áóà-Ðåéìîí1 ïîñòðîèë ïðèìåð ôóíêöèè

1P. Du Bois-Reymond. Untersuchungen �uber die Convergenz und
Divergenz der Fourierschen Darstellungs�rmen // Abhadl. Akad. Wiss-
ensch. M�unchen, 1876, T. 12, S. 1�103.
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f(x) ∈ C∗[−π, π], ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî ðÿäó Ôóðüå ôóíêöèè f(x)∈C∗[−π, π]
âîññòàíîâèòü ïîðîäèâøóþ åãî ôóíêöèþ f(x), Ôåéåð ïðåäëî-
æèë ïðèìåíèòü ê ðÿäó Ôóðüå ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ñðåäíèõ
àðèôìåòè÷åñêèõ , ðàññìîòðåííûé íàìè ðàíåå (ñì. ðàçäåë 4).
Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà Ôåéåðà. Îí ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì n-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó Sn(x, f) òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x) è ïðåäñòàâèì
å¼ ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå (ñì. (9.14) è (9.15)):

Sn(x, f) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =

=

π∫
−π

f(x+ y)Dn(y) dy.

(9.36)

Ââåä¼ì n-þ ñóììó Ôåéåðà êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå:

σn(x, f) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Sk(x, f).

Èç (9.36) ñëåäóåò, ÷òî σn(x, f) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σn(x, f) =
1

n+ 1

n∑
k=0

π∫
−π

f(x+ y)Dk(y) dy =

=

π∫
−π

f(x+ y) Φn(y) dy,

(9.37)

ãäå

Φn(y) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(y) (9.38)
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� ÿäðî Ôåéåðà. Ïðåîáðàçóåì ÿäðî Ôåéåðà ïîäîáíî ÿäðó Äè-

ðèõëå (ñì. ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ñ. 227). Èñïîëüçóÿ (9.18),

èç (9.38) èìååì Φn(y) =
1

n+ 1
· 1

2π sin
y

2

(
sin

y

2
+ sin

3y

2
+

+ · · ·+ sin

(
n+

1

2

))
= (óìíîæèì è ðàçäåëèì íà 2 sin

y

2
ïðè

y 6= 2πm, ãäå m ∈ Z) =
1

4π(n+ 1) sin2 y

2

(
2 sin

y

2
sin

y

2
+

+2 sin
y

2
sin

3y

2
+ · · ·+2 sin

y

2
sin

(
n+

1

2

))
=

1

4π(n+1) sin2 y

2

×

×
(
1 − cos y + cos y − cos 2y + · · · + cosny − cos(n + 1)y

)
=

=
1− cos(n+ 1)y

4π(n+ 1) sin2 y

2

, à òàê êàê 1− cos(n+ 1)y = 2 sin2 n+ 1

2
y,

òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Φn(y) =
1

2π(n+ 1)

sin
n+ 1

2
y

sin
y

2


2

. (9.39)

Ïîäîáíî ôîðìóëå (9.18) äëÿ ÿäðà Äèðèõëå, òîëüêî ÷òî

ïîëó÷åííîé ôîðìóëå (9.39) äëÿ ÿäðà Ôåéåðà, âûâåäåííîé

ïðè y 6= 2πm (m ∈ Z), ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë è ïðè y = 2πm,

åñëè è çäåñü íàéòè ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9.39) ïðè

y → 2πm. Â ñàìîì äåëå, ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè
0

0
ïî
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ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäåëû

lim
y→2πm

1

2π(n+ 1)

sin
n+ 1

2
y

sin
y

2


2

=
n+ 1

2π
, m = 0,±1,±2, . . . .

Îòìåòèì, ïîäîáíî ñâîéñòâàì ÿäðà Äèðèõëå (9.14), ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà ÿäðà Ôåéåðà (9.38):

1. Φn(y) > 0;
2. Φn(y + 2π) = Φn(y);
3. Φn(−y) = Φn(y);

4.
π∫
−π

Φn(y) dy = 1;

5. Äëÿ âñÿêîãî δ ∈ (0, π) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Φn(y)
Yδ
⇒ ϕ(y) ≡ 0, ãäå Yδ ≡ {y : δ 6 |y| 6 π}.

(9.40)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâûå ÷åòûðå ñâîéñòâà âûòåêàþò
èç ñâîéñòâ (9.16) ÿäðà Äèðèõëå, à òàêæå èç (9.38) è (9.39), à
ïîñëåäíåå ñâîéñòâî � èç òåîðåìû 5.1 î íåîáõîäèìûõ è äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê êàê

0 6 Φn(y) 6
1

4π(n+ 1) sin2 δ

2

äëÿ âñåõ y ∈ Yδ.

Òå î ð åì à 9.5 (òåîðåìà Ôåéåðà). Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè
f(x) ∈ C∗[−π, π] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
σn(x, f)

}∞
n=0

å¼ ñóìì
Ôåéåðà ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ñõîäèòñÿ ê f(x).

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ f(x) ∈ C∗[−π, π]. Òàê êàê îíà íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
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[−π, π], òî îíà, åñòåñòâåííî, îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå, òî
åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî

|f(x)| 6M äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π]. (9.41)

Âïðî÷åì, ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ f(x) ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåí-
íîé ñ ïåðèîäîì T = 2π íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ìîæíî çà-
êëþ÷èòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (9.41) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ
âñåõ x ∈ [−π, π], íî è äëÿ âñåõ x ∈ (−∞,+∞). Ïðè ýòîì,
òàê êàê f(x) ∈ C∗[−π, π] è, ñëåäîâàòåëüíî, f(−π) = f(π),
òî, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ íà ñ. 222, ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåí-
íàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà (−∞,+∞). Ñòàëî áûòü, îíà
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [−2π, 2π], è ïîýòîìó ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå δ ∈ (0, π), ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ x′ ∈ [−2π, 2π] è x′′ ∈ [−2π, 2π] òàêèõ, ÷òî |x′ − x′′| < δ
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(x′)− f(x′′)| < ε

2
. (9.42)

Ñîãëàñíî ïÿòîìó ñâîéñòâó ÿäðà Ôåéåðà (9.40) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü Φn(y)
Yδ
⇒ ϕ(y) ≡ 0, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0

íàéä¼òñÿ íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (ñì. òàêæå ïåðâîå ñâîéñòâî ÿäðà Ôåéåðà):

0 6 Φn(y) <
ε

9πM
äëÿ ëþáîãî y ∈ Yδ. (9.43)

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü íîìåð N ,
÷òî äëÿ âñåõ íîìåðîâ n > N è äëÿ ëþáûõ x ∈ [−π, π] ìî-
äóëü ðàçíîñòè (ñì. (9.37) è (9.40), ïåðâîå è ÷åòâ¼ðòîå ñâîé-

ñòâî) äîïóñêàåò îöåíêó |f(x)−σn(x, f)| =
∣∣∣∣

π∫
−π

f(x)Φn(y) dy−
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−
π∫

−π

f(x+ y)Φn(y) dy

∣∣∣∣ 6
π∫

−π

|f(x)− f(x+ y)|Φn(y) dy, òî åñòü

|f(x)− σn(x, f)| 6 I1 + I2 + I3, (9.44)

ãäå

I1 =
−δ∫
−π
|f(x)− f(x+ y)|Φn(y) dy,

I2 =
δ∫
−δ
|f(x)− f(x+ y)|Φn(y) dy,

I3 =
π∫
δ

|f(x)− f(x+ y)|Φn(y) dy.

Íî ñîãëàñíî ïåðâîìó è ÷åòâ¼ðòîìó ñâîéñòâàì ÿäðà Ôåéå-
ðà (9.40), à òàêæå íåðàâåíñòâó (9.42), èìååì, ÷òî

I2 6
ε

2

δ∫
−δ

Φn(y) dy 6
ε

2

π∫
−π

Φn(y) dy =
ε

2
, (9.45)

à èç (9.41) è (9.43), êðîìå òîãî, âûòåêàåò, ÷òî ñóììà äâóõ
îñòàâøèõñÿ èíòåãðàëîâ (I1 + I3) äîïóñêàåò îöåíêó

I1 + I3 =

∫
Yδ

|f(x)− f(x+ y)|Φn(y) dy 6

6 2M

∫
Yδ

Φn(y) dy 6 2M · ε

9πM
· 2π < ε

2
. (9.46)

Ïîýòîìó èç (9.44), (9.45) è (9.46) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü íîìåð N , ÷òî äëÿ âñåõ íî-
ìåðîâ n > N è äëÿ ëþáûõ x ∈ [−π, π] ìîäóëü ðàçíîñòè
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|f(x)− σn(x, f)| 6 I1 + I2 + I3 <
ε

2
+
ε

2
= ε. À ýòî è îçíà÷àåò,

÷òî σn(x, f)
[−π,π]

⇒ f(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 9.6 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ñèñòåìà ôóíê-
öèé

{
1, cosnx, sinnx

}∞
n=1

çàìêíóòà â ëèíåéíîì íîðìèðîâàí-

íîì ïðîñòðàíñòâå C∗[−π, π].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çàìêíóòî-
ñòè ñèñòåìû ôóíêöèé è íîðìû â ïðîñòðàíñòâå C∗[−π, π],
íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) èç ïðî-
ñòðàíñòâà C∗[−π, π] äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäóòñÿ íàòóðàëü-
íîå n è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

Tn(x) =
α0

2
+

n∑
k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
,

îïðåäåëÿåìûé ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè
{
αk
}n
k=0

è
{
βk
}n
k=1

,
÷òî íîðìà ðàçíîñòè ‖f−Tn‖C < ε, òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ [−π, π] ìîäóëü ðàçíîñòè |f(x)− Tn(x)| < ε.

Ïîñëå ýòîãî ðàçúÿñíåíèÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.6 ñðà-
çó âûòåêàåò èç òåîðåìû 9.5. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà Tn(x) ìîæíî âûáðàòü ñóììó
Ôåéåðà σn(x, f) (à îíà ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíî-
ãî÷ëåíîì êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ � ÷àñòè÷íûõ ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà)
ñ òàêèì íîìåðîì n, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ [−π, π] ìî-
äóëü ðàçíîñòè |f(x)− σn(x, f)| < ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å. Ñèñòåìà ôóíêöèé
{

1, cosnx, sinnx
}∞
n=1

çà-

ìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå C∗L2[−π, π].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
f(x) èç ïðîñòðàíñòâà C∗L2[−π, π]. Òàê êàê f(x) ∈ C∗[−π, π]1,

1Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà C∗[−π, π]
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à ñèñòåìà ôóíêöèé
{

1, cosnx, sinnx
}∞
n=1

çàìêíóòà â ïðîñò-
ðàíñòâå C∗[−π, π], òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn(x), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π] ìîäóëü

ðàçíîñòè |f(x)−Tn(x)| < ε√
2π + 1

. Íî òîãäà êâàäðàò íîðìû

ðàçíîñòè ‖f−Tn‖2
2 =

π∫
−π

|f(x)−Tn(x)|2dx 6 ε2

2π + 1
· 2π < ε2,

òî åñòü ‖f − Tn‖2 < ε. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà 9.6 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáóþ
íåïðåðûâíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñ ëþáîé ñòå-
ïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè. Èìååòñÿ è äðóãàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, ãîâîðÿ-
ùàÿ î òîì, ÷òî ëþáóþ íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå ôóíêöèþ (íå
îáÿçàòåëüíî èìåþùóþ ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ, òî åñòü,
âîçìîæíî, ñòàíîâÿùóþñÿ ðàçðûâíîé ïîñëå ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ) ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðèáëè-
çèòü àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Îäíàêî ýòà òåîðåìà â
äàííîì êóðñå íå èñïîëüçóåòñÿ, è ïîýòîìó ìû å¼ óñòàíàâëè-
âàòü íå áóäåì.

9.5. Áàçèñíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì

Òå î ð åì à 9.7. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (8.29): {

1√
2π

,
cosnx√

π
,
sinnx√

π

}∞
n=1

è C∗L2[−π, π] ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà (îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ

æå ôóíêöèé), ñîâïàäàþò êàê ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà (ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå íà ÷èñëà â íèõ îäíè è òå æå, íî ðàçëè÷àþòñÿ êàê ëèíåé-

íûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (íîðìà ôóíêöèè â íèõ îïðåäåëåíà
ïî-ðàçíîìó).
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ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Q0L2[−π, π].

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïóñòü ôóíêöèÿf(x)∈Q0L2[−π,π].
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò M > 0,
÷òî

|f(x)| 6M äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π]. (9.47)

Çàïèøåì òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f(x) (âêëþ÷àÿ êîíöû îò-
ðåçêà [−π, π]) â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

−π = x0 < x1 < · · · < xm−1 < xm = π.

Îáîçíà÷èì

∆xk = xk − xk−1, k = 1, 2, . . . ,m; ∆ = min
k

∆xk.

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñëåäóþùåå ÷èñëî

δ = min

{
∆

2
,

ε2

32m(M2 + 1)

}
> 0. (9.48)

Òåïåðü óñòàíîâèì çàìêíóòîñòü îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìû (8.29) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0L2[−π, π]. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f ∗(x) =



(x− xk)f(xk + δ) + (xk + δ − x)f(xk)

δ
,

x ∈ (xk, xk + δ), k = 0, 1, . . . ,m− 1;

(x− xk + δ)f(xk) + (xk − x)f(xk − δ)
δ

,

x ∈ (xk − δ, xk), k = 1, 2, . . . ,m;

f(x) â îñòàëüíûõ òî÷êàõ [−π, π].

(9.49)
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Òàê êàê â òåõ òî÷êàõ, ãäå f ∗(x) 6= f(x), ôóíêöèÿ f ∗(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, à ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò
ñâîåãî ýêñòðåìóìà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà, òî èç (9.47) ñëå-
äóåò, ÷òî

|f ∗(x)| 6M äëÿ âñåõ x ∈ [−π, π]. (9.50)

Ôóíêöèÿ f ∗(x), ñîãëàñíî å¼ îïðåäåëåíèþ, íåïðåðûâíà íà
[−π, π], è f ∗(−π) = f ∗(π), ñëåäîâàòåëüíî,

f ∗(x) ∈ C∗L2[−π, π] ⊂ Q0L2[−π, π].

Îöåíèì, íàñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ôóíêöèè f(x)
è f ∗(x) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Q0L2[−π, π]. Ó÷èòûâàÿ îãðà-
íè÷åííîñòü îáåèõ ôóíêöèé è îïðåäåëåíèå ÷èñëà δ, èìååì

‖f −f ∗‖2
2 =

π∫
−π

|f(x)−f ∗(x)|2dx =
m−1∑
k=0

xk+δ∫
xk

|f(x)−f ∗(x)|2dx+

+
m∑
k=1

xk∫
xk−δ

|f(x)− f ∗(x)|2dx 6 4M2 · δ ·m · 2 6 8M2mε2

32m(M2 + 1)
<

<
ε2

4
, òî åñòü

‖f − f ∗‖2 <
ε

2
. (9.51)
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ôóíêöèÿ f ∗(x) ∈ C∗L2[−π, π]. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 9.6 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn(x) òàêîé, ÷òî

‖f ∗ − Tn‖2 <
ε

2
. (9.52)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâà (9.51)
è (9.52), çàêëþ÷àåì: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x) èç åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Q0L2[−π, π] è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéä¼ò-
ñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn(x), òî åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ îðòîíîðìèðîâàííîé òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ñèñòåìû (8.29), ÷òî íîðìà ðàçíîñòè

‖f − Tn‖2 6 ‖f − f ∗‖2 + ‖f ∗ − Tn‖2 <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Èòàê, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà (8.29) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0L2[−π, π]. Ïîýòîìó ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 8.6, ñèñòåìà (8.29) � îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ ïðîñòðàíñòâà Q0L2[−π, π]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å. Îðòîãîíàëüíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà (8.26): {

1, cosnx, sinnx
}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Q0L2[−π, π], òî åñòü äëÿ ëþáîéf(x) ∈ Q0L2[−π, π] ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

f(x)
L2=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
. (9.53)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (9.8).
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Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Ïðè íîðìèðîâàíèè òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû (8.26) ïîëó÷àåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (8.29), à ýòà ñè-
ñòåìà, ñîãëàñíî òåîðåìå 9.7, ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Q0L2[−π, π]. Ïîýòîìó ñèñòåìà (8.26) �
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Q0L2[−π, π]. Òîò ôàêò,
÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

âû÷èñëÿþòñÿ
èìåííî ïî ôîðìóëàì (9.8) âûòåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (ñì. òåîðåìó 8.4). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ, âûñêàçàííûå íà ñ. 212�213 ïî
îòíîøåíèþ ê îðòîãîíàëüíûì è îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-
ñàì â ôóíêöèîíàëüíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ë å ä ñ ò â è å èç òåîðåìû 9.7, îòíîñÿùååñÿ ê ïî-
÷ëåííîé èíòåãðèðóåìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôó-
ðüå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè
f(x) ∈ Q0L2[−π, π] ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü. Ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèéñÿ
ðÿä.

Â òåîðåìå 8.6 î êðèòåðèÿõ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà
ðå÷ü èä¼ò îá ýêâèâàëåíòíîñòè ò ð ¼ õ óòâåðæäåíèé. Ïîýòîìó,
çíàÿ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì
(ñì. çàäà÷ó 24 èç 8-ãî ðàçäåëà íà ñ. 218) ìîæíî âûâåñòè åù¼
îäíî ñëåäñòâèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ∈ Q0L2[−π, π],
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

êîòîðîé âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì (9.8), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

|a0|2

2
+
∞∑
n=1

(
|an|2 + |bn|2

)
=

1

π

π∫
−π

|f(x)|2dx. (9.54)
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Ò å î ð åì à 9.8. Îðòîãîíàëüíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñè-
ñòåìû (8.30) è (8.34), à èìåííî:{

cosnx
}∞
n=0

è
{

sinnx
}∞
n=1

,

ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè áàçèñàìè åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà Q0L2[0, π], òî åñòü äëÿ ëþáîé f(x) ∈ Q0L2[0, π] èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

f(x)
L2=

a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx;

f(x)
L2=

∞∑
n=1

bn sinnx.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

ýòèõ ðÿ-
äîâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnx dx, n = 0, 1, . . . ;

bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . .

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Âíà÷àëå óñòàíîâèì ýòó òåîðåìó
äëÿ ñèñòåìû

{
cosnx

}∞
n=0

. Ïóñòü f(x) ∈ Q0L2[0, π]. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèþ

F (x) =


f(x), 0 <x< π;
f(−x), −π <x< 0;
f(0 + 0), x= 0;
f(π − 0), x= ±π.

(9.55)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåä¼ííàÿ ôóíêöèÿ F (x) ∈ Q0L2[−π, π],
ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé íà [−π, π] è, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9.55), íà
îòðåçêå [0, π] îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè f(x) íå áîëåå, ÷åì â
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äâóõ òî÷êàõ. Òàê êàê ñèñòåìà
{

1, cosnx, sinnx
}∞
n=1

ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â Q0L2[−π, π], òî

F (x)
L2=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
,

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

lim
n→∞

π∫
−π

∣∣∣∣∣F (x)−

[
a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos kx+bk sin kx

)]∣∣∣∣∣
2

dx=0. (9.56)

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
ak
}
è
{
bk
}
÷¼òíîé ôóíê-

öèè F (x). Ñîãëàñíî ëåììàì 2 è 3 èç (9.55) èìååì, ÷òî êîýô-

ôèöèåíòû ak =
1

π

π∫
−π

F (x) cos kx dx =
2

π

π∫
0

F (x) cos kx dx =

=
2

π

π∫
0

f(x) cos kx dx äëÿ âñåõ k=0, 1, 2, . . ., à êîýôôèöèåíòû

bk =
1

π

π∫
−π

F (x) sin kx dx = 0 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . ., òî åñòü

ak =
2

π

π∫
0

f(x) cos kx dx, k = 0, 1, 2, . . . ;

bk = 0, k = 1, 2, . . . .

(9.57)

Èç (9.55), (9.56) è (9.57) ñëåäóåò, ÷òî

0 = lim
n→∞

π∫
0

∣∣∣∣∣F (x)−

(
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx

)∣∣∣∣∣
2

dx =

= lim
n→∞

π∫
0

∣∣∣∣∣f(x)−

(
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx

)∣∣∣∣∣
2

dx.



9. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå 249

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòå-
ìà
{

cosnx
}∞
n=0

çàìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå Q0L2[0, π] è, ñòàëî
áûòü, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ñèñòåìû ñèíóñîâ
{

sinnx
}∞
n=1

äîêàçàòåëüñòâî ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íîå. Íàäî ëèøü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f(x) ∈ Q0L2[0, π] ðàññìîòðåòü íå ôóíêöèþ (9.55), ÿâëÿþ-
ùóþñÿ å¼ ÷¼òíûì ïðîäîëæåíèåì, à íå÷¼òíîå ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè f(x):

F (x) =


f(x), 0 <x< π;
−f(−x), −π <x< 0;

0, x= 0,±π.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð åì à 9.9. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ýêñïîíåíò ñ ìíè-
ìûìè ïîêàçàòåëÿìè (8.38):{

einx
}+∞
n=−∞

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Q0L2[−π, π], òî åñòü äëÿ ëþáîéf(x) ∈ Q0L2[−π, π] ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

f(x)
L2=

+∞∑
n=−∞

cne
inx. (9.58)

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
cn
}+∞
n=−∞ âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì

cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inxdx. (9.59)

Äîê à ç àò å ë ü ñòâ î. Âíà÷àëå ñîîáùèì, êàê âû÷èñëÿ-

þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
+∞∑

n=−∞
cn. Íà-

÷àëüíîé ñóììîé ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå c0, ñëåäóþùåé ñóììîé
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c0 + c1, çàòåì c0 + c1 + c−1, c0 + c1 + c−1 + c2, c0 + c1 +
+c−1 + c2 + c−2 è òàê äàëåå. Îäíàêî äëÿ ðÿäà ïî ýêñïîíåí-
òàì ñ ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè (9.58) ïîñòóïàþò íåñêîëüêî
ïî-äðóãîìó: íà÷àëüíîé ñóììîé ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå c0, ñëå-
äóþùåé ñóììîé ñðàçó c0 + c1e

ix + c−1e
−ix, çàòåì c0 + c1e

ix +
+c−1e

−ix + c2e
2ix + c−2e

−2ix è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðèñòóïèì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òå-

îðåìû 9.9. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (9.53), ïîëó÷åííîìó ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ î áàçèñíîñòè îðòîãîíàëüíîé òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

{
1, cosnx, sinnx

}∞
n=1

, èìååì

lim
n→∞

π∫
−π

∣∣∣∣∣f(x)−

[
a0

2
+

n∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)]∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ôîðìóëû Ýéëåðà

cos kx =
eikx + e−ikx

2
, sin kx =

eikx − e−ikx

2i
(9.60)

è ïðåîáðàçóÿ ðåçóëüòàò, ëåãêî âèäåòü, ÷òî 0 = lim
n→∞

π∫
−π

∣∣∣∣f(x)−

−

{
a0

2
+

n∑
k=1

[
ak
(
eikx + e−ikx

)
2

+
bk
(
eikx − e−ikx

)
2i

]}∣∣∣∣∣
2

dx = 0,

èëè, ïîñëå íåêîòîðîé ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ,

lim
n→∞

π∫
−π

∣∣∣∣f(x)−
n∑

k=−n

cke
ikx

∣∣∣∣2dx = 0, (9.61)

ãäå
c0 =

a0

2
, c±k =

ak ∓ ibk
2

, k = 1, 2, . . . , n. (9.62)
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Èç (9.61) ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
{
einx
}+∞
n=−∞ çà-

ìêíóòà â ïðîñòðàíñòâå Q0L2[−π, π] è, ñòàëî áûòü, ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå, èç ôîð-
ìóë äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (9.8), ôîðìóë Ýéëåðà (9.60), ïðî-
÷èòàííûõ êàê

e±ikx = cos kx± i sin kx,

è (9.62) âûòåêàþò ôîðìóëû (9.59). Äåéñòâèòåëüíî, c0 =
a0

2
=

=
1

2π

π∫
−π

f(x) dx, äëÿ k ïîëîæèòåëüíûõ ck =
ak − ibk

2
=

=
1

2π

π∫
−π

f(x)(cos kx− i sin kx)dx =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx,

äëÿ k îòðèöàòåëüíûõ � àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

9.6. Ðÿäû Ôóðüå íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ðÿäû Ôóðüå ïî îðòî-
ãîíàëüíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ñèñòåìàì è ñèñòåìàì ýêñ-
ïîíåíò c ìíèìûìè ïîêàçàòåëÿìè íà ïðîèçâîëüíîì îòðåç-
êå [a, b], à òàêæå ðÿäû Ôóðüå òîëüêî ïî ñèñòàìàì êîñèíóñîâ
èëè òîëüêî ïî ñèñòåìàì ñèíóñîâ íà ïðèëåãàþùåì ê íóëþ
îòðåçêå [0, l]. Òàê êàê ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû (9.2) îò-
ðåçîê [a, b] ïåðåõîäèò â îòðåçîê [−π, π] (è íàîáîðîò), è òàê
æå ëèíåéíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îòðåçêè [0, π] è [0, l], òî,
î÷åâèäíî, âñå äîêàçàííûå â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ òåî-
ðåìû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îòðåçêîâ. Ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü ôîðìóëèðîâêàìè òåîðåì î áàçèñíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñèñòåì, õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, è òàêèå, íàïðèìåð,
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òåîðåìû, êàê òåîðåìà î ïîòî÷å÷íîé èëè î ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè, òàêæå ñïðàâåäëèâû. Äîê à ç àò å ë ü ñòâ à òåîðåì
ïðèâîäèòüñÿ íå áóäóò. Îíè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ò å î ð åì à 9.10. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0L2[a, b]
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (8.67):

{
1, cos

πnx

l
, sin

πnx

l

}∞
n=1

, l =
b− a

2

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x) ∈ Q0L2[a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x)
L2=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πnx

l
+ bn sin

πnx

l

)
.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an =
1

l

b∫
a

f(x) cos
πnx

l
dx, n = 0, 1, . . . ;

bn =
1

l

b∫
a

f(x) sin
πnx

l
dx, n = 1, 2, . . . .

Òå î ð åì à 9.11. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0L2[0, l]
îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû (8.69) è (8.71):

{
cos

πnx

l

}∞
n=0

è
{

sin
πnx

l

}∞
n=1
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ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè áàçèñàìè, òî åñòü äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f(x) ∈ Q0L2[0, l] èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f(x)
L2=

a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
πnx

l
;

f(x)
L2=

∞∑
n=1

bn sin
πnx

l
.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
an
}∞
n=0

è
{
bn
}∞
n=1

âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an =
2

l

l∫
0

f(x) cos
πnx

l
dx, n = 0, 1, . . . ;

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πnx

l
dx, n = 1, 2, . . . .

Òå î ð åì à 9.12. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Q0L2[a, b]
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (8.73):{

e
πinx
l

}+∞

n=−∞
, l =

b− a
2

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì, òî åñòü äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x) ∈ Q0L2[a, b] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x)
L2=

+∞∑
n=−∞

cne
πinx
l .

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
{
cn
}+∞
n=−∞ âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì

cn =
1

2l

b∫
a

f(x)e−
πinx
l dx.
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9.7. Âîïðîñû äëÿ ïîâòîðåíèÿ
è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Ïîëó÷èòü èç (9.3) ôîðìóëû (9.6).

2. Äîêàçàòü ëåììó 3 íà ñ. 223.

3. Óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî íóëþ ïðåäåëà (9.11).

4. Ïîëó÷èòü ñâîéñòâà (9.16) ÿäðà Äèðèõëå.

5. Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (9.19).

6. Óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî (9.28).

7. Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóë (9.34).

8. Ïîëó÷èòü âñå ñâîéñòâà (9.40) ÿäðà Ôåéåðà.

9. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ C∗[−π, π] â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ [−π, π] å¼ ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó A. Äîêà-
çàòü, ÷òî A = f(x0).

10. Âûâåñòè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (9.54).

11. Äîêàçàòü áàçèñíîñòü ñèñòåìû ñèíóñîâ
{

sinnx
}∞
n=1

(òå-
îðåìà 9.8).

12. Âûâåñòè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ñèñòåì
{

cosnx
}∞
n=0

è
{

sinnx
}∞
n=1

.

13. Âûâåñòè ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ñèñòåìû
{
einx
}+∞
n=−∞.

14. Äîêàçàòü òåîðåìû 9.10, 9.11, 9.12 è âûâåñòè äëÿ êàæ-
äîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â íèõ ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-
ëÿ.



Ïðèëîæåíèå

Âàðèàíòû äîìàøíèõ çàäàíèé
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1. Èññëåäîâàòü çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä íà ñõî-

äèìîñòü.

1.
∞∑
n=3

1

(ln lnn)lnn
.

2.
∞∑
n=1

n2 + 1

2n−1 + 1
.

3.
∞∑
n=1

1

2n+1

(
1 +

1

n

)n−1

.

4.
∞∑
n=1

1

n
sin

π

n
.

5.
∞∑
n=1

n

2n − n
.

6.
∞∑
n=1

2n − 1

5n + 1
.

7.
∞∑
n=1

1

n
cos

π

n
.

8.
∞∑
n=1

ln
(

1 +
π

n

)
.

9.
∞∑
n=1

1

n
ln

(
1 +

3

n

)
.

10.
∞∑
n=1

(
n+ 1

4n− 1

)n−1

.

11.
∞∑
n=3

1

(lnn)ln lnn
.

12.
∞∑
n=1

1

n n
√
n
.

13.
∞∑
n=1

sin
π

n
.

14.
∞∑
n=1

1

n ln(n+ 1)
.

15.
∞∑
n=1

2n sin
π

3n
.

16.
∞∑
n=1

3n sin
π

2n
.

17.
∞∑
n=1

lnn · ln
(

1 +
2

n

)
.

18.
∞∑
n=2

1

(lnn)lnn
.
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19.
∞∑
n=1

lnn

n
ln
(

1 +
e

n

)
.

20.
∞∑
n=1

n
√
e− 1

n
.

21.
∞∑
n=1

en n!

nn
.

22.
∞∑
n=1

2
√
n + 1

5
√
n + 1

.

23.
∞∑
n=2

n
√
π − 1

ln2 n
.

24.
∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
ln (n2 + 1)

.

25.
∞∑
n=1

(
n
√

2− 1
)
.

26.
∞∑
n=2

n

lnn
ln

(
1 +

1

n

)
.

27.
∞∑
n=1

n
√
n− 1

n
√
n+ 1

.

28.
∞∑
n=1

n
√
n

2n− 1
.

29.
∞∑
n=2

n
√
n− 1

ln2 n
.

30.
∞∑
n=2

n
√

3− 1

lnn
.

2. Èññëåäîâàòü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íà àáñîëþò-

íóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

1.
∞∑
n=1

(−1)n
(

1 +
1

n

)n
.

2.
∞∑
n=1

(−1)n−1(n+ 1)

n2 + n+ 1
.

3.
∞∑
n=1

(−1)n
(

1− 1

n

)n2

.

4.
∞∑
n=2

(−1)n

lnn
.

5.
∞∑
n=1

(−1)n
(

1 +
1

n

)n2

.

6.
∞∑
n=1

(−1)n
[
1 +

(−1)n

n

]n
.
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7.
∞∑
n=2

ln

[
1 +

(−1)n

3
√
n2

]
.

8.
∞∑
n=2

(−1)n n

lnn
.

9.
∞∑
n=1

(−1)n
n2

3
√
n
.

10.
∞∑
n=2

lnn

[
1 +

(−1)n

3
√
n

]
.

11.
∞∑
n=1

(−1)n ln

(
1 +

2

n

)
.

12.
∞∑
n=1

cos

(
πn+

1

2n2

)
.

13.
∞∑
n=2

ln

[
1 +

(−1)n

3
√
n

]
.

14.
∞∑
n=1

[
− ln

(
1 +

2

n

)]n
.

15.
∞∑
n=1

(
1− 2n

2 + 3n

)n
.

16.
∞∑
n=1

sin

(
πn+

2

n
√
n

)
.

17.
∞∑
n=1

(−1)n
lnn

n2
.

18.
∞∑
n=1

(−1)n
[
1 +

(−1)n

n

]n2

.

19.
∞∑
n=2

lnn
[
1 +

(−1)n

n

]
.

20.
∞∑
n=4

lnn
(

1− 3

n

)
.

21.
∞∑
n=1

(−n)n

(2n− 1)n−1
.

22.
∞∑
n=4

(−1)n ln

(
1− 3

n

)
.

23.
∞∑
n=1

(−1)n n

5n− 2
.

24.
∞∑
n=2

(−1)n n

ln2 n
.

25.
∞∑
n=2

ln

[
1 +

(−1)n

n

]
.

26.
∞∑
n=2

(−1)n n√
n3 − 1

.
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27.
∞∑
n=1

(−1)n
lnn

n
.

28.
∞∑
n=1

(
− n

n+ 1

)n
.

29.
∞∑
n=1

(−1)n
(

1− 1

n

)n
.

30.
∞∑
n=2

lnn

[
1 +

(−1)n

3
√
n2

]
.

3. Íàéòè ìíîæåñòâà àáñîëþòíîé è óñëîâíîé ñõî-

äèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, òî÷íåå, âñþ ÷èñëî-

âóþ îñü (−∞,+∞) ðàçáèòü íà ÷åòûðå íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî, ãäå ðÿä íå îïðåäå-

ë¼í; ìíîæåñòâî, ãäå ðÿä ðàñõîäèòñÿ; ìíîæåñòâî, ãäå

ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî; è, íàêîíåö, ìíîæåñòâî,

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü,

÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü ïóñòû-

ìè.

1.
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

xn
.

2.
∞∑
n=1

(n2 − 1)xn

3
√
n2 + 1 (1 + xn)

.

3.
∞∑
n=1

(−1)n
nenx√
n3 + 3

.

4.
∞∑
n=1

nxn arcctg n

1 + x2n
.

5.
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
arctgn x.

6.
∞∑
n=1

(−1)n
chn x

2
n
√
n
.

7.
∞∑
n=1

√
n2 + 2

(n2 + 1)xn
.

8.
∞∑
n=1

(n!)2

en2 shn x.

9.
∞∑
n=1

(n− 1)3

(3n − 2n)x3n
.

10.
∞∑
n=1

(1− n)2x
n
2

3
√
n

.
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11.
∞∑
n=1

(−1)n x
√
n

xn − 1
.

12.
∞∑
n=1

√
n!

xn2 .

13.
∞∑
n=1

(−1)n

2
√
n−1

(
1+x

1−x

)n
.

14.
∞∑
n=1

3n

nx3n
.

15.
∞∑
n=1

(−1)n x
n
2

1− xn
.

16.
∞∑
n=1

(−1)n e−x
√
n√

n
.

17.
∞∑
n=1

(−1)n
x
√
n

2n
.

18.
∞∑
n=1

n thn x

3
√
n

.

19.
∞∑
n=1

(−3)n sin
x

πn
.

20.
∞∑
n=1

(−1)n

n

(
cos

x

n

)n3

.

21.
∞∑
n=1

(−1)n
x
√
n

n+ lnn
.

22.
∞∑
n=1

xn

1+x2n
arccos

(
1− 1

n

)
.

23.
∞∑
n=1

1

n!

(n
e

)n
xn(2x− 1)n.

24.
∞∑
n=1

[
x
(√

n− x
)√

n

]n
.

25.
∞∑
n=1

(−1)n

n+ lnn

(
x

2x− 1

)n
.

26.
∞∑
n=1

(−1)n

n

(
1+

1

n

)−n2

enx.

27.
∞∑
n=1

(−1)n

(n+ x2) ln(n+ x4 )
.

28.
∞∑
n=1

2
√
n

(x+ 1)n2 ln(n+ 1)
.

29.
∞∑
n=1

(−1)n

x2n
tg

π

2n(n+ 1)
.

30.
∞∑
n=1

(−1)n sinnx

(n+ 2) ln(n+ 1)
.
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4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíê-

öèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ôóíêöèîíàëüíûé

ðÿä â óêàçàííûõ ìíîæåñòâàõ.

1. à) fn(x) =

√
nx+ 1 + cosnx√

n
, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

x2

x3 + n2
, x ∈ [0,+∞).

2. à) fn(x) =
n2 x2

1 + n2 x
, x ∈ [0,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n x

x2 + n
√
n
, x ∈ (0,+∞).

3. à) fn(x) =n

[
ln

(
x+

1

n

)
− lnx

]
, x ∈(1,+∞);

á)
∞∑
n=1

x

x3 + n2
, x ∈ (0,+∞).

4. à) fn(x) = n(thnx− 1), x ∈ (0,+∞);

á)
∞∑
n=1

xn

xn + n
, x ∈ [0, 1).

5. à) fn(x) =
nx

n+ x
, x ∈ [1,+∞);

á)
∞∑
n=1

x

x2 + n
√
n
, x ∈ (−∞,+∞).

6. à) fn(x) = n

[
tg x− tg

(
x− 1

n

)]
, x ∈

(
0,
π

2

)
;
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á)
∞∑
n=1

(−1)n
√
x e−nx, x ∈ (0,+∞).

7. à) fn(x) =n

[
arcctg

(
x+

1

n

)
−arcctg x

]
, x ∈ (0,+∞);

á)
∞∑
n=1

x2 e−nx
2

, x ∈ [0,+∞).

8. à) fn(x) =
n
√
n+ x, x ∈ (0,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n x2

x3 + n2
, x ∈ [0,+∞).

9. à) fn(x) =

√
x+

(−1)n

n
, x ∈ [1,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n xn

xn + n
, x ∈ [0, 1].

10. à) fn(x) = n

[
ln

(
x+

1

n2

)
− lnx

]
, x ∈ (0, 1);

á)
∞∑
n=1

x3 e−nx
2

, x ∈ [0,+∞).

11. à) fn(x) =

[
x+

(−1)n

n

]n
, x ∈ (−1, 1);

á)
∞∑
n=1

√
x e−nx, x ∈ (0,+∞).

12. à) fn(x) = tg

(
x− 1

n

)
, x ∈

(
0,
π

2

)
;
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á)
∞∑
n=1

tg
2x

x2 + n3
, x ∈ (−∞,+∞).

13. à) fn(x) = ctg

(
x+

1

n

)
, x ∈

(
0,
π

2

)
;

á)
∞∑
n=1

(−1)n x2 e−nx
2

, x ∈ [0,+∞).

14. à) fn(x) = sin

[
x+

(−1)n

n

]
, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n xn

n
√

3n + xn
, x ∈ (−1, 1).

15. à) fn(x) = cos

[
x+

(−1)n

n

]
, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n
sinnx√

n
, x ∈ [−π, π].

16. à) fn(x) = e−(x+n)2, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

xn

n
√

2n + xn
, x ∈ (−1, 1).

17. à) fn(x) = n

[
ln2

(
x+

1

n

)
− ln2 x

]
, x ∈ [1,+∞);

á)
∞∑
n=1

xn

xn + (−1)n
, x ∈ (−1, 0).

18. à) fn(x) =
(

1− x

n

)n
, x ∈ (−∞,+∞);



264 Ïðèëîæåíèå

á)
∞∑
n=1

(−1)n tg
2x

x2 + n3
, x ∈ (−∞,+∞).

19. à) fn(x) =
n
√
nx, x ∈ (0,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n x e−nx
2

, x ∈ [0,+∞).

20. à) fn(x) = n

[
arcsinx− arcsin

(
x− 1

n

)]
, x ∈ (0, 1);

á)
∞∑
n=1

(−1)n n2 x
(
1− x2

)n
, x ∈ [0, 1].

21. à) fn(x) = n
(

n√
lnx− 1

)
, x ∈ (2,+∞);

á)
∞∑
n=1

xn (xn + 1), x ∈ (−1, 1).

22. à) fn(x) =
n

√
xn +

1

n
, x ∈ [0,+∞);

á)
∞∑
n=1

[
x+

(−1)n

n

]n
, x ∈ (−1, 1).

23. à) fn(x) = n

∣∣∣∣∣
√
x+

(−1)n

n
−
√
x

∣∣∣∣∣, x ∈ (1,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n sin
x

n
, x ∈ (−∞,+∞).

24. à) fn(x) = n

[
ctg

(
x+

1

n

)
− ctg x

]
, x ∈

(
0,
π

2

)
;
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á)
∞∑
n=1

(−1)n
[
x+

(−1)n

n

]n
, x ∈ (−1, 1).

25. à) fn(x) = cos
nx+ 1

n2
, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n e−|x−n|, x ∈ (−∞,+∞).

26. à) fn(x) = sin
nx2 + 1

n2
, x ∈ (−∞,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n

(
1−

n

√
xn +

1

n

)
, x ∈ (0, 1).

27. à) fn(x) = n

(√
x+

1

n2
−
√
x

)
, x ∈ [0,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n e−(x−n)2 , x ∈ (−∞,+∞).

28. à) fn(x) = n

[
ln

(
x+

1

n2

)
− lnx

]
, x ∈ (1,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n
[
tg x− tg

(
x− 1

n

)]
, x ∈

(
0,
π

2

)
.

29. à) fn(x) = n

[
arctg

(
x+

1

n

)
− arctg x

]
, x ∈ (0,+∞);

á)
∞∑
n=1

(−1)n
xn

2

n
, x ∈ (−1, 1).

30. à) fn(x) = n
∣∣∣ex+

(−1)n

n − ex
∣∣∣, x ∈ (−1, 1);
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á)
∞∑
n=1

(−1)n x

(1 + x2)n
, x ∈ (−∞,+∞).

5. Íàéòè ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííî-

ãî ðÿäà. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà íà

êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

1.
∞∑
n=1

n!

nn
(x+ 3)3n+1.

2.
∞∑
n=1

3n n

4n2 − 1
(x− 2)3n−1.

3.
∞∑
n=1

(2n)!

(n!)2
(x+ 1)2n−1.

4.
∞∑
n=1

(x+ 2)2n+1

2n+1e
√
n

.

5.
∞∑
n=1

[
(2n−1)!!

2n(2n)!!

]2

(x+2)2n.

6.
∞∑
n=1

5n+(−3)n√
n

(x− 3)3n.

7.
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n2

(x− 2)2n.

8.
∞∑
n=1

√
2n(2n)!!

(2n+1)!!
(x+3)2n.

9.
∞∑
n=1

(
3n

n2
− 2n

n

)
(x−1)3n.

10.
∞∑
n=1

(x− 2)2n2+1

3n ln(n+ 1)
.

11.
∞∑
n=1

3

√
2n(n!)2

(2n+ 1)!
(x+ 1)2n.

12.
∞∑
n=1

2n(x+ 2)3n−2

nlnn
.

13.
∞∑
n=1

tg
π

3n
· (x− 1)3n+1.

14.
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)−n2

(x− 1)3n.

15.
∞∑
n=1

(
cos

1

n

)n3

(x− 3)2n−1.

16.
∞∑
n=1

(
3n

n
− 2n

n2

)
(x+ 1)5n−2.
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17.
∞∑
n=1

ln(n!)

2n n
√
n

(x+ 2)5n−1.

18.
∞∑
n=1

(x+ 1)4n+1

2n
√

2n+ 1
.

19.
∞∑
n=1

(x− 3)2n−1

3n(2n− 1)
.

20.
∞∑
n=1

(x+ 1)2nn−1

en n ln(n+ 2)
.

21.
∞∑
n=1

(x+ 3)3n−1

3n n ln3(n+ 1)
.

22.
∞∑
n=1

(
n− 1

4n+ 1

)n
(x− 1)4n.

23.
∞∑
n=1

(x− 2)3n−1

2n ln2 sin
1

n

.

24.
∞∑
n=1

[
(2n−1)!!

3n(2n)!!

]3

(x+3)3n.

25.
∞∑
n=1

(
1− 1

2n

)n2

(x+ 1)5n+2.

26.
∞∑
n=1

sh
1

en
· (x+ 1)5n−1.

27.
∞∑
n=1

(
cos

2

n

)n3

(x− 2)3n.

28.
∞∑
n=1

3n−lnn(x+ 1)4n.

29.
∞∑
n=1

[2 + (−1)n ]n

n ln(n+ 1)
(x− 3)3n.

30.
∞∑
n=1

(x− 2)n!

nn + lnn
.

6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè x0 â ðÿä Òåéëîðà è óêàçàòü ìíîæåñòâî, ãäå ïîëó-

÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x).

1. f(x) =
1

x2 − 5x+ 6
, x0 = 0.

2. f(x) =

√
x∫

0

sin t3dt, x0 = 0.
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3. f(x) = cos4 x, x0 = 0.

4. f(x) = ch2
√
x, x0 = 0.

5. f(x) = arcctg 2x, x0 = 0.

6. f(x) = ln
(
x+
√
x2 + 2

)
, x0 = 0.

7. f(x) = cos2
√
x, x0 = 0.

8. f(x) = ch3 x, x0 = 0.

9. f(x) = 6−2x4 , x0 = 0.

10. f(x) = ln(x+ 2), x0 = 2.

11. f(x) = arccos
x

2
, x0 = 0.

12. f(x) = sin4 x, x0 = 0.

13. f(x) = ln
(
1− x+

√
x2 − 2x+ 2

)
, x0 = 1.

14. f(x) = ln(3− x), x0 = 1.

15. f(x) =
1

x
, x0 = −2.

16. f(x) = 5x
3

, x0 = 0.

17. f(x) = ln
(√

x2 + 5− x
)
, x0 = 0.

18. f(x) = ln

√
1− πx
1 + πx

, x0 = 0.

19. f(x) = sh3 x, x0 = 0.

20. f(x) = ln
(√

x2 + 4− x
)
, x0 = 0.
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21. f(x) = ln
(
1 + x+

√
x2 + 2x+ 2

)
, x0 = −1.

22. f(x) =

√
x∫

0

sh t3dt, x0 = 0.

23. f(x) = sh2
√
x, x0 = 0.

24. f(x) =
1

(1 + x)2
, x0 = 0.

25. f(x) = (1− x) ln(1− x), x0 = 0.

26. f(x) = sin2
√
x, x0 = 0.

27. f(x) = ln
(
x+
√
x2 + 3

)
, x0 = 0.

28. f(x) =

x2∫
0

ln(1− t)
t

dt, x0 = 0.

29. f(x) = ln x, x0 = 3.

30. f(x) =
1 + x

(1− x)3
, x0 = 0.
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