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Формирование уравнений материального баланса при расчете равновесного состава в гетерогенных системах.

Известно большое число важных химических процессов (например, газотранспортные реакции), которые с позиций термодинамики являются частично открытыми системами. Т.е. одна или более ее фаз представляют открытые по обмену массой области /67/. Полученная в /61/ стехиометрическая матрица и соответствующая ей система уравнений, описывающая закон действия масс, определяет зависимость равновесного состава смеси от температуры вне зависимости от того, является ли данная система закрытой по массе или нет. Влияние на равновесный состав второго фактора - начальных концентраций реагентов - определяется законом сохранения массы при химических реакциях. Соответствующая система уравнений получила название уравнений материального баланса /б/. Очевидно, что форма их записи для данной фазы является функцией обмена этой фазы веществом с окружающей средой. Рассмотрим их формирование на примере газовой фазы произвольной ( гомогенной или гетерогенной) системы.

В математическом аспекте проблема формирования уравнений материального баланса сводится к поиску матрицы МВ называемой ниже матрицей материального баланса и являющейся инвариантом относительно умножения на вектор Р, составленного из величин парци​альных давлений реагентов, меняющихся при прохождении химических реакций. Согласно определению инварианта /68/, система уравнений материального баланса в матричной форме должна иметь вид:

МВ*Р = Q                                                             (1) 

где Q - постоянный вектор, определяемый из произведения:

Q = МВ*Р0                                                            (2)
В (2) через Р0 обозначен вектор парциальных давлений исходной газовой смеси, подаваемой в химический реактор.

Перейдем к описанию методики /63/ формирования матриц материаль​ного баланса, используя атомную матрицу М в качестве исходной. Для этого рассмотрим одно свойство атомной матрицы.

Произведение М*Р дает вектор Р* , составленный из величин, названных Г.Шефером / 1 / "гипотетическими парциальными давлениями", характеризующими содержание атомов химических элементов в газовой фазе: величина Рi*/RT является количеством атомов сорта i в единице объема. Это свойство матрицы М и позволяет на ее основе получить уравнения материального баланса.

1. Гомогенные системы
Во время химических реакций в гомогенных системах атомы элементов  перераспределяются только между различными газообразными молекулярными формами, и суммарное число атомов во всей газовой фазе не меняется.

Если система изохорна, то, следовательно, не меняются абсолютные концентрации атомов, т.е. величины Рi*/RT. Инвариантное преобразование записывается в этом случае в виде
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Т.е. матрицей материального баланса будет атомная матрица, деленная на RT:

МВ  =  М/RT                                                               (4)
а вектор Q правых частей уравнений равен:

Q  =  M* Р0/RT0                                                             (5)
если придерживаться формы, принятой в (1).
При практических расчетах и программировании удобнее принять, что МВ = М, а вектор правых частей изменять при варьировании температуры, т.е. пользоваться системой уравнений типа:

М*Р = М*Р0·T/T0                                                                                          (6)
В изобарном процессе химические реакции приводят к изменению объема смеси, и в этом случае остаются постоянными не абсолютные, а относительные концентрации атомов. Поэтому закон сохранения запишется в виде отношения концентраций для каждой пары химических элементов:
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где  i, j - произвольные номера столбцов матрицы М.

Для получения уравнений материального баланса в алгебраической форме преобразуем (7) к линейному виду, получая строки искомых уравнений:
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На практике удобно в качестве j взять фиксированный столбец (например, последний под номером Nе ). Тогда матрица МВ для получения уравнений материального баланса имеет вид:
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где М' - это матрица М, в которой вычеркнут столбец с номером Ne. Таким образом из (7) следует, что система уравнений материального баланса в изобарных системах содержит Nе - 1 линейно независимых уравнений. Недостающее уравнение для получения полной системы уравнений для расчета равновесии в изобарных системах формируется из условия постоянства общего давления и закона Дальтона

Рi = Робщ                                                           (10)
Несколько расширив понятие уравнений материального баланса, включив в него закон Дальтона, можем за матрицу материального баланса для изобарных систем принять матрицу, определенную в (9) и дополненную столбцом единиц, т.е. уравнением (10). Такая матрица, удовлетворяя уравнению (2), дает, вместе с законами действующих масс, систему уравнений для расчета парциальных давлений в состоянии химического равновесия.

2. Гетерогенные системы
Наличие в химической системе конденсированных фаз в математическом отношении означает по сравнению с гомогенной системой появление в атомной матрице новых строк, описывающих содержание химических элементов в конденсированных веществах. Следовательно, количество независимых брутто-реакций возрастает на число компонентов в конденсированных фазах. На столько же увеличится и число уравнений закона действующих масс, связывающих давления газообразных реагентов. Соответственно, число уравнений материального баланса для газовой фазы уменьшается на это же число - число компонентов в конденсированных фазах. Физический смысл этого процесса в том, что в газовой фазе не сохраняются количества тех элементов, из которых образуются конденсированные вещества.

Наиболее очевидным преобразование атомной матрицы в матрицу материального баланса будет для систем, где в конденсированные фазы переходят только химические элементы, а не соединения. Здесь матрица материального баланса получается вычеркиванием столбцов атомной матрицы, соответствующих элементам, переходящим в конденсированные фазы. Конечно, вычеркиваются также и строки, соответствующие конденсированным веществам - но это явный процесс, общий для всех гетерогенных систем, поскольку матрица материального баланса по определению характеризует только газовую фазу. Далее мы будем рассматривать только изохорную систему, так как матрицу МВ для изобарной системы можно получить затем по преобразованию (7).
В случае если конденсированные вещества являются химическими соединениями, то законы сохранения для газовой фазы усложняются, т.к. в них должны найти отражение стехиометрические соотношения между появлением и исчезновением в газовой среде химических ремонтов, образующих конденсированные вещества.

3.  Гетерогенные системы с одним химическим соединением
в конденсированной фазе
Для варианта с единственным химическим соединением в конденсированной фазе, стехиометрические соотношения для элементов в газовой фазе общеизвестны и в наших обозначениях имеют вид:
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где С - изменение концентрации атомов в газовой фазе, происходящее из-за гетерогенной химической реакции;
 Msi, (Мsj) - элементы матрицы в строке конденсированного вещества и столбце соответствующего химического элемента;

s- координата реакции с конденсированным веществом

Поскольку Сi = Мi *С, где Мi - столбец матрицы М, то из (11) получим:
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откуда сразу следует, что для гетерогенной системы с одним химическим соединением в конденсированной фазе инвариантом будет:
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т.е. в МВ должны войти столбцы, получаемые из попарной разности столбцов атомной матрицы, нормированных на элемент в строке конденсированного вещества.

Для практических вычислений на ЭВМ инвариант (13) удобно переписать в виде:
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поскольку такая форма записи позволяет не делать различия между столбцами атомной матрицы, характеризующих осаждаемые и неосаждаемые элементы. Действительно, если какой-либо столбец, например, относится к неосаждаемому элементу, то Мsi = 0 и (14) превращается в столбец i, умноженный на постоянное число Мsj. Более того, инвариант (14) допускает случай i=j (соответствующий осаждению чистого элемента), что дает нулевой столбец в промежуточную матрицу и что эквивалентно вычеркиванию i-го столбца. Единственным требованием, накладываемым на (14), является условие, что хотя бы один элемент Мsi или Мsj был отличен от нуля (т.е., чтобы в системе присутствовала конденси​рованная фаза).

На практике удобно из всех (кроме одного) столбцов, характеризующих химические элементы, входящие в конденсированное вещество, вычитать один и тот же столбец, умноженный на соответствующий множитель. Эта операция дает гарантию получения Nеs-1 линейно независимых столбцов промежуточной матрицы (Nеs -число химических элементов, входящих в состав конденсированного вещества). Столбцы атомной матрицы, характеризующие неосаждаемые элементы, переходят в промежуточную без изменений.

4. Гетерогенные системы с несколькими химическими соединениями в конденсированном состоянии и образующими отдельные фазы

Для изменения концентраций в газовой фазе химических элементов, составляющих соединения, находящиеся также и в конденси​рованном состоянии, можем записать:
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где 
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 - изменение концентрации атомов сортов i или j в результате появления или исчезновения в конденсированной фазе соединения m. Однако, в силу тождественности частиц, мы не можем различить атомы, принимавшие участие в той или иной реакции - реально измеряемой величиной является только общее изменение концентрации атомов одного сорта:
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Поэтому инвариант необходимо определять относительно реальных концентраций Сi, а не частичных Сim.

Наиболее простым случаем является такой, когда конденси​рованные соединения не содержат общих химических элементов. Тогда суммы в (16) состоят из одного слагаемого, и, согласно (15), искомый инвариант МВ содержит попарную разность нормированных столбцов атомной матрицы, характеризующих элементы, входящие в отдельные химические соединения. Другими словами, такая система является как бы суммой нескольких гетерогенных систем, содержащих только по одному конденсированному химическому соединению, но имеющих общую газовую фазу.

Вариант, когда конденсированные соединения содержат как одинаковые, так и различные химические элементы, рассмотрим на примере двух соединений в конденсированном состоянии.

Пусть элемент под номером 1 содержится только в первом соединении, тогда из (15) имеем:
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откуда, для частичного изменения концентраций произвольных j-тых элементов, происходящих в газовой фазе в результате взаимодействия только с первым веществом:
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и для частичных изменений из-за взаимодействия только со вторым конденсированным веществом:
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Подставляя выражения типа (19) в (15) получаем:
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или, после несложных преобразований:
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Откуда следует, что инвариантом является линейная комбинация из трех столбцов атомной матрицы, в которую в обязательном порядке входит столбец, характеризующий элемент, входящий только в одно конденсированное соединение.

Математический смысл требований, при которых получено выражение (21), заключается в том, что часть атомной матрицы, характеризующей конденсированные вещества, имеет трапециидальный вид. Этому условию не удовлетворяют атомные матрицы для случая, когда несколько соединений состоят из одних и тех же химических элементов. В то же время, путем конечного числа линейных преобразований любую невырожденную прямоугольную матрицу можно свести к трапециидальной, эквивалентной исходной. Такая матрица не будет иметь четкого физического смысла, но из нее с помощью преобразования (21) получается требуемый инвариант для газовой фазы.

5. Общий вид выражения для инварианта в системе с произвольным числом конденсированных фаз.
Рассмотрим способ получения инварианта газовой фазы для произвольной - гетерогенной или гомогенной - системы, пригодный для формирования уравнений материального баланса программными средствами.

Как показано выше, для гомогенной системы в изохорном процессе матрицей МВ является сама атомная матрица М (6). Ее изменение для гетерогенных систем должно определяться атомной матрицей для конденсированных веществ Мget., поскольку именно она определяет, какие элементы и в каком количестве переходят в конденсированную фазу. Представим для удобства атомную матрицу в транспонированном виде:

  М = | Мgom | Мget|                                             (22)
где М содержит Ng+Ns столбцов и Nе строк (Ng и Ns - числa, соответ​ственно, газообразных и конденсированных соединений в системе, Мgom - атомная матрица для газовых компонентов). При построении матрицы МВ задача состоит в том, чтобы получить из Мget такую матрицу А, умножение которой на атомную матрицу давало бы матрицу материаль​ного баланса, обеспечивающую независимость величин компонентов вектора Q от количества вещества, осажденного в конденсированную фазу. Достаточным условием для выполнения этого требования является следующее: в уравнении материального баланса коэффициенты при давлениях (концентрациях, количествах) веществ, выпадающих в конденсированную фазу должны быть равны нулю / 69 /.
МВ  =  |МВ’| 0 |                                                       (23) 
где МВ’ содержит Ng ненулевых столбцов, а 0 - нулевая матрица. Таким образом,

А * | Мgот | Мget | = | МВ'| 0 |                                            (24)

Отсюда видно, что элементы матрицы А определяются из соотношения

А * Мget  =  0                                                         (25)
в котором число неизвестных больше числа уравнений.

Выделим в Мget невырожденный минор К ранга Ns. Пусть К расположен в верхней части Мget ( столбцы матрицы М всегда можно переставить так, чтобы это условие соблюдалось). Пусть Е - матрица, дополняющая К до Мget, имеющая Nе - Ns строк и Ns столбцов. Представим согласно / 61 / искомую матрицу А в виде |А1|А2|, где А2 - произвольная невырожденная диагональная матрица. Тогда:
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Число столбцов А1 равно Ns. Очевидно, что

А1*К + А2*Е = 0                                                   (27) 

Умножая (27) слева на К-1, имеем:

А1 = А2*Е *К-1                                                     (28) 
Тогда:

А = | - А2*Е *К-1 | А2 |                                             (29) 

или

МВ = | - А2*Е *К-1 | А2 | * М                                     (30)
если учесть, что   

МВ’ = | - А2*Е *К-1 | А2 | * Мgom                                (31)
Поскольку А2 не определена, существует бесконечное число матриц вида (31), отличающихся только множителями при строках. Все они удовлетворяют условию (26) и являются равноправными матрицами материального баланса для системы с атомной матрицей вида (22). Смысл множественности матриц МВ заключается в том, что при умножении всех коэффициентов любого уравнения баланса на постоянный множитель - диагональный элемент А2 - инвариантность не нарушается. В простейшем случае в качестве А2 можно взять единичную матрицу, хотя этот вариант не является оптимальным. Все сомножители в (31) являются, за исключением   элементов обратной матрицы, целыми числами. Элементы К-1 есть целые числа, деленные на det|К|. Следовательно, если все диагональные элементы матрицы А2 будут равны det|К|, то элементы матрицы МВ станут целыми числами. Этот прием, описанный в / 61 /, позволяет экономить машинную память и повышает точность расчетов.

Проведем анализ полученной формулы. Если число конденсированных фаз Ns равно нулю (гомогенная система) то нулевыми являются также матрицы Е и К, и при А2, выбранной равной единичной матрице ранга Nе, видно, что матрица МВ совпадает с М (см. также /61,62,70/). Если в системе присутствует одна конденсированная фаза - чистый элемент (Ns =1) - то К имеет ранг 1, вектор - столбец Е состоит из Nе-1 нулей, также как и произведение Е*К-1. Следовательно, здесь матрица А имеет вид:

                     А = |0|А2|
Так как первая строка матрицы М соответствует осаждаемому элементу (это условие невырожденности К), то МВ есть с точностью до множи​телей - элементов А2 - молекулярная матрица, из которой вычеркнута строка, соответствующая осаждаемому элементу (см. (14)). Аналогично можно показать, что (21) и другие вышеприведенные формулы также являются частными случаями (31)
Из анализа формулы (31) видно, что число уравнений матери​ального баланса Nb равно Ne-Ns. Поскольку Nb >= 0 принципиально, то отсюда следует интересная с практической точки зрения формулировка правила фаз Гиббса: число конденсированных фаз не может превышать число химических элементов в системе.

Алгоритм расчета равновесного состава газовой фазы 

гетерогенных систем.

Алгебраические матрицы - материального баланса и стехиометрическая /б, 61-64/ - являются коэффициентами системы уравнений для расчета равновесного состава газовой фазы. В зависимости от формы представления неизвестных величин давлений эти системы могут быть:

а) алгебраической
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b) трансцендентной
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В системах (1), (2) коэффициенты Sij и МВmj - элементы стехиометрической матрицы и матрицы материального баланса, Кi - константы равновесия реакций, а - активности компонентов конденсированных фаз, которые в настоящей работе считаются известными, Ng - число газообразных реагентов, Ns- число веществ в конден​сированном состоянии, NB- число уравнений материального баланса.

В математическом плане системы (1) и (2) эквивалентны, но при численном счете на ЭВМ предпочтение следует отдать второму представлению, причем за неизвестные принимать величины ln(Pj). Связано это с тем, что при полном термодинамическом анализе необходимо принимать во внимание все известные соединения между сортами атомов, имеющихся в системе. При этом многие из веществ могут в равновесии иметь столь незначительные концентрации, что их величина будет меньше машинного нуля. По этой же причине меньше машинного нуля могут быть и значения величин констант равновесия реакции. Поэтому в общем случае система (1) очень часто бывает некорректна для ЭВМ определенного класса, что приводит к аварийным остановам вычислительной машины.

Если же за неизвестные принимать ln(Pj), то их значения будут всегда представимы в ЭВМ любого класса. Причем, из-за эффекта масштабирования значения неизвестных не будут отличаться друг от друга более чем на 2-3 порядка, что приведет к повышению точности решения, связанной с конечной точностью представлений чисел в ЭВМ.

Введем в (2) замену переменных: ln(Pj)= Yj. Тогда получим :
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           (3)

Из (3) видно, что матрица Якоби для этой системы имеет весьма простой вид: ее алгебраическая часть постоянна и является стехиометрической матрицей S, а блок трансцендентной части образован величинами МВ·ехр(Y) из (3).
Якобиан системы уравнений является фундаментальной величиной при использовании метода Ньютона – Рафсона для решения нелинейных уравнений. Простота определения матрицы Якоби для физико-химических задач, записанных в форме (3), делает метод Ньютона – Рафсона привлекательным для их решения /58,62,65,66/.
Однако практическое применение метода Ньютона – Рафсона встречает две принципиальные трудности. Первая носит общий характер и связана с выбором начального приближения, из которого итерационный процесс решения сходится. Опыт работы с физико-химическими задачами показал, что сходимость итерационного процесса наблюдается во всех случаях, если в качестве начального приближения выбрать значения парциальных давлений, равных общему давлению в системе.

Вторая проблема использования метода Ньютона – Рафсона специфична для физико-химических задач при их общей постановке, т.е. когда учитываются компоненты, реальные количества которых пренебрежимо малы. В этом случае при решении системы (3) происходят аварийные остановы ЭВМ потому, что или якобиан системы становится меньше машинного нуля, или итерационные значения ехр(Yjn) становятся слишком велики. Для устранения остановов при вычислении якобиана предлагаем заменить точную функцию ехр(Yjn) на функцию, демпфи​рованную сверху и снизу :
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где: Р- общее давление,  - машинный нуль конкретной ЭВМ, NB -число уравнений материального баланса. Предлагаемая функция непрерывно дифференцируема на всей области определения, причем ее первая производная совпадает с производной ехр(Yj) для всех Yj, имеющих физический смысл, т.е. для Yj < ln(P).

Работоспособность предложенной демпфирующей функции проверялась на специально сконструированных задачах, в которых значения более 100 неизвестных варьировались от 0.0000001 до 1000000. Установлено, что требуется не более 18 итераций для нахождения решения из начального приближения 

Yj o   = ln(P). 

За решение считался такой набор Yjn, для которого сумма модулей невязок по всем уравнениям становилась меньше 10-8Р. 

Величина нижнего демпфирующего предела мало влияет на скорость сходимости итерационного процесса: при замене малой величины ехр(/NB) на ехр(-1) процесс нахождения решения возрастал не более чем на 6 итераций. 

Изменение верхнего демпфирующего предела влияет как на абсолютную сходимость итерационного процесса, так и на скорость сходимости. Если этот коэффициент слишком мал, то решение не находится; если он велик - решение находится за большое число итераций. В качестве оптимума пред​ложена величина “е*Р”, которая и гарантирует сходимость решения из начального приближения обычно за 10-12 итераций, но не более 50 итераций для систем, содержащих порядка 200 неизвестных.

По-видимому, главным ограничением предложенного метода решения физико-химических задач является требование, чтобы число компо​нентов, концентрации которых больше машинного нуля, было не меньше числа уравнений материального баланса. Это требование выполняется автоматически, если ставится задача, имеющая физический смысл.

Рассмотрим теперь возможность сокращения времени решения за счет рационального использования специального вида уравнений для вычисления приращений Yj внутри итерационного цикла. 

Выпишем систему линейных уравнений для вычисления приращений Yj на некотором n-ном шаге итераций: 
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   (m=1,2,...Nbal)   (7)

В (5)-(7) приняты обозначения:

GОМ, GЕТ - нетривиальные коэффициенты урав​нений (при базисных соединениях) соответственно для гомогенных и гетерогенных химических реакций;

МВ  - коэффициенты уравнений материального баланса;

FS - вектор невязок.

Из формы записи уравнений (5) видно, что для них весьма просто записывается схема исключения Гаусса:

YNe+ i   =   Fsi(gom)  -  
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Подставляя (8) в (7) имеем:
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(m=1,2,..Nbal (9)
Уравнения (9) в количестве Nbal штук вместе с Ngom уравнений (6) образуют систему из Nе уравнений для вычисления текущих поправок Yj к итерационным значениям неизвестных величин Yj(n) для Nе компонентов базиса:

Yj(n+1) = Yj(n) + Yj                              (10)
а значения остальных Ngom неизвестных (логарифмов парциальных давлений) вычисляются из уравнений, аналогичных (8):
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        (i=1,2,....Ngom (11)
Систему (6)-(9) можно решать любым ???? методом, используемым для линейных уравнений.????????

Последняя проблема численного решения систем уравнений - выбор критерия окончания итерационного процесса. При решении физико-химических задач в широком диапазоне технологических параметров из-за ошибок округления этот критерий является величиной переменной, зависящей от абсолютных значений правых частей уравнений, и в первую очередь от величины общего дав​ления. Тестовые расчеты, выполненные для значений общих давлений в диапазоне от 10-9 до 10+9 атмосфер показали, что решение с точностью не хуже 0,1% достигается, если сумма модулей невязок по всем уравнениям становится меньше величины , являющейся функцией от общего давления :
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и имеющей асимптоты:

 = 10-6 

для малых и средних давлений

 = 10-2·P 
для больших давлений.
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