Семинар 3. Основные принципы квантовой механики и их простейшие следствия
Кратко перечислить основные физические принципы и постулаты квантовой механики. Обсудить основные схему рассмотрения любых квантовомеханических задач: решение уравнения Шредингера, уравнений на собственные значения и собственные функции операторов, разложения по системам собственных функций. 

Цель занятия – познакомиться с постулатами квантовой механики и их простейшими следствиями.

Задача 1. Нормированная волновая функция частицы имеет вид 
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где 
[image: image2.wmf]a

 - некоторое число. Найти вероятность того, что при измерении координат частицы можно одновременно обнаружить значения 
[image: image3.wmf]0
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 и 
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Задача 2. Нормированная волновая функция электрона в атоме водорода имеет вид
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где 
[image: image6.wmf]a

 - некоторое число, имеющее размерность длины, 
[image: image7.wmf]r

 - расстояние от электрона до ядра. Что больше, вероятность обнаружить электрон в узком сферическом слое толщиной 
[image: image8.wmf]r

D

 на расстоянии 
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 или в слое толщиной 
[image: image10.wmf]/2
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 на расстоянии 
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 от ядра?

Задача 3. Квантовомеханическая система находится в состоянии с нормированной волновой функцией 
[image: image12.wmf](,)
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. В этой квантовой системе проводятся измерения некоторой физической величины 
[image: image13.wmf]A

. Пусть оператор 
[image: image14.wmf]ˆ
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 имеет дискретный спектр собственных значений 
[image: image15.wmf]i
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. Используя постулаты квантовой механики, доказать, что вероятность того, что в результате измерений величины 
[image: image16.wmf]A

 в момент времени 
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 будет обнаружено, что 
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где 
[image: image20.wmf]()
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 - нормированная на единицу собственная функция оператора 
[image: image21.wmf]ˆ
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, отвечающая собственному значению 
[image: image22.wmf]i

a

.

Задача 4. Согласно постулатам квантовой механики коэффициенты разложения волновой функции некоторого состояния 
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 по собственным функциям оператора физической величины определяют вероятность наблюдения различных собственных значений. Доказать, что условие нормировки для найденных таким образом вероятностей будет выполнено автоматически, если волновая функция 
[image: image24.wmf](,)
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 и собственные функции оператора нормированы на единицу.

Задача 5. Говорят, что физическая величина имеет определенное значение, если при многократных измерениях этой физической величины в одних и тех же условиях будет получено одно и то же значение. Доказать, что физическая величина 
[image: image25.wmf]A

 имеет определенное значение в состоянии, волновая функция которого 
[image: image26.wmf]y

 совпадает с одной из собственных функций оператора 
[image: image27.wmf]ˆ
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Задача 6. Пусть величина 
[image: image28.wmf]X

 является дискретной случайной величиной, то есть в каждом эксперименте, проводимом в одинаковых условиях, величина 
[image: image29.wmf]X

 может принимать дискретный ряд значений 
[image: image30.wmf]123

,,,...

xxx

, причем заранее нельзя сказать, какое значение величина 
[image: image31.wmf]X

 примет в данном конкретном эксперименте. Пусть вероятности появления указанных значений в отдельном эксперименте равны соответственно 
[image: image32.wmf]123
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. Выразить среднее арифметическое значение 
[image: image33.wmf]x

 результатов большого числа измерений величины 
[image: image34.wmf]X

 (которое в теории вероятностей принято называть математическим ожиданием) через возможные значения 
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 и их вероятности  
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Задача 7. Доказать, что среднее значение 
[image: image37.wmf]A

 результатов многократных измерений физической величины 
[image: image38.wmf]A

 в состоянии, которое описывается нормированной волновой функцией 
[image: image39.wmf](,)
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, в любой момент времени определяется соотношением
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где 
[image: image41.wmf]ˆ

A

 - квантовомеханический оператор, отвечающий величине 
[image: image42.wmf]A

.

Задача 8. Используя физическую величину 
[image: image43.wmf]A

, определим новую физическую величину 
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, где 
[image: image45.wmf]A

 - среднее значение величины 
[image: image46.wmf]A

 в состоянии, описываемом некоторой волновой функцией 
[image: image47.wmf]()
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 (в теории вероятностей величина 
[image: image48.wmf]B

 называется дисперсией величины 
[image: image49.wmf]A

). Доказать, что среднее значение дисперсии равно нулю тогда и только тогда, когда волновая функция 
[image: image50.wmf]()
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 совпадает с одной из собственных функций оператора 
[image: image51.wmf]ˆ
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. Каков смысл дисперсии?

Задача 9. Эрмитов оператор, отвечающий некоторой физической величине 
[image: image52.wmf]A

, имеет следующие собственные значения и нормированные собственные функции 
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. Квантовомеханическая система находится в состоянии, описываемом нормированной волновой функцией
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Какие значения физических величин 
[image: image58.wmf]A

 и 
[image: image59.wmf]2
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 могут быть обнаружены в этом состоянии в результате измерений и с какими вероятностями? Найти среднее значение результатов многократных измерений физических величин 
[image: image60.wmf]A

 и 
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 в этом состоянии.

Задача 10. Пусть физической величине 
[image: image62.wmf]A

 отвечает квантовомеханический оператор 
[image: image63.wmf]ˆ
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. Доказать, что физической величине 
[image: image64.wmf]2
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 отвечает оператор 
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Домашнее задание

1. Нормированная волновая функция электрона в атоме водорода имеет вид
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где 
[image: image67.wmf]a

 - некоторое число. Найти среднее и наиболее вероятное значение модуля радиус-вектора. 

2. Частица находится в состоянии, описываемом нормированной волновой функцией 
[image: image68.wmf]()
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 (область определения волновой функции 
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). Известно значение следующего интеграла 
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Найти вероятности различных значений четности и среднюю четность состояния 
[image: image71.wmf]()
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3. Нормированная волновая функция частицы имеет вид 
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. Чему равна дисперсия четности 
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 в этом состоянии?

4. Эрмитов оператор, отвечающий некоторой физической величине 
[image: image74.wmf]A

, имеет следующие собственные значения и отвечающие им ортонормированные собственные функции: 
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 (второе собственное значение двукратно вырождено). Квантовомеханическая система находится в состоянии, описываемом нормированной волновой функцией
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Какие значения этой физической величины могут быть обнаружены в результате измерений и с какими вероятностями? Двумя способами найти среднее значение физической величины 
[image: image79.wmf]A

 и ее квадрата 
[image: image80.wmf]2
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 в этом состоянии: (а) используя формулу теории вероятностей для математического ожидания дискретной случайной величины, (б) вычисляя соответствующие квантовомеханические средние.

5. Оператор некоторой физической величины имеет три собственных значения 
[image: image81.wmf]123
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. Среднее значение величины 
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 в некотором состоянии 
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, а дисперсия 
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. Найти вероятности различных значений величины 
[image: image85.wmf]A

.
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