Семинар 19. 

Момент импульса: решение уравнений на собственные значения, свойства сферических функций

Из коммутационных соотношений для операторов проекций и квадрата момента следует, что оператор квадрата момента имеет определенное значение вместе с одной из проекций. Выписать выражения для операторов 
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 в сферических координатах. Сегодня мы найдем общие собственные функции операторов  и 
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 непосредственно из уравнений на собственные значения и собственные функции этих операторов.

Задача 1. Найти собственные значения и нормированные собственные функции оператора 
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 в классе непрерывных и однозначных функций азимутального угла 
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, решая уравнение на собственные значения в сферических координатах.

Задача 2. Найти общие собственные функции 
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 операторов 
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 и соответствующие собственные значения, решая совместно уравнения
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в сферических координатах. 
Задача 2.1. Для этого искать решение уравнений в виде 
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 - любое целое число). Тогда первое уравнение удовлетворяется, а неизвестную функцию 
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 можно найти из второго уравнения. Получить уравнение для 
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Задача 2.2. Сначала рассмотреть это уравнение для 
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. Получить уравнение для 
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Задача 2.3. Искать решение этого уравнения в виде степенного ряда по степеням 
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. Подставить ряд в уравнение и получить рекуррентное соотношение для коэффициентов.

Задача 2.4. Убедиться, что рекуррентное соотношение определяет расходящуюся при 
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 функцию. Поэтому конечные решения существуют только тогда, когда ряд обрывается. Из этого условия найти собственные значения оператора 
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 - целое неотрицательное число), а затем из рекуррентного соотношения несколько первых собственных функций, которые будут многочленами от 
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Далее уже без непосредственных решений рассказать, что изменится в случае 
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. И подвести итоги: выписать собственные значения операторов 
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 и отвечающие им собственные функции (сферические функции). Выписать явные выражения для нескольких первых функций. Затем решить ряд задач на свойства сферических функций.

Задача 3. Какие из нижеследующих функций – а, б, в или г – являются собственными для оператора 
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б. 
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в. 
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г. 
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 (где 
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 - любое целое число, 
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 - азимутальный угол).

Задача 4. Какие из нижеследующих функций являются собственными для оператора 
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 (здесь 
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 - любое целое число, 
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 - полярный угол, 
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 - азимутальный)?

А. 
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в. 
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г. никакие

Задача 5. Какой формулой определяется сферическая функция 
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 - полярный угол, 
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 - азимутальный)?

а. 
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б. 
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в. 
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г. такой функции не существует

Задача 6. От каких переменных зависит функция 
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 - полярный угол, 
[image: image50.wmf]j

 - азимутальный)?

а. только от 
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б. только от 
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в. только от 
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г. от 
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 и от 
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Задача 7. Каким будет результат действия оператора 
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 на сферическую функцию 
[image: image57.wmf](,)

lm

Y

Jj

:

а. 
[image: image58.wmf](

)

22

(1)(,)

lm

llmY

Jj

+-

h



б. 
[image: image59.wmf](

)

22

1

(1)(,)

lm

llmY

Jj

+

+-

h



в. 
[image: image60.wmf](

)

222

(,)

lm

lmY

Jj

-

h


г. 
[image: image61.wmf](

)

22

1

(1)(,)

lm

lmmY

Jj

+

-+

h


Задача 8. Какая из нижеследующих функций является собственной функцией оператора 
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г. в декартовых координатах записать эту функцию нельзя

Задача 9. Какая формула описывает условие ортогональности сферических функций

а. 
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Задача 10. Какой формулой определяется условие ортогональности полиномов Лежандра

а. 
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Задача 11. Что можно сказать о четности функции 
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а. четная 

б. нечетная

в. неопределенной четности
г. четность приведенной функции зависит от оператора четности

Задача 12. Что можно сказать о четности функции 
[image: image76.wmf]7282
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а. четная 

б. нечетная

в. неопределенной четности
г. четность приведенной функции зависит от оператора четности

Домашнее задание

Задачи (из вышеперечисленных), оставшиеся нерешенными, задать на дом.
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