Лекция II

1. Квантовомеханическое описание. 


Казалось бы, каноническое распределение Гиббса (I.4.5) невозможно согласовать с требованиями квантовой механики, так как обобщенные координаты и импульсы в соответствии с принципом неопределенности Гейзенберга не коммутируют. Однако, поскольку вероятностное описание в квантовой теории отвечает природе вещей, оказывается вполне естественным при неполном описании системы использование функции распределения, которая в этом случае носит название оператора плотности или матрицы плотности. 

Пусть 
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 - волновые функции стационарных состояний рассматриваемой системы. Индекс 
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 обозначает совокупность всех квантовых чисел, отличающих различные стационарные состояния. Функции 
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 взаимно ортогональны и нормированы, т.е. скалярное произведение 
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В наиболее привычном для слушателей, но не всегда самом удобном, координатном представлении скалярное произведение определяется следующим образом
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где 
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совокупность всех обобщенных координат системы. В обозначениях П.А.М. Дирака, возможно не совсем привычных для слушателей, но общепринятых во всем мире, скалярное произведение (II.1.2) обозначается как
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где 
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 и 
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 - правый (“ket”) и сопряженный ему левый (“bra”) векторы состояния в гильбертовом пространстве состояний квантовой системы. 


Пусть вероятность того, что система может быть обнаружена в 
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ом стационарном состоянии, равна 
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. Тогда оператор плотности (статистический оператор) определяется выражением  
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и для произвольного вектора состояния 
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 имеем
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Пусть 
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 - произвольный ортонормированный базис в пространстве векторов состояния. Тогда в этом базисе матрица плотности имеет элементы
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Если в качестве базиса 
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 в (II.1.6) выбрать собственные векторы гамильтониана системы, то матрица 
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 оказывается диагональной, причем диагональный элемент 
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 совпадает с вероятностью обнаружить систему в 
[image: image23.wmf]n

-

ом квантовом состоянии. Условие нормировки вероятностей, с учетом (II.1.8), можно представить в виде
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где 
[image: image25.wmf]Sp

 (шпур) обозначает сумму диагональных элементов матрицы. Напомним, что шпур не зависит от выбора базиса, и в качестве 
[image: image26.wmf]n

 можно выбрать, например, собственные векторы оператора любой наблюдаемой. 
Среднее значение какой-либо наблюдаемой величины (
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оператор этой величины) 

можно представить как 
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След произведения операторов 
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 есть сумма диагональных элементов матрицы, являющейся произведением матриц 
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 и 
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 в некотором базисе.


Возвратимся к задаче об описании макроскопических систем в состоянии термодинамического равновесия. Квантовомеханическим аналогом теоремы Лиувилля (I.4.1) является условие коммутативности оператора плотности с гамильтонианом системы, т.е.
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Поскольку мультипликативность статистического оператора также выполняется, условие (II.1.9) означает, что как и в классическом случае оператор плотности выражается через гамильтониан системы. Таким образом, не повторяя рассуждений, приведших к (I.4.5), получаем каноническое распределение в квантовом случае
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Вероятность обнаружить систему в 
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ом квантовом состоянии определяется диагональным элементом матрицы (II.1.10):
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Нормировочную константу 
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 в таком контексте называют статистической суммой. 
2. Одноатомный идеальный газ как целое.

Рассмотрим систему слабо взаимодействующих друг с другом одинаковых бесструктурных атомов, находящихся в объеме 
[image: image39.wmf]V

 в состоянии термодинамического равновесия при температуре 
[image: image40.wmf]T

. Гамильтониан такой системы равен сумме по всем 
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 частицам гамильтонианов отдельных атомов
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Распределение Гиббса
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является ничем иным как произведением распределений Максвелла для отдельных атомов и факторов 
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a

drV

r

, отвечающих однородному распределению частиц по объему. 

Теперь вместо распределения (II.2.2) будем интересоваться распределением по полной энергии газа 
[image: image45.wmf]E

. Для этого нам понадобится формула для объема 
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мерного, а не трехмерного, шара радиуса 
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где 
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 - объем 
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мерного шара единичного радиуса. Первое соотношение в (II.2.3) следует из соображений размерности. Проверим вторую формулу в (II.2.3) для небольших размерностей. Для 
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 (отрезок), 
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 (шар) она дает
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  и т.д.
Поэтому представляется правдоподобным, что формулы (II.2.3) верны для любых 
[image: image58.wmf]s

. Однако, следуя такой логике, можно доказать, что все нечетные числа – простые. Действительно, числа 1, 3, 5, 7 – все простые, однако, уже число 9 не является таковым. Ясно, что в таких ситуациях необходима полная индукция. По определению 
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Отсюда имеем


[image: image60.wmf](

)

222

21

111

1

22

2

1211

111

...1

(1)...(1)1(1)

s

s

ssss

yyy

VdydydydyVydyyV

-

--

---

++£-

==-=-

òòòò


Однако 
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где 
[image: image62.wmf](,)
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 – бэта-функция (эйлеров интеграл 1-го рода). Поэтому 
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и, проводя очевидные сокращения, приходим к (II.2.3) .


Поскольку 
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после интегрирования по координатам распределение (II.2.2) дает
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что при 
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 совпадает с (I.1.3). Для среднего значения 
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 получаем
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откуда находим среднюю энергию и дисперсию
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Таким образом, относительная флуктуация 
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, что является общим результатом для большого числа статистически независимых одинаковых величин.


Уравнение 
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определяет значение энергии 
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, при котором распределение (II.2.4) имеет максимум. Учитывая (II.2.7) перепишем распределение (II.2.4) в виде
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Поскольку при 
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 среднее значение энергии 
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 практически совпадают, а относительная дисперсия мала, разложим функцию 
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Ограничиваясь первыми двумя членами этого разложения и используя формулу Стирлинга 
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, вместо (II.2.8) получаем 
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Чтобы изобразить распределения 
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 для 
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Это нормальный закон распределения ошибок Гаусса с дисперсией 
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, см. Рис. II.1.

Поскольку 
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дельта-функция Дирака, то для макроскопических тел энергия практически не флуктуирует и совпадает со средней энергией. Это кардинально отличается от  случая 
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Рис. II.1
Распределение по приведенной энергии 
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при 
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 (распределение Максвелла) и при 
[image: image97.wmf]1000

N

=



















































































_1278399268.unknown

_1278401651.unknown

_1278448116.unknown

_1281391930.unknown

_1281392313.unknown

_1281392558.unknown

_1281392777.unknown

_1281392979.unknown

_1281576247.unknown

_1281392877.unknown

_1281392750.unknown

_1281392339.unknown

_1281392079.unknown

_1281392108.unknown

_1281392068.unknown

_1278451408.unknown

_1278452211.unknown

_1281391916.unknown

_1278452338.unknown

_1278452145.unknown

_1278448774.unknown

_1278404536.unknown

_1278404587.unknown

_1278448032.unknown

_1278402137.unknown

_1278403644.unknown

_1278403799.unknown

_1278402259.unknown

_1278401884.unknown

_1278400122.unknown

_1278401563.unknown

_1278401586.unknown

_1278401303.unknown

_1278399485.unknown

_1278400026.unknown

_1278399451.unknown

_1278195434.unknown

_1278208147.unknown

_1278214228.unknown

_1278398824.unknown

_1278398905.unknown

_1278399195.unknown

_1278398885.unknown

_1278216683.bin

_1278398286.unknown

_1278398447.unknown

_1278217182.unknown

_1278398227.unknown

_1278216965.unknown

_1278214501.unknown

_1278214579.unknown

_1278216612.bin

_1278214464.unknown

_1278212268.unknown

_1278213999.unknown

_1278214060.unknown

_1278214182.unknown

_1278212475.unknown

_1278212523.unknown

_1278213987.unknown

_1278212381.unknown

_1278211348.unknown

_1278211702.unknown

_1278211744.unknown

_1278211566.unknown

_1278208930.unknown

_1278210873.unknown

_1278211113.unknown

_1278208524.unknown

_1278207061.unknown

_1278207557.unknown

_1278207756.unknown

_1278207333.unknown

_1278195583.unknown

_1278206659.unknown

_1278195450.unknown

_1278194810.unknown

_1278195342.unknown

_1278195362.unknown

_1278195416.unknown

_1278195356.unknown

_1278195029.unknown

_1278195199.unknown

_1278194867.unknown

_1278193994.unknown

_1278194697.unknown

_1278194775.unknown

_1278194258.unknown

_1278193612.unknown

_1278193682.unknown

_1278193542.unknown

