                                                                  Дискретная математика: Математическая логика


Лекция 9

Функционально полные системы логических функций 

Рассмотрим понятия полноты, или функциональной полноты, для системы логических функций.
Возьмем  системы булевых функций F = {f1, f2, . . . , fm}.  Система функций F называется полной, если любая логическая функция может быть представлена как суперпозиция системы функций F.

Рассмотрим примеры полных систем. 

Очевидно, что система P2 = {f1, f2, . . . ,fm / m= 2 2 N}, содержащая все N-мерные булевы функции, полна.

Система функций <(,(,-> также полна, т.к. любая логическая функция представима в виде дизъюнктивной либо конъюнктивной форме.

Для определения, является ли исследуемая система полной, может быть использовано два подхода. Один из них основывается на теореме о полноте, а второй – на критерии Поста-Яблонского [1-3]. 

Теорема о полноте системы булевых функций 

Если даны две системы логических функций F1 и F2, и F1 полна, то система  F2 полна тогда, и только тогда, когда каждая функция системы F1 представима через функции  F2. 

Задачи 

С помощью теоремы о полноте  установим полноту следующих систем.

1. Штрих Шеффера {(}.

Выведем представление  полной системы функций алгебры Буля (<(,(,->)– через штрих Шеффера. Для этого воспользуемся дизъюнктивной формой 
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2. Элемент Вебба { 
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Представим функции алгебры Буля через элемент Вебба с учетом его ДНФ 
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3. Импликативная система {(, 0}.

Представим функции алгебры Буля через импликативную систему с учетом ДНФ импликации 
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4. Коимпликативная система {
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, 1}.

Представим функции алгебры Буля через коимпликативную систему с учетом ДНФ коимпликации 
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5. Алгебра Жегалкина {(, 1, (}.
Выведем представление  полной системы функций – алгебры Буля – через алгебру Жегалкина. Для этого воспользуемся дизъюнктивной формой
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Неудобство использования теоремы о полноте заключается в том, что мы никак не можем интерпретировать отрицательный результат. Если мы не смогли найти выражение функций F1 через F2, то в чем причина: наше неумение или принципиальная невозможность таких действий?

Более конструктивным является критерий Поста-Яблонского. Применение этого подхода к исследованию системы функций на полноту требует введение пяти замкнутых классов функций K0, K1, S, M и L. Замкнутым каждый класс называется потому, что любая суперпозиция функций данного класса дает новую функцию, которая также принадлежит этому классу.

Классом K0 (сохраняющих константу 0) булевых функций fi (x1, x2, . . ., xn) называется множество функций, для которых выполняется условие, что при нулевых значениях переменных функции принимают значение 0,               fi (0, 0, . . . , 0) = 0

К классу K0 принадлежат такие функции, как константа нуля, логическое сложение a+b, логическое умножение ab, сложение Жегалкина 
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, функции сохранения первой a и второй b переменных.

Классом K1 (сохраняющих константу 1) булевых функций fi (x1, x2, . . ., xn) называется множество функций, для которых выполняется условие, что при единичных значениях переменных функции принимают значение 1                    fi (1, 1, . . . , 1)  = 1,

К классу K1 принадлежат такие функции, как константа единицы, логическое сложение a+b, логическое умножение ab, эквивалентность a~b, функции сохранения первой a и второй b переменных. 

Классом S (самодвойственных) булевых функций fi (x1, x2, . . ., xn) называется множество функций, для которых выполняется условие, что  fi* = fi , т. е. на всех  противоположных наборах значение функции противоположны            fi (x1, x2, . . ., xn) = 
[image: image23.wmf]).
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К классу S  принадлежат такие функции, как отрицание (a, функции сохранения первой a и второй b переменных.

Классом  M (монотонных) булевых функций fi (x1, x2, . . ., xn) называется множество функций, для которых выполняется условие, что на всех наборах (1 и  (2 при (1> (2  значение функции  fi ((1) > fi ((2) .
Основная сложность при исследовании данного свойства состоит в сравнении наборов. Не все наборы (1 =((11,  (12, . . . ,(1n)   и (2 =((21,  (22, . . . ,(2n)   сравнимы, а только те, у которых (1i   > (2i, i=1..n.  Например, наборы 100 и  000 сравнимы 100>000, а 010  и 001 – нет.

К классу М принадлежат такие функции, как константы 0 и 1, логическое сложение a+b, логическое умножение ab, функции сохранения первой a и второй b переменных.
Классом L (линейных) булевых функций fi(x1, x2, . . ., xn) называется множество функций, которые представимы полиномом Жегалкина первой степени                                                                                                   fi(x1, x2, . . ., xn) = c0(c1&x1(c2&x2(…(cn&xn 
К классу L принадлежат такие функции, как константы 0 и 1, эквивалентность a~b, сложение Жегалкина 
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, отрицание, функции сохранения первой a и второй b переменных.

Критерий Поста - Яблонского 






Для того, чтобы система логических функций F была функционально полна, необходимо и достаточно, чтобы она по совокупности не содержалась ни в одном из замкнутых  классов K0, K1, S, M и L.

Базисом или базисным набором логических функций называется такая полная система функций B, что удаление из B хотя бы одной логической функции нарушает свойство полноты В.

Как очевидно из данного определения, любой базис является полной системой, но не каждая полная система образует базис. Например, привычный набор функций алгебры Буля {+, (, -}, обладающий функциональной полнотой, не является базисом в строгом смысле этого слова, так как из него может быть получено два новых  базиса: конъюнктивный { (, -} и дизъюнктивный{+,  -}. 
Для доказательства построим таблицу принадлежности классов:
	Классы
	K0
	K1
	S
	M


	L



	{ ( }
	+
	+
	-
	+
	-

	{ + }
	+
	+
	-
	+
	-

	{ - }
	-
	-
	+
	-
	+

	{(, +, -}
	-
	-
	-
	-
	-


Рассмотрим несколько примеров.
 Задачи.

С помощью критерия Поста – Яблонского проведем исследование. 

1. Систему {(, ( , 0 } исследуем на полноту.

Построим таблицу истинности предложенных функций и по ней проведем исследование

	a
	b
	a ( b
	a ( b
	0

	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	0


Из таблицы истинности очевидно, что { ( , 0}(K0  и {(} ( K0, а { ( , (}(K1  и {0} ( K1.

Все три функции из системы {(, ( , 0} не являются самодвойственными, т.к. для них можно указать нарушение этого свойства. Например 0(0=1, а на противоположном наборе 1(1=1 функция имеет тоже значение. Для функции { ( } противоположные наборы 01 и 10 дают одинаковые значения. Для константы 0 обе пары противоположных наборов дают одинаковые  значения.

Свойство монотонности соблюдается для функций {( , 0}, но не для {(}, т. к. наборы 00 и 01 связаны соотношением 00 < 01, но ((0, 0) > ((0, 1).
Проверим линейность исследуемых функций.

Предположим, что 0(a, b) линейна, тогда она должна быть представима в виде

0(a, b) = c0 ( c1( a ( c2 ( b

Найдем неизвестные коэффициенты разложения, зная таблицу истинности функции.
0(0, 0) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 0 = c0 = 0

0(0, 1) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 1 = c0 ( c2 = 0 ( c2 = c2 = 0

0(1, 0) = c0 ( c1( 1 ( c2 ( 0 = c0 ( c1 = 0 ( c1 = c1 = 0

Проверим правильность найденных коэффициентов

0(1, 1) = c0 ( c1( 1 ( c2 ( 1 = 0 ( 0( 0 = 0, что совпадает со значением в таблице истинности. Наше предположение о линейности функции {0} подтвердилось.

Следовательно, функция {0}( L.
Продолжим исследование. Предположим

((a, b) = c0 ( c1( a ( c2 ( b

((0, 0) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 0 = c0 ( 0 (  0 = c0   = 1

((0, 1) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 1 = 1 ( 0 (   c2   = 1 ( c2 = 0, следовательно, c2  = 1

((1, 0) = c0 ( c1( 1 ( c2 ( 0 = 1 ( 0 (   c1   = 1 ( c1 = 0, следовательно, c1  = 1
Проверим правильность найденных коэффициентов

((1, 1) = c0 ( c1( 1 ( c2 ( 1 = 1  ( 1 (  1 = 1, что совпадает со значением в таблице истинности. Наше предположение о линейности { ( } подтвердилось.

Следовательно, функция { ( }( L.
Рассмотрим функцию { ( }. Предположим, что

( (a, b) = c0 ( c1( a ( c2 ( b

( (0, 0) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 0 = c0 ( 0 (  0 = c0   = 0

(  (0, 1) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 1 = 0 ( 0 (  c2   = 0 ( c2 = 0, следовательно, c2  = 0

(  (1, 0) = c0 ( c1( 1 ( c2 ( 0 = 0 ( 0 (  c1   = 0 ( c1 = 0, следовательно, c1  = 0

Проверим правильность найденных коэффициентов
((1, 1) = c0 ( c1( 0 ( c2 ( 0 = 0  ( 0 (  0 = 0, что  не совпадает со значением в таблице истинности. Наше предположение о линейности { ( } не подтвердилось. Следовательно, функция { ( }( L.
Построим  таблицу принадлежности классам K0, K1, S, M и L.
	Классы
	K0
	K1
	S
	M


	L



	0
	+
	-
	-
	+
	+

	(
	-
	+
	-
	-
	+

	(
	+
	+
	-
	+
	-

	{(, ( , 0}
	-
	-
	-
	-
	-


В соответствии с критерием Поста – Яблонского система {(, ( , 0} не содержится целиком ни в одном из пяти классов K0, K1, S, M и L, следовательно, она полна.

2. Систему {(, (} исследуем на полноту.

Построим  таблицу принадлежности рассматриваемых функций {(, (} классам К0, K1, S, M и L.

	Классы
	K0
	K1
	S
	M


	L



	(
	-
	+
	-
	-
	-

	(
	+
	-
	-
	-
	+

	{(, (}
	-
	-
	-
	-
	-


В соответствии с критерием Поста – Яблонского система {(, (} не содержится целиком ни в одном из пяти классов K0, K1, S, M и L, следовательно, она полна.

3. Систему {(, 1} исследуем на полноту.

Построим  таблицу принадлежности рассматриваемых функций

 {(, 1}классам К0, K1, S, M и L.

	Классы
	K0
	K1
	S
	M


	L



	(
	-
	+
	-
	-
	-

	1
	-
	+
	-
	+
	+

	{(, 1}.
	-
	+
	-
	-
	-


В соответствии с критерием Поста – Яблонского система {(, 1} содержится целиком  в классе K1, следовательно, она  не полна.
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