                                                                  Дискретная математика: Математическая логика


Лекция 3

Классы  бинарных отношений

Отношение тождества
Бинарное отношение U(M), заданное на множестве М, называется отношением тождества тогда и только тогда, когда оно состоит только из пар вида (a, a), 
[image: image44.bmp]. Т.е.  
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.  Обозначается отношение тождества  как U.
Отношение эквивалентности 

Бинарное отношение T(M), заданное на множестве М, называется отношением эквивалентности тогда и только тогда, когда оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. Обозначается отношение эквивалентности как <=>.
Классом эквивалентности K(x) элемента 
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называется множество всех элементов
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, с которыми х находится в отношении эквивалентности .K(x)={y/x<=>y}. Отношение эквивалентности разбивает множество М на непересекающиеся классы эквивалентных межу собой элементов, объединение которых совпадает с М.
Задача 1

На множестве M= {a, b, c, d, e, f} построить  бинарное отношение эквивалентности R, при условии, что пара 
[image: image5.wmf](a, b)
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Решение
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По определению бинарного отношения, оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. По условию задачи, элемента  а и  b принадлежат разным классам эквивалентности. На рис. 1 представлены различные бинарные отношения, удовлетворяющие этим условиям.  
Рис. 1. Бинарные отношения эквивалентности

Но можно ли утверждать, что во всех трех представленных случаях а и d эквивалентны?

Задача 2

Найти разбиение множество M= {a, b, c, d, e, f} на  классы эквивалентности, при условии, что пара 
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Решение

По определению класса эквивалентности,  это все элементы, между которыми выполняется  рефлексивное, симметричное и транзитивное  бинарное отношение. На рис.2 представлено разбиение М на классы эквивалентности.


Рис. 2. Классы  эквивалентности

Отношение упорядочивания

Бинарное отношение T(M), заданное на множестве М, называется отношением упорядоченности тогда и только тогда, когда оно рефлексивно, антисимметрично и транзитивно. Обозначается отношение упорядоченности (порядка) как 
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Если бинарное отношение T(M) иррефлексивно, антисимметрично и транзитивно, то оно называется отношением строгой упорядоченности 
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Если любые два элемента  
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находятся друг с другом в отношении упорядоченности 
[image: image10.wmf]xy
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или 
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, то это линейный порядок, в противном случае – частичный порядок.

Рассматривая наиболее часто используемые отношения упорядоченности, можно отметить, что множество чисел упорядочено линейно, а булеан – частично.

Упорядоченные множества принято обозначать с помощью диаграмм Хассе 
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. Диаграмма Хассе представляет собой графическое представление упорядоченного множества, в котором отсутствуют  (но подразумеваются) рефлексивные петли и транзитивные дуги.

Задача 3

Упорядочить  множество M= {a, b, c, d, e, f} линейно (т.е. построить 
[image: image13.wmf]()
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),  при условии, что пара 
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Решение

По определению линейного порядка,  между всеми  элементы должны быть в отношении 
[image: image15.wmf]£

, но пара 
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. Для решения этой задачи, в бинарное отношение нужно включить пару 
[image: image17.wmf](b, a)
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. На рис. 3 решение задачи представлено диаграммой Хассе.

 

Рис. 3. Диаграмма Хассе линейно упорядоченного множества

Теорема Цермело

Всякое множество может быть строго упорядочено

Экстремальные характеристики отношения упорядочивания: 

Говоря об экстремальных характеристиках частично упорядоченных множеств, следует отметить, что среди исследователей этого вопроса нет полного согласия.[1-5]. Рассмотрим подмножество Х частично упорядоченного множества Y

Элемент 
[image: image18.wmf]max
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  называется  максимальным элементом Х, тогда и только тогда, когда среди элементов Х не существует элементов, больших xmax, т.е.
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. Другими словами, из сравнимости элементов 
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 и 
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вытекает, что 
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Элемент 
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  называется  минимальным элементом Х, тогда и только тогда, когда среди элементов Х не существует меньших xmin, т.е.
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. Другими словами, из сравнимости элементов 
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вытекает, что 
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Лемма Цорна (принцип максимума)

Каждое  непустое подмножество Х упорядоченного множества Y содержит, по меньшей мере, один максимальный (минимальный) элемент.

Элемент 
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  называется  наибольшим элементом, тогда и только тогда, когда  для любого 
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[image: image30.wmf]arg
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. Из определения следует, что наибольший элемент находится в отношении сравнения  со всеми элементами их  Х..   

Элемент 
[image: image31.wmf]smallest
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  называется  наименьшим элементом, тогда и только тогда, когда  для любого 
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Теорема

Если  в частично упорядоченном множестве существует наибольший элемент, то он единственный.

Обратите внимание, наибольший элемент всегда максимален, обратное верно не всегда!
Рассмотрим частично упорядоченное множество  Y={a, b, c, d, e, f, g, h, m, n} и его подмножество Х={c, d, e, g, h} (рис.4).
Максимальными элементами множества Х являются {h,e},  но наибольшего не существует, т.к. h и  e не сравнимы между собой.
Элемент 
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  называется  мажорантой (верхней границей или верхним конусом) Х тогда и только тогда, когда  для любого 
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Рис. 4. Частично упорядоченное множество
Обратите внимание, мажоранта находится в отношении сравнения со всеми элементами Х и не обязательно принадлежит этому подмножеству. Более того, мажоранта может и не существовать. В нашем примере на рис.4 для подмножества Х мажоранта не существует, так как нет элемента, для которого выполняется определение.

Элемент 
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  называется  минорантой (нижней границей или нижним  конусом) Х тогда и только тогда, когда  для любого 
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[image: image39.wmf]mij
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. Для примера на рис. 4 миноранты {a, b}.
Элемент 
[image: image40.wmf]sup

xY

Î

  называется  верхней гранью (точной верхней гранью) Х тогда и только тогда, когда  он является наименьшим среди мажорант.  В нашем примере на рис.4 для подмножества Х верхняя грань не существует.
Элемент 
[image: image41.wmf]inf
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  называется  нижней  гранью (точной верхней гранью) Х тогда и только тогда, когда  он является наибольшим среди минорант.  В нашем примере на рис.4 для подмножества Х нижняя  грань {b}.
Принцип двойственности

Отношение, обратное отношению упорядоченности, так же является отношением упорядоченности.

Ранее мы использовали отношение 
[image: image42.wmf]£

. Обратное к нему отношение 
[image: image43.wmf]³

 так же упорядочено. Для него так же определяются  экстремальные характеристики.

Отношение толерантности

Бинарное отношение T(M), заданное на множестве М, называется отношением толерантности (схожести) тогда и только тогда, когда оно рефлексивно и симметрично.

Например, задавая сходство между словами как различие в одну букву, можно строить различные переходы.

Рука – рута – рота – рога – нога
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