
Ëåêöèÿ 1

1.1 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè

Â êëàññè÷åñêîé (íåðåëÿòèâèñòñêîé) ìåõàíèêå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íåëüçÿ
îòëè÷èòü îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, à çàêîíû äâèæåíèÿ âûãëÿäÿò îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà, äâèæóùèõñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà (ðèñ. 1.1). Ìàòå-
ìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ

r′ = r−Vt (1.1)

íå èçìåíÿåò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Íüþòîíà

ma
d2ra

dt2
= −

∑

a6=b

∂

∂ra

V (|ra − rb|) (1.2)

ãäå ma è ra � ìàññà è ðàäèóñ-âåêòîð a-îé ÷àñòèöû, V (|ra − rb|) � ïàðíûé ïîòåíöèàë âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó a-îé è b-îé ÷àñòèöàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ t òå÷¼ò îäèíàêîâî âî âñåõ
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà,

t′ = t (1.3)

Ñîîòíîøåíèÿ (1.1), (1.3) íàçûâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ. Òàêèì îáðàçîì çàêî-
íû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ. Ñèñòåìà
îòñ÷¼òà, â êîòîðîé òåëî, íå èñïûòûâàþùåå äåéñòâèÿ ñèë, äâèæåòñÿ áåç óñêîðåíèÿ, íà-
çûâàåòñÿ èíåðöèàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòíîñòü çàêîíîâ ìåõàíèêè îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ (1.1), (1.3) ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñè-
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Ðèñ. 1.1:

ñòåì îòñ÷¼òà. Âûáîð òîé èëè èíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ
÷àñòèö íè÷åì íå îãðàíè÷åí.

Îäíàêî â ýëåêòðîäèíàìèêå ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî èíàÿ � ôîðìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1.1), (1.3). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ áóäóò ïî-ðàçíîìó ïðîèñõîäèòü â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îò-
ñ÷¼òà, äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâû êàê óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, òàê è çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òî äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ïðåèìóùåñòâåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ñâåò ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c. Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ïîëàãàëè, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñâÿçàíà ñ òàê
íàçûâàåìûì �ýôèðîì�.

Ïðèìåíèìîñòü ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ ê çàêîíàì ìåõàíèêè è åãî íåïðèìå-
íèìîñòü â ýëåêòðîäèíàìèêå, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñäåëàòü âûáîð ìåæäó ñëåäóþùèìè
âîçìîæíîñòÿìè:

1) ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ïðèìåíèì ê ìåõàíèêå è íå ðàáîòàåò â ýëåêòðîäèíàìèêå;
äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðåèìóùåñòâåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà (�ýôèð�);

2) ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ðàáîòàåò êàê â ìåõàíèêå, òàê è â ýëåêòðîäèíàìèêå; îñíîâ-
íûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè � óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà � òðåáóþò èçìåíåíèÿ;

3) ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ðàáîòàåò êàê â ìåõàíèêå, òàê è â ýëåêòðîäèíàìèêå; çàêîíû
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òðåáóþò èçìåíåíèÿ.

Âûáîð ìåæäó ýòèìè âîçìîæíîñòÿìè ìîæíî ñäåëàòü ëèùü íà îñíîâå îïûòà. Íàèáîëåå
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Ðèñ. 1.2:

èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòîì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îïûò Ìàéêåëüñîíà-Ìîðëè (1881 ãîä).

1.2 Îïûò Ìàéêåëüñîíà-Ìîðëè

Ñõåìà îïûòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ðèñ. 1.2). Ñ ïîìîùüþ ïîëóïðîçðà÷íîãî çåðêàëà P ñâåò
îò èñòî÷íèêà L ðàçäåëÿëñÿ íà äâà ëó÷à. Ëó÷è îòðàæàëèñü îò çåðêàë S1 è S2 è ïîïàäàëè
÷åðåç ïîëóïðîçðà÷íîå çåðêàëî íà ýêðàí F , íà êîòîðîì íàáëþäàëàñü èíòåðôåðåíöèîííàÿ
êàðòèíà. Ðàçíîñòü îïòè÷åñêèõ äëèí ïëå÷åé èíòåðôåðîìåòðà êîìïåíñèðîâàëàñü ïëàñòèí-
êîé K.

Ïóñòü èíòåðôåðîìåòð äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî ýôèðà ñî ñêîðîñòü v ïà-
ðàëëåëüíî ïëå÷ó S1P . Òîãäà ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè âðåìÿ, íåîáõîäèìîå
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâåò ïðîøåë ïóòü PS1P , ðàâíî

t1 = l1

(
1

c− v
+

1

c + v

)
=

2l1

c(1− v2

c2
)

(1.4)

Ïðè àíàëîãè÷íîì ðàñ÷¼òå äëÿ âòîðîãî ïëå÷à ñëåäóåò ó÷åñòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîêà
ñâåò èä¼ò îò P äî S2 çåðêàëî P ïåðåäâèíåòñÿ íà ðàññòîÿíèå δ (ðèñ.1.3). Â ðåçóëüòàòå,
âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñâåòîì ïóòè PS2P ðàâíî

t2 =
2l2

c
√

1− v2

c2

(1.5)
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ∆ îïòè÷åñêèõ äëèí ñîñòàâëÿåò

∆ = c(t1 − t2) =
2√

1− v2

c2


 l1√

1− v2

c2

− l2


 (1.6)

Åñëè èíòåðôåðîìåòð ïîâåðíóòü íà 90◦, òî l1 è l2 ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè è òîãäà

t′1 =
2l1

c
√

1− v2

c2

, t′2 =
2l2

c(1− v2

c2
)
, (1.7)

à íîâàÿ ðàçíîñòü îïòè÷åñêèõ äëèí îêàæåòñÿ ðàâíîé

∆′ = c(t′1 − t′2) =
2√

1− v2

c2


l1 − l2√

1− v2

c2


 (1.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîâîðîòå ïðèáîðà íà 90◦ ñëåäóåò îæèäàòü ñìåùåíèÿ èíòåðôåðåíöè-
îííîé êàðòèíû íà n ïîëîñ:

n =
∆′ −∆

λ
=

2(l1 + l2)

λ
√

1− v2

c2


1− 1√

1− v2

c2


 ≈ − l1 + l2

λ

v2

c2
(1.9)

Ïðèáëèæåíèå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ ñêîðîñòè v ïî ñðàâíåíèþ ñ c,
v ¿ c.

Îäíàêî íèêàêîãî ñìåùåíèÿ â îïûòå Ìàéêåëüñîíà è Ìîðëè îáíàðóæåíî íå áûëî. Ïî
èõ ðåçóëüòàòàì ñêîðîñòü Çåìëè îòíîñèòåëüíî ýôèðà äîëæíà áûòü ìåíüøå 10 êì/ñåê, õîòÿ
îðáèòàëüíàÿ ñêîðîñòü Çåìëè ðàâíà ïðèìåðíî 30 êì/ñåê.

1.3 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû îïûòà Ìàéêåëüñîíà-Ìîðëè, à òàêæå íà äðóãèå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå ôàêòû, Ýéíøòåéí â 1905 ãîäó îòêàçàëñÿ îò ãèïîòåçû ñóùåñòâîâàíèÿ ýôèðà è ïðåä-
ëîæèë ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà:

1) Çàêîíû ïðèðîäû (ýëåêòðîäèíàìèêè, ìåõàíèêè) îäèíàêîâû âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà;
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Ðèñ. 1.3:

2) Ñêîðîñòü ñâåòà íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ èñòî÷íèêà.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü êàê ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè ñâåòà

âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.
Ðàññìîòðèì äëÿ èëëþñòðàöèè ñëåäóþùèé èç ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà

ýôôåêò �çàìåäëåíèÿ âðåìåíè�.
Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà K ′ äâèæåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ V îòíîñèòåëüíî ñèñòå-

ìû îòñ÷¼òà K (ñì. ðèñ.1.1). Ïðè ñðàâíåíèè õîäà ÷àñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà,
äâèæóùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, íåëüçÿ îäíè ÷àñû â ñèñòåìå K ñðàâíèâàòü ñ îäíè-
ìè ÷àñàìè â ñèñòåìå K ′, òàê êàê ÷àñû ïðîñòðàíñòâåííî ñîâïàäàþò ëèøü â îäèí ìîìåíò
âðåìåíè. Ñëåäóò ñðàâíèâàòü äâîå ÷àñîâ â ñèñòåìå K ñ îäíèìè ÷àñàìè â ñèñòåìå K ′. ×àñû
â ñèñòåìå K äîëæíû áûòü ñèíõðîíèçèðîâàíû ïîñðåäñòâîì ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ. Ïóñòü â
òîé òî÷êå, ãäå ðàñïîëîæåíû ÷àñû, â ñèñòåìå K ′ íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñâåòà (ðèñ.1.4). Ñâå-
òîâîé ñèãíàë, èñïóùåííûé ïåðïåíäèêóëÿðíî ê v, îòðàçèòñÿ çåðêàëîì, ðàñïîëîæåííûì
íîðìàëüíî îñè z′ íà ðàññòîÿíèè z′0 îò èñòî÷íèêà è âåðíåòñÿ îáðàòíî. Äëÿ íàáëþäàòåëÿ,
ïîêîÿùåãîñÿ â ñèñòåìå K ′, âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ýòîãî, ðàâíî

∆t′ =
2z′0
c

(1.10)
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Ðèñ. 1.4:

Íàáëþäàòåëü æå, ïîêîÿùèéñÿ â ñèñòåìå K, èçìåðèò âðåìÿ ∆t ìåæäó òåìè æå ñîáûòèÿìè
ïîñðåäñòâîì äâóõ ÷àñîâ, ðàçíåñ¼ííûõ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå v∆t âäîëü íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ. Òàê êàê ñêîðîñòü ñâåòà íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ýòîò îòðåçîê âðåìåíè
îïðåäåëèòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∆t =
2z0

c

1√
1− v2

c2

(1.11)

Ïîñêîëüêó äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü îñè x, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = z′0.
Ïîýòîìó

∆t =
∆t′√
1− v2

c2

(1.12)

ãäå âåëè÷èíà ∆t′ � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáñòâåííîå âðåìÿ, ò.å. ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó
äâóìÿ ñîáûòèÿìè, ïðîèñøåäøèìè â îäíîì è òîì æå ìåñòå â ñèñòåìå K ′. Âðåìÿ ∆t íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåíûì âðåìåíåì, òàê êàê îíî èçìåðÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè ÷àñàìè â ðàçíûõ
òî÷êàõ â ñèñòåìå K.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ïîêîÿùåãîñÿ â ñèñòåìå K ′, âðåìÿ ∆t′ âñåãäà
ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ ∆t. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ �çàìåäëåíèåì âðåìåíè�.
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Ëåêöèÿ 2

2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà

Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷¼òà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ V .
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.1), (1.3).

Íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîîðäèíàòû y, z, êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
Ãàëèëåÿ â äàííîì ñëó÷àå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì âìåñòî âðåìåíè t ïåðåìåííóþ ct, èìåþùóþ
ðàçìåðíîñòü äëèíû. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå

(
ct

x

)
= ĝ(V)

(
ct′

x′

)
(2.1)

ãäå ââåäåíà ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê äðóãîé

ĝ(V) =

(
1 0

V
c

1

)
(2.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïåðåéòè èç ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′ â ñèñòåìó îòñ÷¼òà K è îáðàòíî, òî
òàêàÿ ïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà òîæäåñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå

ĝ(V)ĝ(−V) (2.3)

äîëæíî ïðåâðàòèòüñÿ â åäèíè÷íóþ ìàòðèöó (ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû-
÷èñëåíèåì). Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

ĝ(−V) = ĝ−1(V) (2.4)
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Áóäåì òåïåðü èñêàòü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è âðåìåíè, êîòîðîå, â îòëè÷èå îò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ, óäîâëåòâîðÿëî áû ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà. Ïðè ýòîì
ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîä÷èíÿëîñü óñëîâèþ (2.4) è ïåðåõîäèëî â ìàò-
ðèöó (2.2) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå V ¿ c.

Êàê è ðàíüøå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K ñî ñêîðîñòüþ
V. Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ ìàòðèöó ĝ â âèäå

ĝ(V) =

(
α(V ) β(V )

γ(V ) δ(V )

)
(2.5)

Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó øòðèõîâàííûìè è íåøòðèõîâàííûìè êîîðäèíàòàìè â ðàçâåð-
íóòîì âèäå èìååò âèä {

ct = αct′ + βx′

x = γct′ + δx′
(2.6)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′ è ïîëîæèì â (2.6) x′ = 0.
Â ðåçóëüòàòå íàéäåì

x

ct
=

V

c
=

γ

α
(2.7)

Äàëåå ðàññìîòðèì äâèæåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷¼òà K. Èç (2.6) ïðè x = 0 è
x′ = −V t′ íàõîäèì

x′

ct′
= −V

c
= −γ

δ
(2.8)

Â ðåçóëüòàòå âèä ĝ óïðîùàåòñÿ

ĝ(v) =

(
α(V ) β(V )

α(V ) · V
c

α(V )

)
(2.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.4) ïîëó÷àåì

β(V ) =
α(V )α(−V )− 1

α(−V ) · V
c

(2.10)

×òîáû íàéòè α(V ), âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.6) äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ÿâëåíèÿ �çàìåä-
ëåíèÿ âðåìåíè�. Ñîãëàñíî (2.6), åñëè ðàñïîëîæèòü ÷àñû â ñèñòåìå K ′ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé
x′, òî

c(t2 − t1) = (αct′2 + βx′)− (αct′1 + βx′) = αc(t′2 − t′1) (2.11)
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Ñðàâíèâàÿ (2.11) ñ (1.12), ïîëó÷àåì

α(V ) =
1√

1− V 2

c2

(2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â (2.9), (2.10) íàõîäèì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû ĝ(V)

ĝ(V) =

( 1√
1−V 2

c2

V
c
· 1√

1−V 2

c2

V
c
· 1√

1−V 2

c2

1√
1−V 2

c2

)
(2.13)

Â ÿâíîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèå (2.5) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ct =
ct′ + V

c
x′√

1− V 2

c2

, x =
x′ + V t′√

1− V 2

c2

, y = y′, z = z′ (2.14)

Ïðè V ¿ c èç (2.14) ñëåäóåò

t = t′ +
V

c2
x′, x = x′ + V t′, y = y′, z = z′ (2.15)

Îòñþäà â ïðåäåëå c →∞ ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ.
Ïðåîáðàçîâàíèå (2.14) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà. Îíî èãðàåò ôóíäàìåí-

òàëüíóþ ðîëü â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè
Ýéíøòåéíà.

Ñðàâíèì äëèíó îäíîãî è òîãî æå ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííîãî ïàðàëëåëüíî îñÿì x è x′,
èçìåðåííóþ â íåïîäâèæíîé è äâèæóùåéñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïóñòü ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ â
ñèñòåìå K, è êîîðäèíàòû åãî íà÷àëà è êîíöà ðàâíû x1 è x2. Åãî äëèíà , èçìåðåííàÿ â ýòîé
ñèñòåìå, ðàâíà ∆x = x2 − x1 = l0 (l0 � ñîáñòâåííàÿ äëèíà). Äëèíà ñòåðæíÿ â ñèñòåìå K ′

ðàâíà ðàçíèöå êîîðäèíàò ∆x′ = x′2 − x′1 = l, èçìåðåííûõ â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè
t′. Èñïîëüçóÿ (2.14) íàõîäèì

l0 = ∆x =
x′2 + V t′√

1− V 2

c2

− x′1 + V t′√
1− V 2

c2

=
∆x′√
1− V 2

c2

=
l√

1− V 2

c2

(2.16)

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ñòåðæíÿ ïðè ïåðåõîäå â äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó îòñ÷¼òà óìåíü-
øàåòñÿ:

l = l0

√
1− V 2

c2
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Ýòîò ýôôåêò íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâûì ñîêðàùåíèåì.
Ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû òåëà ïðè åãî äâèæåíèè íå èçìåíÿþòñÿ, òî îáú¼ì V

óìåíüøàåòñÿ ïî çàêîíó

V = V0

√
1− V 2

c2
(2.17)

ãäå V0 åñòü ñîáñòâåííûé îáú¼ì òåëà.

2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòè

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (2.14), ëåãêî íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê äðóãîé. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà K è K ′ êàê v è v′, ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçü ìåæäó íèìè èìååò ñëåäóþùèé âèä

vx =
dx

dt
=

dx′ + V dt′

dt′ + V
c2

dx′
=

v′x + V

1 + v′xV
c2

vy =
dy

dt
=

dy′
√

1− V 2

c2

dt′ + V
c2

dx′
= v′y

√
1− V 2

c2

1 + v′xV
c2

vz =
dz

dt
=

dz′
√

1− V 2

c2

dt′ + V
c2

dx′
= v′z

√
1− V 2

c2

1 + v′xV
c2

(2.18)

Åñëè â (2.18) ïîëîæèòü v′x = c, ò.å. ðàññìîòðåòü ôîòîí, äâèæóùèéñÿ â ñèñòåìå K ′ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî vx òàêæå áóäåò ðàâíÿòüñÿ ñêîðîñòè ñâåòà c.

Âûáåðåì îñè êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû ñêîðîñòü ÷àñòèöû ëåæàëà â ïëîñêîñòè xy. Òîãäà
ñêîðîñòü ÷àñòèöû â ñèñòåìàõ K è K ′ èìååò êîìïîíåíòû

vx = v cos θ, vy = v sin θ, v′x = v′ cos θ′, v′y = v′ sin θ′

ãäå v2 = v2
x + v2

y, v
′2 = v

′2
x + v

′2
y ; θ, θ′ - óãëû, îáðàçîâàííûå âåêòîðîì ñêîðîñòè ñ îñÿìè x, x′,

ñîîòâåòñòâåííî, â ñèñòåìàõ K è K ′. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (2.18) ìîæíî íàéòè

tgθ =
v′

√
1− V 2

c2
sin θ′

v′ cos θ′ + V
(2.19)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå ìåæäó èíåð-
öèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.
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Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå àáåððàöèè ñâåòà � îòêëîíåíèå ñâåòà ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå
îòñ÷¼òà. Ïîëîæèì â (2.19) v′ = c. Â ðåçóëüòàòå äëÿ èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ èìååì

tgθ =

√
1− V 2

c2
sin θ′

cos θ′ + V
c

(2.20)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (V ¿ c) èç (2.20) äëÿ ðàçíîñòè óãëîâ ∆θ = θ′ − θ ìîæíî
ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

∆θ =
V

c
· sin θ′ (2.21)

ò.å. èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî V/c.

2.3 Èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ñîáûòèÿ. Ñîáûòèå îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòîì, ãäå îíî ïðîèçîøëî, è âðåìåíåì,
êîãäà îíî ïðîèçîøëî. Äëÿ îïèñàíèÿ ñîáûòèÿ óäîáíî ââåñòè ÷åòûð¼õìåðíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, íà îñÿõ êîòîðîé îòêëàäûâàþòñÿ òðè ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ. Â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèå èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ìèðîâîé (íàïðè-
ìåð, òî÷êè 1, 2 íà ðèñ.2.1). Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ìèðîâîé
ëèíèåé (ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè 1 è 2 íà ðèñ.2.1). Ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî äâèæó-
ùåéñÿ ÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, K è K ′, äâèæóùèåñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V . Îñü x, âäîëü êîòîðîé äâèæåòñÿ K ′, ñîâïàäàåò ñ îñüþ x′, îñè y,
z ïàðàëåëëüíû îñÿì y′, z′; âðåìÿ â ñèñòåìàõ K è K ′ îáîçíà÷èì t è t′.

Ïóñòü ïåðâîå ñîáûòèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t1 èç òî÷êè c êîîðäèíàòàìè
r1 = (x1, y1, z1), îòïðàâëÿåòñÿ ñâåòîâîé ñèãíàë. Âòîðîå ñîáûòèå � ïðèõîä ýòîãî ñèãíàëà â
ìèðîâóþ òî÷êó t2, r2 = (x2, y2, z2). Ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîéä¼ò ñâåòîâîé ñèãíàë ìåæäó
ýòèìè ñîáûòèÿìè ðàâíî c(t2− t1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî |r1− r2|. Òàêèì
îáðàçîì

c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2 = 0 (2.22)
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x

ct

x ct=x ct= − Абсолютнобудущиесобытия АбсолютноудалённыесобытияАбсолютноудалённыесобытия ●
O

bd

a c●
1

2

Абсолютнопрошлыесобытия
Ðèñ. 2.1:

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òåõ æå ñîáûòèé â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

c2(t′2 − t′1)
2 − (x′2 − x′1)

2 − (y′2 − y′1)
2 − (z′2 − z′1)

2 = 0 (2.23)

Âåëè÷èíó
s12 =

√
c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2 − (y2 − y1)2 − (z2 − z1)2, (2.24)

íàçîâ¼ì èíòåðâàëîì ìåæäó ñîáûòèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, èç èíâàðèàíòíîñòè ñêîðîñòè ñâåòà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè ðàâåí íóëþ â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà,
òî îí ðàâåí íóëþ è â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà.

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó ëþáûìè ñîáûòèÿìè ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.
Ðàññìîòðèì â ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà K è K ′ ñëåäóþùèå äâà ñîáûòèÿ. Â ìîìåíò âðåìåíè

t1 = 0 èç òî÷êè x1 = y1 = z1 = 0 íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ÷àñòèöà. Â ìîìåíò t2 = t îíà
ïîïàäàåò â òî÷êó x2 = x, y2 = z2 = 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî âðåìÿ è êîîðäèíàòû ïåðâîãî ñîáûòèÿ â
K è K ′ ñîâïàäàþò. Âðåìÿ è êîîðäèíàòû âòîðîãî ñîáûòèÿ â ñèñòåìå K ′ ðàâíû t′2 = t′, x′2 =

x′, y′2 = z′2 = 0. Èíòåðâàëû ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s2 = c2t2 − x2, s
′2 = c2t

′2 − x
′2 (2.25)
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Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (2.14) ïîëó÷èì

s2 = c2t2 − x2 =
c2

(
t′ + V

c2
x′

)2

1− V 2

c2

− (x′ + V t′)2

1− V 2

c2

= c2t
′2 − x

′2 = s
′2 (2.26)

Ôîðìóëà (2.26) îòðàæàåò âàæíåéøåå ñëåäñòâèå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà:
èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè îäèíàêîâ âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà.

Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà, ìîæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ
ñèñòåìà îòñ÷¼òà, â êîòîðîé äâà ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöåé, ïðîèñõîäÿò
â îäíîì è òîì æå ìåñòå ïðîñòðàíñòâà?

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

t2 − t1 = t12 , |r2 − r1| = r12 , t′2 − t′1 = t′12 , |r′2 − r′1| = r′12

äëÿ ñîîòâåòñòâóùèõ ñîáûòèé â ñèñòåìå K è K ′. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èíâàðèàíòíîñòü
èíòåðâàëà âûãëÿäèò òàê:

c2t212 − r2
12 = c2t

′2
12 − r

′2
12 (2.27)

Äëÿ ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ â ñèñòåìå K ′ â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, r′12 = 0,
èìååì

c2t212 − r2
12 = c2t

′2
12 > 0 (2.28)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè âåùåñòâåííûé s2
12 > 0, ñóùåñòâóåò

ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ãäå ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Òàêèå
èíòåðâàëû íàçûâàþò âðåìåíèïîäîáíûìè. Äëÿ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ îäíîé ìàòåðèàëüíîé
÷àñòèöåé, èíòåðâàë âñåãäà âðåìåíèïîäîáíûé, òàê êàê ñêîðîñòü òåëà íå ìîæåò ïðåâûøàòü
ñêîðîñòü ñâåòà.

Åñëè êâàäðàò èíòåðâàëà ìåæäó ñîáûòèÿìè îòðèöàòåëüíûé, s2
12 < 0, òî âñåãäà íàéä¼òñÿ

ñèñòåìà îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ýòè ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â îäíî è òî æå âðåìÿ, t′12 = 0. Òàêèå
èíòåðâàëû íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè.

Ðàçäåëåíèå èíòåðâàëîâ íà âðåìåíèïîäîáíûå è ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûå åñòü ïîíÿòèå
àáñîëþòíîå.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (x, ct) (ðèñ.2.1). Ïðÿìûå x = ±ct èçîáðà-
æàþò ðàcïðîñòðàíåíèå äâóõ ñâåòîâûõ ñèãíàëîâ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç ñîáûòèå O. Â îáëàñòÿõ aOc, dOb èíòåðâàëû ìåæäó ñîáûòèåì O è ëþáûìè
äðóãèìè ñîáûòèÿìè âðåìåíèïîäîáíûå, s2 > 0. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò ñèñòåì îòñ÷¼òà, â
êîòîðûõ ñîáûòèÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ïðîèñõîäèëè áû îäíîâðåìåííî ñ ñîáûòèåì O. Îáëàñòü
aOc îòâå÷àåò áóäóùåìó; dOb � ïðîøëîìó. Â îáëàñòÿõ dOa, cOb èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî-
ïîäîáíûé, s2 < 0. Â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñîáûòèå O è ëþáîå äðóãîå ñîáûòèå èç óêàçàí-
íûõ îáëàñòåé ïðîèñõîäÿò â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ýòè îáëàñòè îòâå÷àþò
àáñîëþòíî óäàë¼ííûì ñîáûòèÿì.

2.4 Ñîáñòâåííîå âðåìÿ

Èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà, íàéäåì ñâÿçü ñîáñòâåííîãî âðåìåíè ïðîèçâîëüíî
äâèæóùåãîñÿ òåëà ñ ïîêàçàíèÿìè ïîêîÿùèõñÿ ÷àñîâ.

Â êàæäûé îòäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äâèæåíèå òåëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàâíî-
ìåðíîå. Ââåä¼ì ñîïóòñòâóþùóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò
äâèæåòñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è òåëî. Â òå÷åíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî îòðåçêà âðåìåíè
ïî íåïîäâèæíûì ÷àñàì dt, äâèæóùèåñÿ ÷àñû ïðîõîäÿò ðàññòîÿíèå

√
dx2 + dy2 + dz2. Â

ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà dx′ = dy′ = dz′ = 0. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà,

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt
′2 (2.29)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

= v2

ãäå v � ñêîðîñòü äâèæóùåãîñÿ òåëà, íàõîäèì dt′ = ds
c

= dt
√

1− v2

c2
. Ïîýòîìó

t′2 − t′1 =

t2∫

t1

dt

√
1− v2

c2
(2.30)

Ñîîòíîøåíèå (2.30) îïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó ïðîìåæóòêîì âðåìåíåì ïî äâèæóùèìñÿ ÷à-
ñàì t′2 − t′1 è ïîêàçàíèåì íåïîäâèæíûõ ÷àñîâ t2 − t1.
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Ëåêöèÿ 3

3.1 ×åòûð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ïåðåä òåì, êàê ðàññìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ ÷åòûð¼õ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïîìíèì ðÿä îñíîâíûõ ôîðìóë âåêòîðíîé àëãåáðû.

Êîîðäèíàòû äâóìåðíîãî âåêòîðà r = (x, y) = (x′, y′) ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò
íà óãîë ϕ (ñì. ðèc.3.1) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

(
x′

y′

)
=

(
cos ϕ sin ϕ

− sin ϕ cos ϕ

)(
x

y

)
(3.1)

Ðàâåíñòâî (3.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′α =
2∑

β=1

aαβxβ ≡ aαβxβ (3.2)

ãäå
x1 = x, x2 = y, a11 = a22 = cos ϕ, a12 = −a21 = sin ϕ

è èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî: ïî äâàæäû ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå (â (3.2) ýòî èíäåêñ β).

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ â óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

aαβ(ϕ)aβγ(−ϕ) = aαβ(ϕ)a−1
βγ (ϕ) = δαγ (3.3)

ãäå δαγ � δ-ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ñâîéñòâî (3.3) îòðàæàåò î÷åâèäíûé ôàêò: ïîâîðîò ñèñòåìû îòñ÷¼òà íà óãîë −ϕ åñòü

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòó ñèñòåìû íà óãîë ϕ.
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x

y

'x
'y ϕ

r
�

Ðèñ. 3.1:

Ñëåäñòâèåì ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû â (3.1) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

â(ϕ) =
(
â−1(ϕ)

)T
= (â(−ϕ))T (3.4)

Êâàäðàò ðàäèóñ-âåêòîðà íå ìåíÿåòñÿ ïðè âðàùåíèÿõ:

r
′2 = x′αx′α = aαβxβaαγxγ = aαβa−1

γαxβxγ = δβγxβxγ = r2 (3.5)

Ãðàäèåíò ∇f = (∂f/∂x, ∂f/∂y) â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

x′α = aαβxβ

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

∂f

∂xα

=
∂f

∂x′β

∂x′β
∂xα

=
∂f

∂x′β

∂

∂xα

(aβγxγ) =
∂f

∂x′β
aβα (3.6)

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (3.6) ñ îáåèõ ñòîðîí íà ìàòðèöó â−1, íàõîäèì

∂f

∂x′α
=

(
â−1

)T

αβ

∂f

∂xβ

(3.7)
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Ñðàâíèâàÿ (3.2) è (3.7), ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð è ãðàäèåíò â îáùåì ñëó-
÷àå ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ðàçíûì çàêîíàì. Â ñëó÷àå âðàùåíèÿ çàêîíû (3.2) è (3.7) ñîâïàäàþò
èç-çà ñâîéñòâà (3.4) ìàòðèöû (3.1).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ÷åòûð¼õìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó.
Êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ ct, x, y, z ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîíåíòû ÷åòûð¼õìåðíîãî

ðàäèóñ-âåêòîðà â ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî êîìïîíåíòû áóäåì îáîçíà÷àòü xi, ãäå
èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3,

x0 = ct, x2 = x, x3 = y, x4 = z (3.8)

Êîìïîíåíòû 4-ðàäèóñ-âåêòîðà xi ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà (2.14), êîòîðûå â îáîçíà÷åíèÿõ (3.8) âûãëÿäÿò òàê

x0 =
x0′ + V

c
x1′

√
1− V 2

c2

, x1 =
x1′ + V

c
x0′

√
1− V 2

c2

, x2 = x2′ , x3 = x3′ (3.9)

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.9) èìååò âèä

ĝ(V) =




1√
1−V 2

c2

V/c√
1−V 2

c2

0 0

V/c√
1−V 2

c2

1√
1−V 2

c2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(3.10)

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (3.9) îò ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîâîðî-
òîâ â ïðîñòðàíñòâå (3.1),(3.2), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.10)

ĝ 6= (
ĝ−1

)T (3.11)

Ïîýòîìó íå áóäåò ñêàëÿðîì îïðåäåë¼ííàÿ àíàëîãè÷íî (3.5) âåëè÷èíà xixi, è ïðàâèëà ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ 4-âåêòîðà ãðàäèåíòà, äëÿ êîòîðîãî ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ (ĝ−1)

T ,
áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò (3.9).

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ÷åòûð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü äâà âè-
äà âåêòîðîâ. Âåêòîðû Ai, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû 4-ðàäèóñ-âåêòîðà (3.9),
ò.å. ñ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.10), áóäåì íàçûâàòü êîíòðàâàðèàíòûìè 4-âåêòîðàìè.
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Âåêòîðû Bi (èíäåêñ âíèçó), êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ãðàäè-
åíòà ∂f/∂xi, ò.å ñ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ (ĝ−1)

T , áóäåì íàçûâàòü êîâàðèàíòûìè 4-
âåêòîðàìè. Êàê íåòðóäíî âèäåòü ìàòðèöà (ĝ−1)

T ïîëó÷àåòñÿ èç (3.10) çàìåíîé V íà −V .
Ñêàëÿðàìè, ò.å. âåëè÷èíàìè íå ìåíÿþùèìèñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà, áóäóò ïðî-

èçâåäåíèÿ âèäà
AiBi = A0B0 + A1B1 + A2B2 + A3B3 (3.12)

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñôîðìóëèðîâàííûìè ïðàâè-
ëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ è ÿâíûì âèäîì ìàòðèö ĝ è (ĝ−1)

T .
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîâàðèàíòíîãî 4-âåêòîðà ðàññìîòðèì 4-ãðàäèåíò êâàäðàòà èíòåð-

âàëà. Èìååì

∂s2

∂xi
=

∂

∂xi

((
x0

)2 − (
x1

)2 − (
x2

)2 − (
x3

)2
)

= 2
(
x0,−x1,−x2,−x3

)
= 2 (ct,−x,−y,−z)

(3.13)
Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó âåëè÷èíó (ct, x, y, z) ìû îïðåäåëèëè êàê êîíòðàâàðèàíòíûé 4-
âåêòîð, âåëè÷èíà (ct,−x,−y,−z) ïðåîáðàçóåòñÿ êàê êîâàðèàíòíûé 4-âåêòîð. Îáîçíà÷àÿ
êîìïîíåíòû ïåðâîé âåëè÷èíû xi, à âòîðîé � xi, ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî îïóñêàíèå èíäåê-
ñà íå ìåíÿåò íóëåâóþ � âðåìåííóþ � êîìïîíåíòó, è èçìåíÿåò çíàê ó ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñîñòàâëÿþùèõ

xi = (ct, r), xi = (ct,−r)

Ñêàëÿð
xixi = x0x0 + x1x1 + x2x2 + x3x3 = (ct)2 − x2 − y2 − z2 (3.14)

åñòü êâàäðàò èíòåðâàëà s2, âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà 4-ðàäèóñ-âåêòîðà ðàïðîñòðàíÿþòñÿ íà ëþáûå ÷åòûð¼õìåðíûå
âåêòîðû. Åñëè Ai � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà, Ai = (A0,A), òî åãî êîâà-
ðèàíòíûå êîìïîíåíòû Ai ðàâíû

A0 = A0 , A1 = −A1 , A2 = −A2 , A3 = −A3 èëè Ai = (A0,−A) (3.15)
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è ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ìàòðèöåé (ĝ−1)
T . Âåëè÷èíà

AiAi =
(
A0

)2 − (
A1

)2 − (
A2

)2 − (
A3

)2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð � èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.
Íàðÿäó ñ 4-âåêòîðàìè íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òåíçîðíûå âåëè÷èíû. 4-òåíçîðîì �n�-

îãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò n

4-âåêòîðîâ, Ai1Bi2 . . . C in . Ïðè n = 1 ìû âîçâðàùàåìñÿ ïðîñòî ê 4-âåêòîðàì. Ïðè n = 2

èìååì âàæíûé äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé 4-òåíçîðà 2-îãî ðàíãà. Êîìïîíåíòû
4-òåíçîðà 2-îãî ðàíãà (âñåãî 16 âåëè÷èí) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òð¼õ âèäàõ. Â âèäå
êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîðà Aik, êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà Aik è òåíçîðà ñìåøàííîãî âèäà �
Ai

k, A i
k . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (Ai

k, A i
k ) íàäî ðàçëè÷àòü, êàêîé èìåííî � ïåðâûé èëè âòîðîé

� èíäåêñ ñòîèò ââåðõó, à êàêîé âíèçó. Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè êîìïîíåíò îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî îáùåìó ïðàâèëó: ïîäíÿòèå èëè îïóñêàíèå âðåìåííîãî èíäåêñà (0) íå ìåíÿåò, à
ïîäíÿòèå èëè îïóñêàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî èíäåêñà (1, 2, 3) ìåíÿåò çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòû. Íàïðèìåð

A00 = A00, A01 = −A01, A11 = A11, . . .

Åäèíè÷íûì 4-òåíçîðîì � àíàëîãîì δ-ñèìâîëà Êðîíåêåðà � íàçûâàåòñÿ òåíçîð δk
i ≡

δk
i ≡ δ k

i , êîòîðûé ðàâåí åäèíèöå ïðè i = k, è ðàâåí íóëþ ïðè i 6= k.
Óäîáíî òàêæå ââåñòè òàê íàçûâàåìûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik, èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü

â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè,

gik = gik =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




(3.16)

(èíäåêñ i íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ k � ñòîëáöû â ïîðÿäêå çíà÷åíèé 0, 1, 2, 3). Îí ïîëó-
÷àåòñÿ èç δk

i ïîäíÿòèåì èëè îïóñêàíèåì èíäåêñîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî

gikAk = Ai, gikA
k = Ai (3.17)
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Ïîýòîìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ 4-âåêòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

AiAi = gikAkAi = gikA
kAi (3.18)

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ δk
i , gik = gik îäèíàêîâû âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó èõ

íàçûâàþò èíâàðèàíòíûìè òåíçîðàìè.
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Ëåêöèÿ 4

4.1 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà. ×åòûð¼õìåðíàÿ ñêîðîñòü

Êàê èçâåñòíî, çàäà÷åé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ äâèæóùåãîñÿ òåëà â
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ýòî ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ
âðåìåííîé çàâèñèìîñòè òð¼õ êîîðäèíàò ðàäèóñ-âåêòîðà r(t) = (x(t), y(t), z(t)). Âðåìÿ â
êëàññè÷åñêîé � íåðåëÿòèâèñòñêîé � ìåõàíèêå îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà � îíî
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ãàëèëåÿ. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ýòî íå òàê � âðå-
ìÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîïðàâíîé êîîðäèíàòîé, çàâèñÿùåé îò ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Ïîýòîìó â ðå-
ëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè
çàâèñèìîñòü 4-�ðàäèóñ-âåêòîðà� îò âåëè÷èíû èíòåðâàëà ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ìè-
ðîâûìè òî÷êàìè xi(s) = (ct(s), x(s), y(s), z(s)). Âûáîð èíòåðâàëà â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
îáóñëîâëåí åãî èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåì îòñ÷¼òà. Ñîãëàñ-
íî (2.29), ñâÿçü èíòåðâàëà ñ ïðîìåæóòêîì âðåìåíè íà ÷àñàõ ó íàáëþäàòåëÿ, âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

ds = c dt

√
1− v2

c2
(4.1)

ãäå v � òð¼õìåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Ïîýòîìó, åñëè àíàëîãè÷-
íî òð¼õìåðíîé ñêîðîñòè

v =

(
dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)

ââåñòè ÷åòûð¼õìåðíóþ ñêîðîñòü
ui =

dxi

ds
, (4.2)
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òî èñïîëüçóÿ (4.1), ui ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ui =


 1√

1− v2

c2

,
v

c
√

1− v2

c2


 (4.3)

Èç (4.3) ñëåäóåò, ÷òî
uiui = 1 (4.4)

Ïî àíàëîãèè ñ 4-ñêîðîñòüþ ìîæíî îïðåäåëèòü 4-óñêîðåíèå

wi =
d2xi

ds2
=

dui

ds
(4.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (4.4) ïî s, íàéä¼ì

wiui = 0 (4.6)

ò.å. 4-âåêòîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

4.2 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Êàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, áóäåì èñõîäèòü èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Ñî-
ãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó, äëÿ âñÿêîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò òàêîé ôóíêöèîíàë
S, íàçûâàåìûé äåéñòâèåì, êîòîðûé íà èñòèííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èìååò ìèíèìóì è,
ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèÿ δS ðàâíà íóëþ, δS = 0.

Ýòîò ôóíêöèîíàë íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ò.å. äîëæåí áûòü
ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòîìó òðåáîâà-
íèþ, äåéñòâèå äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå äîëæíî èìåòü âèä

S = α

2∫

1

ds (4.7)

ãäå α � ïîñòîÿííàÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Èíòåãðàë â (4.7) áåð¼òñÿ ïî âñåì âîçìîæ-
íûì ìèðîâûì ëèíèÿì, íà÷èíàþùèìñÿ â ìèðîâîé òî÷êå 1 è çàêàí÷èâàþùèìñÿ â òî÷êå 2

(ñì. ðèñóíîê 2.1).
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Äåéñòâèå (4.7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà ïî âðåìåíè

S =

2∫

1

Ldt = αc

2∫

1

dt

√
1− v2

c2
(4.8)

ãäå L � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(v) = αc

√
1− v2

c2
(4.9)

Âî âòîðîì ðàâåíñòâå â (4.8) èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (4.1).
Â íåðåëÿòèâèñòñêîì (v ¿ c) ïðåäåëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (4.9) âûãëÿäèò òàê:

L(v) = αc

√
1− v2

c2
≈ αc− α · v2

2c
(4.10)

Êàê èçâåñòíî èç íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëåíà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Ïîýòîìó ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå â (4.10) íå âëèÿåò íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îïóñòèâ åãî è
ñðàâíèâ (4.10) ñ íåðåëÿòèâèñòñêîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

L(v) =
mv2

2
,

íàõîäèì, ÷òî α = −mc. Ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèå è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ðåëÿ-
òèâèñòñêîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:

S = −mc

2∫

1

ds, L(v) = −mc2

√
1− v2

c2
(4.11)

4.3 Ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

Èìïóëüñ ÷àñòèöû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí

p =
∂L

∂v
=

(
∂L

∂vx

,
∂L

∂vy

,
∂L

∂vz

)

Ïîäñòàâëÿÿ â îïðåäåëåíèå èìïóëüñà ñîîòíîøåíèå (4.11), íàõîäèì
∂L

∂vα

= −mc2 ∂

∂vα

√
1− vβvβ

c2
=

m

2
√

1− v2

c2

· 2vβ
∂vβ

∂vα

=
m

2
√

1− v2

c2

2vβδαβ =
mvα√
1− v2

c2

(4.12)

23



ò.å.
p =

mv√
1− v2

c2

(4.13)

Ýíåðãèåé E ÷àñòèöû íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E = pv − L

Èñïîëüçóÿ (4.11) è (4.13), äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû íàõîäèì

E = pv − L =
mc2

√
1− v2

c2

(4.14)

Èç (4.14) ñëåäóåò, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü ïðè v = 0, à îñòà¼òñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé, ðàâíîé

E = mc2 (4.15)

Âåëè÷èíó (4.15) íàçûâàþò ýíåðãèåé ïîêîÿ.
Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (v ¿ c) äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû èìååì

E ≈ mc2 +
mv2

2
, (4.16)

ò.å. ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé êëàññè÷åñêîãî âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ýíåðãèè ïîêîÿ. Ñðàâíèâàÿ (4.13) è (4.14), ìîæíî
ïîëó÷èòü âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó èìïóëüñîì, ñêîðîñòüþ è ýíåðãèåé

p =
Ev
c2

(4.17)

Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé äëÿ ýíåðãèè, âûðàæåííîé
÷åðåç èìïóëüñ. Èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî

v2 =
p2c2

m2c2 + p2
,

Ïîäñòàâëÿÿ v2 â îïðåäåëåíèå (4.14), äëÿ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà íàõîäèì

H(p) =
√

m2c4 + p2c2, (4.18)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (p ¿ mc) ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà, èìååò âèä

H(p) = mc2 +
p2

2m
, (4.19)

24



4.4 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ÷åòûð¼õìåðíîì âèäå

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä äåéñòâèÿ (4.11), âûâåäåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.
Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (4.11) ðàâíà

δS = −mcδ

2∫

1

ds = −mc

2∫

1

δds (4.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âàðüèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû (δd . . . =

dδ . . .), äëÿ âàðèàöèè èíòåðâàëà èìååì

δds = δ
√

dxidxi =
1

2
√

dxidxi

δ(dxidxi) =
dδxidxi + dxidδxi

2
√

dxidxi

=
dxidδxi

ds
= uidδxi (4.21)

Ïîýòîìó âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (4.20) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

δS = −mc

2∫

1

uidδxi (4.22)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ïî ÷àñòÿì. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

δS = −mc uiδx
i
∣∣2
1
+

2∫

1

δxi dui

ds
ds (4.23)

ãäå èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî dui = (dui/ds)ds.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòèííîé òðàåêòîðèè ïðèðàâíÿåì δS = 0. Ó÷ò¼ì, ÷òî âàðüèðóåì

òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äâå çàäàííûå ìèðîâûå òî÷êè 1 è 2 � ò.å. â ýòèõ òî÷êàõ
(δxi)1 = (δxi)2 = 0. Èç óñëîâèÿ, ÷òî âàðèàöèÿ (4.23) äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè ïðî-
èçâîëüíîé δxi, íàõîäèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â ÷åòûð¼õìåðíîì
âèäå,

dui

ds
= 0 (4.24)

Óðàâíåíèå (4.24) îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ÷åòûð¼õìåðíîé ñêîðîñòè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò. Â ýòîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ òîëüêî èñòèííûå, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (4.24), òðàåêòîðèè.
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Çàäàííîé ñ÷èòàåòñÿ ëèøü îäíà òî÷êà 1, òàê ÷òî (δxi)1 = 0. Âòîðóþ òî÷êó 2 ñ÷èòàåì ïåðå-
ìåííîé, (δxi)2 ≡ δxi. Òîãäà âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (4.23) ïðèîáðåòàåò âèä

δS = −mcuiδx
i (4.25)

Âåëè÷èíà
pi = − ∂S

∂xi
(4.26)

íàçûâàåòñÿ 4-èìïóëüñîì. Êàê èçâåñòíî èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ïðîèâîäíûå ∂S/∂x,
∂S/∂y, ∂S/∂z � òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà èìïóëüñà ÷àñòèöû p, à ïðîèçâîäíàÿ (−∂S/∂t)
åñòü ýíåðãèÿ ÷àñòèöû E . Ïîýòîìó êî- è êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû 4-èìïóëüñà ðàâíû

pi =

(E
c
,−p

)
, pi =

(E
c
,p

)
(4.27)

Ñîãëàñíî (4.25) 4-èìïóëüñ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ðàâåí

pi = mcui (4.28)

Ïîýòîìó pipi = mc2 (ñì. (4.4)). Ïîäñòàâèâ â (4.28) êîìïîíåíòû 4-ñêîðîñòè (4.3), âîçâðàùà-
åìñÿ ê âûðàæåíèÿì (4.13), (4.16) äëÿ èìïóëüñà p è ýíåðãèè E .

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-âåêòîðà (4.27), ïðè ïåðåõîäå
îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê äðóãîé îíè ïðåîáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî ïðåîáðàçî-
âàíèþ Ëîðåíöà äëÿ 4-âåêòîðà.

Ñîãëàñíî (4.13), (4.16), ÷àñòèöà ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ìàññîé íå ìîæåò äâèãàòüñÿ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà � å¼ èìïóëüñ è ýíåðãèÿ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà
äâèæóòñÿ òîëüêî áåçìàññîâûå ÷àñòèöû (íàïðèìåð, γ-êâàíò). Äëÿ íèõ

E = pc.

Ê òàêîìó æå ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ìîæíî ïðèáëèæ¼ííî ïðèéòè â
ïðåäåëå E À mc2 (èëè p À mc), êîòîðûé íàçûâàþò óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ïðåäåëîì.
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Ëåêöèÿ 5

5.1 Ðàñïàä è óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö

Ýíåðãèÿ ñâîáîäíîãî òåëà â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âïîëíå îïðåäå-
ëåííóþ, âñåãäà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, ñâÿçàííóþ ñ åãî ìàññîé. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â
êîòîðîé òåëî ïîêîèòñÿ, ýíåðãèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, à îñòàåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé,
ðàâíîé Mc2. Ýíåðãèÿ ïîêîÿùåãîñÿ òåëà ñîäåðæèò â ñåáå, êðîìå ýíåðãèé ïîêîÿ âõîäÿùèõ
â åãî ñîñòàâ ÷àñòåé, èõ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è ýíåðãèþ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó â
ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå íåò çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû (ìàññà òåëà íå ðàâíà ñóììå ìàññ
åãî ÷àñòåé), à åñòü òîëüêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ýíåðãèþ
ïîêîÿ ÷àñòåé òåëà.

Ðàññìîòðèì, êàê èëëþñòðàöèþ ê ñêàçàííîìó, ðàñïàä ÷àñòèöû ñ ìàññîé M íà äâå ÷àñòè
ñ ìàññàìè m1 è m2. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ÷àñòèöà ñ ìàññîé M ïîêîèòñÿ, çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä

Mc2 = E1 + E2 (5.1)

ãäå E1 è E2 - ýíåðãèè ïðîäóêòîâ ðàñïàäà,

E1,2 = c
√

p2
1,2 + m2

1,2c
2

Ñîîòíîøåíèå (5.1) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè M > m1 + m2, òî åñòü ðàñïàä òåëà âîçìî-
æåí íà ÷àñòè, ñóììà ìàññ êîòîðûõ ìåíüøå ìàññû òåëà.

Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èñõîäíàÿ ÷àñòèöà ïîêîèëàñü, òî çàêîí
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ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà èìååò âèä
p1 + p2 = 0, (5.2)

ò.å. ñóììàðíûé èìïóëüñ ïðîäóêòîâ ðàñïàäà ðàâåí íóëþ. Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî p2
1 = p2

2 èëè

E2
1 −

(
m1c

2
)2

= E2
2 −

(
m2c

2
)2 (5.3)

Ðåøàÿ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé, (5.1) è (5.3), ïîëó÷èì

E1 =
M2 + m2

1 −m2
2

2M
c2, E2 =

M2 + m2
2 −m2

1

2M
c2 (5.4)

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê ðàñïàäó π-ìåçîíà íà ìþîí è íåéòðèíî. Ýíåðãèÿ ïîêîÿ
π-ìåçîíà 139.6 ÌýÂ, ìþîíà 105.7 ÌýÂ, íåéòðèíî ñ÷èòàåì áåçìàññîâîé ÷àñòèöåé. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (5.4), íàõîäèì çíà÷åíèå ýíåðãèè ìþîíà Eµ=109.8 ÌýÂ è íåéòðèíî Eν=29.8 ÌýÂ.
Ñêîðîñòü ìþîíà ïðè òàêîé ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò vµ = 0, 27c (â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè
íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìþîíà Tµ = Eµ − mµc

2 ≈ 1

2
mµv

2
µ

äàåò ïîãðåøíîñòü âñåãî â 6%).
Ðàññìîòðèì òåïåðü óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö (ìàññû ÷àñòèö äî è ïîñëå ñòîëê-

íîâåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòèöà ñ ìàññîé m1 è ýíåðãèåé E1

íàëåòàåò íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó ñ ìàññîé m2. Â èñõîäíîé (ëàáîðàòîðíîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E1 + m2c
2 = E ′1 + E ′2 (5.5)

p1 = p′1 + p′2 (5.6)

ãäå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà êàæäîé èç ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îòìå÷åíû øòðè-
õîì.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ óãëîâ θ1 è θ2, ïîä êîòîðûìè áóäóò äâèãàòüñÿ ÷àñòèöû ïîñëå ñîóäàðå-
íèÿ (θ1 è θ2 îòñ÷èòûâàþòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû). Èç ðàâåíñòâà
(5.6) ñëåäóåò

(p1 − p′1)
2

= p2
1 + p′21 − 2pp1 cos θ1 = p′22

Òîãäà, ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (5.5), íàõîäèì

cos θ1 =
p2

1 + p′21 − p′22
2p1p

′
1

=
E1E ′1 − (E1 − E ′1)m2c

2 − (m1c
2)

2

c2p1p
′
1

(5.7)
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ãäå
p1 =

1

c

√
E2

1 − (m1c
2)2, p′1 =

1

c

√
E ′21 − (m1c

2)2

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì

cos θ2 =
(E1 + m2c

2)(E ′2 −m2c
2)

c2p1p
′
2

(5.8)

ãäå
p′2 =

1

c

√
E ′2 − (m2c

2)2

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ëåã÷å ïîêîÿùåéñÿ, m1 <

m2, óãîë θ1 ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ ïðè E ′1 = E1 äî π ïðè

E ′1 =
2m2

1m2c
4 + E1(m

2
1c

2 + m2
2c

2)

m2
1c

2 + m2
2c

2 + 2E1m2

(5.9)

Åñëè íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà áîëåå òÿæåëàÿ, m1 > m2, óãîë θ1 íå ïðåâûøàåò ïðåäåëüíîãî
çíà÷åíèÿ (θ1)max,

(θ1)max = arccos

√
1−

(
m2

m1

)2

≡ arcsin
m2

m1

(5.10)

Ê òàêîìó âûâîäó íåòðóäíî ïðèéòè, äèôôåðåíöèðóÿ (5.7) ïî E ′1 è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ çíà-
÷åíèå ïðîèçâîäíîé. Â ñëó÷àå m1 > m2 çàâèñèìîñòü cos θ1 îò E ′1 îêàçûâàåòñÿ íåìîíîòîííîé.
Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå cos θ1 äîñòèãàåòñÿ ïðè ýíåðãèè

E ′1 = E1 −
m2

(
E2

1 − (m1c
2)

2
)

m2
1c

2 + m2E1

(5.11)

è îòâå÷àåò óãëó îòêëîíåíèÿ (5.10).
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìåæäó óãëîì îòêëîíåíèÿ è ýíåðãè-

åé γ-êâàíòà ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ïîêîÿùèìñÿ ýëåêòðîíîì (ýôôåêò Êîìïòîíà). Ïîñêîëüêó
ìàññà γ-êâàíòà ðàâíà íóëþ, m1 = 0, èç ñîîòíîøåíèÿ (5.7) ïîëó÷àåì

cos θ1 = 1− m2c
2(Eγ − E ′γ)
EγE ′γ

(5.12)

Òîãäà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè γ-êâàíòà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îò óãëà îòêëîíåíèÿ èìååò âèä

E ′γ =
Eγ

1 +
Eγ

m2c
2

(1− cos θ1)
(5.13)
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Ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèå E ′γ áëèçêî ê íà÷àëüíîìó Eγ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ýíåðãèè γ-êâàíòà îòâå÷àåò îòêëîíåíèþ íàçàä

(E ′γ
)

min
=

Eγ

1 + 2
Eγ

m2c
2

(5.14)

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ è èç âûðàæåíèÿ (5.9), åñëè ïîëîæèòü â íåì m1 = 0.
Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü óïðóãîå ñîóäàðåíèå äâóõ ÷àñòèö â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé

ñóììàðíûé èìïóëüñ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ðàâåí íóëþ. Êàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå,
áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà Ö -ñèñòåìîé.

Ñ÷èòàåì, êàê è ðàíüøå, ÷òî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (Ë -ñèñòåìå) ÷àñòèöà ñ ìàñ-
ñîé m1, ýíåðãèåé E1 è èìïóëüñîì p1 íàëåòàåò íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó ñ ìàññîé m2. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñòàëêèâàþùèåñÿ ÷àñòèöû êàê îäèí ñîñòàâíîé îáúåêò. Òîãäà åãî ýíåðãèÿ
åñòü E = E1 + m2c

2, à èìïóëüñ ðàâåí ñóììàðíîìó èìïóëüñó ÷àñòèö, p = p1. Ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ýòîãî ñîñòàâíîãî îáúåêòà êàê öåëîãî îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

V =
pc2

E =
p1c

2

E1 + m2c2
(5.15)

Íàéäåííàÿ ñêîðîñòü åñòü ñêîðîñòü äâèæåíèÿ Ö -ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ (5.15), èì-
ïóëüñ ïåðâîé ÷àñòèöû ðàâåí

p1 − V

c

(E1

c

)

√
1−

(
V

c

)2
(5.16)

èìïóëüñ âòîðîé ÷àñòèöû �
−V

c

(
m2c

2

c

)

√
1−

(
V

c

)2
(5.17)

Ñóììàðíûé èìïóëüñ äâóõ ÷àñòèö ðàâåí íóëþ:

p1 − V

c

[(E1

c

)
+

(
m2c

2

c

)]

√
1−

(
V

c

)2
= 0
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Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö âûãëÿäèò â Ö-ñèñòåìå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ñóììà
èìïóëüñîâ â Ö-ñèñòåìå åñòü íóëü, èìïóëüñû ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö äî è ïîñëå ñîóäàðåíèÿ
ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëåíèþ,

p
(c)
1 = −p

(c)
2 , p

(c)
1
′ = −p

(c)
2
′

Çäåñü è äàëåå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê Ö -ñèñòåìå, áóäåì îòìå÷àòü äîïîëíèòåëüíûì çíà-
êîì (c).

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

E (c)
1 + E (c)

2 = E (c)
1
′ + E (c)

2
′

ãäå E (c)
a = c

√(
p

(c)
a

)2

+ (mac)2, (a = 1, 2), ïîëó÷àåì, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ âñåõ èìïóëü-
ñîâ ðàâíû ìåæäó ñîáîé

p
(c)
1 = p

(c)
1
′ = p

(c)
2 = p

(c)
2
′ (5.18)

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ñîóäàðåíèÿ èìïóëüñû ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö â Ö -ñèñòåìå
ïðîñòî ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà íåêîòîðûé óãîë (îáîçíà÷èì åãî χ).

Âûðàçèì (êàê è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå) çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñîâ ÷àñòèö ïîñëå
ñîóäàðåíèÿ ÷åðåç óãîë χ. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ÿâíîå âûðàæåíèå 4-ñêàëÿðà (p1)i(p

′
1)

i â Ë -
è Ö -ñèñòåìàõ. Â Ë -ñèñòåìå ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (5.7) èìååì

(p1)i(p
′
1)

i =
E1E ′1
c2

− p1p
′
1 cos θ1 = (E1 − E ′1) m2 + (m1c

2)2 (5.19)

Â Ö -ñèñòåìå,

(p1)i(p
′
1)

i =
E (c)

1 E (c)
1
′

c2
− p

(c)
1 p

(c)
1
′ =

(√
p

(c)
1

2
+ (m1c)2

)2

− p
(c)
1

2
cos χ =

= (m1c)
2 + p

(c)
1

2
(1− cos χ) (5.20)

Ïðèðàâíèâàÿ (5.19) è (5.20), íàõîäèì

E ′1 = E1 − p
(c)
1

2

m2

(1− cos χ) (5.21)
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Çíà÷åíèå p
(c)
1 � èìïóëüñ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m1 â Ö -ñèñòåìå � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.16).

Ïîäñòàâëÿÿ (5.16) â (5.21), ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè Ö -ñèñòåìû (5.15), ïîëó÷èì

E ′1 = E1 − m2 (E2
1 − (m1c

2)2)

(m1c)
2 + (m2c)2 + 2E1m2

(1− cos χ) (5.22)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

E ′2 = m2c
2 +

m2 (E2
1 − (m1c

2)2)

(m1c)
2 + (m2c)2 + 2E1m2

(1− cos χ) (5.23)

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýíåðãèè E ′1 äîñòèãàåòñÿ ïðè χ = π è, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûøå ðåçóëüòàòîì (5.9).

Èç ñîîòíîøåíèé (5.22), (5.23) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ â ñî-
óäàðåíèè (ò.å. òåðÿåìàÿ íàëåòàþùåé è ïðèîáðåòàåìàÿ ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöàìè), åñòü

4Emax =
2m2 (E2

1 − (m1c
2)2)

(m1c)
2 + (m2c)2 + 2E1m2

(5.24)

Ïðîàíàëèçèðóåì ýòó ôîðìóëó â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö E1 ≈ m1c

2 +
p2

1

2m1

, ãäå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T =
p2

1

2m1

¿
m1c

2, èç (5.24) ïîëó÷àåì èçâåñòíûé ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,

(4E)max ≈
4m1m2

(m1 + m2)2
T (5.25)

Äëÿ ÷àñòèö óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè, E1 À m1c
2, èç ôîðìóëû (5.24) íàõîäèì

4Emax ≈
2m2E2

1

(m1c)
2 + (m2c)2 + 2E1m2

(5.26)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, åñëè ìàññû ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ïå-
ðåäàâàåìàÿ ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé íàëåòàþ-
ùåé ÷àñòèöû. Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ñèòóàöèÿ èíàÿ. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ, ñîãëàñ-
íî (5.26), (4E)max ñòðåìèòñÿ ê E1. Åñëè íàëåòàþùàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ áîëåå òÿæåëîé,
m1 À m2, â ïðåäåëå E1 À m1

m2
m1c

2 À m1c
2, èìååì

(4E)max = E1 − m1

m2

m1c
2 + . . . (5.27)
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Â ñëó÷àå, êîãäà íàëåòàåò ëåãêàÿ ÷àñòèöà, m1 ¿ m2, âåëè÷èíà (4E)max ïðèáëèæàåòñÿ ê E1

ïî çàêîíó
(4E)max = E1 −m2c

2 + . . . (5.28)

ïðè E1 À m2c
2 À m1c

2. Îòìåòèì, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó E1 è (4E)max ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè
íàëåòàþùåé ÷àñòèöû íå èñ÷åçàåò, à ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå çàâèñèò
òîëüêî îò ìàññ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö.
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Ëåêöèÿ 6

6.1 Äèàãðàììà ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêå

Ïîñòðîèì äèàãðàììó ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå. Êàê è ðàíüøå,
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòèöà ñ ìàññîé m1 è èìïóëüñîì p1 íàëåòàåò íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó
ñ ìàññîé m2. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ èìïóëüñ íàëåòàþùåé ÷àñòèöû p′1, à èçíà÷àëüíî ïîêîÿ-
ùåéñÿ p′2, p1 = p′1 + p′2. Íàéäåì ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îïðåäåëÿþùåå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ïåðâîé ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé (íåðåëÿòèâèñòñêîé) ìåõàíèêå èñêîìûì ãåîìåòðè÷åñêèì
ìåñòîì òî÷åê áûëà îêðóæíîñòü ðàäèóñà

p(c) =
m2

m1 + m2

p1,

ñìåùåííàÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò (p′1x, p
′
1y) íà âåëè÷èíó

m1

m1 + m2

p1.

Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà äëÿ 4-èìïóëüñà è âûïèøåì ñîîòíîøåíèÿ,

ñâÿçûâàþùèå ïðîåêöèè èìïóëüñà â Ë-, Ö-ñèñòåìàõ. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ Ö-ñèñòåìû îò-
íîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.15). Íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ Ö-ñèñòåìû âûáåðåì çà îñü x. Ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòîìó íàïðàâëåíèþ êîìïî-
íåíòó âåêòîðà p′1 âûáåðåì çà îñü y. Òîãäà ïðîåêöèè èìïóëüñà p′1 â Ë-ñèñòåìå ñâÿçàíû ñ
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ïðîåêöèÿìè èìïóëüñà p
(c)′
1 â Ö-ñèñòåìå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

p′1x =
p

(c)′
1x + V

c

E(c)′
1

c√
1− (

V
c

)2
(6.1)

p′1y = p
(c)′
1y (6.2)

ãäå V � ñêîðîñòü (5.15),

E (c)′
1 = c

√(
p

(c)′
1

)2

+ (m1c)2.

Ââîäÿ óãîë χ,
p

(c)′
1x = p

(c)′
1 cos χ, p

(c)′
1y = p

(c)′
1 sin χ,

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â Ö-ñèñòåìå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ ÷àñòèö
äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, èç (6.1), (6.2) ïîëó÷èì

cos χ =
p′1x

√
1− (

V
c

)2
+ V

c

E(c)
1

c

p
(c)
1

(6.3)

sin χ =
p′1y

p
(c)
1

(6.4)

Âîçâåäåì (6.3) è (6.4) â êâàäðàò è ñëîæèì äðóã ñ äðóãîì. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâ-
íåíèþ ýëëèïñà: (

p′1x − E(c)
1 V

c2
√

1−(V
c )

2

)2

a2
+

(
p′1y

)2

b2
= 1 (6.5)

Óðàâíåíèå (6.5) îïèñûâàåò â ñèñòåìå êîîðäèíàò (p′1x, p
′
1y) ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè

a =
p

(c)
1√

1− (
V
c

)2
, b = p

(c)
1 (6.6)

ïî îñÿì p′1x è p′1y, ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.6.1). Öåíòð ýëëèïñà A ñìåù¼í îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
ñèñòåìû êîîðäèíàò (p′1x, p

′
1y) ïî îñè p′1x íà âåëè÷èíó

E (c)
1 V

c2

√
1− (

V
c

)2
.
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Ðèñ. 6.1:

Òàêèì îáðàçîì, êîíöû âåêòîðà p′1 ëåæàò íà ýëëèïñå.
Åñëè m1 > m2, òî ñìåùåíèå öåíòðà ýëëèïñà ïðåâûøàåò âåëè÷èíó áîëüøîé ïîëóîñè

(ðèñ.6.2). Ýòî óñëîâèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâà

E (c)
1 V

c2

√
1− (

V
c

)2
>

p
(c)
1√

1− (
V
c

)2

Â ñëó÷àå m1 > m2, êàê ñëåäóåò èç ðèñ.6.2, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëà θ1

� óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì âåêòîðà p′1 è âåêòîðà p1. Âåëè÷èíó θ1max ìîæíî âû÷èñëèòü,
åñëè íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó.

Èç (6.5) ìîæíî ïîëó÷èòü

p′1y = ±p
(c)
1

√√√√√1− 1

a2


p′1x −

E (c)
1 V

c2

√
1− (

V
c

)2




2

(6.7)

ãäå çíà÷åíèå a îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (6.6). Äèôôåðåíöèðóÿ (6.7) ïî p′1x, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå êàñàòåëüíîé, êîòîðîå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p′1y − p′1y

(
p
′(0)
1x

)
=

dp′1y

dp′1x

∣∣∣∣
p
′(0)
1x

(
p′1x − p

′(0)
1x

)
(6.8)
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Ðèñ. 6.2:

ãäå çíà÷åíèå p
′(0)
1x íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

p′1y

(
p
′(0)
1x

)
=

dp′1y

dp′1x

∣∣∣∣
p
′(0)
1x

· p′(0)
1x (6.9)

Âåëè÷èíà ïðîèçâîäíîé dp′1y/dp′1x â òî÷êå p
′(0)
1x îïðåäåëÿåò tgθ1max, à âåëè÷èíó sin θ1max ìîæ-

íî íàéòè, çíàÿ tgθ1max. Îòòàëêèâàÿñü îò óðàâíåíèÿ (6.7), ïîëó÷àåì

sin θ1max =
m2

m1

ò.å. ðåçóëüòàò (5.10).
Îòìåòèì, ÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé �

êëàññè÷åñêîé � ìåõàíèêè. Ýëëèïñ â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå âûðîæäàåòñÿ â îêðóæíîñòü:
óðàâíåíèå (6.5) ïðè V ¿ c è E (c)

1 ≈ m1c
2 ïðèíèìàåò âèä

(p′1x −m1V )2

(p
(c)
1 )2

+

(
p′1y

p
(c)
1

)2

= 1 (6.10)

ãäå ñêîðîñòü Ö-ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

V =
m1

m1 + m2

v1,

37



v1 � ñêîðîñòü íàëåòàþùåé ÷àñòèöû.
Â ñëó÷àå m1 > m2 îäíîìó è òîìó æå çíà÷åíèÿ óãëà θ1max îòâå÷àþò äâà âîçìîæíûõ

çíà÷åíèÿ p′1 (ñì. ðèñ.6.2). Ïîýòîìó, åñëè ðåãèñòðèðîâàòü ÷àñòèöû ïîä çàäàííûì óãëîì, â
èõ ðàñïðåäåëåíèè ïî ýíåðãèè áóäóò äâà ïèêà, îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì
èìïóëüñà.
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Ëåêöèÿ 7

7.1 Çàðÿä âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñèëîâîãî ïîëÿ: ÷àñòèöà
ñîçäàåò ïîëå; íà äðóãóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿþùóþñÿ â ýòîì ïîëå, äåéñòâóåò ñèëà. Áëàãîäà-
ðÿ êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèëû, äåéñòâóþùèå â äàííûé
ìîìåíò íà ÷àñòèöó, çàâèñÿò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû, ò.å. ïåðå-
ìåùåíèå îäíîé èç ÷àñòèö îòðàæàåòñÿ íà äðóãèõ ÷àñòèöàõ ñïóñòÿ íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ôîðìèðîâàíèè ïîëÿ îäíîé ÷àñòèöåé è î ïîñëåäó-
þùåì âçàèìîäåéñòâèè ïîëÿ ñ äðóãîé ÷àñòèöåé.

Íå ðàññìàòðèâàÿ êâàíòîâûå ýôôåêòû, ñ÷èòàåì ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû òî÷å÷íûìè.
Äåéñòâèå S ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â çàäàííîì ïîëå, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ÷ëåíîâ

� äåéñòâèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû è ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñ ïîëåì.
Âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîëåì çàâèñèò êàê îò âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ÷àñòèöû, òàê è îò
âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ïîëå. Ñâîéñòâà ÷àñòèöû, îïðåäåëÿþùèå å¼ âçàèìîäåéñòâèå ñ
ïîëåì, îïèñûâàþòñÿ âñåãî îäíèì ïàðàìåòðîì � çàðÿäîì ÷àñòèöû e. Ñâîéñòâà ïîëÿ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ 4-âåêòîðîì Ai � ÷åòûðåõìåðíûì ïîòåíöèàëîì � êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ S äëÿ çàðÿäà â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

S = −mc

2∫

1

ds− e

c

2∫

1

Aidxi (7.1)
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ãäå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ âäîëü ìèðîâîé ëèíèè ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè ñîáûòèÿìè 1

è 2 � íàõîæäåíèåì ÷àñòèöû â íà÷àëüíîé r1 è êîíå÷íîé r2 òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà â ìîìåíòû
âðåìåíè t1 è t2. Òàêîé âèä ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ïðèâîäèò â èòîãå ê óðâíåíèÿì, êîòî-
ðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè ñôîðìóëèðîâàíû êàê ðåçóëüòàò îáîáùåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ.

Ìíîæèòåëü 1/c ââåäåí äëÿ óäîáñòâà. Âûðàæåíèå (7.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò
� 4-ñêàëÿð, ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ íå äîëæåí çàâèñåòü îò âûáîðà òîé èëè èíîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

×åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ Ai ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ai = (ϕ,A) (7.2)

ãäå íóëåâàÿ (i = 0) êîìïîíåíòà ϕ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, à òðè îñòàëüíûõ
êîìïîíåíòû (i = 1 ÷ 3) îáðàçóþò òðåõìåðíûé âåêòîð A, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì
ïîòåíöèàëîì.

Ñ ó÷¼òîì (7.2) äåéñòâèå (7.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S = −mc

∫
ds− e

∫
ϕdt +

e

c

∫
Adr (7.3)

Ââîäÿ ñêîðîñòü v = dr/dt, ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (7.3) â âèäå èíòåãðàëà ïî âðåìåíè

S =

∫ (
−mc2

√
1− v2

c2
− eϕ +

e

c
Av

)
dt (7.4)

Òîãäà ìíîæèòåëü ïåðåä dt ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = −mc2

√
1− v2

c2
− eϕ +

e

c
Av (7.5)

Âûðàæåíèå (7.5) åñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàíèòíîì ïîëå.
Ïåðâûé ÷ëåí â (7.5) åñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû
îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòèå ñ ïîëåì.

Îáîáù¼ííûé èìïóëüñ ÷àñòèöû â ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

P =
∂L

∂v
=

mv√
1− v2

c2

+
e

c
A (7.6)
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Çíàÿ îáîáù¼ííûé èìïóëüñ, íàéä¼ì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå

H = v
∂L

∂v
− L =

√(
P− e

c
A

)2

+ m2c2 + eϕ (7.7)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (7.5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñêîðîñòè ÷àñòèöû v, êîîð-
äèíàò r è âðåìåíè t (â ôîðìóëå (7.5) ôóíêöèÿìè r è t ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé
ïîòåíöèàëû ϕ = ϕ(r, t) è A = A(r, t)). Íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, îò êîòîðûõ çàâèñèò
ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà H, ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûé èìïóëüñ P, ðàäèóñ-âåêòîð r è âðåìÿ t.

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (7.5) ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå

L =
mv2

2
− eϕ +

e

c
Av, (7.8)

à ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïðèíèìàåò âèä

H =
1

2m

(
P− e

c
A

)2

+ eϕ (7.9)

Â âûðàæåíèÿõ (7.8), (7.9) ìû îïóñòèëè àääèòèâíóþ ïîñòîÿííóþ mc2, êîòîðàÿ íå ñêàçûâà-
åòñÿ íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ.

7.2 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âî âíåø-
íåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè
êîîðäèíàò è âðåìåíè; âëèÿíèåì çàðÿäà íà âåëè÷èíó ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

×òîáû íàéòè êîíêðåòíûé âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå íóæíî
ïîäñòàâèòü ôóíêöèþ (7.5) â óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= 0 (7.10)

ãäå L = L(v, r, t).
Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå îòäåëüíûå ÷ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðâûé ÷ëåí èìååò âèä

d

dt

∂L

∂v
=

d

dt

(
p +

e

c
A

)
(7.11)
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ãäå êàê è ðàíüøå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû

p =
mv√
1− v2

c2

(7.12)

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè ðàâíà

d

dt
A(r, t) =

∂A

∂t
+

∂A

∂x

dx

dt
+

∂A

∂y

dy

dt
+

∂A

∂z

dz

dt
=

∂A

∂t
+

(
v

∂

∂r

)
A (7.13)

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (7.11) ïðèíèìàåò âèä

d

dt

∂L

∂v
=

dp

dt
+

e

c

∂A

∂t
+

e

c

(
v

∂

∂r

)
A (7.14)

Âòîðîé ÷ëåí â óðàâíåíèè (7.10) åñòü

∂L

∂r
= −e

∂ϕ

∂r
+

e

c

∂

∂r
(Av) (7.15)

ãäå ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂
∂r

ñêîðîñòü v ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîäñòàâëÿÿ
(7.14) è (7.15) â óðàâíåíèå (7.10), ïîëó÷èì

dp

dt
= −e

∂ϕ

∂r
− e

c

∂A

∂t
+

e

c

(
∂

∂r
(Av)−

(
v

∂

∂r

)
A

)
(7.16)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (7.16) ìîæåò áûòü çàïèñàí ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ

∂

∂r
(Av)−

(
v

∂

∂r

)
A =

[
v

[
∂

∂r
A

]]
(7.17)

Ïåðåõîäÿ â (7.16) è (7.17) ê òðàäèöèîííûì îáîçíà÷åíèÿì

∂ϕ

∂r
≡ gradϕ,

[
∂

∂r
A

]
≡ rotA,

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7.16) â âèäå

dp

dt
= −e · gradϕ− e

c

∂A

∂t
+

e

c
[v, rotA] (7.18)
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Ñîãëàñíî (7.18), â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âõîäÿò íå ñàìè ïîòåíöèàëû, à òîëüêî èõ ïðîèç-
âîäíûå ïî êîîðäèíàòàì è âðåìåíè. Ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâîäíûõ îò ïîòåíöèàëîâ,
îïðåäåëÿþùèõ ïåðâûé è âòîðîé ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (7.18), íàçûâàþò íàïðÿæåííîñòüþ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,

E = −gradϕ− 1

c

∂A

∂t
(7.19)

Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåííîñòü E ðàâíà ñèëå, äåéñòâóþùåé íà åäèíè÷íûé çàðÿä.
Âåëè÷èíó

H = rotA (7.20)

íàçûâàþò íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèé (7.19) è (7.20), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåê-

òðîìàãíèòíîì ïîëå ïðèíèìàåò âèä

dp

dt
= eE +

e

c
[vH] (7.21)

Âåëè÷èíó â ïðàâîé ÷àñòè (7.21) íàçûâàþò ñèëîé Ëîðåíöà. Îíà ñêëàäûâàåòñÿ èç ñèëû
eE, äåéñòâóþùåé íà çàðÿä â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, è ñèëû e

c
[vH], êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà

çàðÿä ñî ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïåðâàÿ - ïàðàëëåëüíà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E, âòîðàÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H è ñêîðîñòè ÷àñòèöû v.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.21) ñîõðàíÿåò ñâîé âèä è ïðè ïåðåõîäå ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó
ïðåäåëó. Âñå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ òîëüêî ñâÿçè èìïóëüñà ñî ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû (îáùåå
ñîîòíîøåíèå (7.12) ïåðåõîäèò â íåðåëÿòèâèñòñêóþ ôîðìóëó p = mv).
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Ëåêöèÿ 8

8.1 Äâèæåíèå çàðÿäà â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ýëåê-
òðè÷åñêîì ïîëå

Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íåòðóäíî âûâåñòè ôîð-
ìóëó äëÿ èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû ñî âðåìåíåì. Èìååì

dE
dt

=
d

dt

(
c
√

p2 + m2c2
)

=
cp√

p2 + m2c2

dp

dt
(8.1)

Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî
cp√

p2 + m2c2
= v

è èñïîëüçóÿ äëÿ dp

dt
óðàâíåíèå (7.21), ïîëó÷èì

dE
dt

= eEv (8.2)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñâÿçûâàåò èçìåíåíèå ýíåðãèè ñ ðàáîòîé, ñîâåðøàåìîé â åäèíèöó
âðåìåíè ñèëàìè ïîëÿ.

Ñîãëàñíî (8.2), ðàáîòó íàä çàðÿäîì ñîâåðøàåò òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Â ñâÿçè ñ
òåì, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó â ìàãíèòíîì ïîëå, íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ñêîðîñòè ÷àñòèöû, ìàãíèòíîå ïîëå ðàáîòó íå ñîâåðøàåò.

Ïóñòü ñêàëÿðíûé ϕ è âåêòîðíûé A ïîòåíöèàëû íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Òîãäà íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé òàêæå íå áóäóò çàâèñåòü îò âðåìåíè, è
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ìîæíî ãîâîðèòü î ïîñòîÿííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Â ýòîé ñèòóàöèè ôóíêöèÿ Ëàãðàí-
æà òàêæå íå áóäåò ÿâíî çàâèñåòü îò âðåìåíè è, êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò
ñîõðàíÿòüñÿ:

E = v
∂L

∂v
− L =

mc2

√
1− v2

c2

+ eϕ(r) = const (8.3)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèñóòñòâèè ïîëÿ ê ýíåðãèè mc2/

√
1− v2

c2
äîáàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà eϕ(r)

� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå. Îòìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ (8.3) çàâèñèò
òîëüêî îò ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå íå ìîæåò
èçìåíèòü ýíåðãèþ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, ïîñêîëüêó íå ïðîèçâîäèò íàä íåé ðàáîòó. Ýíåðãèÿ
÷àñòèöû ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

×àñòíûé ñëó÷àé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â êîòîðîì E 6= 0, H = 0 ñâîäèòñÿ ê ýëåêòðè-
÷åñêîìó ïîëþ.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì (íå çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò)
è ïîñòîÿííîì âî âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ òîëüêî ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ϕ, ïî-
ëàãàÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâíûé íóëþ, A = 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

E = −grad ϕ (8.4)

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü E íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

ϕ = ϕ0 − Er (8.5)

ãäå ϕ0 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (8.5) â çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (8.3) è ïîëó÷èì

mc2

√
1− v2

c2

− eEr = const (8.6)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ÷åðåç èìïóëüñ ÷àñòèöû:

c
√

p2 + m2c2 − eEr = const (8.7)
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Ñîîòíîøåíèå (8.6) íåòðóäíî òàêæå âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (8.2). Â ñëó÷àå
íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ôîðìóëó (8.2) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

dE
dt

=
d

dt
eEr (8.8)

è èíòåãðèðóÿ (8.8) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (8.6).
Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà â îäíîðîäíîì è ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷å-

ñêîì ïîëå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíî ïî îñè x, E = (E, 0, 0). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òî÷êå r0 = (x0, y0, z0), à åå ñêîðîñòü ðàâíà v0 = (vx0 , vy0 , vz0).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (7.21) â êîìïîíåíòàõ çàïèñûâàåòñÿ òàê:
dpx

dt
= eE

dpy

dt
= 0

dpz

dt
= 0 (8.9)

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

px = px0 + eEt, py = py0 , pz = pz0 (8.10)

ãäå
px0 =

mvx0√
1− v2

c2

, (8.11)

à py0 è pz0 îòëè÷àþòñÿ îò (8.11) çàìåíîé vx0 , ñîîòâåòñòâåííî, íà vy0 è vz0 .
Çíàÿ èìïóëüñ ÷àñòèöû, èç ñîîòíîøåíèÿ (8.7) íàõîäèì

c
√

(px0 + eEt)2 + p2
y0

+ p2
z0

+ m2c2 − eEx(t) = c
√

p2
x0

+ p2
y0

+ p2
z0

+ m2c2 − eEx0 (8.12)

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ x(t),

x(t) = x0 +
c

eE

(√
(px0 + eEt)2 + p2

y0
+ p2

z0
+ m2c2 −

√
p2

x0
+ p2

y0
+ p2

z0
+ m2c2

)
(8.13)

Çíà÷åíèÿ y(t) è z(t) ìîãóò áûòü ëåãêî íàéäåíû èç ðàâåíñòâà

v =
cp√

p2 + m2c2

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â êîìïîíåíòàõ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âðåìåíè. Íàïðèìåð, äëÿ y(t)

èìååì
dy

dt
=

py0c√
(px0 + eEt)2 + p2

y0
+ p2

z0
+ m2c2

(8.14)
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Èíòåãðèðóÿ (8.14) ïî âðåìåíè, íàõîäèì y(t),

y(t) = y0 +
py0c

eE
ln


(px0 + eEt) +

√
(px0 + eEt)2 + p2

y0
+ p2

z0
+ m2c2

px0 +
√

p2
x0

+ p2
y0

+ p2
z0

+ m2c2


 (8.15)

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû (8.15) ìû âîñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèåì íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
∫

du√
u2 + a2

= ln
(
u +

√
u2 + a2

)

Âûðàæåíèå äëÿ z(t) îòëè÷àåòñÿ îò (8.15) òîëüêî çàìåíîé y0 íà z0. è py0 íà pz0 (ïåðåä çíàêîì
ëîãàðèôìà). Îòìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ y(t) è z(t) ñëåäóåò, ÷òî

y − y0

py0

=
z − z0

pz0

(8.16)

òî åñòü äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé îñè
x.

Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (8.15), ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âëèÿåò íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì âåêòîðó E. Ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò, êîòîðûé
â êëàññè÷åñêîé � íåðåëÿòèâèñòñêîé � ìåõàíèêå îòñóòñòâóåò.

Ïåðåõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ñëó÷àþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ôîðìó-
ëàõ (8.13) è (8.15) íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìïóëüñû (8.10) ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ mc. Òîãäà èç
ôîðìóëû (8.13) ïîëó÷àåì

x(t) ≈ x0 +
(px0 + eEt)2 − p2

x0

2meE
= x0 +

px0

m
t +

1

2

eE

m
t2, (8.17)

à èç ôîðìóëû (8.15) �

y(t) ≈ y0 +
py0c

eE
ln

px0 + eEt + mc

px0 + mc
≈ y0 +

py0c

m
t (8.18)

Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ ïîëÿ (eEt À mc,

px0 , py0 , pz0), èç (8.13), (8.15) ñëåäóåò

x(t) ≈ x0 + ct

y(t) ≈ y0 +
py0c

eE
ln

2eEt

px0 +
√

p2
x0

+ p2
y0

+ p2
z0

+ m2c2
(8.19)

Ðåçóëüòàò äëÿ x(t) äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí è îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ÷àñòèöà ïîä äåéñòâèå
ïîëÿ ðàçãîíÿåòñÿ äî ñêîðîñòè ñâåòà c.

47



Ëåêöèÿ 9

9.1 Äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì îäíî-
ðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

Íàéäåì òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì ïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ
H. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà H ïðèìåì çà îñü z. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

dp

dt
=

e

c
[vH] (9.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0

ẋ(0) = vx0 , ẏ(0) = vy0 , ż(0) = vz0 (9.2)

Â îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê

E =
mc2

√
1− v2

c2

= const

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, òî èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

p =
E
c2

v

ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (9.1) â ñëåäóþùåì âèäå:

E
c2

d

dt
v =

e

c
[vH] (9.3)
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Â êîìïîíåíòàõ óðàâíåíèå (9.3) âûãëÿäèò òàê

v̇x = ωvy, v̇y = −ωvx, v̇z = 0 (9.4)

ãäå ÷àñòîòà ω ðàâíà
ω =

ecH

ε
(9.5)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

v̈x + ω2vx = 0, v̈y + ω2vy = 0 (9.6)

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëÿ îñöèëëÿòîðà. Ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé (9.6) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (9.2) èìåþò âèä

vx(t) = vx0 cos ωt + Ax sin ωt

vy(t) = vy0 cos ωt + Ay sin ωt (9.7)

ãäå Ax, Ay - íåèçâåñòíûå ïîêà ïîñòîÿííûå. Èõ çíà÷åíèÿ ëåãêî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü
èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè (9.4). Ïîäñòàâëÿÿ (9.7) â óðàâíåíèå (9.4), ïîëó÷èì

Ax = vy0 , Ay = −vx0

Â èòîãå, äëÿ vx(t) è vy(t) èìååì

vx(t) = vx0 cos ωt + vy0 sin ωt

vy(t) = vy0 cos ωt− vx0 sin ωt (9.8)

Òåïåðü, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèé (9.8) ïî âðåìåíè ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(9.2), íåòðóäíî íàéòè x(t) è y(t),

x(t) = x0 +
vx0

ω
sin ωt− vy0

ω
cos ωt +

vy0

ω

y(t) = y0 +
vy0

ω
sin ωt +

vx0

ω
cos ωt− vx0

ω
(9.9)

Åñëè ôîðìóëû (9.9) ïåðåïèñàòü â âèäå

x(t) = x0 +
vy0

ω
+

√
v2

x0
+ v2

y0

ω
sin (ωt− α)

y(t) = y0 −
vx0

ω
+

√
v2

x0
+ v2

y0

ω
cos (ωt− α)
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ãäå
cos α =

vx0√
v2

x0
+ v2

y0

, sin α =
vy0√

v2
x0

+ v2
y0

,

òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî â ïëîñêîñòè (x, y) ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà
1
ω

√
v2

x0
+ v2

y0
ñ öåíòðîì â òî÷êå

(
x0 +

vy0

ω
, y0 − vx0

ω

)
.

Òðåòüå èç óðàâíåíèé (9.4), êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå âäîëü îñè z, òî åñòü âäîëü
âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H, äàåò

vz = vz0 , z = z0 + vz0t (9.10)

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåçóëüòàòîâ (9.9), (9.10) ñëåäóåò, ÷òî â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà H, à ðàäèóñ
ðàâåí 1

ω

√
v2

x0
+ v2

y0
. Ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ñëåäóåò

èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèé (9.8) è (9.10). ×àñòîòà ω

(ñì. îïðåäåëåíèå (9.5)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ÷àñòèöû â ïëîñêîñòè (x, y).
Øàã âèíòîâîé ëèíèè - ñìåùåíèå âäîëü îñè z çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ - ðàâåí 2π

vz0

ω
.

Ïåðåõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó çàòðàãèâàåò òîëüêî âåëè÷èíó ω. Ïðè ìàëûõ
ñêîðîñòÿõ E ≈ mc2 è ω ≈ eH

mc
.

9.2 Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå. ×åòûðåõìåðíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèîíàëó (7.1).
Âàðüèðóÿ äåéñòâèå (7.1), ïîëó÷èì

δS = −
2∫

1

mcδds− e

c

2∫

1

δAidxi − e

c

2∫

1

Aiδdxi (9.11)

Ïðåîáðàçóåì êàæäûé èç òðåõ èíòåãðàëîâ â âûðàæåíèè (9.11).
Ïåðâûé èíòåãðàë ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó ds =

√
dxidxi,

òî
δds = δ

√
dxidxi =

1

2

dδxidxi + dxidδxi

√
dxidxi

=
dxidδxi

ds
= uidδxi

50



ãäå ui = dxi/ds - 4-ñêîðîñòü. Ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì
2∫

1

mcδds =

2∫

1

mcuidδxi = mcuiδx
i
∣∣2
1
−

2∫

1

mcδxidui = −
2∫

1

mc
dui

ds
δxids (9.12)

Â (9.12) ìû ó÷ëè, ÷òî âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ áåðåòñÿ ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ íà÷àëüíîé (1)
è êîíå÷íîé (2) òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, δxi(1) = δxi(2) = 0.

Âòîðîé èíòåãðàë â (9.11) ïðåîáðàçóåì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 4-ïîòåíöèàë åñòü çàäàííàÿ ôóíê-
öèÿ 4-êîîðäèíàò,

e

c

2∫

1

δAidxi =
e

c

2∫

1

∂Ai

∂xk
δxkdxi =

e

c

2∫

1

∂Ai

∂xk
δxkuids =

e

c

2∫

1

∂Ak

∂xi
ukδxids (9.13)

Ïîñêîëüêó ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, ïåðåîáîçíà÷åíèå i íà
k, à k íà i, âûïîëíåííîå â ïîñëåäíåì èç ðàâåíñòâ (9.13), íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò. Òàêîå
ïåðåîáîçíà÷åíèå èíäåêñîâ âûïîëíåíî ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû âûäåëèòü âî âñåõ òðåõ
÷ëåíàõ ñîîòíîøåíèÿ (9.11) âåëè÷èíó δxi êàê îáùèé ìíîæèòåëü.

Òðåòèé ÷ëåí â (9.11), êàê è ïåðâûé, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî δxi(1) =

δxi(2) = 0,

e

c

2∫

1

Aiδdxi =
e

c

2∫

1

Aidδxi = −e

c

2∫

1

δxidAi = −e

c

2∫

1

∂Ai

∂xk
dxkδxi = −e

c

2∫

1

∂Ai

∂xk
ukδxids (9.14)

Ñîáèðàÿ (9.12)-(9.14) âìåñòå, ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (9.11) â âèäå

δS =

2∫

1

[
mc

dui

ds
− e

c

(
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk

)
uk

]
δxids (9.15)

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
δS = 0. Ïîñêîëüêó ýòî óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé âàðèàöèè δxi, òî
èç (9.15) ñëåäóåò, ÷òî

mc
dui

ds
− e

c

(
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk

)
uk = 0 (9.16)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõìåðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåí-
íîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Óðàâíåíèå (9.16) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ñëåäó-
þùåì âèäå:

mc
dui

ds
=

e

c
Fiku

k (9.17)
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ãäå
Fik =

∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
(9.18)

àíòèñèììåòðè÷íûé 4-òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, êîòîðûé íàçûâàþò òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ. Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ êîìïîíåí-
òàìè âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. ×òîáû íàéòè ýòó ñâÿçü
â ÿâíîì âèäå, ïîäñòàâèì 4-ïîòåíöèàë Ai = (ϕ,−A) â ôîðìóëó (9.18) è ñîïîñòàâèì ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëåíèé ïî ýòîé ôîðìóëå ñ îïðåäåëåíèÿìè âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé (7.19) è (7.20). Â èòîãå ïîëó÷èì

Fik =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0




(9.19)

Îïðåäåëåíèå (9.18) è ÿâíîå âûðàæåíèå (9.19) îòíîñÿòñÿ ê êîâàðèàíòíûì êîìïîíåíòàì
òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ïîëó÷àþòñÿ ïî îáùåìó
ïðàâèëó ïóòåì ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ó 4-ïîòåíöèàëà è 4-ðàäèóñ-
âåêòîðà. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ 4-òåíçîðà F ik áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò (9.19) òîëüêî çíàêîì
ïåðåä êîìïîíåíòàìè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óðàâíåíèå (9.17) ñîäåðæèò â ñåáå ÷åòûðå îòäåëüíûõ óðàâíåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ
îòâå÷àåò îòäíîìó èç ÷åòûðåõ çíà÷åíèé èíäåêñà i. Ýòè ÷åòûðå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, åñëè óìíîæèòü (9.17) íà ui. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (9.17) îáðàòèòñÿ â íóëü â ñèëó òîãî, ÷òî d

ds
uiu

i = 0, òàê êàê uiu
i = 1. Ïðàâàÿ

÷àñòü óðàâíåíèÿ (9.17) îáðàòèòñÿ â íóëü êàê ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà Fik

íà ñèììåòðè÷íûé � uiuk.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåíûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî âðåìåííàÿ (i = 0) êîìïîíåíòà

óðàâíåíèÿ (9.17) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (8.2). Èìååì

mc
du0

ds
=

e

c
F0ku

k =
e

c2
E

v√
1− v2

c2
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Ïîñêîëüêó ds = c

√
1− v2

c2
dt, òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà

mc
du0

ds
=

m√
1− v2

c2

d

dt

1√
1− v2

c2

=
1

c2

√
1− v2

c2
dt

d

dt

mc2

√
1− v2

c2

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì (ñì. (8.2))

d

dt

mc2

√
1− v2

c2

= eEv

Òðè ïðîñòðàíñòâåííûå (i = 1, 2, 3) êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ (9.17) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êîìïîíåíòàìè òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.21). Òî, ÷òî ÷åòûðå óðàâíåíèÿ
(9.17) íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îòðàæàåò òî ôàêò, ÷òî óðàâíåíèå (8.2) åñòü ñëåäñòâèå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.21).
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Ëåêöèÿ 10

10.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíûé ϕ è âåêòîðíûé A ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-ïîòåíöèàëà,
Ai = (ϕ,A), òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé, îíè ïðåîáðàçóþòñÿ
êàê êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà:

ϕ =
ϕ′ +

V

c
A′

x√
1− V 2

c2

, Ax =
A′

x +
V

c
ϕ′

√
1− V 2

c2

(10.1)

Ay = A′
y, Az = A′

z

Çäåñü, êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà îòñ÷åòà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ñî ñêîðîñòüþ V âäîëü îñè x.

Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè 4-òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé îíè ïðåîáðàçóþòñÿ êàê êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íî-
ãî 4-òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà Fik ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïî-
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íåíò 4-âåêòîðîâ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ F 01 èìååì

F 01 ∼ A0B1 =
A0′ +

V

c
A1′

√
1− V 2

c2

B1′ +
V

c
B0′

√
1− V 2

c2

∼
F 01′ +

V

c
F 11′ +

V

c
F 00′ +

V 2

c2
F 10′

1− V 2

c2

= F 01′ (10.2)

òàê êàê ó àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà F 10′ = −F 01′, à äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû F 00′ è
F 11′ ðàâíû íóëþ.

Èç (10.2) ñëåäóåò, ÷òî
Ex = E ′

x (10.3)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà F 02 è F 03 ïðåîáðàçóþòñÿ êàê âðåìåííàÿ (i = 0) êîìïîíåíòà 4-õ
âåêòîðà, ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû 4-õ âåêòîðà ñ i = 2 è i = 3 îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì èìååì

F 02 =
F 02′ +

V

c
F 12′

√
1− V 2

c2

, F 03 =
F 03′ +

V

c
F 13′

√
1− V 2

c2

(10.4)

è, êàê ñëåäñòâèå ðàâåíñòâ (10.4),

Ey =
E ′

y +
V

c
H ′

z√
1− V 2

c2

, Ez =
E ′

z −
V

c
H ′

y√
1− V 2

c2

(10.5)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

F 23 = F 23′, F 12 =
F 12′ +

V

c
F 02′

√
1− V 2

c2

, F 13 =
F 13′ +

V

c
F 03′

√
1− V 2

c2

(10.6)

Ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâ (10.6) áóäóò ñîîòíîøåíèÿ

Hx = H ′
x, Hy =

H ′
y −

V

c
E ′

z√
1− V 2

c2

, Hz =
H ′

z +
V

c
E ′

y√
1− V 2

c2

(10.7)

Ôîðìóëû (10.3), (10.5) è (10.7) óñòàíàâëèâàþò ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïðè ïåðåõîäå ìåæäó èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îò-
ñ÷åòà.
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Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, V ¿ c, â ôîðìóëàõ (10.5) è (10.7) çíàìåíàòåëü ìîæ-
íî ïîëîæèòü ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäà ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé ìîæíî çàïèñàòü â
ñëåäóþùåì âèäå:

E = E′ − 1

c
[V,H′] , H = H′ +

1

c
[V,E′] (10.8)

Ðàññìîòðèì ñíîâà òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà FikF
ik �

ïðîèçâåäåíèå êîâàðèàíòíîãî è êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîðîâ � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿð,
òî åñòü âåëè÷èíó èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà ê äðóãîé. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

FikF
ik = 2

(
H2 − E2

)
(10.9)

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü êâàäðàòîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà.

Ñóùåñòâóåò åùå îäíà êîìáèíàöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç íàïðÿæåííîñòåé E è H, êîòîðàÿ
òàêæå íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷åòà. Èíâàðèàíòîì
îêàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

EH (10.10)

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.3), (10.5) è
(10.7).

10.2 Äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò

Ïðè ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ìû ðàññìàòðèâàëè ôóíêöèîíàë äåé-
ñòâèÿ S êàê èíòåãðàë, âçÿòûé âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè ñîáû-
òèÿìè, òî åñòü ìåæäó äâóìÿ çàäàííûìè òî÷êàìè â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè âà-
ðüèðîâàíèè äåéñòâèÿ ñðàâíèâàëèñü çíà÷åíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà äëÿ ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé,
íî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíè è òå æå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè. Èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ
îïðåäåëÿëàñü èç óñëîâèÿ δS = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë äåéñòâèÿ ñ äðóãèõ ïîçèöèé. Áóäåì âû÷èñëÿòü äåéñòâèå
âäîëü èñòèííîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò çàäàííóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó ñ êîíå÷íîé

56



òî÷êîé, êîîðäèíàòû êîòîðîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåìåííûå. Äðóãèìè ñëîâàìè, áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë äåéñòâèÿ äëÿ èñòèííûõ òðàåêòîðèé êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò
êîíå÷íîé òî÷êè. Òîãäà, ïîâòîðÿÿ âñå âûêëàäêè (9.1)-(9.14), íî â ïðåäïîëîæåíèè δxi(2) 6= 0,
ïîëó÷èì

δS =

2∫

1

[
mc

dui

ds
− e

c

(
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk

)
uk

]
δxids−mcuiδx

i(2)− e

c
Aiδx

i(2) (10.11)

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â (10.11) îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ èñòèííûõ òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ (9.16). Ïîýòîìó äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò êîíå÷íîé
òî÷êè óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

δS = −
(
mcui +

e

c
Ai

)
δxi (10.12)

ãäå δxi ≡ δxi(2). Èç (10.12) ñëåäóåò, ÷òî

− ∂S

∂xi
=

(
mcui +

e

c
Ai

)
(10.13)

Âåëè÷èíà (10.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé 4-âåêòîð (ïîäíÿòèåì èíäåêñà ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòðàâàðèàíòíûé 4-âåêòîð). 4-âåêòîð − ∂S

∂xi
(èëè − ∂S

∂xi

)
åñòåñòâåííî íàçûâàòü 4-âåêòîðîì îáîáùåííîãî èìïóëüñà ÷àñòèöû. Âûïèøåì êîìïîíåíòû
îáîáùåííîãî èìïóëüñà â ÿâíîì âèäå. Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî 4-âåêòîðà, íàïðèìåð, èìååì

pi = − ∂S

∂xi

=




1

c




mc2

√
1− v2

c2

+ eϕ


 ,

mv√
1− v2

c2

+
e

c
A


 (10.14)

Ñîãëàñíî (10.14) âðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 4-âåêòîðà pi ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1

c
ñîâ-

ïàäàåò ñ ýíåðãèåé çàðÿäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûì ðàíåå òðåõìåðíûì îáîáùåííûì èìïóëüñîì (7.6).

10.3 Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðàíòíîñòü

Êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.21) è (9.17) âõîäÿò
íå ñàìè ïîòåíöèàëû, à ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ � íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è
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ìàãíèòíîãî ïîëåé, E è H. Ïîñêîëüêó îá ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî ñóäèòü ïî òîìó
âëèÿíèþ, êîòîðîå îíî îêàçûâàåò íà äâèæåíèå çàðÿäà, òî íåîáõîäèìûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ íàïðÿæåííîñòè E è H.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ϕ è A ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ
íàïðÿæåííîñòè E è H. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè çàäàííîå ïîëå ìîæíî îïèñàòü ðàçëè÷íûìè
ïîòåíöèàëàìè, òî íàñêîëüêî ýòè ïîòåíöèàëû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ïðîùå âñåãî, îáðàòèâøèñü ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ (9.18). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ìåíÿåòñÿ, åñëè 4-
ïîòåíöèàë Ak çàìåíèòü íà

A′
k = Ak +

∂f

∂xk
(10.15)

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ 4-ðàäèóñ-âåêòîðà. Ïîäñòàâëÿÿ (10.15) â (9.18), ïîëó÷èì

F ′
ik = Fik +

∂

∂xi

∂f

∂xk
− ∂

∂xk

∂f

∂xi
= Fik

Ïðåîáðàçîâàíèå (10.15) ïðèíÿòî íàçûâàòü êàëèáðîâî÷íûì (èëè ãðàäèåíòíûì), à èíâàðè-
àíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàëèáðîâî÷íîé (èëè ãðàäè-
åíòíîé) èíâàðèàíòíîñòüþ.

Ïðè ïåðåõîäå îò ÷åòûðåõìåðíûõ ê îáû÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èç (10.15) ñëåäóåò

ϕ′ = ϕ +
1

c

∂f

∂t

A′ = A− grad f (10.16)

Åñëè ïîäñòàâèòü (10.16) â îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî íè E, íè H íå èçìåíÿòñÿ.

Íåîäíîçíà÷íîñòü ïîòåíöèàëîâ ϕ è A äàåò âîçìîæíîñòü íàêëàäûâàòü íà íèõ äîïîëíè-
òåëüíîå � êàëèáðîâî÷íîå � óñëîâèå. Ýòî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå åñòü ñïîñîá âûáðàòü
ôóíêöèþ f â (10.16). Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèþ f âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ñêàëÿð-
íûé ïîòåíöèàë áûë ðàâåí íóëþ.
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Ëåêöèÿ 11

11.1 Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà è òîêà. ×åòûðåõìåð-
íûé òîê

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè îäíó çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ÷àñòèö ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñóììîé
âêëàäîâ îò îòäåëüíûõ ÷àñòèö:

S = −
∑

a

∫ (
mac ds +

ea

c
Aidxi

)
(11.1)

ãäå èíäåêñ �a� íóìåðóåò ÷àñòèöû, à ïîòåíöèàë Ai áåðåòñÿ â òîé òî÷êå ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ �a�-ÿ ÷àñòèöà.

Âûðàæåíèå (11.1) íàïèñàíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷àñòèöû òî÷å÷íûå. Âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì îïèñûâàòü çàðÿäû íå êàê òî÷å÷íûå, à êàê ðàñïðåäå-
ëåííûå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûì îáðàçîì.

Åñëè ñ÷èòàòü çàðÿä ðàñïðåäåëåííûì â íåêîòîðîé îáëàñòè, òî ìîæíî ââåñòè îáúåìíóþ
ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ = ρ(r, t). Òîãäà ρ(r, t)dV åñòü çàðÿä, ðàñïîëîæåííûé â òî÷êå r îáúåìà
dV â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïåðåéòè ìàòåìàòè÷åñêè îò òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ê îáúåìíîé ïëîòíîñòè ρ(r, t) ìîæíî ñ
ïîìîùüþ δ-ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ ra çàðÿäîâ ea. Ðàäèóñ-âåêòîð ra, êîòî-
ðûé îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå �à�-îé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, â îáùåì ñëó÷àå åñòü ôóíêöèÿ
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âðåìåíè, ra = ra(t). Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ïëîòíîñòü ρ ðàâíà íóëþ ïîâñþäó, êðîìå òî÷åê, ãäå
ðàñïîëîæåíû çàðÿäû, à èíòåãðàë

∫
4V

ρdV ðàâåí ñóììå çàðÿäîâ âíóòðè îáúåìà 4V . Òàêèì

òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò âûðàæåíèå

ρ(r, t) =
∑

a

eaδ (r− ra(t)) (11.2)

Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, îíà ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé. Ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ çàðÿä, òî åñòü ρdV .
Òîãäà âåëè÷èíà ρdV dxi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 4-âåêòîð. Çàïèøåì ðàâåíñòâî

ρdV dxi = ρ
dxi

dt
dtdV (11.3)

Âåëè÷èíà dtdV � ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñ � ýëåìåíò îáúåìà â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà,

dΩ = d(ct)dV = JdΩ′ = d(ct′)dV ′ (11.4)

ãäå J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ; J åñòü îïðåäåëèòåëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, J = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ρ

dxi

dt
åñòü 4-âåêòîð, êîòîðûé íàçûâàþò 4-

âåêòîðîì ïëîòíîñòè òîêà
ji = ρ

dxi

dt
(11.5)

Íóëåâàÿ � âðåìåííàÿ � êîìïîíåíòà 4-òîêà ðàâíà cρ, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
� vρ. Ïîýòîìó

ji = (cρ,vρ) (11.6)

Èñïîëüçóÿ 4-âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äåéñòâèè (11.1) ÷ëåí, îòâå÷à-
þùèé çà âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäà ñ ïîëåì. Âìåñòî ñóììû ïî çàðÿäàì âîñïîëüçóåìñÿ èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî îáúåìó ñ ïëîòíîñòüþ (11.2). Òîãäà ïîëó÷èì

∑
a

∫
ea

c
Aidxi =

1

c

∫
ρAidxidV (11.7)

Â ñïðàâåäëèâîñòè (11.7) ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (11.2)
â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (11.7). Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííûé èíòåãðàë

1

c

∫
ρAidxidV =

1

c2

∫
Aiρ

dxi

dt
dctdV =

1

c2

∫
Aij

idΩ (11.8)
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Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâèì äåéñòâèå (11.1) â âèäå

S = −
∑

a

∫
macds− 1

c2

∫
Aij

idΩ (11.9)

11.2 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ρ â âèäå ñóììû δ-ôóíêöèé (11.2). Òîãäà äëÿ ïëîòíîñòè òîêà
j èìååì

j(r, t) = v(r, t)ρ(r, t) =
∑

a

eava(t)δ (r− ra(t)) (11.10)

ãäå va(t) � ñêîðîñòü �à�-ãî çàðÿäà. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ∂ρ
∂t
, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

∂ρ

∂t
=

∂

∂t

∑
a

eaδ (r− ra(t)) =
∑

a

ea

[
∂

∂ra

δ (r− ra)

]
dra

dt

= −
∑

a

ea

[
∂

∂r
δ (r− ra)

]
va(t) = −div

∑
a

eava(t)δ (r− ra) = −div j

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂

∂t
ρ + div j = 0 (11.11)

Â ÷åòûðåõìåðíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå âûãëÿäèò òàê

∂ji

∂xi
= 0 (11.12)

òî åñòü ÷åòûðåõìåðíàÿ äèâåðãåíöèÿ 4-âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà ðàâíà íóëþ.
Óðàâíåíèå (11.11) ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè. Ïî ñâîåìó ôèçè÷å-

ñêîìó ñìûñëó îíî îòðàæàåò ñîõðàíåíèå çàðÿäà. Ïîÿñíèì ýòî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé áàëàíñà.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåì 4V . Èçìåíåíèå çàðÿäà ýòîãî îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè
åñòü

∂

∂t

∫

4V

ρdV (11.13)

Èçìåíåíèå çàðÿäà (11.13) îáóñëîâëåíî ïåðåìåùåíèåì çàðÿäà ÷åðåç ãðàíèöó îáúåìà 4V .
Ïëîòíîñòü ïîòîêà çàðÿäà ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì 4V , åñòü
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vρ, ãäå v � ñêîðîñòü çàðÿäà â çàäàííîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè. Çàðÿä, âûòåêàþùèé â åäèíèöó âðåìåíè èç âñåãî îáúåìà 4V , îïðåäåëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëîì ∮

vρdf (11.14)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì 4V , âåêòîð df =

n · df íàïðàâëåí ïî âíåøíåé íîðìàëè n ê ïîâåðõíîñòè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûõîäÿùèé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü çàðÿä ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîëíîãî

çàðÿäà â îáúåìå 4V , ïèøåì ñîîòíîøåíèå áàëàíñà

∂

∂t

∫

4V

ρdV = −
∮

vρdf (11.15)

Óðàâíåíèå (11.15) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåïðåðûâ-
íîñòè â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ íåòðóäíî ïîëó÷èòü è äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (11.11).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà ìîæíî çàïèñàòü
∮

vρdf =

∫

4V

div vρdV,

òîãäà èç (11.15) ñëåäóåò ∫

4V

(
∂

∂t
ρ + div vρ

)
dV = 0

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî 4V , òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
äîëæíî áûòü ðàâíî íóëþ. Â èòîãå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè (11.11).

11.3 Äåéñòâèå äëÿ ïîëÿ â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ

Äî ñèõ ïîð ìû èíòåðåñîâàëèñü äâèæåíèåì çàðÿäîâ â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ çàïèñàíû ôóíêöèîíàëû äåéñòâèÿ (11.1) è (11.9).

Òåïåðü ðàññìîòðèì âêëàä â äåéñòâèå, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñàìèì ýëåêòðî-
ìàãíèòíûì ïîëåì, òî åñòü äåéñòâèå äëÿ ïîëÿ â ñèòóàöèè, êîãäà çàðÿäû îòñóòñòâóþò. Â
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òîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, êîòîðóþ ìû îáñóæäàëè äî ñèõ ïîð, ýòîò âêëàä íå áûë âàæåí. Ìû
èñêàëè òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ çàðÿäà, à ïîëå ïðåäïîëàãàëîñü çàäàííûì. Îäíàêî, çíàíèå
ýòîãî âêëàäà â äåéñòâèå íåîáõîäèìî, åñëè ìû èùåì ñàìî ïîëå.

Èñêîìûé � ïîëåâîé � âêëàä â äåéñòâèå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðÿäó óñëîâèé.
Èç îïûòà ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè.

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé èñòî÷íèêîâ (íàïðèìåð, çàðÿäîâ), åñòü âåê-
òîðíàÿ ñóììà íàïðÿæåííîñòåé îò êàæäîãî îòäåëüíîãî èñòî÷íèêà. Èçâåñòíî, ÷òî ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöèè äåéñòâóåò äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ñóììà ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ, êîòîðûå ìû ïðåäïîëàãàåì âûâåñòè, äîëæíû áûòü
ëèíåéíûìè.

×òîáû ïîëó÷èòü ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé âêëàä â äåéñòâèå äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó íàïðÿæåííîñòè. Òîãäà
ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìû ïîëó÷èì â èòîãå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî äåéñòâèå äîëæíî áûòü ñêàëÿðîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëåâîé
âêëàä â äåéñòâèå äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå

∫
FikF

ikdΩ (11.16)

ãäå èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à ïî âðåìåíè � îò
íà÷àëüíîãî (t1) äî êîíå÷íîãî (t2) ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Çíàê ïåðåä âêëàäîì (11.16) äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì. Òàê êàê FikF
ik = 2 (H2 − E2)

(ñì. (10.9)), òî èíòåãðàë (11.16) áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåí −(∂A
∂t

)2. Áûñòðûì èçìåíåíèåì âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà ñî âðåìåíåì âêëàä (11.16) ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü îòðèöàòåëüíûì è
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Â ðåçóëüòàòå âêëàä (11.16) íå èìåë áû
ìèíèìóìà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.

×èñëåííûé êîýôôèöèåíò ïåðåä (11.16) îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ñèñòåìû åäèíèö (â äàëü-
íåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ãàóññîâà ñèñòåìà åäèíèö).

Â èòîãå, âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå è äâèæóùèåñÿ â íåì ÷àñòèöû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

S = −
∑

a

∫
mac ds− 1

c2

∫
Aij

idΩ− 1

16πc

∫
FikF

ikdΩ (11.17)
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Ëåêöèÿ 12

12.1 Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

Èç îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé

E = −grad ϕ− 1

c

∂A

∂t

H = rot A (12.1)

ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî òîëüêî E è H. Âû÷èñëÿÿ rot E, ïîëó÷èì

rot E = −rot grad ϕ− 1

c

∂

∂t
rot A = −1

c

∂H

∂t
,

òàê êàê rot grad ϕ = 0. Òàêèì îáðàçîì,

rot E = −1

c

∂H

∂t
(12.2)

Ïîñêîëüêó äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà âåêòîðíîé ôóíêöèè åñòü íóëü, òî èç (12.1) ñëåäóåò

div H = 0 (12.3)

Óðàâíåíèÿ (12.2), (12.3) ïðåäñòàâëÿò ñîáîé äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Äâà äðóãèõ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïî çàäàííûì îáú-

åìíûì ïëîòíîñòÿì çàðÿäà è òîêà, âûâåäåì ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.
Èñêîìûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèÿ δS = 0 ïðè âàðüèðîâàíèè âõîäÿùèõ â (11.17)
âåëè÷èí, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïîëå. Òàêèìè âåëè÷èíàìè â (11.17) ÿâëÿþòñÿ 4-ïîòåí-
öèàëû.
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Ïðè âàðüèðîâàíèè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè çíà-
÷åíèÿ 4-ïîòåíöèàëà çàäàíû. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî îáúåìó ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëå íà áåñêî-
íå÷íîñòè îòñóòñòâóåò.

Ïåðâûé ÷ëåí â (11.17) âîîáùå íå äàåò âêëàä â δS, à âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû ïðèâîäÿò
ê âûðàæåíèþ

δS = − 1

c2

∫
jiδAidΩ− 1

8πc

∫
F ikδFikdΩ (12.4)

Ïðåîáðàçóåì (12.4), ïîäñòàâëÿÿ δFik â ÿâíîì âèäå,

δS = − 1

c2

∫
jiδAidΩ− 1

8πc

∫
F ik

(
∂

∂xi
δAk − ∂

∂xk
δAi

)
dΩ

= − 1

c2

∫
jiδAidΩ +

1

4πc

∫
F ik ∂

∂xk
δAidΩ (12.5)

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâàìè

F ik ∂

∂xi
δAk ≡ F ki ∂

∂xk
δAi = −F ik ∂

∂xk
δAi

Èíòåãðèðóÿ âòîðîé ÷ëåí â (12.5) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

1

4πc

∫
F ik ∂

∂xk
δAidΩ =

1

4πc

∫
F i0δAi

∣∣∣∣
t2

t1

dxdydz +

(
1

4πc

∫
F i1δAi |+∞−∞ cdtdydz + · · ·

)
− 1

4πc

∫ (
∂

∂xk
F ik

)
δAidΩ (12.6)

Â (12.6) âñå ÷ëåíû, êðîìå ïîñëåäíåãî, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íà ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ âàðèàöèÿ 4-ïîòåíöèàëà, δAi(t1) = δAi(t2) = 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî 4-ïîòåíöèàë â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé
ìîìåíòû âðåìåíè çàäàí. Ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ÿâëÿþòñÿ ±∞, ãäå
ïîëå èñ÷åçàåò. Ïîäñòàâëÿÿ (12.6) â (12.5), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

δS = − 1

c2

∫
jiδAidΩ− 1

4πc

∫ (
∂

∂xk
F ik

)
δAidΩ (12.7)

Ïðèðàâíèâàÿ δS íóëþ è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå âàðèàöèè δAi, ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèå

∂

∂xk
F ik = −4π

c
ji (12.8)
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Óðàâíåíèå (12.8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïîëå (òî÷íåå,
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ) ïî çàäàííîìó 4-âåêòîðó ïëîòíîñòè òîêà (èëè îáúåìíûì ïëîòíîñòÿì
çàðÿäà è òîêà).

Íóëåâàÿ � âðåìåííàÿ � êîìïîíåíòà óðàâíåíèÿ (12.8) ñðàçó äàåò

div E = 4πρ (12.9)

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ (i = 1, 2, 3) ñîñòàâëÿþùàÿ óðàâíåíèÿ (12.8) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äëÿ i = 1 èç óðàâíåíèÿ (12.8) ñëåäóåò

1

c

∂

∂t
F 10 +

∂

∂y
F 12 +

∂

∂z
F 13 =

1

c

∂

∂t
Ex − ∂

∂y
Hz +

∂

∂z
Hy = −4π

c
jx

èëè
(rot H)x =

1

c

∂

∂t
Ex +

4π

c
jx

Òàêîé æå âèä áóäóò èìåòü óðàâíåíèÿ äëÿ i = 2, 3. Îáúåäèíÿÿ èõ, íàõîäèì

rot H =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j (12.10)

Óðàâíåíèÿ (12.9), (12.10) âìåñòå ñ óñòàíîâëåííûìè ðàíåå óðàâíåíèÿìè (12.2) è (12.3) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ÷åòûðå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè ýëåê-
òðîäèíàìèêè.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñòîêñà, ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.2). Èìååì

∫
rot Edf =

∮
Edl (12.11)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà åñòü èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè, à ïðàâàÿ ÷àñòü � èíòåãðàë ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó, îãèáàþùåìó ýòó ïîâåðõíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èç (12.2) ñëåäóåò

∮
Edl = −1

c

∂

∂t

∫
Hdf (12.12)

òî åñòü öèðêóëÿöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî êîíòóðó îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
îò ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âíóòðè êîíòóðà.
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Èíòåãðèðóÿ (12.3) ïî íåêîòîðîìó îáúåìó 4V è èñïîëüçóÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà, ïîëó÷èì ∫

4V

div HdV =

∮
Hdf = 0 (12.13)

ãäå âòîðîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáúåì 4V .
Ñîãëàñíî (12.13), ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõ-
íîñòü ðàâåí íóëþ.

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (12.9) ïî îáúåìó 4V

∫

4V

div EdV = 4π

∫

4V

ρdV,

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
∮

Edf = 4π

∫

4V

ρdV (12.14)

Ñîãëàñíî (12.14), ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü,
îãðàíè÷èâàþùóþ íåêîòîðûé îáúåì, ïðîïîðöèîíàëåí çàðÿäó, íàõîäÿùåìóñÿ â ýòîì îáúåìå.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (12.10) ïî îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì ïîâåðõíîñòè è èñïîëüçóÿ òåî-
ðåìó Ñòîêñà, ïîëó÷èì ∮

Hdl =
4π

c

∫ (
j +

1

4π

∂E

∂t

)
df (12.15)

Ýòî ðàâåíñòâî ãëàñèò, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ïðîïîð-
öèîíàëüíà òîêó, ïðîòåêàþùåìó ÷åðåç ïîâåðõíîñòü âíóòðè êîíòóðà. Âåëè÷èíó 1

4π

∂E

∂t
íà-

çûâàþò òîêîì ñìåùåíèÿ.
Èç ÷åòûðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ (12.8) è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (12.9) è (12.10) íåòðóäíî

âûâåñòè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (â ôîðìå (11.11) èëè (11.12)).
Â ÷åòûðåõìåðíîì âèäå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñðàçó ñëåäóåò èç (12.8). Äèôôåðåí-

öèðóÿ (12.8), ïîëó÷èì
∂

∂xi

∂

∂xk
F ik = −4π

c

∂

∂xi
ji

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ êàê ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íà
àíòèñèììåòðè÷íûé. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óðàâíåíèå (11.12).
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Åñëè âçÿòü äèâåðãåíöèþ îò óðàâíåíèÿ (12.10) è ó÷åñòü, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ðîòîðà âåê-
òîðíîé ôóíêöèè åñòü íóëü, ïîëó÷èì

1

c

∂

∂t
div E +

4π

c
div j = 0

Çàìåíÿÿ div E íà 4πρ (ñì. óðàâíåíèå (12.9)), ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â ôîðìå
(11.11).

12.2 Ïëîòíîñòü è ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
1

2c

∂

∂t

(
E2 + H2

)
=

1

c
E

∂E

∂t
+

1

c
H

∂H

∂t

Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé âûðàçèì
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (12.2) è (12.10). Òîãäà ïîëó÷èì

1

2c

∂

∂t

(
E2 + H2

)
= −4π

c
jE− (H rot E− E rot H) (12.16)

Êîìáèíàöèþ â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (12.16) ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàïèøåì ýòî âûðàæåíèå ÷åðåç àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð εαβγ

H rot E− E rot H = Hαεαβγ
∂

∂rβ

Eγ − Eαεαβγ
∂

∂rβ

Hγ =

εβγα

(
∂

∂rβ

Eγ

)
Hα + εβγα

(
∂

∂rβ

Hα

)
Eγ

ãäå âî âòîðîì ÷ëåíå ìû ïðîâåëè ïåðåîáîçíà÷åíèå, α çàìåíèëè íà γ, à γ � íà α, è ïåðåñòà-
âèëè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èíäåêñû ó òåíçîðà εαβγ. Òåïåðü ïîëó÷èì

H rot E− E rot H =
∂

∂rβ

εβγαEγHα = div [EH]

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ðàâåíñòâî (12.16), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

1

2c

∂

∂t

(
E2 + H2

)
= −4π

c
jE− div [EH] (12.17)
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Ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (12.17) ïî íåêîòîðîìó îáúåìó 4V è ïðåîáðàçóåì âêëàä îò
ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà. Òîãäà ïîëó÷èì

∂

∂t

∫

4V

E2 + H2

8π
dV = −

∫

4V

jEdV −
∮

c

4π
[EH] df (12.18)

Åñëè ðàñïðîñòðàíèòü èíòåãðèðîâàíèå íà âñå ïðîñòðàíñòâî, òî èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè îá-
ðàòèòñÿ â íóëü (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò).
Îñòàâøèéñÿ ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (12.18) ïðåîáðàçóåì, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíî-
ñòè òîêà (11.10), ∫

jEdV =
∑

a

eava(t)E(ra(t), t) =
d

dt

∑
a

εa

ãäå εa =
mac

2

√
1− v2

a

c2

.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

d

dt

(∫
E2 + H2

8π
dV +

∑
a

εa

)
= 0 (12.19)

òî åñòü äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ÷àñòèö, âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ
â ñêîáêàõ, ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó âêëàä îò ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èõ ñóììàðíóþ
ýíåðãèþ (êèíåòè÷åñêóþ è ýíåðãèþ ïîêîÿ), òî ïîëåâîé âêëàä â (12.19) åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
ýíåðãèåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó âåëè÷èíà

W =
E2 + H2

8π
(12.20)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (12.18) è íàïèøåì åãî â âèäå

∂

∂t




∫

4V

WdV +
∑

a

εa


 = −

∮
c

4π
[EH] df

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ïîëÿ è ÷àñòèö â îáúåìå
4V â åäèíèöó âðåìåíè. Ïîýòîìó èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïîòîê ýíåðãèè ïîëÿ ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ îáúåì 4V . Âåêòîð

S =
c

4π
[EH] (12.21)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè ïîëÿ. Âåêòîð (12.21) íàçûâàþò âåêòîðîì
Ïîéíòèíãà.
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Ëåêöèÿ 13

13.1 Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà çàðÿäû ïîêîÿòñÿ, è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå çàâèñèò îò
âðåìåíè. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðèíèìàþò âèä

div E = 4πρ (13.1)

rot E = 0 (13.2)

Ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò, H = 0. Ýòî ñëó÷àé ýëåêòðîñòàòèêè.
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî ÷åðåç ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë

E = −grad ϕ (13.3)

Òîãäà óðàâíåíèå (13.2) óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à èç óðàâíåíèÿ (13.1) ïîëó÷èì

4ϕ = −4πρ (13.4)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà. Â îòñóòñòâèå ïëîòíîñòè çàðÿäà îíî ñâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

4ϕ = 0 (13.5)

Íàéäåì ïîëå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íûì çàðÿäîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (13.1),
çàïèñàííûì â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (ñì. (12.14)). Èç ñèììåòðèè çàäà÷è ÿñíî, ÷òî íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäåò íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó
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íàáëþäåíèÿ è çàðÿä. Åñëè ìû õîòèì îïðåäåëèòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â òî÷êå r, à çàðÿä
ðàñïîëîæåí â òî÷êå r0, òî E áóäåò íàïðàâëåíî âäîëü âåêòîðà r−r0. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà
íàïðÿæåííîñòè íà îäèíàêîâîì óäàëåíèè îò çàðÿäà äîëæíà áûòü îäíîé è òîé æå, ïîýòî-
ìó îíà ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò |r− r0|. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ñëåäóåò
èñêàòü â âèäå

E(r) = E (|r− r0|) r− r0

|r− r0| (13.6)

ãäå E (|r− r0|) � íåèçâåñòíàÿ ïîêà ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (13.6) â óðàâíåíèå
(12.14) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì |r− r0| ñ öåíòðîì â òî÷êå
r0. Äëÿ ëåâîé ÷àñòè (12.14) ïîëó÷èì

∮
Edf =

∮
E (|r− r0|) r− r0

|r− r0|df = 4π |r− r0|2 E (|r− r0|) (13.7)

Ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè (12.14) èíòåãðàë ïî îáúåìó ðàâåí

4π

∫
ρdV = 4πe (13.8)

Ïðèðàâíèâàÿ (13.7) è (13.8), ïîëó÷èì çàêîí Êóëîíà

E(r) = e
r− r0

|r− r0|3
(13.9)

Ñîãëàñíî (13.9), àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ óáûâàåò êàê
êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ äî çàðÿäà.

Çíàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íåòðóäíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà
ϕ. Èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (13.3) ñ ó÷åòîì (13.9), íàõîäèì

ϕ =
e

|r− r0| + ϕ0 (13.10)

ãäå ϕ0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå ϕ0 óäîáíî âûáðàòü ðàâíûì íóëþ, ÷òîáû
íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàëèñü â íóëü íå òîëüêî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, íî è ïîòåíöèàë.

Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò ïîëåçíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëà. Ïîñêîëüêó ïî-
òåíöèàë (13.10), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà,
òî ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå ïîòåíöèàë (13.10) è âûðàæåíèå äëÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòè
çàðÿäà

ρ(r) = eδ (r− r0)
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ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó
4 1

|r− r0| = −4πδ (r− r0) (13.11)

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè îäèí çàðÿä. Åñëè èìååòñÿ ñèñòåìà çàðÿäîâ, òî â ñè-
ëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ò.å. â ñèëó ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, íàïðÿæåííîñòü
ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñóììîé ïîëåé îò êàæäîãî çàðÿäà. Òàêîå æå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîòåíöèàëà ñèñòåìû çàðÿäîâ,

ϕ(r) =
∑

a

ea

|r− ra| (13.12)

ãäå ea � çàðÿä �à�-îé ÷àñòèöû, ra � ðàäèóñ-âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé åå ïîëîæåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå. Åñëè ââåñòè îáúåìíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà

ρ(r) =
∑

a

eaδ (r− ra) (13.13)

òî âûðàæåíèå (13.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ϕ(r) =

∫
ρ(r′)
|r− r′|dV ′ (13.14)

Ôîðìóëà (13.14) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (13.4). Îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ
ëþáîé îáúåìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ(r). Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ïîäñòàâèòü (13.14)
â óðàâíåíèå (13.4) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëîé (13.11). Èìååì

4ϕ(r) =

∫ (
4 1

|r− r′|
)

ρ(r′)dV ′ =
∫

(−4πδ (r− r′)) ρ(r′)dV ′ = −4πρ(r)

13.2 Ýíåðãèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ

Ñèñòåìà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñîçäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ýíåðãèþ êîòîðîãî ìû áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèåé çàðÿäîâ. Ïîñêîëüêó H = 0, òî ýíåðãèÿ
ñèñòåìû çàðÿäîâ ðàâíà

U =

∫
E2(r)

8π
dV (13.15)

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü, ñîçäàâàåìàÿ çàðÿäàìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èíòåãðàë âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó.
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Ïðåîáðàçóåì (13.15), èñïîëüçóÿ (13.3) è (13.1),

U =
1

8π

∫
E(r) (−grad ϕ(r)) dV =

= − 1

8π

∫
div (E(r)ϕ(r)) dV +

1

8π

∫
ϕ(r)div E(r)dV =

= − 1

8π

∮
E(r)ϕ(r)df +

1

2

∫
ρ(r)ϕ(r)dV

Ïåðâûé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáúåì èíòåãðèðîâàíèÿ, â äàí-
íîì ñëó÷àå � ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè. Íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëå îòñóòñòâóåò,
ïîýòîìó ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Â èòîãå ïîëó÷àåì

U =
1

2

∫
ρ(r)ϕ(r)dV (13.16)

Åñëè ïîäñòàâèòü ñþäà ïîòåíöèàë ϕ(r) â ïðåäñòàâëåíèè (13.14), òî ôîðìóëó (13.16) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

U =
1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| dV dV ′

Èç (13.16) íåòðóäíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñèñòåì. Ïîä-
ñòàâëÿ â (13.16) ρ è ϕ â âèäå ρ = ρ1 + ρ2 è ϕ = ϕ1 + ϕ2, íàõîäèì U = U1 + U2 + U12,
ãäå

U12 =

∫
ρ1(r)ϕ2(r)dV =

∫
ρ2(r)ϕ1(r)dV =

∫ ∫
ρ1(r)ρ2(r

′)
|r− r′| dV dV ′ (13.17)

Äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, êîãäà äëÿ ρ(r) ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå (13.13), èíòå-
ãðèðîâàíèå â (13.16) âõîäÿùèõ â (13.13) δ-ôóíêöèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

U =
1

2

∑
a

eaϕ(ra)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ϕ(ra) èç (13.12), ïîëó÷èì

U =
1

2

∑
a

∑

b

eaeb

|ra − rb| (13.18)

Ñóììó (13.18) ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè. Îäíà ÷àñòü ñîäåðæèò ñëàãàåìûå ñ a 6= b è
çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Äðóãàÿ ÷àñòü ñóììû, ñîñòîÿùàÿ
èç ñëàãàåìûõ ñ a = b, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ñëàãàåìûõ.
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Êàæäîå èç áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ñëàãàåìûõ åñòü ýíåðãèÿ çàðÿäà â ñâîåì ñîáñòâåííîì
ïîëå. Ê áåñêîíå÷íîñòè ïðèâîäèò ïðåäïîëîæåíèå î òî÷å÷íîñòè ÷àñòèöû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ýëåêòðîäèíàìèêà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ íå ðàáîòàåò (òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííå ïðî-
òèâîðå÷èâîé). Îöåíèòü ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðûõ òåîðèÿ òåðÿåò ïðèìåíèìîñòü, ìîæíî ñ
ïîìîùüþ ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé. Åäèíñòâåííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ýíåð-
ãèè, íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîíà, � ýòî ýíåðãèÿ ïîêîÿ mec

2. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñ-
øòàá, íà êîòîðîì ýëåêòðîäèíàìèêà òåðÿåò ïðèìåíèìîñòü, ìîæíî îöåíèòü èç óñëîâèÿ, êî-
ãäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà ýíåðãèè ïîêîÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
r ∼ e2

mec2
(âåëè÷èíó re =

e2

mec2
ïðèíÿòî íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì ýëåêòðîíà). Ïî-

ëó÷åííûé ìàñøòàá îïðåäåëÿåò ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýëåêòðîäèíàìèêè íà ìàëûõ ðàññòî-
ÿíèÿõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îäíàêî, êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà òåðÿåò ñïðàâåäëèâîñòü
íà ìàñøòàáàõ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùèõ íàéäåííûé. Ïðîèñõîäèò ýòî èç-çà êâàíòîâûõ
ÿâëåíèé.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ýíåðãèè çàðÿäîâ, áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ
òîëüêî ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ â ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ñóììîé ïî a 6= b,

U =
1

2

∑

a 6=b

∑

b

eaeb

|ra − rb| (13.19)

13.3 Ïîòåíöèàë ñèñòåìû çàðÿäîâ íà äàëåêèõ ðàññòîÿíè-
ÿõ

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë (3.3) íà ðàññòîÿíèÿõ, íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ ðàçìåð ñèñòåìû çà-
ðÿäîâ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà çàðÿäîâ íàõîäèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà
(ðèñ. 13.1). Õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð ýòîé îáëàñòè L. Ïîëîæåíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî
îïðåäåëèì ðàäèóñ-âåêòîðîì R (R � ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîé òî÷êè O′ âíóòðè ñèñòåìû
çàðÿäîâ). Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà ea ïðåäñòàâèì â âèäå

ra = R + Ra

ãäå Ra îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå çàðÿäà îòíîñèòåëüíî O′.
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Ðèñ. 13.1:

Âûðàæåíèå (3.3) äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ(r) çàïèøåì ÷åðåç R è Ra,

ϕ(r) =
∑

a

ea

|r− ra| =
∑

a

ea

|r−R−Ra| (13.20)

Ðàññòîÿíèå îò ñèñòåìû çàðÿäîâ êàê öåëîãî äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ åñòü |r−R|. Ïîýòîìó
ïîä áîëüøèìè ðàññòîÿíèÿìè ñëåäóåò ïîíèìàòü

|r−R| À L > |Ra|

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà ϕ(r) íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ òðåáóåòñÿ ðàç-
ëîæèòü âûðàæåíèå (13.20) â ðÿä ïî îòíîñèòåëüíî ìàëîé âåëè÷èíå Ra.

Ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò âèä

ϕ(r) = ϕ(0) + ϕ(1) + ϕ(2) + · · · =

=

∑
a

ea

|r−R| −
(∑

a

eaRa

)
∂

∂r

1

|r−R| +

+
1

2

∑
a

ea (Ra)α (Ra)β

(
∂

∂r

)

α

(
∂

∂r

)

β

1

|r−R| + · · · (13.21)
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Ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (13.21) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì çàðÿäîì ñèñòåìû è óáûâàåò îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ. Âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû óáûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, êàê

1

|r−R|2 è 1

|r−R|3 è îïðåäåëÿþòñÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíûì çàðÿäîì, áîëåå ñëîæíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà â ñèñòåìå.
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Ëåêöèÿ 14

14.1 Äèïîëüíûé ìîìåíò. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äèïîëÿ

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà (13.21),

ϕ(1)(r) = −d
∂

∂r

1

|r−R| =
d (r−R)

|r−R|3 (14.1)

ãäå
d =

∑
a

eaRa (14.2)

Âåëè÷èíó d íàçûâàþò äèïîëüíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû çàðÿäîâ, à âûðàæåíèå (14.1) � äè-
ïîëüíûì âêëàäîì â ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Åñëè ñóììà çàðÿäîâ
ñèñòåìû

∑
a

ea ðàâíà íóëþ, òî äèïîëüíûé âêëàä (14.1) îêàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.
Îáñóäèì ñâîéñòâà äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Åñëè ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî

äèïîëüíûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòåìû � îí íå çàâèñèò îò âûáîðà ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Ñìåùåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò íà ëþáîé âåêòîð R0 íå ìåíÿåò çíà÷åíèå
äèïîëüíîãî ìîìåíòà,

d =
∑

a

ea (Ra + R0) =
∑

a

eaRa

Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ, íî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó çàðÿäîâ, òî

d = eR+ + (−e)R− = e (R+ −R−) (14.3)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî íàïèñàòü è â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ñîñòîèò èç áîëü-
øîãî ÷èñëà ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå �e� åñòü ñóììàðíûé çàðÿä
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îäíîãî çíàêà, à R+ è R− ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàäèóñ-âåêòîðû �öåíòðîâ� ïîëîæèòåëüíûõ
è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ.

Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

E = −grad
d

|r−R|3 =
3(dn)n− d

|r−R|3 (14.4)

ãäå n =
r−R

|r−R| � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò äèïîëÿ â òî÷êó íàáëþäåíèÿ.
Ïîÿñíèì âûâîä ôîðìóëû (14.4).

Ïîòåíöèàë ϕ(1)(r) çàïèøåì â âèäå (ñì. (14.1))

ϕ(1)(r) = −dβ
∂

∂rβ

1

|r−R| (14.5)

Ïîýòîìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå åñòü

(E)α =
∂

∂rα

dβ
∂

∂rβ

1

|r−R| = dβ
∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| (14.6)

Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èì

∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| =
3 (r−R)α (r−R)β

|r−R|5 − δαβ

|r−R|3 (14.7)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (14.7) â (14.6), ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (14.4).
Ïðîàíàëèçèðóåì ðåçóëüòàò (14.4). Åñëè íàïðàâëåíèå d âûáðàòü çà îñü z, òî â öèëèí-

äðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ïîëå íå áóäåò çàâèñåòü îò àçèìóòàëüíîãî
óãëà ϕ. Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååì

Er =
3d cos θ sin θ

|r−R|3 , Ez = d
3 cos2 θ − 1

|r−R|3 (14.8)

ãäå θ � óãîë ìåæäó d è n. Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòû ïîëÿ ðàâíû

Er = En =
2d cos θ

|r−R|3 , Eθ =
d sin θ

|r−R|3 (14.9)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîòåí-
öèàë ñèñòåìû óáûâàåò êàê 1

|r−R|2 , à íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � êàê 1

|r−R|3 .
Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ îáëàäàåò àçèìóòàëüíîé ñèììåòðèåé
îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà.
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14.2 Êâàäðóïîëüíûé âêëàä â ïîòåíöèàë íà äàëåêèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ

Òðåòèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà (13.21)

ϕ(2)(r) =
1

2

∑
a

ea (Ra)α (Ra)β

∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| (14.10)

íàçûâàþò êâàäðóïîëüíûì âêëàäîì â ïîòåíöèàë. Ýòîò âêëàä îêàçûâàåòñÿ âåäóùèì, åñëè
ïîëíûé çàðÿä è äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû çàðÿäîâ ðàâíû íóëþ.

Âûðàæåíèå (14.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕ(2)(r) =
1

2

∑
a

ea

(
(Ra)α (Ra)β −

1

3
δαβR

2
a

)
∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| (14.11)

Äîáàâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîãî δαβ ñëàãàåìîãî íå ìåíÿåò çíà÷åíèå ϕ(2)(r). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé (14.7), èìååì

δαβ
∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| = δαβ

(
3 (r−R)α (r−R)β

|r−R|5 − δαβ

|r−R|3
)

= 0

Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ ïðè r−R 6= 0 (â òî÷êå r = R îí íàðóøàåòñÿ, ñì. (13.11)).
Ôîðìóëó (14.11) ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

ϕ(2)(r) =
1

6
Dαβ

∂

∂rα

∂

∂rβ

1

|r−R| (14.12)

èëè, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ (ñì. (14.7)), â âèäå

ϕ(2)(r) =
1

2
Dαβnαnβ

1

|r−R|3 (14.13)

ãäå
Dαβ =

∑
a

ea

(
3 (Ra)α (Ra)β −R2

aδαβ

)
(14.14)

òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû çàðÿäîâ. Åñëè ââåñòè îáúåìíóþ ïëîòíîñòü çàðÿ-
äà, òî (14.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dαβ =

∫
ρ(R′)

(
3 (R′)α (R′)β −R′ 2δαβ

)
dV ′
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Ñîãëàñíî (14.14), Dαβ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, Dαβ = Dβα, ñ ðàâíûì íóëþ
ñëåäîì (ñóììîé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ), Dαα = 0.

Ïîñêîëüêó Dαβ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì, òî îí ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí,
òî åñòü ïðèâåäåí ê ãëàâíûì îñÿì. Ñëåä òåíçîðà Dαβ ðàâåí íóëþ, Dxx +Dyy +Dzz = 0. Ïî-
ýòîìó â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî äâà èç òðåõ ãëàâíûõ çíà÷åíèé îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

14.3 Ýíåðãèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ âî âíåøíåì ïîëå

Ïóñòü ñèñòåìà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ñîáñòâåííîå
ïîëå áóäåì ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíèì). Ïîòåíöèàë âíåøíåãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáîçíà÷èì ϕ(r). Òîãäà ýíåðãèÿ êàæäîãî èç çàðÿäîâ âî âíåøíåì ïîëå
áóäåò ðàâíà eaϕ(ra), ãäå ra ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà ea. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà (ñì.
òàêæå (13.17))

U =
∑

a

eaϕ(ra) (14.15)

Êàê è ðàíåå (ñì. ðèñ. 13.1) çàïèøåì ra â âèäå ra = R + Ra, ãäå R îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
ñèñòåìû çàðÿäîâ êàê öåëîãî. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ ìàëî ìåíÿåòñÿ
íà ðàçìåðàõ ñèñòåìû, ðàçëîæèì ϕ(ra) â ðÿä

ϕ(ra) = ϕ(R + Ra) = ϕ(R) + Ra
∂

∂R
ϕ(R) +

+
1

2
(Ra)α (Ra)β

∂

∂Rα

∂

∂Rβ

ϕ(R) + · · ·

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

U =
∑

a

eaϕ(ra) =

(∑
a

ea

)
ϕ(R) +

(∑
a

eaRa

)
∂

∂R
ϕ(R) +

+
1

2

(∑
a

ea (Ra)α (Ra)β

)
∂

∂Rα

∂

∂Rβ

ϕ(R) + · · · =

= Qϕ(R)− dE(R) +
1

6
Dαβ

∂

∂Rα

∂

∂Rβ

ϕ(R) (14.16)

Â (14.16) Q � ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû çàðÿäîâ, d � äèïîëüíûé ìîìåíò, Dαβ � êâàäðóïîëü-
íûé ìîìåíò. Ïðè âûâîäå ìû ó÷ëè, ÷òî E(R) = −grad ϕ(R) � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî
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ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå, ÷òî ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ ϕ(R) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ Ëàïëàñà (13.15), òî åñòü èñòî÷íèê âíåøíåãî ïîëÿ íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû çàðÿäîâ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ñèòóàöèþ, êîãäà ïîëíûé çàðÿä Q = 0 è âåäóùèì ÿâëÿåòñÿ äèïîëüíûé
âêëàä â (14.16). Âû÷èñëèì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ñèñòåìó çàðÿäîâ. Èìååì

F = −grad U = grad (dE(R)) . (14.17)

Âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíò îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì

Fα =
∂

∂Rα

dβEβ(R) = −dβ
∂

∂Rα

∂

∂Rβ

ϕ(R) =

= dβ
∂

∂Rβ

(
− ∂

∂Rα

ϕ(R)

)
=

(
d

∂

∂R

)
Eα(R)

èëè îêîí÷àòåëüíî
F =

(
d

∂

∂R

)
E(R) (14.18)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà äèïîëü âî âíåøíåì ïîëå. Ýòà
ñèëà îòëè÷íà îò íóëÿ, òîëüêî åñëè âíåøíåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó çàðÿäîâ. Â ïðåäïîëîæåíèè
Q = 0 èìååì

N =
∑

a

[ra, eaE(ra)] ≈
∑

a

[ra, eaE(R)] =

=
∑

a

[Ra, eaE(R)] = [d,E(R)] (14.19)

Â îòëè÷èå îò (14.18), ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà äèïîëü, îñòàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ è
â îäíîðîäíîì âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.
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Ëåêöèÿ 15

15.1 Ïîëå ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà

Íàéäåì ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ V. Ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, îáîçíà÷èì K, ñèñòåìó
îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿä ïîêîèòñÿ � K ′. Ïðåäïîëàãàåì, êàê è ðàíüøå, ÷òî îñü x ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è, ñîîòâåòñòâåííî, ñèñòåìû K ′.

Â ñèñòåìå îòñ÷åòà K ′ çàðÿä ïîêîèòñÿ è ìû èìååì äåëî ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ñëó÷àåì.
Ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ðàâíû íóëþ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî çàðÿä íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû K ′,
ìîæåì çàïèñàòü

ϕ′(r′) =
e

r′
, E′(r′) =

er′

r′3
, A′ = 0, H′ = 0 (15.1)

ãäå r′ = (x′, y′, z′).
Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â ñèñòåìå K, âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà íàõîäèì (ñì. (10.1))

ϕ(r, t) =
ϕ′(r′)√
1− V 2

c2

(15.2)

ãäå ðàäèóñ-âåêòîð r′ äîëæåí áûòü âûðàæåí ÷åðåç êîîðäèíàòû è âðåìÿ â K-ñèñòåìå. Èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïåðåõîäà èç ñèñòåìû K â K ′

x′ =
x− V t√
1− V 2

c2

, y′ = y, z′ = z, (15.3)
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íàõîäèì

r′ =
√

x′2 + y′2 + z′2 =

√
(x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

√
1− V 2

c2

(15.4)

Òîãäà
ϕ(r, t) =

e√
(x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

(15.5)

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ñèñòåìå K ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ ïîòåíöèàëîâ (10.1)
äàåò

A(r, t) =
V

c
ϕ(r, t) (15.6)

×òîáû íàéòè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â ñèñòåìå K ìîæíî ïî-
ñòóïèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìîæíî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëîâ, (15.5) è (15.6), íåïîñðåäñòâåííî â ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå íàïðÿæåííîñòè
ïîëåé E è H ñ ïîòåíöèàëàìè. Äðóãîé ñïîñîá ñîñòîèò â íàõîæäåíèè E è H ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ.

Ñîãëàñíî (10.3), (10.5) è (10.7), èìååì

Ex(r, t) = E ′
x =

(
1− V 2

c2

)
e (x− V t)

[
(x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

]3/2
(15.7)

Ey(r, t) =
E ′

y√
1− V 2

c2

=

(
1− V 2

c2

)
e · y

[
(x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

]3/2
(15.8)

Ez(r, t) =
E ′

z√
1− V 2

c2

=

(
1− V 2

c2

)
e · z

[
(x− V t)2 +

(
1− V 2

c2

)
(y2 + z2)

]3/2
(15.9)

Âûðàæåíèå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ñì. (10.7))

H(r, t) =
1

c
[VE(r, t)] (15.10)

ãäå E(r, t) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (15.7)-(15.9).
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Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ââåäåì ðàäèóñ-âåêòîð îò çàðÿäà äî òî÷êè
íàáëþäåíèÿ R = (x − V t, y, z) è óãîë θ ìåæäó R è ñêîðîñòüþ çàðÿäà V (èëè îñüþ x).
Òîãäà

(x− V t)2 = R2 cos2 θ, y2 + z2 = R2 sin2 θ

è ôîðìóëû (15.7)-(15.9) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó,

E(r, t) =
eR

R3

1− V 2

c2

(
1− V 2

c2
sin2 θ

)3/2
(15.11)

Íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè R îò ÷àñòèöû íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ çàâèñèò îò óãëà θ. Ýòî
ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò, êîòîðûé èñ÷åçàåò â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (ïðè V ¿ c ïî-
ëå èçîòðîïíî). Àíèçîòðîïèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âûðàæåíà òåì ñèëüíåå, ÷åì ñêîðîñòü
÷àñòèöû áëèæå ê ñêîðîñòè ñâåòà.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè äîñòèãàåòñÿ äëÿ íàïðàâëåíèé âïåðåä (θ = 0) è
íàçàä (θ = π) è ðàâíî

Emin =
e

R2

(
1− V 2

c2

)
(15.12)

Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû
(
θ =

π

2

)
,

Emax =
e

R2

1
(

1− V 2

c2

)1/2
(15.13)

Îòíîøåíèå
Emax

Emin

=

(
1− V 2

c2

)−3/2

(15.14)

õàðàêòåðèçóåò àíèçîòðîïèþ ïîëÿ. Îíî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå �ñïëþùèâàåòñÿ� â íàïðàâëåíèè V .

Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ â óçêîì
óãëîâîì èíòåðâàëå â îêðåñòíîñòè θ =

π

2
. Ïåðåïèøåì (15.11), ââîäÿ îáîçíà÷åíèå4θ =

π

2
−θ
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è ïîëàãàÿ, ÷òî 1− V 2

c2
¿ 1,

E(r, t) =
eR

R3

1− V 2

c2

(
1− V 2

c2
+

V 2

c2
sin24θ

)3/2
≈ eR

R3

1− V 2

c2

(
1− V 2

c2
+ sin24θ

)3/2
(15.15)

Èç-çà çíàìåíàòåëÿ â (15.15) óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü E èìååò ÿâíî âûðàæåííûé ìàêñèìóì
ïðè 4θ = 0. Õàðàêòåðíàÿ øèðèíà ìàêñèìóìà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

4θ ∼
√

1− V 2

c2
¿ 1 (15.16)

Îöåíêà (15.16) îïðåäåëÿåò òîò óãëîâîé èíòåðâàë â îêðåñòíîñòè θ =
π

2
, ãäå ñîñðåäîòî÷åíî

ïîëå.

15.2 Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèñòåìû òîêîâ

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ñèñòåìà çàðÿäîâ äâèæåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äâèæåíèå èìååò ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð.

Áóäåì èñêàòü óñðåäíåííîå ïî âðåìåíè ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ
äâèæåíèþ çàðÿäîâ. Óñðåäíåííîå ïî âðåìåíè ïîëå áóäåò òîëüêî ôóíêöèåé êîîðäèíàò. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïîñòîÿííûì âî âðåìåíè ìàãíèòíûì ïîëåì.

Óñðåäíÿÿ ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

< div H >= 0, < rot H >=

〈
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j

〉

ãäå ñðåäíåå îò çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ôóíêöèè F (t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

< F >= lim
T→∞

1

T

T∫

0

F (t)dt,

ïîëó÷èì
div < H >= 0, rot < H >=

4π

c
< j > (15.17)
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Ñðåäíåå îò ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â
íóëü,

〈
∂E

∂t

〉
= lim

T→∞

T∫

0

∂E

∂t
dt = lim

T→∞
E(T )− E(0)

T
= 0

ïîñêîëüêó íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ìåíÿåòñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, à T íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàåò.

Óðàâíåíèÿ (15.17) ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ < H > ïî çàäàííîé îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè òîêà < j >. Â äàëüíåéøåì,
èìåÿ â âèäó, ÷òî ìû ðàáîòàåì ñ óñðåäíåííûìè ïî âðåìåíè âåëè÷èíàìè, çíàê óñðåäíåíèÿ
< . . . > îïóñêàåì.

Âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì è ïðåîáðàçóåì âòîðîå èç óðàâíåíèé (15.17).
Ïîëó÷àåì

H = rot A, rot rot A = grad div A−4A =
4π

c
j

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëû, â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî,
ìîæíî íàëîæèòü íà íèõ äîïîëíèòåëüíîå � êàëèáðîâî÷íîå � óñëîâèå. Âûáåðåì êàëèá-
ðîâî÷íîå óñëîâèå â âèäå

div A = 0 (15.18)

Ýòî óñëîâèå âñåãäà ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì (10.16)
è íàäëåæàùèì âûáîðîì ôóíêöèè f , âõîäÿùåé â (10.16). Â êàëèáðîâêå (15.18) óðàâíåíèå
äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

4A = −4π

c
j (15.19)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òðåõ óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòî-
ðûõ ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà (13.4) äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â âèäå (13.14), íàõîäèì

A(r) =
1

c

∫
j(r′)
|r− r′|dV ′ (15.20)

Âûðàæåíèå (15.20) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15.19). Îíî îïðåäåëÿåò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè òîêà j(r).
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×òîáû íàéòè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(r) íóæíî âû÷èñëèòü ðîòîð îò âûðà-
æåíèÿ (15.20). Èìååì

H(r) =
1

c

[
∂

∂r
,

∫
j(r′)
|r− r′|dV ′

]
=

=
1

c

∫ [
∂

∂r

1

|r− r′| , j(r
′)
]

dV ′ = −1

c

∫
[(r− r′) , j(r′)]

|r− r′|3 dV ′

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïëîòíîñòü òîêà j(r), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèåì

H(r) =
1

c

∫
[j(r′), (r− r′)]

|r− r′|3 dV ′ (15.21)

Ôîðìóëà (15.21) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Áèî è Ñàâàðà.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèñòåìû äâè-

æóùèõñÿ çàðÿäîâ (èëè òîêîâ). Âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû âûïîëíåíûì äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû çàðÿäîâ (ñì. (13.15), (13.16)). Ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (12.20)) èñêîìàÿ
ýíåðãèÿ ðàâíà

U =

∫
H2

8π
dV

Ýòî âûðàæåíèå íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
1

8π

∫
H rot AdV =

1

8π

∫
(div [HA] + A rot H) dV

Èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà â èíòåãðàë ïî
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó íà áåñêîíå÷-
íîñòè ïîëå îòñóòñòâóåò. Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ (15.17) è (15.20), ïîëó÷àåì

U =
1

2c

∫
j(r)A(r)dV =

1

2c2

∫ ∫
j(r)j(r′)
|r− r′| dV dV ′
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Ëåêöèÿ 16

16.1 Ìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòå-
ìû. Ìàãíèòíûé ìîìåíò

Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ (15.20) è âûÿñíèì, êàê âåäåò ñåáÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ñîçäà-
âàåìûé ñèñòåìîé äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ.

Ââåä¼ì ïëîòíîñòü òîêà òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ (ñì. (11.10))

j(r, t) =
∑

a

eava(t)δ(r− ra(t)) (16.1)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ôîðìóëà (15.20) îòíîñèòñÿ ê óñðåäí¼ííûì ïî âðåìåíè âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

A(r) =
1

c

∫ 〈j(r′, t)〉
|r− r′| dV ′ =

〈
1

c

∫
j(r′, t)
|r− r′|dV ′

〉
=

〈
1

c

∑
a

eava(t)

|r− ra(t)|

〉
(16.2)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ââåä¼ì ñèñòåìó ðàäèóñ-âåêòîðîâ, àíàëîãè÷íóþ ïîêàçàí-
íîé íà ðèñ.13.1. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðîì R ïîëîæåíèå ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ
êàê öåëîå. Òîãäà çàïèøåì ra(t) â âèäå ra(t) = R + Ra(t) è ïðåäñòàâèì ôîðìóëó (16.2) â
âèäå

A(r) =

〈
1

c

∑
a

eava(t)

|r−R−Ra(t)|

〉
(16.3)

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, |r − R| À Ra, ðàçëîæèì âûðàæåíèå (16.3) ïî Ra. Ïåðâûå
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äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ èìþò âèä

A(r) =
1

c

〈∑
a

eava(t)〉
|r−R| − 1

c

〈∑
a

eava(t)

(
Ra(t)

∂

∂r

1

|r−R|
)〉

+ . . . (16.4)

Ïåðâûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîñëå óñðåäíåíèÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè îò âåëè÷èíû, ìåíÿþùåéñÿ â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ,

〈∑
a

eava(t)

〉
=

〈
d

dt

∑
a

eaRa(t)

〉
= 0

Ïîýòîìó âåäóùèì áóäåò âòîðîå ñëàãàåìîå â (16.4),

A(r) =
1

c

〈∑
a

eava(t)(Ra(t)(r−R))〉
|r−R|3 (16.5)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ÷èñëèòåëå ïîä çíàêîì ñóììû. Èìååì (ñ ó÷¼òîì va(t) =

Ṙa(t))

va(t)(Ra(t)(r−R)) =
1

2

d

dt
Ra(t)(Ra(t)(r−R)) +

1

2
Ṙa(t)(Ra(t)(r−R))− 1

2
Ra(t)(Ṙa(t)(r−R)) =

1

2

d

dt
Ra(t)(Ra(t)(r−R)) +

1

2

[
(r−R)

[
Ṙa(t),Ra(t)

]]
(16.6)

Òîãäà

1

c

〈∑
a

eava(t)(Ra(t)(r−R))

〉
=

1

2c

[〈∑
a

ea

[
Ra(t), Ṙa(t)

]〉
, (r−R)

]
(16.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (16.6) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîñëå óñðåäíåíèÿ êàê ñðåäíåå îò ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè îò îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíû (çíà÷åíèå Ra(t) îãðàíè÷åíî ðàçìåðàìè ñèñòåìû).

Òàêèì îáðàçîì, íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðèîáðåòàåò âèä

A(r) =
[m, (r−R)]

|r−R|3 (16.8)

ãäå âåëè÷èíà

m =
1

2c

〈∑
a

ea [Ra(t),va(t)]

〉
(16.9)
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íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ.
Âûðàæåíèå (16.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì âèäå. Ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâà-

íèÿ ïî çàðÿäàì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáú¼ìó ñèñòåìû, ïîëó÷èì

m =
1

2c

〈∫
[R′, j(R′, t)] dV ′

〉
=

1

2c

∫
[R′, j(R′)] dV ′ (16.10)

ãäå
j(R′) = 〈j(R′, t)〉

Âûðàæåíèå (16.10) óäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû â ñëó÷àå, êîãäà
çàäàíî îáú¼ìíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ðîòîðà îò âûðàæåíèÿ (16.8) âîñïîëüçóåìñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì εαβγ.
Êðîìå òîãî, çàïèøåì ÷åðåç ýòîò òåíçîð âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â âûðàæåíèè (16.8). Ïðåä-
ñòàâèì ôîðìóëó (16.8) â âèäå

Aγ = εγλµ
∂

∂rλ

1

|r−R|mµ

Äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëó÷èì

Hα = εαβγ
∂

∂rβ

Aγ = εαβγ
∂

∂rβ

εγλµ
∂

∂rλ

1

|r−R|mµ

Âûïèøåì îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû äëÿ âõîäÿùèõ â ýòî ñîîòíîøåíèå ñîìíîæèòåëåé. Èìååì

εαβγεγλµ = εαβγελµγ = δαλδβµ − δαµδβλ (16.11)

Ñîãëàñíî (14.7),
∂

∂rβ

∂

∂rλ

1

|r−R| =
3(r−R)β(r−R)λ

|r−R|5 − δβλ

|r−R|3
Â ðåçóëüòàòå, ñîáèðàÿ âñå ñîìíîæèòåëè âìåñòå, íàõîäèì

Hα =
3(m(r−R))(r−R)α

|r−R|5 − mα

|r−R|3 (16.12)

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé � îòðèöàòåëüíûé � ÷ëåí â (16.11) äà¼ò íóëåâîé âêëàä â (16.12). Â
îáû÷íûõ âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà (16.12) âûãëÿäèò òàê

H(r) =
3(mn)n−m

|r−R|3 (16.13)

ãäå n = (r − R)/|r − R|. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïî ñâîåìó âèäó
ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (14.4) äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà.
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16.2 Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå çàðÿäàìè è
òîêàìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ïîëå â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ, ò.å.
ñóùåñòâóþò ëè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïðè ρ = 0 è j = 0. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è íàçûâàþòñÿ îíè ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ. Îíè èìåþò âèä

rot E = −1

c

∂H

∂t
, rot H =

1

c

∂E

∂t
,

div E = 0, div H = 0 (16.14)

Âûâåäåì ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ

E = −grad ϕ− 1

c

∂A

∂t
, H = rot A

âî âòîðîå óðàâíåíèå (16.14), ïîëó÷èì

rot rot A = grad div A−∆A = − 1

c2

∂2A

∂t2
− 1

c
grad

∂ϕ

∂t

Íàëîæèì íà ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë äîïîëíèòåëüíîå � êàëèáðîâî÷íîå � óñëî-
âèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìîé ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêîé

div A +
1

c

∂ϕ

∂t
= 0 (16.15)

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∆A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0 (16.16)

Óðàâíåíèå (16.16) íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì.
Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå íåòðóäíî âûâåñòè è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî

âîñïîëüçóåìñÿ òðåòüèì óðàâíåíèåì (16.14). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

−∆ϕ− 1

c

∂

∂t
div A = 0

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà div A èç êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ (16.15), ïîëó÷èì âîëíîâîå óðàâíåíèå
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà

∆ϕ− 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= 0 (16.17)
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Åñëè òåïåðü âñïîìíèòü ñâÿçü E è H ñ ïîòåíöèàëàìè, òî, êîìáèíèðóÿ (16.16) è (16.17),
íåòðóäíî ïîëó÷èòü òî÷íî òàêèå æå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîëåé.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ çàâèñè-
ìîñòü ïîòåíöèàëîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ îò âðåìåíè. Åñëè ïðîèçâîäíûå
ïî âðåìåíè ðàâíû íóëþ, òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèÿì äëÿ ïîñòîÿííîãî ïîëÿ, íî áåç
èñòî÷íèêîâ, ρ = 0 è j = 0. Ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü òðèâèàëüíûå � íóëåâûå �
ðåøåíèÿ.

Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ (16.16) è (16.17) ìîæíî âûâåñòè, îñíîâûâàÿñü íà ÷åòûð¼õìåð-
íîì óðàâíåíèè äëÿ òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (12.8). Â îòñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ
óðàâíåíèå (12.8) èìååò âèä

∂F ik

∂xk
= 0 (16.18)

Âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå îïðåäåëåíèåì òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (9.18) è êàëèáðîâî÷-
íûì óñëîâèåì (16.15). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∂

∂xk

(
∂Ak

∂xi

− ∂Ai

∂xk

)
=

∂

∂xi

∂Ak

∂xk
− ∂2Ai

∂xk∂xk
= 0

Â ÷åòûð¼õìåðíîì âèäå óñëîâèå (16.15) âûãëÿäèò òàê:

∂Ai

∂xi
= 0 (16.19)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ 4-ïîòåíöèàëà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

− ∂2Ai

∂xk∂xk
= 0 (16.20)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ 4-ïîòåíöèàëà,

− ∂2

∂xk∂xk
= ∆− 1

c2

∂2

∂t2
(16.21)

Âðåìåííàÿ (i = 0) êîìïîíåíòà ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ (16.17), à ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ (i = 1, 2, 3) � ñ (16.16).
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Îòìåòèì, ÷òî ëîðåíöåâî êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå (16.15) (èëè (16.19)) ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ò.å. îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà îò îäíîé èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê äðóãîé. Ýòî âèäíî íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ (16.19)
� êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 4-ñêàëÿð (÷åòûð¼õìåðíóþ äèâåðãåíöèþ 4-
âåêòîðà).
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Ëåêöèÿ 17

17.1 Ïëîñêèå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Ïëîñêîé âîëíîé ïðèíÿòî íàçûâàòü ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè
è òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû.

Ïóñòü ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x, òîãäà ñàìî óðàâíåíèå
âûãëÿäèò òàê: (

∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
f(x, t) = 0 (17.1)

Ïîä ôóíêöèåé f(x, t) ìû ìîæåì ïîäðàçóìåâàòü ëþáóþ èç âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ âîë-
íîâîìó óðàâíåíèþ (ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, ëþáóþ èç êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà
èëè íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ).

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Âìåñòî x è t ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå

t− = t− x

c
, t+ = t +

x

c

Òîãäà (
∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
= − 4

c2

∂2

∂t+∂t−

è óðàâíåíèå (17.1) ïðèîáðåòàåò âèä

∂2

∂t+∂t−
f(x, t) = 0 (17.2)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììà äâóõ ôóíêöèé

f(t+, t−) = f−(t−) + f+(t+) (17.3)

95



ãäå f− è f+ � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, çàïèøåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17.1) â âèäå

f(x, t) = f−
(
t− x

c

)
+ f+

(
t +

x

c

)
(17.4)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Åñëè x è t óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ t−x/c = const,
òî äëÿ òàêèõ x è t âêëàä f− â (17.4) îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì. Ýòî ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå
f− ïåðåìåùàåòñÿ ïî îñè x ñî ñêîðîñòüþ c. Ýòî îçíà÷àåò , ÷òî âêëàä f−(t − x/c) â (17.4)
îïèñûâàåò ïëîñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x.
Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî âêëàä f+(t+x/c) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé âîëíå,
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ïðåäñòàâëåíèÿìè î ïëîñêèõ âîëíàõ ïðèìåíèòåëüíî ê ýëåêòðî-
ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ðàäè îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðà-
íÿþùóþñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Âñå âåëè÷èíû â òàêîé âîëíå (ïîòåíöèàëû,
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ) áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò t− x/c.

Ïîäñòàâèì ϕ = ϕ(t− x/c) è A = A(t− x/c) â êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå (16.15). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

Ȧx = ϕ̇ (17.5)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (17.5), äëÿ
íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàõîäèì

E = −1

c
Ȧ⊥ = −1

c

(
Ȧ− n(nȦ)

)
(17.6)

ãäå A⊥ = (Ay, Az), åäèíè÷íûé âåêòîð n íàïðàâëåí âäîëü îñè x, ò.å. óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Íàïðÿæ¼ííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà

H = −1

c
[n, Ȧ] (17.7)

è ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

H = [n,E] (17.8)
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Ñîîòíîøåíèå (17.8) îçíà÷àåò, ÷òî â ïëîñêîé âîëíå íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé âçàèìíî îðòîãîíàëüíû è ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Êðîìå òîãî, âåê-
òîðû E è H ïåðïåíäèêóëÿðíû n � íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ïîýòîìó ýëåê-
òðîìàãíèòíûå âîëíû íàçûâàþò ïîïåðå÷íûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ íå íàðóøàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.

Âåêòîð Ïîéíòèíãà � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè � â ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå
ðàâåí

S =
c

4π
[E,H] =

c

4π
n(E)2 =

c

4π
n(H)2 (17.9)

ò.å. íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîòîêà ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñ n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü
ýíåðãèè â ïëîñêîé âîëíå åñòü

W =
E2 + H2

8π
=

E2

4π
=

H2

4π

âåêòîð Ïîéíòèíãà ìîæíî çàïèñàòü êàê

S = cnW (17.10)

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
ê äðóãîé íåòðóäíî óñòàíîâèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ (ñì. (10.3), (10.5) è (10.7)). Ñîãëàñíî ýòèì ôîðìóëàì,

W =
1− V

c

1 + V
c

W ′

ãäå W ′ � ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé
(ò.å. òîé, â êîòîðîé îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü W ) ñî ñêîðîñòüþ V ïî îñè x.

17.2 Ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû

Åñëè ôóíêöèè f± â (17.3) çàâèñÿò îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó, íàïðè-
ìåð,

f−(t−) = a cos(ωt− + α) = Re f
(0)
− exp(−iωt−) (17.11)
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òî òàêèå ïëîñêèå âîëíû íàçûâàþòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè. Âåëè÷èíà ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
÷àñòîòó âîëíû.

Â ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ïî-
äîáíî (17.11). Íàïðèìåð, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë èìååò âèä

A = A
(
t− x

c

)
= Re A0 exp

(
−iω

(
t− x

c

))
(17.12)

ãäå A0 � ïîñòîÿííûé êîìïëåêñíûé âåêòîð.
Ââåä¼ì âîëíîâîé âåêòîð

k =
ω

c
n (17.13)

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ñ ïîìîùüþ (17.13)
âåëè÷èíó ωx/c ìîæíî çàïèñàòü êàê

ω

c
x = kr.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (17.12) ïðèîáðåòàåò âèä, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò,

A = Re A0 exp (i(kr− ωt)) (17.14)

Ïîêà ìû íå âû÷èñëÿåì êâàäðàòè÷íûõ ïî ïîëþ âåëè÷èí, ìîæíî íå ïèñàòü çíàê äåéñòâè-
òåëüíîé ÷àñòè è âñå ïðîìåæóòî÷íûå äåéñòâèÿ ïðîâîäèòü ñ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè.

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ (17.5)-(17.8) ïðèìåíèòåëüíî ê ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé âîëíå. Ëîðåíöåâî êàëèáðîâî÷íîå óñëîâèå áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

kA =
ω

c
ϕ èëè nA = ϕ (17.15)

Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé èìåþò âèä

E = ikA⊥ = ik (A− n(nA)) , H = i[k,A] (17.16)

Ñâÿçü ìåæäó E è H (17.8) îñòà¼òñÿ áåç èçìåíåíèé.
Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà âîïðîñå î ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ðàäè îïðå-

äåë¼ííîñòè ðàññìîòðèì íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âåëè-
÷èíó

E = Re E0 exp (i(kr− ωt))
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âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ

Ey = Ey0 cos(kr− ωt), Ez = Ez0 cos(kr− ωt + α).

Åñëè ñäâèã ôàç α ðàâåí íóëþ èëè π, òî âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ êîëåáëåòñÿ âäîëü
çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ â ïëîñêîñòè yz. Òàêóþ âîëíó íàçûâàþò ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé.
Åñëè Ey0 = Ez0 è ñäâèã ôàç α = ±π/2, òî âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
âðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòè yz. Åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íå ìåíÿåòñÿ. Òàêàÿ âîëíà íàçûâà-
åòñÿ öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êîíåö âåêòîðà
íàïðÿæ¼ííîñòè îïèñûâàåò ýëëèïñ â ïëîñêîñòè yz. Ïàðàìåòðû ýëëèïñà çàâèñÿò îò Ey0, Ez0

è ñäâèãà ôàç α.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó â ÷åòûð¼õ-

ìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16.20) â âèäå

Ai = Ai
0 exp(−ikjx

j) (17.17)

Ïîäñòàâëÿÿ (17.17) â (16.20), ïîëó÷èì

− ∂2

∂xk∂xk
Ai

0 exp(−ikjx
j) = kkk

kAi
0 exp(−ikjx

j) = 0

ò.å.
kkk

k = 0. (17.18)

Èç (17.18) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ki (èëè ki) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâîé 4-âåêòîð. Ïî-
ñêîëüêó åãî âðåìåííàÿ � íóëåâàÿ � êîìïîíåíòà èçâåñòíà (ìû ðàññìàòðèâàåì âîëíó çàäàí-
íîé ÷àñòîòû), òî ìû ìîæåì çàïèñàòü

ki =
(ω

c
,k

)
(17.19)

ãäå, ñîãëàñíî (17.18), k2 = ω2/c2.
Ðåçóëüòàò (17.19) âîçâîëÿåò ðåøèòü âîïðîñ îá èçìåíåíèè ÷àñòîòû âîëíû ïðè ïåðåõîäå

îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ê äðóãîé.
Ïóñòü â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K0 ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïëîñêèå âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω0 (äâå âîëíû

âî âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ). Ñèñòåìà K0 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà K ñî ñêîðîñòüþ V â íàïðàâëåíèè îñè x. Íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòîòû
ω0 ïðè ïåðåõîäå èç ñèñòåìû K0 â ñèñòåìó K.
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Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ êîìïîíåíò 4-âåêòîðà, äëÿ íóëåâîé êîìïîíåíòû
ïîëó÷èì

ω0

c
=

k0 − V
c
k1

√
1− V 2

c2

ãäå k0 è k1 � êîìïîíåíòû âîëíîâîãî 4-âåêòîðà â ñèñòåìå K, k0 = ω/c, k1 = ±ω/c (çíàê
ïëþñ äëÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x, çíàê ìèíóñ
äëÿ âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè). Â èòîãå èìååì

ω = ω0

√
1± V

c

1∓ V
c

(17.20)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âîëíû, áåãóùåé âäîëü îñè x (K0 äâèæåòñÿ íà íàáëþäàòåëÿ â K-
ñèñòåìå) ÷àñòîòà ω ïðåâûøàåò ω0. Îòëè÷èå ÷àñòîòû ω îò ω0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íà-
çûâàåìûé ýôôåêò Äîïïëåðà.
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Ëåêöèÿ 18

18.1 Ïîëå äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåí-
öèàëû

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå ñîçäàåòñÿ äâèæóùèìèñÿ çàðÿäàìè. ×òîáû
âûâåñòè óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ, ïîâòîðèì âûâîä âîëíîâûõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåí-
íûé âûøå (ñì. (16.14)-(16.17)), íî òîëüêî ó÷ò¼ì ïðèñóòñòâèå çàðÿäîâ è òîêîâ. Ïîäñòàâèì
îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ÷åðåç ïîòåíöèàëû â óðàâíåíèå Ìàêñâåë-
ëà (12.10),

rot H = grad divA−∆A =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j = − 1

c2

∂2A

∂t2
− 1

c
grad

∂ϕ

∂t
+

4π

c
j

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîòåíöèàëû âûáðàíû â ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêå (16.15), ïîëó÷èì

∆A− 1

c2

∂2A

∂t2
= −4π

c
j (18.1)

Óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà íàéäåì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà (12.9).
Èìååì

div E = −∆ϕ− 1

c

∂

∂t
div A = 4πρ

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà divA èç óñëîâèÿ (16.15), ïîëó÷èì

∆ϕ− 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= −4πρ (18.2)

Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ïîòåíöèàëîâ, óðàâíåíèÿ (18.1) è (18.2)
ïðåâðàùàþòñÿ â ïîëó÷åííûå ðàíåå óðàâíåíèÿ, (15.19) è (13.4), ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè èñ-
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òî÷íèêè � îáú¼ìíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ è òîêîâ � â óðàâíåíèÿõ (18.1) è (18.2) îòñóòñòâóþò,
òî ïðèõîäèì ê âîëíîâûì óðàâíåíèÿì (16.16) è (16.17).

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (18.1) è (18.2) åñòü ñóììà îáùåãî ðåøå-
íèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì ôóíêöèè
Ãðèíà.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (18.2) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà.
×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ(r, t) =

∫
G(r− r′, t− t′)ρ(r′, t′)dV ′dt′ (18.3)

ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà G(r− r′, t− t′) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(

∆− 1

c2

∂2

∂t2

)
G(r− r′, t− t′) = −4πδ(r− r′)δ(t− t′) (18.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ çà-
ðÿäîâ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà.

Óñòàíîâèì ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18.4). Ââåä¼ì íîâûå ïåðåìåííûå τ = t− t′,
R = r− r′. Òîãäà âìåñòî (18.4) èìååì

(
∆− 1

c2

∂2

∂τ 2

)
G(R, τ) = −4πδ(R)δ(τ) (18.5)

Ïîñêîëüêó èñòî÷íèê â óðàâíåíèè (18.5) íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî ðåøåíèå áóäåò
îáëàäàòü öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé. Ôóíêöèÿ Ãðèíà áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò àáñîëþòíîé
âåëè÷èíû ðàäèóñ-âåêòîðà, G = G(R, τ).

Ïðè τ 6= 0 è R 6= 0 óðàâíåíèå (18.5) áóäåò èìåòü âèä
(

∆− 1

c2

∂2

∂τ 2

)
G(R, τ) =

(
1

R2

∂

∂R
R2 ∂

∂R
− 1

c2

∂2

∂τ 2

)
G(R, τ) = 0

Çàïèøåì ôóíêöèþ G â âèäå
G =

g

R

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè g ïîëó÷èì îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå
(

∂2

∂R2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
g = 0
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ðåøåíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ïëîñêèõ âîëí

g(R, τ) = g−

(
τ − R

c

)
+ g+

(
τ +

R

c

)
(18.6)

Îãðàíè÷èìñÿ âîëíîé g−, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàþùèõ çíà÷å-
íèé R, ò.å. îò öåíòðà. Â òåõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, ñ êîòîðûìè íàì ïðèäåòñÿ èìåòü äåëî â
äàëüíåéøåì, äîñòàòî÷íî ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãðèíà G ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

G(R, τ) =
1

R
· g−

(
τ − R

c

)
(18.7)

ãäå g− � ïîêà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò ðàñõîäÿùóþñÿ îò
öåíòðà, ò.å. ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàþùèõ R, ñôåðè÷åñêóþ âîëíó.

ßâíûé âèä ôóíêöèè g íåòðóäíî íàéòè, åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (18.7) â óðàâíåíèå
(18.5) è ó÷åñòü íåîäíîðîäíûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó èñòî÷íèê
â óðàâíåíèè (18.5) íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðè âû÷èñëåíèè ∆G ñëåäóåò âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé (13.11). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∆ab = b∆a + a∆b + 2
∂a

∂R

∂b

∂R

ãäå a = a(R), b = b(R), ïîëó÷èì

∆G =
1

R
·∆g−

(
τ − R

c

)
+ g−

(
τ − R

c

)
∆

1

R
+ 2

(
∂

∂R

1

R

)(
∂

∂R
g−

(
τ − R

c

))
=

1

R

∂2

∂R2
g−

(
τ − R

c

)
− 4πδ(R)g−(τ) (18.8)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (18.8) â (18.5) è ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

−4πδ(R)g−(τ) = −4πδ(R)δ(τ)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

g−(τ) = δ(τ) (18.9)

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

G(r− r′, t− t′) =
1

|r− r′|δ
(

t− t′ − |r− r′|
c

)
(18.10)
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Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.2) èìååò âèä

ϕ(r, t) =

∫ δ
(
t− t′ − |r−r′|

c

)

|r− r′| ρ(r′, t′)dV ′dt′ =

∫ ρ
(
r′, t− |r−r′|

c

)

|r− r′| dV ′ (18.11)

Ïîäîáíûì îáðàçîì âûãëÿäèò è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18.1),

A(r, t) =
1

c

∫ j
(
r′, t− |r−r′|

c

)

|r− r′| dV ′ (18.12)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, (18.11) è (18.12), íàçûâàþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè.
Òàêîå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîòåíöèàëû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿìè îáú¼ìíûõ ïëîòíîñòåé çàðÿäà è òîêà â ìîìåíòû âðåìåíè, ïðåäøåñòâóþùèå
äàííîìó.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îáú¼ìíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ è òîêîâ íå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè, âûðàæåíèÿ (18.11) è (18.12) ïðåâðàùàþòñÿ â íàéäåííûå ðàíåå ðåøåíèÿ, (13.14) è
(15.20), ñîîòâåòñòâåííî.

18.2 Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà-Âèõåðòà

Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä äâèæåòñÿ ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè r = r0(t). Îïðåäåëèì ñêàëÿðíûé
è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýòèì çàðÿäîì.

Ïðîùå âñåãî íàéòè ïîòåíöèàëû, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (18.11) è (18.12)
è ïîäñòàâèòü â íèõ îáú¼ìíûå ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà, îòâå÷àþùèå ðàññìàòðèâàåìîìó
çàðÿäó.

Îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè, åñòü

ρ(r, t) = eδ(r− r0(t))

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (18.11), íàõîäèì

ϕ(r, t) =

∫ δ
(
t− t′ − |r−r′|

c

)

|r− r′| eδ(r′ − r0(t
′))dV ′dt′
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Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî îáú¼ìó, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

ϕ(r, t) = e

∫ δ
(
t− t′ − |r−r0(t′)|

c

)

|r− r0(t′)| dt′

â êîòîðîé îñòà¼òñÿ âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî t′. ×òîáû ïðîäåëàòü ýòî, ó÷ò¼ì ñîîòíî-
øåíèå

δ(f(t′)) =
δ(t′ − t0)

|f ′(t0|
ãäå t0 � íóëü ôóíêöèè f(t′). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

ϕ(r, t) =
e

|r− r0(t0)|
1

|f ′(t0| (18.13)

ãäå â íàøåì ñëó÷àå

f(t′) = t− t′ − 1

c
|r− r0(t

′)|

f ′(t0) = −1 +
(r− r0(t0))

|r− r0(t0)|
v(t0)

c
(18.14)

à âåëè÷èíà t0 = t0(r, t) åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

t− t0 − 1

c
|r− r0(t0)| = 0 (18.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (18.14) â (18.13), ïðåäñòàâèì ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë â âèäå

ϕ(r, t) =
e

|r− r0(t0)| − 1
c
((r− r0(t0))v(t0)

(18.16)

Ïðè âûâîäå (18.16) ìû ó÷ëè, ÷òî |f ′(t0)| = −f ′(t0), ïîñêîëüêó f ′(t0) < 0.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì ïîëÿ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîäñòàâèòü â (18.12) îáú¼ìíóþ ïëîòíîñòü òîêà

j(r, t) = ev0(t)δ(r− r0(t)) (18.17)

Âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà áóäåò èìåòü âèä

A(r, t) =
e

c

v0(t0)

|r− r0(t0)| − 1
c
((r− r0(t0))v(t0)

(18.18)
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ãäå t0(r, t) ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (18.15).
Ïîÿñíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðåçóëüòàòîâ (18.16), (18.18). Ïîòåíöèàëû â òî÷êå r îïðå-

äåëÿþòñÿ òåì ó÷àñòêîì òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, ñèãíàë îò êîòîðîãî ïðèõîäèò â òî÷êó r â
ìîìåíò âðåìåíè t. Âðåìÿ t0 � ìîìåíò èñïóñêàíèÿ ñèãíàëà, r0(t0) � ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæå-
íèÿ ÷àñòèöû â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.

Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ (18.16) è (18.18) íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè
Ëèåíàðà-Âèõåðòà.

18.3 Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè
ôóíêöèé

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåäñòàâëÿòü ïåðåìåííîå âî âðåìåíè ïîëå â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ
ðàçëîæåíèåì çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ôóíêöèé â èíòåãðàë Ôóðüå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ f(t), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
t → ±∞. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå âîçíèêàþùèå â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ
ñõîäÿùèìèñÿ.

Ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë Ôóðüå èìååò âèä

f(t) =

∞∫

−∞

f(ω) exp(−iωt)
dω

2π
(18.19)

Êîìïîíåíòà Ôóðüå f(ω) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç f(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(ω) =

∞∫

−∞

f(t) exp(iωt)dt (18.20)

Ïîñêîëüêó f ∗(t) = f(t), òî f ∗(ω) = f(−ω). Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü âàæíîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí. Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë îò f 2(t) ïî âðåìåíè, íàõîäèì

∞∫

−∞

f 2(t)dt =

∞∫

−∞

f(t)




∞∫

−∞

f(ω) exp(−iωt)
dω

2π


 dt =

∞∫

−∞

f(ω)f(−ω)
dω

2π
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Ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ ω. Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî
ω îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∞∫

−∞

f 2(t)dt =

∞∫

−∞

f(ω)f(−ω)
dω

2π
= 2

∞∫

0

|f(ω)|2dω

2π
(18.21)

Âûâåäåííîå ñîîòíîøåíèå ïîòðåáóåòñÿ íàì íèæå äëÿ ïåðåõîäà îò âðåìåííîãî ê ñïåêòðàëü-
íîìó îïèñàíèþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.
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Ëåêöèÿ 19

19.1 Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû íà áîëüøèõ ðàññòîÿ-
íèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèÿ (18.11) è (18.12) äëÿ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîû íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ ðàçìåðû ñèñòåìû çàðÿäîâ.

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåä¼ì ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé óæå èñïîëüçîâàííîé ðàíåå äëÿ ïîòåíöè-
àëà ñèñòåìû ïîêîÿùèõñÿ çàðÿäîâ (ñì. (13.20), (13.21)). Ââåä¼ì ñèñòåìó ðàäèóñ-âåêòîðîâ,
àíàëîãè÷íóþ ïîêàçàííîé íà ðèñ. 13.1. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðîì R ïîëîæåíèå ñèñòåìû
çàðÿäîâ êàê öåëîå. Òîãäà çàïèøåì ðàäèóñ-âåêòîð r′ â âèäå r′ = R + R′ è ïðåäñòàâèì,
íàïðèìåð, ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë (18.11) â âèäå

ϕ(r, t) =

∫ ρ
(
R′, t− |r−R−R′|

c

)

|r−R−R′| dV ′ (19.1)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî R′, ò.å. ïî îáú¼ìó ñèñòåìû çàðÿäîâ. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿ-
íèÿõ îò ñèñòåìû, |r − R| À |R′|, ðàçëîæèì âõîäÿùóþ â (19.1) âåëè÷èíó |r − R − R′| ïî
R′. Èìååì

|r−R−R′| = |r−R| −R′ (r−R)

|r−R| +
1

2
R′

αR′
β

∂

∂rα

∂

∂rβ

|r−R|+ . . . =

|r−R| − nR′ +
1

2|r−R|
(
R
′2 − (nR′)2

)
+ . . . (19.2)

ãäå n = (r −R)/|r −R| � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò ñèñòåìû çàðÿäîâ â òî÷êó
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íàáëþäåíèÿ. Â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëå (19.2) ìû ó÷ëè, ÷òî
∂

∂rα

∂

∂rβ

|r−R| = δαβ

|r−R| −
(r−R)α(r−R)β

|r−R|3 (19.3)

Ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ âòîðîé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè
(19.2) íå ìåíÿåòñÿ, à òðåòèé óáûâàåò êàê 1/|r−R|.

Ïðè |r−R| À |R′| çíàìåíàòåëü â (19.1) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì ïðîñòî |r−R|. ×òî
êàñàåòñÿ çàïàçäûâàíèÿ |r−R−R′|/c â àðãóìåíòå îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäîâ, òî çäåñü
ïðåíåáðåãàòü äîïîëíèòåëüíûìè ê |r − R| ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ â (19.2), âîîáùå ãîâîðÿ,
íåëüçÿ. Ïóñòü T � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ êàê
ôóíêöèè âðåìåíè. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåíåáðå÷ü êàêèì-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
(19.2) ïðè ïîäñòàíîâêå â àðãóìåíò ρ, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû åãî âêëàä â çàïàçäûâàíèå áûë ìíîãî
ìåíüøå T .

Òðåòèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (19.2) ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû åñòü L2/|r − R| (L � õàðàê-
òåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàðÿäîâ). Ïðåíåáðå÷ü åãî âêëàäîì â
çàïàçäûâàíèå ìîæíî ïðè óñëîâèè

L2

c|r−R| ¿ T

ò.å. íà ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ

|r−R| À L2

cT
(19.4)

Ïðè |r−R| À max(L,L2/cT ) äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ(r, t) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ϕ(r, t) =
1

|r−R|
∫

ρ

(
R′, t− |r−R|

c
+

nR′

c

)
dV ′ (19.5)

Âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ âî âðåìåííîì àðãóìåíòå îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà ñîñòîèò
èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Âåëè÷èíà |r−R|/c îïðåäåëÿåò çàïàçäûâàíèå, ðàâíîå âðåìåíè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñèãíàëà îò ñèñòåìû êàê öåëîãî (òî÷êà O′ íà ðèñ.13.1) äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.
Âåëè÷èíà nR′/c õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà âíóòðè ñèñòåìû çàðÿäîâ.

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r, t) âû÷èñëÿåòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ϕ(r, t). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

A(r, t) =
1

c|r−R|
∫

j

(
R′, t− |r−R|

c
+

nR′

c

)
dV ′ (19.6)
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Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ó âûðàæåíèÿ (19.6) òàêàÿ æå, êàê è ó (19.5).

19.2 Ïîëå èçëó÷åíèÿ

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (19.5), (19.6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî
è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Ïîäñòàâèì (19.5) è (19.6) â ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå E è H ñ
ïîòåíöèàëàìè è ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Îñòàâëÿÿ òîëüêî íàèáîëåå ìåäëåííî óáûâàþùèå ñëàãàåìûå (ò.å. óáûâàþùèå êàê 1/|r−
R|) è ó÷èòûâàÿ , ÷òî ϕ è A âûáðàíû â ëîðåíöåâîé êàëèáðîâêå, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
íàõîäèì

E(r, t) = −gradϕ− 1

c

∂A

∂t
=

n

c

∂ϕ

∂t
−−1

c

∂A

∂t
=

−n divA− 1

c

∂A

∂t
= −1

c

∂A

∂t
+

n

c

(
n

∂A

∂t

)
(19.7)

ãäå
∂A

∂t
=

1

c|r−R|
∫

∂

∂t
j

(
R′, t− |r−R|

c
+

nR′

c

)
dV ′ (19.8)

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òîì æå ïðèáëèæåíèè èìååì

H(r, t) = rotA = −1

c
[n,

∂A

∂t
] = [n,E(r, t)] (19.9)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, (19.7) è (19.9), ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
è ìàãíèòíîãî ïîëåé â ïëîñêîé âîëíå (ñì. (17.6) è (17.7)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â íàïðàâëåíèè n = (r−R)/|r−
R|.

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíî |r−R|. Òàêàÿ ìåäëåííî óáûâàþùàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âîçíèêàåò
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî çàðÿäû â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå äâèãàþòñÿ ñ óñêîðåíèåì. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå (19.8). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâèæåíèå
îäíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû,

j(R′, t) = ev0(t)δ(R
′ −R0(t))
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà â (19.8), íàõîäèì

∂A

∂t
=

1

|r−R|
∂

∂t

ev0(t0)

1− nv0(t0)/c
(19.10)

ãäå t0 = t0(r, t) åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

t− t0 − |r−R|
c

+
nR0(t0)

c
= 0 (19.11)

Âåëè÷èíà (19.10) îòëè÷íà îò íóëÿ, òîëüêî åñëè ñêîðîñòü v0 çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.å.
äâèæåíèå çàðÿäà ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû (19.10),(19.11) ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷åíû íåïîñðåäñòâåííî
èç ïîòåíöèàëà Ëèåíàðà-Âèõåðòà (18.18), åñëè ïåðåéòè â ýòîé ôîðìóëå ê ïðåäåëó áîëüøèõ
ðàññòîÿíèé (ò.å. çàïèñàòü r0(t0) â âèäå r0(t0) = R + R0(t0) è ïåðåéòè ê ïðåäåëó |r−R| À
|R0(t0)|).

Ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, óáûâàþùàÿ îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ, íàçûâàåòñÿ ïîëåì èçëó÷åíèÿ.

Èçëó÷àåìûå ñèñòåìîé ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû óíîñÿò ýíåðãèþ. Ïëîòíîñòü ïîòîêà
ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ðàâåí

S =
c

4π
[EH] =

c

4π
nE2 =

c

4π
nH2 (19.12)

ãäå E è H îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (19.7)-(19.9). Ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè
â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè
df = |r−R|2dΩ íà ñôåðå ñ öåíòðîì â èçëó÷àþùåé ñèñòåìå (òî÷êà O′ íà ðèñ.13.1) è ðàäèóñîì
|r−R|:

d2ε

dtdΩ
dΩ =

c

4π
E2|r−R|2dΩ =

c

4π
H2|r−R|2dΩ (19.13)

Òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ óáûâàåò êàê 1/|r−R|, îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòíîøåíèåì
(19.13) âåëè÷èíà dε/dtdΩ íå ìåíÿåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ, êîòîðûå óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì 1/|r − R|, íå äàþò íà äàë¼êèõ
ðàññòîÿíèÿõ âêëàä â (19.13). Óêàçàííûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ �ïðèâÿçàííûìè�
ê ñèñòåìå çàðÿäîâ, â îòëè÷èå îò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå �îòðûâàåòñÿ � îò ñèñòåìû.
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19.3 Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå çàïàçäûâàþùèõ ïî-
òåíöèàëîâ

Ïåðåéä¼ì îò âðåìåííîãî îïèñàíèÿ ê ÷àñòîòíîìó. Ïðåäñòàâèì ïåðåìåííîå âî âðåìåíè ïîëå
êàê ñóïåðïîçèöèþ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Íàéä¼ì ñïåêòðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ.

Ôóðüå-êîìïîíåíòà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà (18.11) ðàâíà

ϕ(r, ω) =

∞∫

−∞

ϕ(r, t) exp(iωt)dt =

∫
ρ(r′, ω) exp

(
iω

c
|r− r′|)

|r− r′| dV ′ (19.14)

ãäå

ρ(r, ω) =

∞∫

−∞

ρ(r, t) exp(iωt)dt

� êîìïîíåíòà Ôóðüå îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå íåòðóäíî íà-
ïèñàòü è äëÿ A(r, ω).

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿäîâ âûðàæåíèå (19.14) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (19.2) â (19.14), ïîëó÷èì

ϕ(r, ω) =
1

|r−R|
∫

dV ′ρ(R′, ω)

exp

(
i
ω

c

(
|r−R| − nR′ +

1

2|r−R|(R
′2 − (nR′)2) + . . .

))
(19.15)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî |r−R| À L > |R′| (L � ëèíåéíûé ðàçìåð ñèñòåìû). Åñëè äîïîë-
íèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

|r−R| À L2

λ
(19.16)

ãäå λ = 2πc/ω � äëèíà âîëíû, òî èç (19.15) ñëåäóåò

ϕ(r, ω) =
exp

(
iω

c
|r−R|)

|r−R|
∫

dV ′ρ(R′, ω) exp
(
−i

ω

c
nR′

)
(19.17)

Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

A(r, ω) =
exp

(
iω

c
|r−R|)

c|r−R|
∫

dV ′j(R′, ω) exp
(
−i

ω

c
nR′

)
(19.18)
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Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (19.17) è (19.18) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ íàïðÿ-
æ¼ííîñòè ñ ïîòåíöèàëàìè. Äëÿ E(r, ω) èìååì

E(r, ω) = −grad ϕ(r, ω) + i
ω

c
A(r, ω)

Îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû, óáûâàþùèå êàê 1/|r − R|, è ó÷èòûâàÿ ëîðåíöåâó êàëèáðîâêó
ïîòåíöèàëîâ

i
ω

c
ϕ(r, ω) = divA(r, ω),

ïîëó÷èì

E(r, ω) = i
ω

c
A(r, ω)− i

ω

c
n(nA(r, ω)) = i

ω

c
A⊥(r, ω) (19.19)

Ïðåäïîëîæåíèå î âåäóùåé ðîëè ÷ëåíîâ, óáûâàþùèõ êàê 1/|r−R|, îïðàâäàíî òîëüêî ïðè
óñëîâèè ω|r − R|/c À 1. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíèìîñòè ðåçóëüòàòà (19.19) ðàññòîÿíèå îò
ñèñòåìû çàðÿäîâ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ äîëæíî áûòü áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé
âîëíû,

|r−R| À λ

Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé çîíîé.
Â òîì æå ïðèáëèæåíèè, â êàêîì áûëî âûâåäåíî ñîîòíîøåíèå (19.19), ôîðìóëà äëÿ

ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

H(r, ω) = i
ω

c
[n,A(r, ω)] (19.20)

ãäå A(r, ω) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (19.18).
Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæ¼ííîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì, êàêèå áûëè ñïðàâåäëèâû
äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíû (ñì. (17.16)).
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Ëåêöèÿ 20

20.1 Ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü âåëè÷èíó d2ε/dtdΩ ïî t îò −∞ äî ∞, ïîëó÷èì ïîëíîå êîëè÷åñòâî
ýíåðãèè, êîòîðîå èçëó÷àåò ñèñòåìà çà âñ¼ âðåìÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ,

∞∫

−∞

d2ε

dtdΩ
dt =

c

4π
|r−R|2

∞∫

−∞

E2(r, t)dt (20.1)

Òó æå âåëè÷èíó, îñíîâûâàÿñü íà ðàâåíñòâå (18.21), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü êàê èíòåãðàë
ïî ÷àñòîòàì

∞∫

−∞

E2(r, t)dt = 2

∞∫

0

(|Ex(r, ω)|2 + |Ey(r, ω)|2 + |Ez(r, ω)|2)dω

2π
= 2

∞∫

0

|E(r, ω)|2dω

2π
(20.2)

ãäå E(r, ω) � ôóðüå-êîìïîíåíòà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì

∞∫

−∞

d2ε

dtdΩ
dt =

∞∫

0

c

4π2
|r−R|2|E(r, ω)|2dω (20.3)

Âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî ÷àñòîòàì, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ñïåêòðàëü-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ,

d2ε

dωdΩ
=

c

4π2
|r−R|2|E(r, ω)|2 (20.4)

Âåëè÷èíà (20.4) îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ, èçëó÷¼ííóþ çà âñ¼ âðåìÿ äâèæåíèÿ çàðÿäîâ, â åäè-
íè÷íûé èíòåðâàë ÷àñòîò íà ÷àñòîòå ω.
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Â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ýíåð-
ãèåé èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè èëè ñïåêòðàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ
(ò.å. ýíåðãèåé, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë ÷àñòîò).

20.2 Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ïëîñêîé âîëíû, è âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ èçëó÷åíèÿ (ñì. (19.7)-(19.9)),

A(r, t) =
1

c|r−R|
∫

j

(
R′, t− |r−R|

c
+

nR′

c

)
dV ′ (20.5)

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, êîãäà â (20.5) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì nR′/c â çàïàçäûâàíèå
ñèãíàëà.

Ïóñòü T � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè òîêà êàê ôóíêöèè
âðåìåíè, L � ëèíåéíûé ìàñøòàá èçëó÷àþùåé ñèñòåìû. Òîãäà ÷ëåíîì nR′/c â (20.5) ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, åñëè

T À L

c
(20.6)

ò.å. çà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âíóòðè ñèñòåìû ðàñïîëîæåíèå
çàðÿäîâ íå óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ. Íåðàâåíñòâî (20.6) ìîæíî çàïèñàòü è â íåñêîëüêî èíîì
âèäå, åñëè îöåíèòü T êàê T ∼ L/v, ãäå v � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ çàðÿäîâ.
Òîãäà èç (20.6) ïîëó÷èì

v ¿ c (20.7)

ò.å. âêëàäîì nR′/c â çàïàçäûâàíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè çàðÿäû âíóòðè ñèñòåìû ïåðå-
ìåùàþòñÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè.

Ïðåíåáðåãàÿ nR′/c â àðãóìåíòå ïëîòíîñòè òîêà â (20.5), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà â âèäå

A(r, t) =
1

c|r−R|
∫

j

(
R′, t− |r−R|

c

)
dV ′ (20.8)
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Ïîäñòàâëÿÿ â (20.8) ïëîòíîñòü òîêà â âèäå

j (R′, t′) =
∑

a

eava(t)δ(R
′ −Ra(t))

íàõîäèì

A(r, t) =
1

c|r−R|
∑

a

eava

(
t− |r−R|

c

)
=

1

c|r−R| ḋ
(

t− |r−R|
c

)
(20.9)

ãäå d(t) =
∑
a

eaRa(t) � äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû çàðÿäîâ.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (19.7) è (19.9), âû÷èñëèì íàïðÿæåííîñòè E(r, t) è H(r, t),

E(r, t) =
1

c2|r−R| [n[nd̈]]

H(r, t) = − 1

c2|r−R| [nd̈] (20.10)

ãäå d̈ = d̈
(
t− |r−R|

c

)
.

Â óñëîâèÿõ (20.6) (èëè (20.7)), êîãäà ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì nR′/c â (20.5),
ïîëå èçëó÷åíèÿ (20.10) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äèïîëüíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû. Ïîýòîìó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ïðèáëèæåíèå îáû÷íî íàçûâàþò äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì, à âîçíèêàþùåå
â òàêèõ óñëîâèÿõ èçëó÷åíèå � äèïîëüíûì èçëó÷åíèåì.

Îòìåòèì, ÷òî íàïðÿæ¼ííîñòè (20.10) ïðîïîðöèîíàëüíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé d ïî âðå-
ìåíè, ò.å., êàê ìû óæå óòâåðæäàëè ðàíåå, ñèñòåìà èçëó÷àåò, òîëüêî åñëè çàðÿäû äâèæóòñÿ
ñ óñêîðåíèåì.

Îñíîâûâàÿñü íà (20.10), íàéäåì ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû. Ïîäñòàâëÿÿ ëþáîå èç
âûðàæåíèé (20.10) â (19.13), ïîëó÷èì

d2ε

dtdΩ
=

1

4πc3
[nd̈]2 (20.11)

Ôîðìóëà (20.11) îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè è â åäèíè÷íûé òå-
ëåñíûé óãîë, â ìîìåíò âðåìåíè t − |r − R|/c è â íàïðàâëåíèè n. Ìãíîâåííîå óãëîâîå
ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî sin2 θ, ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì n è
âåêòîðîì d̈ = d̈

(
t− |r−R|

c

)
.

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (20.11) ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîëó÷èì (dΩ = sin θ dθ dϕ)

dε

dt
=

∫
1

4πc3
[nd̈]2dΩ =

2

3

d̈2

c3
(20.12)
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Ïðè âûâîäå (20.12) ìû ó÷ëè, ÷òî

∫
sin2 θ dΩ =

π∫

0

sin3 θ dθ

2π∫

0

dϕ =
8π

3
(20.13)

Âûâåäåì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â
äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðîâåä¼ííûì âûøå àíàëèçîì, îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ôóðüå-
êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (19.18). Ïðåíåáðå÷ü â ýòîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíîé
nR′/c ìîæíî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

ω

c
L ¿ 1 èëè L ¿ λ (20.14)

ò.å. ðàçìåð ñèñòåìû äîëæåí áûòü ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû. Óñëîâèå (20.14) ñîãëàñóåòñÿ
ñ (20.6), ïîñêîëüêó õàðàêòåðíóþ ÷àñòîòó èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû ìîæíî îöåíèòü êàê ω ∼ 1/T .

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (20.14) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóðüå-êîìïîíåíòîé ëþ-
áîãî èç âûðàæåíèé (20.10) è îïðåäåëåíèåì (20.4). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè íàõîäèì

d2ε

dωdΩ
=

1

4π2c3
|[nd̈(ω)]|2 (20.15)

ãäå d̈(ω) � ôóðüå-êîìïîíåíòà âðåìåííîé çàâèñèìîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé äèïîëüíîãî ìî-
ìåíòà ñèñòåìû.

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ôîðìóëó (20.15) ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîëó÷èì

dε

dω
=

2

3π

|d̈(ω)|2
c3

(20.16)

Ôîðìóëû (20.15) è (20.16) ìîæíî äîïîëíèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ñóùåñòâóåò (ò.å. ñõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ïî âðåìåíè) íå òîëüêî d̈(ω), íî è
ôóðüå-êîìïîíåíòà ñàìîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà d(ω). Òîãäà, èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ
ôóðüå-êîìïîíåíòû d̈(ω) äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì ñâÿçü d̈(ω) = −ω2d(ω), è âìåñòî,
íàïðèìåð, (20.16) áóäåì èìåòü

dε

dω
=

2

3π
ω4 |d(ω)|2

c3
(20.17)
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20.3 Òîðìîæåíèå èçëó÷åíèåì

Åñëè ÷àñòèöà èçëó÷àåò, òî òåì ñàìûì òåðÿåò ñâîþ ýíåðãèþ. Ýòó ïîòåðþ ýíåðãèè ìîæíî
îïèñàòü êàê äåéñòâèå íåêîòîðîé ñèëû � ñèëû ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêóþ çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì.
Òîãäà â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ äàííîãî � íåðåëÿòèâèñòñêîãî
� ñëó÷àÿ, ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà (ñì. (20.12))

dε

dt
=

2

3

e2

c3
r̈2

Ïîñêîëüêó èçëó÷åíèå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè ÷àñòèöû, òî

dE
dt

= −dε

dt
.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, â êîòîðûõ, áóäåì
ñ÷èòàòü, óñêîðåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà óìåíüøåíèå ýíåðãèè ÷àñòèöû áëàãîäàðÿ èç-
ëó÷åíèþ áóäåò ðàâíî

t2∫

t1

dE
dt

dt = −
t2∫

t1

2

3

e2

c3
r̈2dt (20.18)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçìåíåíèå ýíåðãèè ÷àñòèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàáîòó, ïðîèç-
âîäèìóþ ñèëîé ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ. Òîãäà

t2∫

t1

dE
dt

dt =

t2∫

t1

f ṙdt =

2∫

1

fdr (20.19)

Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ è èíòåãðèðóÿ (20.18) ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì
2∫

1

fdr = −
2∫

1

2

3

e2

c3
r̈dṙ =

2∫

1

2e2

3c3

d3r2

dt3
dr

Îòñþäà
f =

2e2

3c3

d3r

dt3
(20.20)

Ñèëà ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ îïèñûâàåò îáðàòíîå äåéñòâèå èçëó÷åíèÿ íà äâèæåíèå çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû.
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Îòìåòèì, ÷òî ââåä¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèëà äîëæíà áûòü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëàìè,
ïðèâîäÿùèìè ê óñêîðåííîìó äâèæåíèþ çàðÿäà.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû âî âíåøíèõ ïîëÿõ ñ ó÷¼òîì ñèëû
òîðìîæåíèÿ èçëó÷åíèåì

mr̈ = eE +
e

c
[ṙH] + f

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñèëà f îêàçûâàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñèëàìè, âîçíèêàþùèìè èç-çà âíåøíåãî ïîëÿ. Èìååì

m
d3r

dt3
= eĖ +

e

c
[r̈H] +

e

c
[ṙḢ] ≈ eĖ +

e

c

[ e

m
E,H

]

ãäå âìåñòî r̈ ìû ïîäñòàâèëè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

r̈ =
e

m
E.

Òàêèì îáðàçîì,
f =

2e3

3m3
Ė +

2e4

3m2c4
[E,H] (20.21)

Åñëè ââåñòè õàðàêòåðíóþ ÷àñòîòó èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ω, òî óñëîâèå ìàëî-
ñòè ïåðâîãî ÷ëåíà â (20.21) ïî ñðàâíåíèþ ñ eE áóäåò âûãëÿäåòü òàê

λ ∼ c

ω
À e2

mc2

Óñëîâèå ìàëîñòè âòîðîãî ÷ëåíà â (20.21) ïî ñðàâíåíèþ ñ eE ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λH ∼ c

ωH

À e2

mc2

ãäå ωH = eH/mc � ÷àñòîòà âðàùåíèÿ çàðÿäà â ìàãíèòíîì ïîëå. Êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åí-
íûõ íåðàâåíñòâ, ïðîâåä¼ííîå âûøå ðàññìîòðåíèå ñïðàâåäëèâî, ïîêà õàðàêòåðíûå äëèíû
âîëí, λ è λH , ïðåâûøàþò âåëè÷èíó ïîðÿäêà e2/mc2 (â äåéñòâèòåëüíîñòè èç-çà êâàíòîâûõ
ýôôåêòîâ ýëåêòðîäèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ).
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Ëåêöèÿ 21

21.1 Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ðàññåÿíèå ñâî-
áîäíûì çàðÿäîì

Ïóñòü íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó ïàäàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà. Òîãäà ïîä äåéñòâèåì ïî-
ëÿ ÷àñòèöà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì è èçëó÷àòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Íà-
ïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷àåìûõ ÷àñòèöåé âîëí áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò íàïðàâëåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ðàññåÿíèå èñõîäíîé âîëíû.

Ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåäåì óñðåäí¼ííóþ ïî âðåìåíè ýíåð-
ãèþ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà â åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë â åäèíèöó âðåìåíè

〈
d2ε

dtdΩ

〉
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî îòíîøåíèþ

dσ

dΩ
=

1

〈S〉
〈

d2ε

dtdΩ

〉
(21.1)

ãäå 〈S〉 � óñðåäí¼ííàÿ ïî âðåìåíè ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè (óñðåäí¼ííîå çíà÷åíèå âåê-
òîðà Ïîéíòèíãà) â ïàäàþùåé íà çàðÿä âîëíå. Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ åñòü èíòåãðàë îò
(21.1) ïî dΩ. Îïðåäåë¼ííîå ðàâåíñòâîì (21.1) ñå÷åíèå èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè (÷òî
îáúÿñíÿåò òåðìèí �ñå÷åíèå�).

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû íà îäèíî÷íîì çàðÿäå. Ýëåê-
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òðè÷åñêîå ïîëå â ïàäàþùåé âîëíå çàïèøåì â âèäå

E = E0 cos(kr− ωt) = ReE0 exp(i(kr− ωt)) (21.2)

ãäå E0 � ïîñòîÿííûé äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð, ò.å. âîëíà ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíà. Óñðåäí¼í-
íàÿ ïî âðåìåíè ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â ïàäàþùåé âîëíå áóäåò ðàâíà

〈S〉 =
c

8π
E2

0 (21.3)

(äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1/2 âîçíèêàåò ïðè óñðåäíåíèè ïî âðåìåíè êâàäðàòà êîñèíó-
ñà).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïîä äåéñòâèåì
ïîëÿ, íàìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà. Òîãäà ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ó÷¼òîì ñèëû
eE, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äåéñòâèåì ñèëû (e/c)[vH],
êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ â v/c ðàç ìåíüøå, ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðèíèìàåò âèä

mr̈ = eE0 cos(kr− ωt) (21.4)

Ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòàåò çàðÿä ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà
eE0/(mω). Ïîýòîìó ãîâîðèòü î íåðåëÿòèâèñòñêîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðè óñëîâèè eE0/(mω) ¿
c. Ïðè òàêîì óñëîâèè õàðàêòåðíîå ñìåùåíèå çàðÿäà eE0/(mω2) îêàçûâàåòñÿ ìíîãî ìåíüøå
äëèíû âîëíû ïàäàþùåãî ïîëÿ λ = 2πc/ω, è ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì äâèæåíèÿ çàðÿäà
íà âåëè÷èíó äåéñòâóþùåãî íà íåãî ïîëÿ, ò.å. ïîëîæèòü â ïðàâîé ÷àñòè (21.4) â àðãóìåíòå
êîñèíóñà kr ≈ kr0, ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, îêîëî êîòîðîé êîëåáëåòñÿ çàðÿæåííàÿ
÷àñòèöà.

Òàêèì îáðàçîì, èç (21.4) ñëåäóåò, ÷òî

d̈ = er̈ =
e2

m
E0 cos(kr0 − ωt) (21.5)

Ïðåäïîëîæåíèå î íåðåëÿòèâèñòñêîì õàðàêòåðå äâèæåíèÿ çàðÿäà äåëàåò çàêîííûì èñïîëü-
çîâàíèå äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

〈
d2ε

dtdΩ

〉
=

e4

8πm2c3
[nE0]

2 (21.6)
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Îòíîøåíèå (21.6) ê (21.3) äà¼ò

dσ

dΩ
==

(
e2

mc2

)2

sin2 θ (21.7)

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîé âîëíû è âåêòîðîì íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E0 â ïàäàþùåé âîëíå.

Ïîëíîå ñå÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç (21.7) èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëàì. Ñ ó÷¼òîì (20.13) íà-
õîäèì

σ =
8π

3

(
e2

mc2

)2

(21.8)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñâîáîäíûì çàðÿäîì íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Â
ñëó÷àå ðàññåÿíèÿ íà ýëåêòðîíå ôîðìóëó (21.8) ìîæíî çàïèñàòü êàê

σ =
8π

3
r2
e

ãäå re = e2/(mec
2) � òàê íàçûâàåìûé êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âîëíà íå ïîëÿðèçîâàíà. Äëÿ òîãî,
÷òîáû âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé âîëíû, íåîáõîäèìî
óñðåäíèòü (21.7) ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà E0. Ââåä¼ì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò,
â êîòîðîé ïîëÿðíûé óãîë îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íàïðàâëåíèÿ âîëíîãî âåêòîðà k ïàäàþùåé
âîëíû (ò.å. îñü z íàïðàâëåíà ïî k). Òîãäà, ïîñêîëüêó âåêòîð E0 ëåæèò â ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó k, E0 = E0(cos ϕ0, sin ϕ0, 0). Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åäè-
íè÷íûé âåêòîð n, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàññåÿííîé âîëíû, ðàâåí
n = (sin ϑ cos ϕ, sin ϑ sin ϕ, cos ϑ), ãäå ϑ � óãîë ìåæäó k è n. Êîñèíóñ óãëà θ ìåæäó âåêòî-
ðàìè E0 è n áóäåò ðàâåí

cos θ = sin ϑ(cos ϕ cos ϕ0 + sin ϕ sin ϕ0) = sin ϑ cos(ϕ− ϕ0)

Ñîîòâåòñòâåííî, âõîäÿùèé â (21.7) ìíîæèòåëü sin2 θ åñòü

sin2 θ = 1− sin2 ϑ cos2(ϕ− ϕ0)

Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà E0 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ϕ0. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
ëó÷àåì

〈sin2 θ〉 = 1− 1

2
sin2 ϑ =

1

2
(1 + cos2 ϑ) (21.9)
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Ïîäñòàâëÿÿ (21.9) â (21.7), íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåïîëÿðèçîâàí-
íîé âîëíû

dσ

dΩ
==

1

2

(
e2

mc2

)2

(1 + cos2 ϑ) (21.10)

Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü (21.10) ïî óãëàì, ïðèä¼ì ê ðåçóëüòàòó (21.8).

21.2 Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îñöèëëÿòîðîì

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ðàññåÿíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöåé. Îáîáùèì ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû íà ñëó÷àé, êîãäà ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò íà ñâÿçàííîì çàðÿäå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íà îñöèëëÿòîðå.

Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è ðàíüøå, âìåñòî óðàâíåíèÿ (21.4) áóäåì èìåòü ñëåäó-
þùåå óðàâíåíèå:

r̈ + ω2
0(r− r0) =

e

m
E0 cos(kr− ωt) (21.11)

ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû â îñ-
öèëëÿòîðå. Äàëåå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñìåùåíèå çàðÿäà ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû, ïîëî-
æèì kr ≈ kr0. Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21.11) ëåãêî íàõîäèòñÿ,

r(t)− r0 =
eE0

m

cos(kr0 − ωt)

ω2
0 − ω2

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïðîèçâîäíàÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà áóäåò èìåòü âèä

d̈ = − ω2

ω2
0 − ω2

e2E0

m
cos(kr0 − ωt) (21.12)

Ñðàâíèâàÿ ñ (21.5), âèäèì, ÷òî âñ¼ îòëè÷èå (21.12) îò (21.5) ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ çà-
âèñÿùåãî îò ÷àñòîòû ìíîæèòåëÿ. Ïîýòîìó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è ïîëíîãî ñå÷åíèé
ðàññåÿíèÿ ìîæåì ñðàçó çàïèñàòü

dσ

dΩ
==

(
e2

mc2

)2
ω4

(ω2
0 − ω2)2

sin2 θ

σ =
8π

3

(
e2

mc2

)2
ω4

(ω2
0 − ω2)2

(21.13)

Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ω À ω0 çàðÿä íå óñïåâàåò ïî÷óâñòâîâàòü äåéñòâèå �ñâÿçûâàþùåé�
åãî óïðóãîé ñèëû. Ðàññåÿíèå âîëíû ïðîèñõîäèò êàê íà ñâîáîäíîé ÷àñòèöå. Ïðè ÷àñòîòàõ
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ω áëèçêèõ ê ω0 èç-çà áëèçîñòè ðåçîíàíñà âîçðàñòàåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, âîçðàñòàåò è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ω ¿ ω0 ñå÷åíèå îêàçûâàåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíûì ω4.

21.3 Ðàññåÿíèå ñèñòåìîé çàðÿäîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü ðàññåÿíèå âîëí íà ñèñòåìå çàðÿäîâ. Íàøà öåëü � ïîíÿòü, êàê âëè-
ÿåò íà ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ðàññåèâàþùèõ ïàäàþùóþ âîëíó ÷àñòèö.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (19.8) äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà
è ïîäñòàâèì â íå¼ îáú¼ìíóþ ïëîòíîñòü òîêà ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Ïðåäïîëàãàÿ,
êàê è âûøå, ÷òî çàðÿäû äâèæóòñÿ ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè, ïîëó÷èì

∂A

∂t
=

1

c|r−R|
∑

a

eav̇a

(
t− |r−R|

c
+

nR
(0)
a

c

)
(21.14)

Êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåÿíèÿ íà îòäåëüíîì çàðÿäå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìîæíî íå ó÷è-
òûâàòü ñìåùåíèå çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì ïîëÿ è ïîëîæèòü â çàïàçäûâàíèè Ra(t) ≈ R

(0)
a .

Äëÿ âõîäÿùåé â (21.14) âåëè÷èíû eav̇a ìîæíî ñðàçó âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì (21.5) è
çàïèñàòü

eav̇a

(
t− |r−R|

c
+

nR
(0)
a

c

)
=

e2

m
E0 cos

(
k(R + R(0)

a )− ω

(
t− |r−R|

c
+

nR
(0)
a

c

))
(21.15)

Ïîäñòàâèì (21.15) â (21.14) è, âû÷èñëÿÿ çàòåì íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ, ïîëó÷èì
〈

d2ε

dtdΩ

〉
=

[nE0]
2

4πc3
·

〈∑
a

e2
a

ma

cos

(
kR− ω

(
t− |r−R|

c

)
+

(
k− ω

c
n
)

R(0)
a

)

∑

b

e2
b

mb

cos

(
kR− ω

(
t− |r−R|

c

)
+

(
k− ω

c
n
)

R
(0)
b

)〉
(21.16)

Óñðåäíÿÿ ïðîèçâåäåíèå êîñèíóñîâ ïî âðåìåíè, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
〈

d2ε

dtdΩ

〉
=

[nE0]
2

8πc3

∑
a

∑

b

e2
a

ma

e2
b

mb

cos
(
k− ω

c
n
)(

R(0)
a −R

(0)
b

)
(21.17)

Åñëè ðàçäåëèòü (21.17) íà 〈S〉 (21.3), òî ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñèñòåìîé çàðÿäîâ. Ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ,
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ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ÷àñòèöû îäèíàêîâûå. Òîãäà

dσ

dΩ
=

(
e2

mc2

)2

sin2 θ
∑

a

∑

b

cos
(
k− ω

c
n
) (

R(0)
a −R

(0)
b

)
(21.18)

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
áîëüøèõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ðàçìåðîì ñèñòåìû L) è ìàëûõ äëèí âîëí.

Ïðè λ À L àðãóìåíò êîñèíóñà âñåãäà ìàë. Ïîýòîìó

cos
(
k− ω

c
n
) (

R(0)
a −R

(0)
b

)
≈ 1

è

dσ

dΩ
= N2

(
e2

mc2

)2

sin2 θ (21.19)

ãäå N � ÷èñëî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ñèñòåìå. Òî, ÷òî dσ/dΩ ∼ N2, îçíà÷àåò, ÷òî ðàññåÿí-
íîå ïîëå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðàññåÿííûõ îòäåëüíûìè çàðÿäàìè ïîëåé, ñäâèãè ôàç
ìåæäó êîòîðûìè ìàëû.

Ïðè λ ¿ L ñèòóàöèÿ èíàÿ. Àðãóìåíò êîñèíóñà â (21.18) ïðè a 6= b íåëüçÿ ñ÷èòàòü
ìàëûì. Ïðè ñëó÷àéíîì âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè çàðÿäîâ ñóììèðîâàíèå ñëàãàåìûõ ñ a 6= b

äàñò íóëü. Îñíîâíîé âêëàä â (21.18) äàäóò ñëàãàåìûå ñ a = b,

dσ

dΩ
= N

(
e2

mc2

)2

sin2 θ (21.20)

Ðåçóëüòàò (21.20) îçíà÷àåò, ÷òî çàðÿäû ðàññåèâàþò íåçàâèñèìî è ñå÷åíèå åñòü ñóììà ñå-
÷åíèé ðàññåÿíèÿ îòäåëüíûì çàðÿäîì. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàññåÿíèå
ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè, áëèçêîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû. Â
ýòîì ñëó÷àå ∣∣∣k− ω

c
n
∣∣∣ ≈ ω

c
ϑ

è ïðè ϑ ¿ λ/L àðãóìåíò êîñèíóñà â (21.18) âñåãäà ìàë. Ïîýòîìó, ïðè ϑ ¿ λ/L

dσ

dΩ
= N2

(
e2

mc2

)2

sin2 θ

ò.å. ïðè ðàññåÿíèè ïîä ìàëûìè óãëàìè ñêëàäûâàþòñÿ ïîëÿ (ñäâèãè ôàç ìåæäó íèìè ìàëû),
à íå ñå÷åíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ À L äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñèñòåìîé çàðÿäîâ
èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì â íàïðàâëåíèè, áëèçêîì ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþ-
ùåé âîëíû. Õàðàêòåðíàÿ óãëîâàÿ øèðèíà ìàêñèìóìà ïîðÿäêà λ/L. Ïðè ϑ > λ/L äèôôå-
ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå áûñòðî óáûâàåò äî çíà÷åíèé (21.20).
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Ëåêöèÿ 22

22.1 Ìàãíèòíî-äèïîëüíîå è êâàäðóïîëüíîå èçëó÷åíèå

Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ (20.5) äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (20.6) è âêëàä nR′/c

â çàïàçäûâàíèå ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Ðàçëîæèì (20.5) â ðÿä ïî nR′/c

A(r, t) =
1

c|r−R|
∫

j

(
R′, t− |r−R|

c

)
dV ′

1

c2|r−R|
∂

∂t

∫
j

(
R′, t− |r−R|

c

)
(nR′)dV ′ + . . . (22.1)

Ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (22.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå ðàññìîòðåííûé âûøå äèïîëü-
íûé âêëàä â ïîëå èçëó÷åíèÿ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âòîðîé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (22.1).

Ïîäñòàâëÿÿ â (22.1) îáû÷íîå âûðàæåíèå äëÿ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè òîêà ñèñòåìû òî÷å÷-
íûõ çàðÿäîâ, ïîëó÷èì

∫
j

(
R′, t− |r−R|

c

)
(nR′)dV ′ =

∑
a

eava

(
t− |r−R|

c

)(
nRa

(
t− |r−R|

c

))
(22.2)

Ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ñóììû

va(nRa) =
1

2

∂

∂t
Ra(nRa) +

1

2
va(nRa)− 1

2
Ra(nva) =

1

2

∂

∂t
Ra(nRa) +

1

2
[n[vaRa]] (22.3)

Âîçâðàùàÿñü ê (22.2), ïîëó÷èì ñóììó äâóõ âêëàäîâ. Îäèí âêëàä â (22.2) ðàâåí

1

2

∑
a

[n[vaRa)]] = c

[
m

(
t− |r−R|

c

)
,n

]
(22.4)
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ãäå
m(t) =

1

2c

∑
a

[Ra(t),va(t)]

ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû çàðÿäîâ.
Âòîðîé âêëàä â (22.2) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

2

∑
a

ea
∂

∂t
Ra(nRa) =

1

6

∂

∂t

∑
a

ea

(
3Ra(nRa)− n(Ra)

2
)

=
1

6

∂

∂t
D

(
t− |r−R|

c

)
(22.5)

ãäå âåêòîð D âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåë¼ííûé ðàíåå (ñì. (14.14)) òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî
ìîìåíòà Dαβ,

Dα = Dαβnβ, Dαβ =
∑

a

ea

(
3(Ra)α(Ra)β −R2

aδαβ

)
(22.6)

Â (22.5) ìû äîáàâèëè ê Ra(nRa) ÷ëåí (Ra)
2n/3, êîòîðûé íå äîëæåí ïîâëèÿòü íà îêîí-

÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, òàê êàê íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëÿ E è H âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå n è A(r, t).

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì
∫

j

(
R′, t− |r−R|

c

)
(nR′)dV ′ = c

[
m

(
t− |r−R|

c

)
,n

]
+

1

6

∂

∂t
D

(
t− |r−R|

c

)
(22.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â (22.1), ïîëó÷èì

A(r, t) =
1

c|r−R|
(
ḋ

(
t− |r−R|

c

)
+

[
ṁ

(
t− |r−R|

c

)
,n

]
+

1

6c
D̈

(
t− |r−R|

c

))
(22.8)

Ïîñëå òîãî, êàê âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r, t) íàéäåí, ïî ôîðìóëàì (19.7), (19.9) íåòðóäíî
âû÷èñëèòü íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è çàòåì îïðåäåëèòü èí-
òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ò.å. ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ â åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë â åäèíèöó
âðåìåíè.

Íàèáîëåå êîìïàêòíî âûãëÿäèò âûðàæåíèå äëÿ dε/dt, ò.å. ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòà-
òå èíòåãðèðîâàíèÿ d2ε/dtdΩ ïî íàïðàâëåíèÿì n. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî íàïðàâëåíèÿì
îáðàùàþòñÿ â íóëü âñå ïåðåêðåñòíûå ñëàãàåìûå, âîçíèêàþùèå â âûðàæåíèè äëÿ êâàäðà-
òà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ îò ïðîèçâåäåíèé ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëå (22.8). Îñòà¼òñÿ
òîëüêî ñóììà êâàäðàòîâ îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (22.8). Òàêèì îáðàçîì,
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ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âêëàäîâ, èìåþùèõ íåçà-
âèñèìîå ïðîèñõîæäåíèå,

dε

dt
=

2

3

d̈2

c3
+

2

3

m̈2

c3
+

1

180c5

(
∂3Dαβ

∂t3

)2

(22.9)

Çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ áåðóòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t− |r−R|
c

.
Òðè îòäåëüíûõ âêëàäà â (22.9) íàçûâàþòñÿ äèïîëüíûì, ìàãíèòíî-äèïîëüíûì è êâàä-

ðóïîëüíûìè âêëàäàìè â èçëó÷åíèå ñèñòåìû.
Äèïîëüíûé âêëàä â (22.9) áûë óæå ïîëó÷åí ðàíüøå. Âû÷èñëåíèå ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî

âêëàäà (22.9) òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò çàòðóäíåíèé (âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû íàõîæäåíèþ
äèïîëüíîãî âêëàäà). Ïîÿñíèì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êâàäðóïîëüíîãî âêëàäà.

Çíàÿ âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, íåòðóäíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä
â ìàãíèòíîå ïîëå (ñëåäèì òîëüêî çà êâàäðóïîëüíûì ñëàãàåìûì)

H(r, t) = − 1

6c3|r−R|
[
n,

(
∂3

∂t3
D

(
t− |r−R|

c

))]

Â ðåçóëüòàòå äëÿ d2ε/dtdΩ íàõîäèì

d2ε

dtdΩ
= − 1

144πc5

[
n,

∂3D

∂t3

]2

(22.10)

Èñïîëüçóÿ çàïèñü âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç èíâàðèàíòíûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåí-
çîð εαβγ, ïåðåïèøåì (22.10) â âèäå

d2ε

dtdΩ
= − 1

144πc5
εαβγnβ

∂3Dγδ

∂t3
nδεαβ1γ1nβ1

∂3Dγ1δ1

∂t3
nδ1 (22.11)

Â (22.11) âõîäèò âåëè÷èíà

εαβγεαβ1γ1 = δββ1δγγ1 − δβγ1δβ1γ

Èíòåãðèðîâàíèå (22.11) ïî íàïðàâëåíèÿì ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
∫

nβnδnβ1nδ1dΩ (22.12)

Ýòîò èíòåãðàë ïðîùå âñåãî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷åâèäíî, ÷òî (22.12) äîëæåí
áûòü èíâàðèàíòíûì (ò.å. íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò) ñèììåòðè÷íûì
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òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Òàêîé òåíçîð ìîæåò áûòü îáðàçîâàí òîëüêî ñèììåòðè÷íûì
ïîïàðíûì ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ δαβ:

∫
nβnδnβ1nδ1dΩ = A (δβδδβ1δ1 + δββ1δδδ1 + δβδ1δβ1δ) (22.13)

Ïîñòîÿííóþ A ëåãêî íàéòè, óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà, íàïðèìåð, íà δβδδβ1δ1 . Òîãäà
ïîëó÷èì ∫

dΩ = 4π = 15A

ò.å. A = 4π/15. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â âûðàæåíèå

dε

dt
= − 1

144πc5
(δββ1δγγ1 − δβγ1δβ1γ)

∂3Dγδ

∂t3
∂3Dγ1δ1

∂t3

∫
nβnδnβ1nδ1dΩ

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ñ ðàâ-
íûì íóëþ ñëåäîì, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ êâàäðóïîëüíîãî âêëàäà â dε/dt, êîòîðîå
ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì ÷ëåíîì â (22.9).

22.2 Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå íèçêèõ ÷àñòîò

Ïðè ñòîëêíîâåíèè çàðÿæåííûå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñ óñêîðåíèåì. Ïîýòîìó ñòîëêíîâåíèå
÷àñòèö ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëó÷åíèåì, êîòîðîå íàçûâàþò òîðìîçíûì èçëó÷åíèåì.

Ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèöû ñ íåêîòîðûì ñèëîâûì öåíòðîì. Äî ñòîëêíîâåíèÿ
ñêîðîñòü ÷àñòèöû ðàâíà v, ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ � v′. Íàéä¼ì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñïåêòðàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Îöåíêó ãðàíèöû
÷àñòîò, êîòîðûå ñëåäóåò ñ÷èòàòü íèçêèìè, ïðîùå âñåãî ñäåëàòü â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó-
÷àå. Åñëè ââåñòè âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ τ ∼ ρ/v, ãäå ρ � ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð, òî íèçêèìè
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ÷àñòîòû, ìåíüøèå 1/τ . Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ãðàíèöà ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé (áîëåå ïîäðîáíî ìû ðàññìîòðèì ýòîò
âîïðîñ ïðè àíàëèçå ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ áûñòðî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà).

Ðàññìîòðèì ôóðüå-êîìïîíåíòó íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ (ñì. (19.9))

H(r, ω) =

∞∫

−∞

H(r, t) exp (iωt) dt = −1

c

∞∫

−∞

[
n,

∂A(r, t)

∂t

]
exp (iωt) dt (22.14)
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Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ H(r, t) èëè A(r, t) ìíîãî ìåíüøå, ÷åì 1/ω, òî ýêñïîíåí-
òó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîæíî çàìåíèòü íà íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ôàçîâûé ìíîæèòåëü
exp (iωt0), ãäå t0 � ìîìåíò ñîóäàðåíèÿ (çíà÷åíèå t0 ìîæíî âûáðàòü ðàâíûì íóëþ). Òîãäà

H(r, ω) = [n,A(r, t = ∞)−A(r, t = −∞)] (22.15)

Çíà÷åíèÿ A(r, t = ±∞) ëåãêî íàéòè èç ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ Ëèåíàðà-Âèõåðòà. Èíòå-
ðåñóþùåå íàñ âûðàæåíèå óæå áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå (ñì. ôîðìóëó (19.10)). Ïîýòîìó äëÿ
A(r, t = ±∞) ìîæåì çàïèñàòü

A(r, t = ±∞) =
1

c|r−R| ·
ev(t = ±∞)

1− nv(t=±∞)
c

(22.16)

Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v(t = ±∞) ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïîñëå è äî
ñòîëêíîâåíèÿ, ò.å. ñ v′ è v. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçìåðû îáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå,
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì |r−R| äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (22.15)), (22.16)) â ôîðìóëó äëÿ d2ε/dωdΩ (20.4)) (ó÷ò¼ì, ÷òî |E(r, ω)|2 =

|H(r, ω)|2), ïîëó÷èì
d2ε

dωdΩ
=

e2

4π2c3

(
[nv′]

1− nv′
c

− [nv]

1− nv
c

)2

(22.17)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå èç (22.17)) ñëåäóåò
d2ε

dωdΩ
=

e2

4π2c3
[n,v′ − v]2 (22.18)

Êàê è äîëæíî áûòü ïðè v ¿ c, ôîðìóëà (22.17)) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé äèïîëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ

d̈(ω) =

∞∫

−∞

d̈(t) exp(iωt)dt ≈ ḋ(∞)− ḋ(−∞) = e(v′ − v)

Ïîäñòàâëÿÿ d̈(ω) â (20.15)), ïîëó÷èì (22.18)).
Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (22.17)) íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû ω, ò.å. ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå ýíåðãèè òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ïðè èñïóñêàíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ v′. Òàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè β-ðàñïàäå.
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Èñïóñêàíèå ÷àñòèöû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê î÷åíü áûñòðîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè îò
íóëÿ äî v′. Ïîýòîìó â (22.17)) íóæíî îñòàâèòü òîëüêî îäèí ÷ëåí ñ v′,

d2ε

dωdΩ
=

e2

4π2c3

v
′2 sin2 θ(

1− v′
c

cos θ
)2 (22.19)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü (22.19)) îïèñûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì sin2 θ.
Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå (1− v′/c ¿ 1) ñóùåñòâåííóþ ðîëü â (22.19) èãðàåò çíàìå-
íàòåëü. Èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî â îáëàñòè ìàëûõ óãëîâ,

θ <

√
1− v′

c
∼

√
1−

(
v′

c

)2

.

Â íàïðàâëåíèè âïåð¼ä (ò.å. ïîä óãëîì θ = 0) èç-çà ìíîæèòåëÿ sin2 θ èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò.
Ìàêñèìóì óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (22.19) íàáëþäàåòñÿ ïðè

θmax =

√
2

(
1− v′

c

)
≈

√
1−

(
v′

c

)2

.

Èíòåãðèðóÿ (22.19)) ïî íàïðàâëåíèÿì (dΩ = sin θ dθ dϕ), ïîëó÷èì

dε

dω
=

e2

πv′

(
ln

1 + v′
c

1− v′
c

− 2
v′

c

)
(22.20)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå îòñþäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

dε

dω
=

2

3π

e2v
′2

c3

Â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ôîðìóëó (22.20)) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dε

dω
= 2

e2

π
ln

E
mc2

(22.21)

Ò.å. dε/dω ðàñò¼ò êàê ëîãàðèôì ýíåðãèè ÷àñòèöû E .
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Ëåêöèÿ 23

23.1 Èçëó÷åíèå ÷àñòèöû ïðè áîëüøîé ñêîðîñòè äâèæå-
íèÿ

Äëÿ àíàëèçà îñîáåííîñòåé èçëó÷åíèÿ çàðÿäà ïðè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, ñîïîñòàâèìîé ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà, âîñïîëüçóåìñÿ ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà-Âèõåðòà.

Âûâåäåì âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî,
ñîãëàñíî (19.7), äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èçëó÷àþùåãî çàðÿäà.

Ïåðåéä¼ì â ôîðìóëå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (18.18) ê ïðåäåëó áîëüøèõ ðàññòîÿíèé.
Çàïèøåì r0(t0) â âèäå r0(t0) = R + R0(t0), ãäå R � ðàäèóñ-âåêòîð íåêîòîðîãî ó÷àñòêà
òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñìåùåíèå ÷àñòèöû çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ìàëî
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì |r−R| äî íàáëþäàòåëÿ, ò.å. |r−R| À |R0(t0)|. Òîãäà èç (18.18)
ïîëó÷àåì

A(r, t) =
1

c|r−R| ·
ev0(t0)

1− nv0(t0)
c

(23.1)

ãäå n = (r−R)/|r−R|, t0 = t0(r, t) ïðè óñëîâèè |r−R| À |R0(t0)| åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

t− t0 − |r−R|
c

+
nR0(t0)

c
= 0 (23.2)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (23.1) ïî âðåìåíè è ïîëó÷èì

∂A(r, t)

∂t
=

e

c|r−R|


 v̇0(t0)

1− nv0(t0)
c

+
v̇0(t0)(

1− nv0(t0)
c

)2 ·
(

nv̇0(t0)

c

)

 ∂t0

∂t
(23.3)
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Çíà÷åíèÿ ∂t0/∂t íàéäåì, äèôôåðåíöèðóÿ (23.2),

1− ∂t0
∂t

+
nv0(t0)

c

∂t0
∂t

= 0

Â ðåçóëüòàòå èìååì
∂t0
∂t

=
1

1− nv0(t0)
c

(23.4)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü (23.3),(23.4) â âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
(19.7), íàõîäèì

E(r, t) = −1

c

(
∂A(r, t)

∂t
− n

(
n

∂A(r, t)

∂t

))
=

− e

c2|r−R|
1(

1− nv0

c

)3

(
v̇0

(
1− nv0

c

)
+ v0

(
nv̇0

c

)
− n (nv̇0)

)
=

e

c2|r−R|
1(

1− nv0

c

)3

[
n

[(
n− v0

c

)
v̇0

]]
(23.5)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàðÿä äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, òî âîçíèêàåò óáûâàþùàÿ êàê 1/|r−R|
ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (23.5), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå èçëó÷åíèÿ.

Ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò (23.5) â (19.3) è çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ d2ε/dtdΩ â âèäå

d2ε

dtdΩ
=

e2

4πc3
·

(
v̇2

0(
1− nv0

c

)4 +
2(nv̇0)

(
v0

c
v̇0

)
(
1− nv0

c

)5 −
(

1− v2
0

c2

)
· (nv̇0)

2

(
1− nv0

c

)6

)
(23.6)

ãäå v̇0 è v0 áåðóòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 = t0(r, t).
Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå â âûðàæåíèè (23.6) ãëàâíûìè îêàçûâàþòñÿ

ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå. Ôîðìóëà (23.6) ïåðåõîäèò â ïîëó÷åííûé ðàíåå ðåçóëüòàò
äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (20.11), ãäå d̈ = ev̇0.

Äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå â îáùåì ñëó÷àå âûðàæåíèå (23.6) ïðèîáðåòàåò áîëåå êîìïàêò-
íûé âèä, åñëè ñêîðîñòü v0 è óñêîðåíèå v̇0 ÷àñòèöû ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó èëè âçàèìíî
îðòîãîíàëüíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì

d2ε

dtdΩ
=

e2

4πc3
· v̇

2
0 − (nv̇0)

2

(
1− nv0

c

)6 , (23.7)
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à âî âòîðîì �

d2ε

dtdΩ
=

e2

4πc3
·
(

v̇2
0(

1− nv0

c

)4 −
(

1− v2
0

c2

)
· (nv̇0)

2

(
1− nv0

c

)6

)
(23.8)

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (1 −
v0/c ¿ 1) âûòÿíóòî âïåð¼ä, â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ýòà îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ñî
ñòåïåíÿìè âåëè÷èíû (1− nv0/c) â çíàìåíàòåëå (23.6) (è, ñîîòâåòñòâåííî, â (23.7), (23.8)).
Ìíîæèòåëè âèäà (1 − nv0/c)

−k, ãäå k = 4 ÷ 6, èìåþò ðåçêèé ìàêñèìóì â íàïðàâëåíèè
âïåð¼ä. Óãëîâàÿ øèðèíà ìàêñèìóìà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû åñòü

∆θ =

√
1− v0

c
∼

√
1− v2

0

c2
.

Àíàëîãè÷íóþ îñîáåííîñòü ìû óæå îáñóæäàëè ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðó èçëó÷åíèÿ íèçêèõ
÷àñòîò (22.19).

Äåòàëè óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ çàâèñÿò îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè ñêîðîñòè
è óñêîðåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíû (ñì. (23.7)), âåëè÷èíà
d2ε/dtdΩ èìååò ÿðêî âûðàæåííûé ìàêñèìóì ïðè

θmax =

√
2

5

(
1− v0

c

)
≈

√
1

5

(
1− v2

0

c2

)
,

à â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû (θ = 0) d2ε/dtdΩ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Êîãäà ñêîðîñòü
è óñêîðåíèå âçàèìíî îðòîãîíàëüíû (ñì. (23.8)), óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò íå òîëüêî
îò óãëà θ ìåæäó íàïðàâëåíèåì n ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ è ñêîðîñòüþ v0, íî è îò óãëà
ìåæäó íàïðàâëåíèåì n è óñêîðåíèåì v̇0. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè,
îáðàçîâàííîé v0 è v̇0, èìååò ìàêñèìóì â íàïðàâëåíèè θ = 0, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

θ =

√
2
(
1− v0

c

)
≈

√
1− v2

0

c2

è èìååò âòîðîé, íî ñóùåñòâåííî áîëåå íèçêèé ìàêñèìóì, ïðè

θmax = 2

√
1− v0

c
≈

√
2

(
1− v2

0

c2

)
.
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Â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ðàññìîòðåííîé âûøå, èìååòñÿ òîëüêî ìàêñèìóì â íàïðàâ-
ëåíèè θ = 0 ñ õàðàêòåðíîé øèðèíîé

∆θ ∼
√

1− v2
0

c2
.

×òîáû íàéòè ïîëíóþ ýíåðãèþ èçëó÷åíèÿ çà âñ¼ âðåìÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû,
ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü (23.6) ïî âðåìåíè è ïî íàïðàâëåíèÿì. Ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû
â (23.6) çàâèñÿò îò t0, òî îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè t óäîáíî, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
dt = (1 − nv0/c)dt0 (ñì. (23.4)), ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî t0. Èíòåãðèðîâàíèå ïî dΩ

âûïîëíÿåòñÿ ýëåìåíòàðíî. Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ êàæäîãî èç òð¼õ ñëàãàåìûõ â (23.6)
(ñ ó÷¼òîì äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ (1− nv0/c)) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆ε =
e2

2c3

∞∫

−∞

dt0


 2v̇2

0(
1− v2

0

c2

)2 +
16

3c2

(v0v̇0)
2

(
1− v2

0

c2

)3 −


 4

c2

(v0v̇0)
2

(
1− v2

0

c2

)3 +
2

3

v̇2
0(

1− v2
0

c2

)2





 (23.9)

Ïðèâîäÿ â (23.9) ïîäîáíûå ÷ëåíû, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì,

∆ε =
2e2

3c3

∞∫

−∞

dt0


 v̇2

0(
1− v2

0

c2

)2 +
(v0v̇0)

2

c2
(
1− v2

0

c2

)3


 (23.10)

Åñëè çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ÷åðåç âíåøíèå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ,
òî â ñîîòíîøåíèå (23.10) ìîæíî ïîäñòàâèòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ.

Âûðàçèòü óñêîðåíèå ÷åðåç íàïðÿæ¼ííîñòè ïîëåé íåòðóäíî, åñëè ïîäñòàâèòü â óðàâíå-
íèå äâèæåíèÿ

dp

dt
= eE +

e

c
[vH]

èìïóëüñ â âèäå p = vE/c2, à ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýíåðãèè îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ

dE
dt

= evE.

Òîãäà äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

v̇ =
e

m

√
1− v2

c2

(
E +

1

c
[vH]− 1

c2
v(vE)

)
(23.11)
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ,
íàïðàâëåííàÿ ïî ñêîðîñòè ÷àñòèöû, îêàçûâàåòñÿ ïîäàâëåííîé:

(v̇)‖ ∼
(

1− v2

c2

)3/2

(vE), (v̇)⊥ ∼
(

1− v2

c2

)1/2

(E)⊥.

Ñ ðîñòîì ñêîðîñòè îòíîøåíèå |v̇‖|/|v̇⊥| ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

|v̇‖|
|v̇⊥| ∼ 1− v2

c2

Ïîäñòàâèì òåïåðü âûðàæåíèå (23.11) â ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ (23.10). Â èòîãå
ïîëó÷èì

∆ε =
2e4

3m2c3

∞∫

−∞

dt0

(
E + 1

c
[vH]

)2 − 1
c2

(vE)2

(
1− v2

c2

) (23.12)

Ñîãëàñíî (23.12), ïðè äâèæåíèè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (H = 0) âäîëü ïîëÿ (vE = vE)

∆ε =
2e4

3m2c3

∞∫

−∞

dt0E
2 (23.13)

ò.å. ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû. ×òî êàñàåòñÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, òî,
êàê ñëåäóåò èç (23.13), ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà (1 − v2/c2)−1, ò.å. êâàäðàòó
ýíåðãèè ÷àñòèöû.
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Ëåêöèÿ 24

24.1 Ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ðå-
ëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà

Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ îá îñîáåííîñòÿõ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ
ðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (23.5) äëÿ E(r, t) è âû-
÷èñëèì ôóðüå-êîìïîíåíòó ïîëÿ èçëó÷åíèÿ.

Áóäåì îòñ÷èòûâàòü âðåìÿ t0 îò òîãî ìîìåíòà, êîãäà äâèãàþùàÿñÿ ïî çàäàííîé òðàåêòî-
ðèè ÷àñòèöà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì R, ò.å. r0(t0) = R èëè R0(t0 = 0) = 0.
Òîãäà äëÿ ó÷àñòêà òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ðàäèóñ-âåêòîðà R ìîæíî ïðèáëèæåííî çà-
ïèñàòü R0(t0) = v0t0, ãäå v0 = v0(0). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (23.2), ïîëó÷èì

t = t0

(
1− nv0

c

)
+
|r−R|

c
(24.1)

Ïåðåõîäÿ, äàëåå, ïðè âû÷èñëåíèè ôóðüå-êîìïîíåíòû ïîëÿ èçëó÷åíèÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî t ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî t0, çàïèøåì E(r, ω) â âèäå

E(r, ω) =
e

c2|r−R| ·
exp

(
iω

c
|r−R|)(

1− nv0

c

)2

∞∫

−∞

[
n

[(
n− v0

c

)
, v̇0(t0)

]]
exp

(
iωt0

(
1− nv0

c

))
dt0 (24.2)

Èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû ïðèáëèæåíèÿ îòâå÷àþò ñèòóàöèè, êîãäà óñêî-
ðåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïðè÷èíîé èçëó÷åíèÿ, â òî æå âðåìÿ íå ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó èçìåíå-
íèþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî äâèæåíèÿ.
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Ïîäñòàâëÿÿ (24.2) â îïðåäåëåíèå (20.4), äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè íà-
õîäèì

d2ε

dωdΩ
=

e2

4π2c3
· 1(

1− nv0

c

)2

[
n

[(
n− v0

c

)
, v̇0

(
ω

(
1− nv0

c

))]]
(24.3)

ãäå
v̇0

(
ω

(
1− nv0

c

))

� ôóðüå-êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ äëÿ çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû, ðàâíîãî ω
(
1− nv0

c

)
.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå.
Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ, êîãäà àðãóìåíò ôóðüå-êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ ìîæíî ïîëîæèòü

ðàâíûì íóëþ, èç (24.3) ñëåäóåò

d2ε

dωdΩ
=

e2

4πc3
·
(

(∆v)2

(
1− nv0

c

)2 −
(

1− v2
0

c2

)
· (n∆v)2

(
1− nv0

c

)4

)
(24.4)

ãäå ìû ó÷ëè, ÷òî v̇(ω = 0) = ∆v � èçìåíåíèå ñêîðîñòè çà âñ¼ âðåìÿ äåéñòâèÿ óñêîðåíèÿ,
êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî ñàìîìó âåêòîðó ñêîðîñòè (v0 ·∆v) = 0. Âûðàæåíèå, ñîâïàäàþ-
ùåå ñ (24.4), íåòðóäíî ïîëó÷èòü è èç îáùåé ôîðìóëû (22.17) äëÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ
íèçêèõ ÷àñòîò. Ðàñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàò (22.17) â ðÿä ïî ìàëîé âåëè÷èíå ∆v = v′ − v è
ïîëàãàÿ v0 = (v′ + v)/2, èìååì

d2ε

dωdΩ
=

e2

4πc3
·
(

[n∆v]

1− nv0

c

+

[
nv0

c

]
[n∆v](

1− nv0

c

)2

)2

(24.5)

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ èç (24.5) ñëåäóåò ôîðìóëà
(24.4).

Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî äåéñòâóåò óñêîðåíèå, åñòü τ , òî õàðàêòåð-
íàÿ ÷àñòîòà â ñïåêòðàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè (24.3) ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

ω0 ∼ 1

τ
(
1− nv0

c

) (24.6)

Ýòî îáóñëîâëåíî çíà÷åíèåì àðãóìåíòà ôóðüå-êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ.
Ïîñêîëüêó èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî â îñíîâíîì â óçêîé óãëîâîé îáëàñòè ∆θ ∼

√
1− v/c

âáëèçè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, òî èç (24.6) ñëåäóåò

ω0 ∼ 1

τ
(
1− v0

c

) ∼ 1

τ
(
1− v2

0

c2

) (24.7)
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Ïðè ω ¿ ω0 ìîæíî ãîâîðèòü î ñïåêòðàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè â ïðåäåëå íèçêèõ ÷àñòîò, à ïðè
ω À ω0 ôóðüå-êîìïîíåíòà óñêîðåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (24.3)
îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó îñíîâíàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ íà îáëàñòü ÷àñòîò
ω ∼ ω0.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ïðèáëèæåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå ðåçóëüòàòîâ (22.17) è (24.3).

Ïîäñòàâèì ïëîòíîñòü òîêà

j(R′, t′) = eṘ0(t)δ (R′ −R0(t))

â âûðàæåíèå äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà äàë¼êèõ ðàññòîÿíèÿõ

A(R, ω) =
exp

(
iω

c
|r−R|)

c|r−R|
∫

exp
(
−i

ω

c
nR′

)
j(R′, ω)dV ′

ãäå n = (r−R)/|r−R|, j(R′, ω) � ôóðüå-êîìïîíåíòà ïëîòíîñòè òîêà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

A(R, ω) =
exp

(
iω

c
|r−R|)

c|r−R|
∫

exp
(
−i

ω

c
nR′

) ∞∫

−∞

exp(iωt)eṘ0(t)δ (R′ −R0(t)) dtdV ′ =

e exp
(
iω

c
|r−R|)

c|r−R|

∞∫

−∞

Ṙ0(t) exp
(
iωt− i

ω

c
nR0(t)

)
dt

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå äàë¼êèõ ðàññòîÿíèé H(R, ω) = iω
c
[n,A(R, ω)],

äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íàõîäèì

d2ε

dωdΩ
=

e2ω2

4π2c3

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

[
n, Ṙ0(t)

]
exp

(
iωt− i

ω

c
nR0(t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣

2

(24.8)

Ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû íå èñïîëüçîâàëèñü íèêàêèå ïðèáëèæåíèÿ, êðîìå ïðåäåëà áîëü-
øèõ ðàññòîÿíèé äëÿ A(R, ω) è H(R, ω). Ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû (íàïðèìåð, (22.17))
ñëåäóþò èç íå¼ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Ôîðìóëà (24.8) ñîäåðæèò ñêîðîñòü ÷àñòèöû Ṙ0(t) è, íà ïåðâûé âçãëÿä, ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ, ÷òî èç (24.8) ñëåäóåò âûâîä î âîçìîæíîñòè èçëó÷åíèÿ ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ
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çàðÿäà. Íî ýòî íå òàê. Åñëè ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0, òî R0(t) = v0t.
Òîãäà èíòåãðàë â (24.8) áóäåò ðàâåí

∞∫

−∞

[n,v0] exp
(
iωt− i

ω

c
nv0t

)
dt = [n,v0] δ

(
ω − ω

c
nv0

)
(24.9)

Àðãóìåíò δ-ôóíêöèè,
ω

(
1− nv0

c

)
= ω

(
1− v0

c
cos θ

)
,

íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó δ-ôóíêöèÿ â (24.9) è ñàìî âûðàæåíèå (24.9) ðàâíû
íóëþ è èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò.

Åñëè âû÷èñëèòü èíòåãðàë (24.9) â êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ −T
2

< t < T
2
, òî ïîëó÷èì íåíó-

ëåâîé ðåçóëüòàò:
T/2∫

−T/2

[n,v0] exp
(
iωt− i

ω

c
nv0t

)
dt = 2 [n,v0]

sin ω
(
1− nv0

c

)
T
2

ω
(
1− nv0

c

) (24.10)

Âûðàæåíèå (24.10) ïðè T → ∞ ñòðåìèòñÿ ê δ-ôóíêöèè (24.9) (ò.å. îáðàùàåòñÿ â íóëü).
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå èçëó÷åíèÿ îò êîíå÷íîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè ÷àñòèöû
îòëè÷íî îò íóëÿ, íî ïðè ñëîæåíèè ïîëåé ñî âñåõ ó÷àñòêîâ òðàåêòîðèè ïîëÿ ãàñÿòñÿ è
ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå áóäåò ðàâíî íóëþ.

Ïðåîáðàçóåì îáùóþ ôîðìóëó (24.8) è ïðîèíòåãðèðóåì å¼ ïî íàïðàâëåíèÿì. Èìååì
∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

[
n, Ṙ0(t)

]
exp

(
iωt− i

ω

c
nR0(t)

)
dt

∣∣∣∣∣∣

2

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2 [n,v1] [n,v2] exp (iω(t1 − t2)− ign) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2

(
v1v2 +

(
v1

∂

∂g

)(
v2

∂

∂g

))
exp (iω(t1 − t2)− ign) (24.11)

ãäå
v1 = Ṙ0(t1), v2 = Ṙ0(t2), g =

ω

c
(R0(t1)−R0(t2))

Èíòåãðèðîâàíèå îáùåé ôîðìóëû (24.8) ïî dΩ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà
∫

dΩ exp (−ign) = 4π
sin g

g
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Òîãäà, äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íàõîäèì

d2ε

dω
=

e2ω2

4π2c3

∞∫

−∞

∞∫

−∞

dt1dt2G(t1, t2) exp (iω(t1 − t2)) (24.12)

ãäå G = G(t1, t2) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

G =

(
v1v2 +

(
v1

∂

∂g

)(
v2

∂

∂g

))
4π

sin g

g
=

4π

{
sin g

g

(
v1v2 −

(
v1

g

g

)(
v2

g

g

))
+

(
cos g

g2
− sin g

g3

) (
v1v2 − 3

(
v1

g

g

)(
v2

g

g

))}
(24.13)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó â ñëó÷àå çàðÿäà óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèè
(ïðîòèâîïîëîæíûé, íåðåëÿòèâèñòñêèé, ïðåäåëüíûé ñëó÷àé èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò, ïî-
ñêîëüêó ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ).

Èìååì
geff =

ω

c
|R0(t1)−R0(t2)|eff ∼ ω

c
v∆teff

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (24.12), (24.13) (ñì. òàêæå (24.7)),

ω∆teff

(
1− v

c

)
∼ 1

Ïîýòîìó â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå geff ìîæíî îöåíèòü êàê

geff ∼ 1

1− v
c

∼
( E

mc2

)2

À 1 (24.14)

Â óñëîâèÿõ (24.14) âåëè÷èíà G áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì (24.13):

G = 4π
sin g

g

(
v1v2 − 1

g2
(v1g) (v2g)

)
(24.15)

Îòìåòðèì, ÷òî ðåçóëüòàò (24.12), (24.13) ïîëó÷åí áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðåäïî-
ëîæåíèé î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñ÷¼ò ñïåêòðàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, åñëè èçâåñòíî óðàâíåíèå òðàåêòîðèè.
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