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Лекция 8  

Магнитное поле постоянных токов. Система линейных токов. Коэффициенты индуктив-

ности и взаимной индуктивности проводников. Свойства магнитной восприимчивости. 

 

Рассмотрим систему, состоящую из проводников и диэлектриков. Пусть сторонние токи и 

заряды отсутствуют, а по проводникам течёт ток проводимости, плотность которого j не 

зависит от времени. Тогда получается стационарная картина. В дальнейшем нас будет ин-

тересовать только магнитное поле и оказываемое им влияние на магнетики- проводники и 

диэлектрики. При такой постановке задачи плотность тока j, создаваемого некоторыми 

источниками (аккумуляторы, электрические батареи и т.п.), предполагается известной и 

постоянной. Так как для поддержания стационарного состояния необходимо присутствие 

внешних источников, то система (магнетики + магнитное поле) не является замкнутой. 

Такая постановка задачи в какой-то степени аналогична той постановке задачи электро-

статики, когда постоянными считались потенциалы проводников.  

     Таким образом, необходимо определить характеристики магнитного поля Н и В из 

уравнений 

rotH = 
c
4 j,                                                                                                                              (8.1) 

divB = 0,                                                                                                                                    (8.2) 

к которым добавлено уравнение связи 

В = Н .                                                                                                                                    (8.3) 

Уравнение связи (8.3) записано для изотропной неферромагнитной и несверхпроводящей 

среды. Рассмотрим случай, когда диэлектрики и проводники кусочно-однородны. Поэто-

му уравнения (8.1)-(8.3) будем рассматривать по отдельности в каждой из областей про-

странства, где 

 = const,                                                                                                                                   (8.4) 

а на границе раздела будем проводить сшивание решений, используя граничные условия 

(2.3) и (2.4). Обычно плотность поверхностных токов равна нулю, и условие (2.3) даёт не-

прерывность тангенциальных компонент вектора Н :  

Н2t = Н1t .                                                                                                                                   (8.5) 

Удобно от системы уравнений (8.1), (8.2) перейти к уравнению для векторного потенциала 

А, который вводится соотношением  

B = rotA.                                                                                                                                     (8.6) 



Ясно, что соотношение (8.6) определяет векторный потенциал не однозначно, а лишь с 

точностью до градиента произвольной функции f(r), так как rotgradf = 0. Это позволяет 

наложить на величину А дополнительное условие, называемое калибровкой потенциала. В 

дальнейшем будем считать, что векторный потенциал удовлетворяет условию 

divA = 0.                                                                                                                                    (8.7) 

Такая калибровка называется кулоновской. Даже с учетом условия (8.7) потенциал опре-

делён с точностью до произвольной постоянной. Её мы определим, требуя, чтобы потен-

циал обращался в нуль на бесконечности. При подстановке (8.6) в (8.2) это уравнение пре-

вращается в тождество. Подстановка (8.6) в (8.1) с учетом (8.3), (8.4) и (8.7) даёт 

A = - 
c
4 j.                                                                                                                            (8.8) 

Это векторное уравнение эквивалентно трём скалярным для компонент вектора А в декар-

товых координатах: 

Ai = - 
c
4 ji ,   (i = x, y, z).                                                                                                      (8.9) 

На границах раздела сред векторный потенциал должен удовлетворять граничным усло-

виям, которые вытекают из (8.5) и (2.4). Из условия (2.4) с учетом того, что индукция В 

конечна на границе раздела, вытекает непрерывность тангенциальных компонент вектора 

А. Из (8.5) следует равенство тангенциальных компонент вектора rotA/.  

     При произвольной форме граничных поверхностей полученные уравнения для вектора 

А достаточно сложны для решения. Ниже рассмотрен ряд случаев, допускающих даль-

нейшее упрощение этих уравнений.  

     Рассмотрим однородную (следовательно, и бесконечную) в одном направлении среду, 

например линейный проводник с током в однородном веществе. Направим ось z по этому 

физически выделенному направлению. Обозначая k единичный вектор по оси z, предста-

вим плотность тока j в виде 

j(r) = kj(x, y),                                                                                                                           (8.10) 

где скалярная функция j не зависит от z из-за однородности среды в этом направлении. 

Как следует из уравнений (8.8), (8.9), векторный потенциал в этом случае можно искать в 

виде 

А(r) = kA(x, y).                                                                                                                         (8.11) 

При этом условие (8.7) выполняется тождественно, а для определения скалярной функции 

A(x, y) получаем уравнение 

A = - 
c
4 j.                                                                                                                            (8.12) 



Условия (8.5) и (2.4) приводят к непрерывности функций A(x, y) и (∂А/∂n)/. Подставляя 

(8.11) в (8.6), получаем  

B = [gradA, k].                                                                                                                         (8.13) 

Из (8.13) следует, что вектор В лежит в плоскости х, у. 

     Если распределение плотности тока симметрично относительно оси z, т.е. j зависит 

только от r = 22 yx   (расстояния от оси z), функция А также зависит только от r. По-

этому в данной точке r вектор В направлен по касательной к окружности радиуса r. Таким 

образом, линии напряжённости магнитного поля представляют собой окружности. Если 

ввести цилиндрические координаты r, z и φ, то функция Н(r), например, может быть запи-

сана в виде  

Н(r) = еφН(r),                                                                                                                          (8.14) 

где еφ - единичный вектор, соответствующий координате φ. Скалярную функцию Н(r) 

проще всего определить непосредственно из уравнения (8.1). Действительно, проинтегри-

руем обе части этого уравнения по поверхности, натянутой на окружность радиуса r. Обо-

значая полный ток, протекающий через эту поверхность, 

I(r) =  Sjd  

и используя теорему Стокса 

 SHdrot =  lHd , 

с учётом (8.14) получаем 

Н(r) = 2I(r)/(cr).  

     Исходные уравнения допускают существенные упрощения, если можно пренебречь 

магнитными свойствами среды, т. е. везде считать  = 1. Тогда для векторного потенциала 

не нужно ставить никаких граничных условий, кроме требования стремления его к нулю 

на достаточно больших расстояниях от системы токов. Удовлетворяющее этому требова-

нию решение уравнения (8.8) имеет вид 

A(r) =   ||
)(1
'

'
'

rr
rjdV

c
.                                                                                                             (8.15) 

Взяв ротор от этого выражения, получаем 

B(r) = H(r) =  


3'

''
'

||
)](),([1

rr
rrrjdV

c
.                                                                                      (8.16) 

     Предположим, что мы интересуемся распределением поля только в области вне про-

водников, а сами проводники достаточно тонкие, так что направление тока в данной точке 

совпадает с направлением dl - элемента длины проводника. Такую систему принято назы-



вать системой линейных токов. Тогда, выполняя интегрирование по поперечному сечению 

проводников в (8.15) и (8.16), получаем  

A(r) =   || a

a

a

a d
c
I

rr
l  ,                                                                                                          (8.17) 

H(r) =  


3||
)](,[

a

aa

a

a d
c
I

rr
rrl ,                                                                                                   (8.18) 

где Ia полный ток, протекающий по а-му проводнику Выражение (8.18) представляет со-

бой закон Био-Савара. Соотношения (8.17) и (8.18) формально получаются из (8.15) и 

(8.16) заменой 

jdV ↔ Idl .                                                                                                                               (8.19) 

     Для системы линейных токов ответ можно написать также и в том случае, когда окру-

жающая среда имеет некоторое постоянное значение магнитной проницаемости . Тогда 

опять никаких поверхностей раздела нет, так как проводники в этом приближении есть 

просто особые линии для поля. В результате имеем 

A(r) =    || a

a

a

a d
c
I

rr
l  ,                                                                                                         (8.20) 

В(r) =   


3||
)](,[

a

aa

a

a d
c
I

rr
rrl .                                                                                                  (8.21) 

Таким образом, наличие магнитной проницаемости изменяет индукцию в  раз по сравне-

нию со случаем, когда  = 1, тогда как напряжённость Н при этом не меняется.  

     Рассмотрим теперь магнитное поле на достаточно больших расстояниях от области, 

занятой токами. Тогда, если L - характерный размер системы, то, например, выражение 

(8.15) можно разложить в ряд по параметру L/r <<1 и ограничиться первым неисчезаю-

щим приближением: 

A(r) = ...]),(1)[(1
3

'
''  rr

dV
c

rrrj .                                                                                        (8.22) 

Покажем, что 

 )(rjdV  = 0.                                                                                                                            (8.23) 

Для этого интеграл (8.23) умножим скалярно на произвольный постоянный вектор с. Вно-

ся с под знак интеграла и используя тождество c = grad(c,r), имеем ^ 

(c,j) = (j, grad(c,r)) = div(j(c,r)) - (c,r)divj.  

Так как в стационарном случае divj = 0, то по теореме Гаусса рассматриваемый интеграл  

сводится к поверхностному, который равен нулю вследствие того, что токи сосредоточе-

ны в ограниченной области пространства, т.е. jn|S = 0. В силу произвольности вектора с из 

полученного результата следует равенство (8.23). Итак, с учетом (8.23) имеем 



A(r) = ),()(1 '''
3 rrrjdV

cr
,                                                                                                     (8.24) 

или 

Ai(r) = '''
3 )( ki

k xjdV
cr
x
 r .                                                                                                         (8.25) 

Преобразуем выражения (8.24), (8.25) так, чтобы векторный потенциал выражался через 

магнитный момент распределения токов: 

M   = 
c2

1
 ],[ jrdV .                                                                                                                  (8.26) 

Для этого покажем, что 
''' )( ki xjdV r  = - ''' )( ik xjdV r .                                                                                                (8.27) 

Рассмотрим следующий тождественно равный нулю интеграл: 

jdivki xdVx  = 0                                                                                                                      (8.28) 

(в стационарном случае divj = 0). Подынтегральное выражение в (8.28) представим в виде  

xixkdivj = div(xixkj) – (xijk + xkji).                                                                                             (8.29) 

Проинтегрируем (8.29) по объёму системы. Интеграл от первого слагаемого в правой час-

ти (8.29) преобразуем в поверхностный, который равен нулю, так как jn|S = 0 (ток не выхо-

дит из системы). Таким образом, 

)( ikki jxjxdV  = 0,  

т.е. соотношение (8.27) доказано. С учетом (8.27) выражение (8.25) можно записать сле-

дующим образом:  

Ai(r) = ))()((
2

'''''
3 ikki

k xrjxjdV
cr
x

 r  .                                                                                    (8.30) 

В векторной записи (8.30) имеет вид 

A(r) = - )]](,[,[
2

1 '''
3 rdV

cr
jrr  ,  

или, вводя полный магнитный момент M  системы (7.26), получаем 

A(r) = [M ,r]/r3.                                                                                                                        (8.31) 

Вычисление магнитного момента M  для произвольной системы токов представляет собой 

сложную задачу. Простой результат получается для плоского замкнутого линейного тока: 

M   =  ],[
2

lr d
c
I .                                                                                                                     (8.32) 

Как видно из (8.32), вектор M  направлен перпендикулярно плоскости витка с током, а по 

модулю равен  

M   = IS/c,                                                                                                                                (8.33) 



где S - площадь части плоскости, охваченная витком.  

     Рассмотрим более подробно систему линейных токов, сосредоточенных в ограничен-

ной области пространства. При такой постановке задачи все линейные токи представляют 

собой замкнутые витки. Подобно тому, как в электростатике проводник характеризовался 

своим потенциалом φа или зарядом еа, здесь важной характеристикой витка является не 

только ток Ia, но и магнитный поток через контур витка  

Φа =  adSB  =  adlA  .                                                                                                           (8.34) 

Подставляя (8.17) в (8.34), видим, что величины Φа и Ia связаны между собой линейно: 

Φа = 
b

babIL
c
1 ,                                                                                                                       (8.35) 

где Lab (a ≠ b) - взаимная индуктивность, Laa - индуктивность проводников:  

Lab =    || ba

badd
rr
ll  

Вводя матрицу (L-1)ab обратную Lab, можно переписать формулу (8.35) в виде 

Ia = b
b

abLc   )( 1 .                                                                                                                 (8.36) 

Коэффициенты Lab зависят от геометрии системы: формы, размеров и взаимного располо-

жения проводников. Если пространство между проводниками заполнено однородным 

магнетиком с магнитной проницаемостью  то, используя вместо (8.17) выражение (8.20), 

получаем 

Lab =     || ba

badd
rr
ll .                                                                                                                 (8.37) 

     Оценим величину магнитной восприимчивости магнетиков. Упомянутая ранее теория 

возмущений может быть применена и для вычисления магнитной восприимчивости сре-

ды. Важное отличие постоянного магнитного поля от постоянного электрического заклю-

чается в том, что гамильтониан взаимодействия заряженной частицы с магнитным полем 

содержит не только линейные по характеристикам поля слагаемые, но и квадратичное: 

V


= 2
2

2

2
AHSAp

mc
e

mc
e

mc
e


 ,                                                                                        (8.38) 

где А - векторный потенциал магнитного поля, е - заряд, m - масса, S - спин частицы. 

Квадратичное по характеристикам поля слагаемое даёт вклад в энергию уже в первом по-

рядке теории возмущений, и этот вклад положителен. Линейные слагаемые, как и в случае 

постоянного электрического поля, дают вклад во втором порядке теории возмущений, и 

их вклад отрицателен. Поэтому в отличие от диэлектриков, где диэлектрическая воспри-

имчивость  всегда положительна, магнитная восприимчивость  может быть как поло-



жительной, так и отрицательной. Если вклад от линейных по характеристикам поля сла-

гаемых больше, чем от квадратичных, то  > 0. Такие магнетики называются парамагне-

тиками. В противоположном случае  < 0, и они называются диамагнетиками.  

В отличие от диэлектриков, где величина  бывает значительно больше единицы (напри-

мер, у воды), у магнетиков магнитная восприимчивость всегда мала: || << 1 (здесь не рас-

сматриваются вещества с особыми магнитными свойствами - ферромагнетики и сверх-

проводники). Эта малость связана с тем, что мы живём в нерелятивистском мире, т.е. ско-

рости движения частиц в телах малы – v << c. Поэтому при равных напряжённостях элек-

трического и магнитного полей сила, действующая на заряд со стороны магнитного поля 

e[v,H]/c в c/v раз меньше силы еЕ, действующей на заряд со стороны электрического поля. 

Характерные скорости движения электронов в веществе по порядку величины равны v ~ 

e2/ћ, т.е. v/c ~ 1/137. Следовательно, изменение движения частиц под действием магнитно-

го поля значительно слабее, чем под действием электрического. Под действием магнитно-

го поля возникает магнитный момент  ~ veδrH/c, где δrH - изменение координаты частицы 

под действием поля Н. Это изменение пропорционально действующей со стороны маг-

нитного поля силе, т.е. δrH ~ vН/c. Таким образом, магнитная восприимчивость имеет по-

рядок величины  ~ /Н ~ (v/c)2.  

     Рассмотрим для примера одноатомный идеальный газ. 0бозначим J, L, S полный мо-

мент, полный орбитальный и полный спиновый моменты атома, соответственно. Разберём 

следующие случаи.  

1. J = L = S = 0. Этот случай соответствует инертным газам. Здесь все матричные элемен-

ты от линейных по полю слагаемых оператора V?  (8.38) равны нулю. Поэтому вклад в маг-

нитную восприимчивость даёт только квадратичное по характеристикам магнитного поля 

слагаемое ~ А2 и, следовательно,  < 0, т.е. инертные газы являются диамагнетиками.  

2. J = 0, L = S ≠ 0. В этом случае в магнитную восприимчивость вносят вклад слагаемые 

обоих типов, но вклад линейных по характеристикам поля слагаемых больше. Это связано 

с тем, что во второе приближение теории возмущений от линейных по характеристикам 

поля слагаемых вносят вклад переходы между уровнями тонкой структуры, расстояние 

между которыми мало. Таким образом, здесь  > 0 - это парамагнетики. 

3. J ≠ 0. Если при этом фактор Ланде отличен от нуля, то у атома и в отсутствие поля име-

ется магнитный момент пропорциональный J. Однако так как при этом направления маг-

нитных моментов отдельных атомов распределены хаотично, то при Н = 0 магнитный мо-

мент всей системы равен нулю. При наложении поля магнитные моменты отдельных ато-

мов начинают ориентироваться преимущественно по линиям напряжённости поля. Таким 



образом, в этом случае  > 0 , т.е. среда парамагнитна. Однако, если в первых двух случа-

ях  не зависит от температуры, то здесь  существенно зависит от неё. Эта зависимость 

возникает от того, что числа атомов с магнитными моментами, направленными по и про-

тив поля, отличаются друг от друга больцмановскими множителями exp(H/T) , где  - 

магнитный момент отдельного атома. Если, например, H/T << 1, то  ~ 1/T . 

 

 


