Лекция № 3. 

 Выбор шага дискретизации с использованием интерполирующих полиномов Лагранжа.

При дискретизации реального сигнала, описываемого непрерывной функцией 
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, имеющей 
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  ограниченную производную, в качестве аппроксимирующей (воспроизводящей) функции может использоваться степенной многочлен 
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В зависимости от выбранного способа восстановления степенной полином может быть интерполирующим или экстраполирующим. Если базисные функции выбраны так, что значения аппроксимирующего полинома совпадают со значениями выборок в моменты их отсчета, то такой полином называют интерполирующим. Если аппроксимация предусматривает восстановление исследуемой функции только по предыдущим отсчетам, то такой полином называют экстраполирующим.
Погрешность дискретизации (восстановления) функции 
[image: image5.wmf]()

xt

полиномом 
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 на каждом участке аппроксимации определяется остаточным членом  
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Задача обеспечения минимальной погрешности при восстановлении сигнала на практике не ставится. Обычно задается допустимое значение этой погрешности и по нему определяется соответствующий шаг дискретизации.
Рассмотрим задачу точечной интерполяции, позволяющую выбрать шаг дискретизации сигнала (или частоту дискретизации) с помощью полиномов Лагранжа и критерия наибольшего отклонения. 

Математическая формулировка задачи точечной интерполяции: требуется определить на заданном интервале времени 
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   шаг дискретизации 
[image: image10.wmf]1

ii

ttt

-

D=-

, при котором текущая погрешность восстановления не превысит допустимого значения 
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, если функция задана 
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 узлом, т.е. совокупностью значений 
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Другими словами, требуется построить аппроксимирующий полином так, чтобы в узлах аппроксимации погрешность восстановления отсутствовала, а между узлами не превышала заданного значения.
В общем случае решение этой задачи сводится к решению системы уравнений:
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Решение этой системы можно представить в виде интерполяционного полинома Лагранжа, имеющего вид:
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При равномерной дискретизации шаг дискретизации 
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 и, введя безразмерный параметр 
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, можно записать интерполирующий полином Лагранжа в виде:
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Значение остаточного члена 
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, определяющего погрешность дискретизации (восстановления), имеет вид:

[image: image20.wmf]1

0

()(),

(1)!

n

n

nk

k

M

Lttt

n

+

=

£-

+

Õ

                                                                   (3.6)

где 
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максимальное во всем интервале преобразования значение модуля 
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 производной сигнала 
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. Для равноотстоящих узлов (равномерная дискретизация) остаточный член 
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Последнее выражение позволяет определить шаг дискретизации сигнала при заданной допустимой погрешности восстановления 
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 (см. 3.2). При этом следует иметь в виду, что выбор более высокой степени аппроксимирующего полинома при заданной погрешности обеспечивает меньшее число отсчетов, однако при этом существенно возрастает сложность технической реализации метода. Поэтому обычно ограничиваются многочленами нулевой (ступенчатая аппроксимация), первой (линейная аппроксимация) и второй степеней (параболическая аппроксимация).
Интерполяция полиномами нулевой степени
Значение восстанавливающей функции 
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 принимается равным отсчету  
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. Соотношение (3.7) позволяет получить выражение для остаточного члена:
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Максимальное значение погрешности достигается при 
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.  Отсюда получаем, что шаг дискретизации не должен превышать значения:
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Интерполяция полиномами первой степени
Определим шаг равномерной дискретизации с помощью интерполирующих полиномов Лагранжа первой степени вида 
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. При восстановлении исходного сигнала 
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 на каждом интервале времени 
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 используются  два отсчета 
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 и 
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, соединяемые прямой линией. Максимальное значение для остаточного члена, записываемого для линейной аппроксимации в виде 
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, найдем, приравняв нулю его производную, откуда допустимый шаг дискретизации равен:
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Интерполяция полиномами второй степени

[image: image43.wmf]Интерполирующий полином второй степени при параболической аппроксимации имеет вид:  
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. Для восстановления исходного сигнала по дискретным значениям используют три отсчета на интервале времени. Остаточный член такого приближения записывается в виде  
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. Оценив его максимальное значение, определяем допустимый шаг дискретизации:
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В общем случае, при использовании интерполирующих полиномов степени 
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 формула для вычисления шага равномерной дискретизации имеет вид:
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где 
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 числовой коэффициент, зависящий от 
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Оценки показывают, что при относительно больших значениях погрешности  
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 различие в шагах дискретизации при использовании линейной и параболической аппроксимаций незначительно. Лишь при малых погрешностях 
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 целесообразно рассматривать возможность применения степенных полиномов со степенью 
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Пример. Определить частоту дискретизации и число интервалов квантования функции 
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 при использовании ступенчатой, линейной и параболической аппроксимаций. Положить 
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Для оценки погрешности по формуле (3.7) необходима информация о максимальном значении модуля 
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 производной функции 
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. Обычно такая информация априори отсутствует. Однако для оценки этой величины можно воспользоваться неравенством Бернштейна, которое справедливо для функций, ограниченных по модулю и имеющих ограниченный спектр:
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где 
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верхняя граничная частота спектра непрерывной функции 
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, а 
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максимальное значение модуля этой функции. Подставляя (3.13) в (3.12), получаем еще одно соотношение для выбора шага дискретизации сигнала: 
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Анализ формулы (3.14) позволяет ввести приведенную погрешность восстановления сигнала  
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Учитывая, что частота дискретизации – величина, обратная  шагу дискретизации 
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, можно получить выражения для оценки величины приведенной погрешности восстановления при различных вариантах аппроксимации в зависимости от отношения двух частот: граничной частоты 
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для ступенчатой аппроксимации; 

[image: image69.wmf]2

11

max

()4,93()

mm

д

xtff

ge

=£-

для линейной аппроксимации;              (3.16)
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 для параболической аппроксимации.  
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