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1. Введение 
 
Все твердые тела в той или иной мере обладают свойствами 

прочности и жесткости, т.е. способны в определенных пределах 
воспринимать воздействие внешних сил, не разрушаясь и не меняя 
существенным образом свои геометрические размеры. 

Сопротивление материалов, теория упругости, теория плас-
тичности, теория ползучести, строительная механика стержневых и 
пространственных тонкостенных систем, механика разрушения − 
все это науки о прочности и жесткости элементов инженерных 
конструкций. Конечная цель для всех этих дисциплин едина: полу-
чение методов расчета и определение необходимых, или как гово-
рят, надежных размеров деталей машин и различных строительных 
сооружений. 

Научные основы для достижения этой цели также едины и для 
сопротивления материалов, и для теории упругости (пластичности, 
ползучести), и для строительной механики, поскольку в них при 
разработке методов расчета конструкций принята одна и та же мо-
дель – сплошное твердое деформируемое тело. Такая модель акку-
мулирует в себе главные свойства, присущие всем конструкциям 
независимо от их формы и способов нагружения, и позволяет по-
строить теорию на определенных законах. 

Из единства модели следует единство понятий и принципов для 
всех рассматриваемых научных дисциплин. Различие между ними 
заключается, в первую очередь, в подходе к решению задач. 

Сопротивление материалов имеет целью создать практически 
приемлемые, простые приемы расчета типичных, наиболее часто 
встречающихся элементов конструкций. Основное тело, изучаемое 
в сопротивлении материалов, − брус. Для него, когда его попереч-
ные размеры достаточно малы по сравнению с продольным разме-
ром (когда брус относится к категории вытянутых стержней), в не-
которых случаях деформирования применима гипотеза плоских 
сечений, что позволяет значительно упростить задачу. 

В теории упругости определяющие уравнения составляются для 
произвольного сплошного деформируемого тела при произвольном 
нагружении и устанавливаются методы расчёта сплошных систем 
(массивов, оболочек, пластин). При этом уже неприменима ги-
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потеза плоских сечений, поскольку требуется выполнять более 
строгие условия совместности деформаций и граничные условия. В 
связи с этим значительно усложняются исходные уравнения и, со-
ответственно, необходимый для их решения математический аппа-
рат, а результаты не приводятся к конечным формулам, как в соп-
ротивлении материалов. Поэтому возможности практического ис-
пользования методов теории упругости являются несколько огра-
ниченными, но при этом достигается большая полнота анализа из-
лучаемых явлений. 

Теорию упругости принято делить на линейную и нелинейную. 
К линейной относят ту часть теории упругости, в которой дефор-
мирование тела описывается с помощью линейных уравнений. По-
лучение линейных уравнений связано с допущениями о малости 
перемещений, поворотов, деформаций, позволяющими при состав-
лении уравнений равновесия применять недеформированную схе-
му тела, и с использованием линейного физического закона, из-
вестного как обобщенный закон Гука. 

Имеет место деление теории упругости на математическую и 
техническую (или прикладную). 

Математической теории упругости присуща, прежде всего, вы-
сокая математическая строгость составления уравнений, при кото-
рой не допускаются никакие искажения в исходных основах тео-
рии, никакие предположения, связанные с отклонениями от прямой 
математической схемы составления и решения уравнений; при 
этом, не считаясь со сложностью математического аппарата, доби-
ваются так называемого точного или строгого решения. 

В прикладной теории упругости наряду со строгими матема-
тическими требованиями обращается внимание на получение таких 
методов, которые оказались бы лучшими для решения практиче-
ских задач. В связи с этим становится необходимым глубоко ана-
лизировать реальную физическую картину механического сопро-
тивления конструкций, устанавливать главные и второстепенные 
факторы в этом сопротивлении и пренебрегать последними. Разу-
меется, введение дополнительных гипотез, принятие допущений, 
пренебрежение теми или иными величинами в уравнениях требуют 
убедительных обоснований, что обычно достигается проведением 
соответствующих экспериментов.  
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1.1. Расчетная модель тела в рамках механики  
деформируемого твердого тела 

 
При проектировании любого объекта (машины, конструкции, 

узла и т.п.) одним из основных является вопрос о прочности и же-
сткости как объекта в целом, так и любого его элемента при задан-
ных условиях нагружения. Легко видеть, что при имеющемся мно-
гообразии геометрических форм элементов конструкций и нагру-
зок, действующих на них, поставленная задача прочности и жест-
кости должна решаться для тела произвольной формы при произ-
вольном внешнем нагружении. 

Известно, что для оценки прочности тела необходимо опреде-
лить внутренние силы (напряжения), возникающие в теле при дей-
ствии на него внешнего нагружения. Оценивая внутренние силы, 
мы можем говорить о прочности – способности тела воспринимать 
внешние нагрузки, не разрушаясь. 

Под жесткостью тела будем понимать его способность воспри-
нимать внешние нагрузки, не меняя существенным образом свою 
первоначальную форму. Для оценки жесткости тела, очевидно, не-
обходимо определить его деформации или перемещения точек. 

Суммируя сказанное, можно утверждать, что мы ставим задачу 
об определении внутренних сил (напряжений), деформаций и пе-
ремещений для точек тела произвольной формы при его произ-
вольном нагружении. При этом ясно, что при определении и на-
пряжений, и деформаций (перемещений) необходимо учитывать, 
что реальные элементы конструкций выполняются из разных мате-
риалов. В поставленной задаче это обстоятельство должно быть 
отражено в форме разных возможностей (способностей) тел сопро-
тивляться действию внешних сил (сопротивляться деформирова-
нию). Другими словами, при решении задачи должны быть учтены 
войства реального материала элемента конструкции (рис. 1.1). с 
Элемент конструкции 

⇒ 

Тело произвольной формы 
 
 
⇐ 

Учет  
свойств  
реального 
материала 
элемента 

конструкции

Известное нагружение 
элемента конструкции

Произвольное внешнее
нагружение

Прочность элемента 
конструкции Определение напряжений 

Жесткость элемента 
конструкции Определение деформаций 

 
Рис. 1.1 
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Для решения поставленной задачи возможны два подхода: 
- физический, дающий представление о поведении реальных 

объектов на основе анализа микроструктуры материала; 
- феноменологический (механический), стремящийся найти аде-

кватное математическое описание совокупности опытных данных 
по поведению объекта, устанавливаемых макроэкспериментом. 

В дальнейшем будем использовать только феноменологический 
подход. 

Отметим, что феноменологический подход для решения вопроса 
прочности и жесткости элементов конструкций реализован в со-
противлении материалов, теории упругости, теории пластичности, 
теории ползучести, строительной механике стержневых и про-
странственных тонкостенных систем, механике разрушения и дру-
гих дисциплинах, которые по традиции излагаются, изучаются и 
применяются в настоящее время раздельно. Однако очевидно, что 
единый феноменологический подход к одной и той же задаче (за-
даче прочности и жесткости) должен обеспечиваться единой схе-
мой решения поставленной задачи. 

Возможность построения единой схемы решения дает единая 
расчетная модель тела, принятая в механике деформируемого твер-
дого тела, являющаяся частью механики сплошных сред. Такой 
моделью является сплошное твердое деформируемое тело. 

Свое понятие (определение) твердого тела дает теоретическая 
механика (раздел физики), где под твердым телом, в отличие от 
газов и жидкостей, подразумевается система неизменно связанных 
между собой материальных точек. Поскольку при действии внеш-
них сил на такое тело расстояния между отдельными его точками 
не изменяются, то внутренние силы не входят в уравнения, полу-
чаемые для описания поведения такого тела. Строение тела при 
этом не имеет никакого значения – рассматриваемое тело, по 
смыслу, является абсолютно твердым (материальной точкой). 

Ставя задачу об определении внутренних сил, необходимо вве-
сти в рассмотрение способность твердого тела деформироваться, 
как процесс изменения взаимных расстояний между точками тела 
при получении ими перемещений. При этом твердое деформируе-
мое тело должно рассматриваться уже как система бесконечно 
большого числа материальных точек, взаимодействующих между 



собой определенным образом. Физическая точка зрения состоит в 
том, чтобы приписывать этим материальным точкам определенную 
индивидуальность, например, отождествляя их с реальными ато-
мами или молекулами. Однако приходится признать, что на совре-
менном уровне наши знания еще недостаточны для построения ме-
ханики деформируемого твердого тела, в которой было бы принято 
во внимание действительное строение реальных материалов. 

Представление о деформируемом теле, как о сплошной среде, 
упрощает возможность математического описания поведения тела. 
Среду будем называть сплошной, если любой объем, выделенный 
из нее, содержит вещество, т.е. массу. Ясно, что такое представле-
ние о сплошной среде противоречит представлению об атомном 
строении вещества. 

Понятие сплошной среды, в общем, не так просто, как может 
показаться на первый взгляд: можно строить разные модели 
сплошной среды, наделяя их разными свойствами. Простейшая мо-
дель (классическая) вводится следующим образом. Примем мате-
риальную точку за основное первичное понятие. В кинематике это 
понятие тождественно понятию геометрической точки. Точку 
можно представить сферой бесконечно малого радиуса. При стрем-
лении радиуса к нулю единственной величиной, индивидуализи-
рующей точку, остается радиус-вектор центра сферы (или коорди-
наты центра). Представляя себе некоторую замкнутую область 
пространства, заполненную непрерывно такими точками, получим 
модель сплошной среды. Если ( )0ix  − исходные координаты точ-
ки, то при движении среды (деформировании) они приобретают 
значения  Поведение среды будет полностью определено, ес-
ли функции 

( )txi .
( )t  xi ля каждой точки известны. Как пример более 

сложной модели сплошной среды можно рассмотреть вариант, ко-
гда материальная точка представляется в форме бесконечно малого 
эллипсоида. Для индивидуализации точки такого рода нужно уже 
задать не только ее координаты, но и направления осей. Очевидно, 
что кинематика такой среды строится более сложным образом. 

д

В дальнейшем будем опираться только на классическую модель 
сплошной среды. Забегая вперед, отметим, что математически ус-
ловие сплошности для деформируемого тела выражается рядом 
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условий о непрерывности деформаций, перемещений и их произ-
водных и связи между ними. 

Сплошную среду в дальнейшем будем считать однородной: 
свойства выделенных из нее одинаковых объемов одинаковы. Оче-
видно, что речь должна идти о свойствах, доступных определению 
средствами механического макроэксперимента. Кроме того, говоря 
об однородности или неоднородности, необходимо всегда уточ-
нять, о каком масштабе идет речь. Введя представление о сплош-
ности среды, уже допустили однородность на уровне размера, по-
рядка атомного. Технический сплав (металл) состоит из зерен, раз-
мер которых бесконечно мал по сравнению с размерами изделий из 
этих сплавов. Соответственно, сплавы (металлы) можно считать 
однородной сплошной средой. 

Итак, можем считать, что для дальнейшего рассмотрения в ка-
честве модели принято однородное сплошное твердое деформи-
руемое тело, где однородность, сплошность, твердость, деформи-
руемость – свойства принятой модели реального тела (материала). 

Можно утверждать, что перечисленных свойств недостаточно 
для описания поведения модели, адекватного поведению реального 
тела, поскольку здесь никак не отражены свойства, связанные с 
различной способностью разных материалов сопротивляться дей-
ствию внешних сил.  

Поскольку реальные тела реагируют на внешнее нагружение 
крайне сложным образом, естественно пытаться отразить не все 
наблюдаемые явления, связанные с проявлением свойств материа-
ла, а, наоборот, по возможности упростить их, выделяя только не-
которые особенности, характерные для многих реальных тел в оп-
ределенном интервале нагрузок или температур. В качестве таких 
свойств реальных материалов, прежде всего, можно назвать упру-
гость (линейную и нелинейную), пластичность, ползучесть. 

Легко видеть, что категория таких свойств как сплошность, 
твердость и деформируемость, неизменна в той мере, в какой неиз-
менна сама модель сплошной среды, а категория свойств, связан-
ных со способностью тела сопротивляться деформированию, мо-
жет меняться нами в соответствии с тем, какие свойства реального 
тела (материала) можно считать определяющими в каждом отдель-
ном случае. 
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Упругие деформации наблюдаются при относительно неболь-
ших значениях действующих нагрузок и определяются только их 
величиной. Если нагрузка невелика, то после ее снятия деформиро-
ванное тело принимает первоначальную форму и размеры. Это 
свойство тел восстанавливать первоначальную форму и размеры 
после удаления нагрузок называется упругостью.  

Пластические деформации зависят не только от величины дей-
ствующих сил, но и от порядка их приложения (истории нагруже-
ния).  

Ползучесть для конструкционных сталей наблюдается при по-
вышенных температурах: для углеродистых сталей – при темпера-
туре 300 − 350 °С, для легированных – выше 400 °С.  

Рассматриваемая модель может усложняться добавлением и не-
которых других свойств. Например, наличие облучения материала 
потоком тепловых или быстрых нейтронов приводит к необходи-
мости вводить такие свойства, как радиационная ползучесть, ра-
диационный рост или распухание. 

Если механические свойства образца, вырезанного из рассмат-
риваемого материала, не зависят от его ориентации, материал на-
зывают изотропным (в противном случае – анизотропным). Поли-
кристаллический металл при достаточно большом объеме (мас-
штабный фактор) ведет себя как изотропное тело. В дальнейшем 
принятую расчетную модель тела будем наделять свойством изо-
тропности. 

Окончательно расчетную модель тела с позиций механики де-
формируемого тела можем представить в виде (рис. 1.2). 
 

Очевидно, для детального исследова-
ния поведения материала в определенном 
интервале температур и нагрузок расчет-
ную модель можно упростить, оставляя 
только одно из перечисленных свойств, 
например, упругость. Отметим, что этим 
самым предполагается независимость су-
ществования каждого из перечисленных 
свойств. 

Сплошное твердое 
деформируемое тело 

  
однородность 
изотропность 

  
упругость 

пластичность 
ползучесть 

 
Рис. 1.2 
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1.2. Методы решения задач механики деформируемого  
твердого тела 

 
Поставленная задача определения напряжений, деформаций и 

перемещений должна решаться для построенной модели тела с по-
зиций принятого феноменологического (механического) подхода: 
для модели нужно найти адекватное математическое описание со-
вокупности опытных данных, устанавливаемых макроэксперимен-
том для реального тела при его нагружении. 

Предлагаемый способ решения задачи заключается в следую-
щем. Пусть имеем совокупность опытных данных, определяющих 
поведение реальных элементов конструкций при определенных 
условиях нагружения. Необходимо, сформулировав на основе этих 
данных некоторые закономерности деформирования реальных объ-
ектов, применить их к расчетной модели и получить математиче-
ское описание поведения (процесса деформирования) принятой 
модели тела при тех же условиях нагружения. 

Такой способ (метод) решения поставленной задачи носит на-
звание статико-кинематического. Статико-кинематический метод 
имеет своей основой следующие три закона деформирования 
сплошных твердых тел: 

- закон равновесия; 
- закон сплошности; 
- физический закон. 
Статико-кинематический метод рассматривает и описывает 

один отдельно взятый этап деформирования, которому соответст-
вуют свои напряжения, деформации и перемещения. 

Вторым методом, применяемым в механике деформируемого 
твердого тела для исследования деформирования расчетной моде-
ли, является энергетический метод. При использовании энергети-
ческого метода определяющие уравнения составляются не для од-
ного (отдельного) этапа деформирования, а для описания процесса 
деформирования в определенном интервале. 

Для описания процесса деформирования в целом требуются уже 
другие характеристики, а именно: работа внутренних сил, накапли-
ваемая на протяжении изучаемого интервала деформирования тела, 
потенциальная энергия и т.п. При этом оперируют энергетически-
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ми законами, в частности, механическим  законом сохранения 
энергии. 

Исторически статико-кинематический метод сложился раньше, 
чем энергетический, однако поскольку энергия является более об-
щей характеристикой деформирования, из энергетического подхо-
да вытекают многие положения статико-кинематического. На на-
стоящее время более широкое применение при решении задач име-
ет энергетический метод, поскольку его реализация в численных 
методах более проста.  

 
1.3. Три закона деформирования сплошного твёрдого тела 

 
Законами деформирования сплошного твердого тела будем на-

зывать упомянутые выше закон сплошности, закон равновесия и 
физический закон. Каждый из этих законов выражается определен-
ными зависимостями между напряжениями, перемещениями и де-
формациями тела. Эти зависимости, которые будут получены 
позднее, являются базисными (определяющими) зависимостями, 
т.е. такими, на которых основано решение задачи о деформирова-
нии сплошного твердого тела. 

Закон равновесия сплошных твердых деформируемых тел отра-
жает экспериментально известный факт, что при приложении к те-
лу уравновешенной нагрузки (системы сил) оно имеет хотя бы од-
ну форму равновесия. Закон равновесия для деформируемого тела 
определяется теми же уравнениями, что и для недеформируемого, 
но с тем отличием, что для деформируемого тела требуется выпол-
нение условий равновесия для каждой частицы тела в отдельности. 
Здесь имеет место аналогия с изменяемой системой, для равнове-
сия которой требуется равновесие каждого элемента системы. 

Отметим, что при рассмотрении равновесия деформируемого 
тела должны рассматриваться два случая: 

- равновесие внутренних частиц (элементарных объемов) тела, 
находящихся под действием только внутренних сил, определяемых 
в задаче; 

- равновесие частиц, часть поверхности которых является по-
верхностью тела, находящихся, с одной стороны, под действием 
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внутренних сил, а с другой – под действием заданных внешних сил. 
Естественно, уравнения равновесия в этих двух случаях будут 

разными. Кроме того, поскольку деформируемое тело имеет беско-
нечное число степеней свободы соответственно бесконечно боль-
шому числу своих перемещающихся внутренних частиц, закон 
равновесия для каждой из них будет представляться не алгебраиче-
скими, а дифференциальными уравнениями. 

Уравнения равновесия элементарных объемов тела, примыкаю-
щих к поверхности тела, носят название граничных условий в на-
пряжениях (поверхность тела – его граница). 

Закон сплошности непосредственно вытекает из самой сущно-
сти модели сплошного твердого тела и приводит к получению 
уравнений, связывающих деформации и производные от переме-
щений. В дальнейшем эти уравнения будем называть зависимостя-
ми Коши. 

Отметим, что и закон равновесия, и закон сплошности должны 
выполняться для сплошного твердого деформируемого тела неза-
висимо от его механических свойств (упругости, пластичности и 
т.п.). 

Физический закон утверждает наличие связи между напряже-
ниями и деформациями. Уравнения, полученные на основании фи-
зического закона, часто называют уравнениями механического со-
стояния. Они должны отражать механические свойства реального 
материала, которые могут быть представлены либо физическими 
постоянными, либо функциями некоторых параметров. Очевидно, 
что уравнения механического состояния имеют разные формы в 
зависимости от того, какие свойства реального материала учиты-
ваются при рассмотрении вопросов прочности или жесткости эле-
мента конструкции. Например, наделяя модель свойством упруго-
сти и не учитывая все остальные, будем иметь уравнения механи-
ческого состояния в форме линейного физического закона (обоб-
щенный закон Гука) с двумя упругими постоянными – модулем 
упругости и коэффициентом Пуассона. 

Все сказанное можно представить в виде следующей схемы 
(рис. 1.3): 



 
Расчетная модель 

тела 
Математическое описание поведения 

расчетной модели 
Рис. 1.3 

 
Из приведенной схемы следует, что граничные условия в на-

пряжениях не входят в систему уравнений, определяющих процесс 
деформирования расчетной модели тела. Данное обстоятельство 
обусловлено назначением граничных условий: обеспечить соответ-
ствие между внутренними силами, определяемыми введенными 
законами деформирования расчетной модели тела, и внешними, 
заранее известными (заданными). Естественно, удовлетворению 
граничных условий должно предшествовать отыскание искомых 
внутренних сил.  

Можно сказать, что граничные условия отражают конкретные 
условия поставленной задачи, поскольку именно с их помощью в 
рассмотрение вводится заданная внешняя нагрузка и контур тела, и 
любая задача механики деформируемого твердого тела является 
граничной задачей. 

Процедура решения поставленной задачи расчета на прочность 
и жесткость рассматриваемого элемента конструкции при исполь-
зовании статико-кинематического метода будет следующей: 

- выбор метода решения системы уравнений, описывающих 
проведение расчетной модели тела (например, аналитический или 
численный и т.п.); 

- решение системы уравнений с отысканием напряжений, де-
формаций и перемещений; 

- подчинение найденного решения граничным условиям и полу-
чение решения задачи о напряженно-деформированном состоянии 
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рассматриваемого элемента конструкции; 
- выбор критериев прочности и/или жесткости и оценка работо-

способности элемента конструкции. 
Приведенная общая схема решения задачи прочности и жестко-

сти для любого элемента конструкции определяет и место каждой 
дисциплины в рамках механики деформируемого твердого тела, и 
взаимосвязь между ними. Например, если наделить модель тела 
только свойством упругости, можно построить аппарат теории уп-
ругости. Аналогично строится аппарат теории пластичности или 
теории ползучести. Очевидно, что для этих трех дисциплин реали-
зация законов равновесия и сплошности приводит к одним и тем 
же уравнениям; сохраняются и все понятия напряженного и де-
формированного состояний. Отличаться же построенные матема-
тические аппараты будут только уравнениями механического со-
стояния, которые в каждом случае нужно получать отдельно. Ре-
шение, например, упруго-пластической задачи требует совместного 
применения аппаратов теории упругости и пластичности и стыков-
ки полученных решений.  

 
2. Закон равновесия. Теория напряжений 

 
 2.1. Напряженное состояние в точке 

 
Прежде чем приступать к описанию равновесия бесконечно ма-

лой частицы (элемента объема) тела, нужно установить, для каких 
сил эти уравнения будут составляться, т.е. нам нужно знать, как 
охарактеризовать (какими неизвестными величинами) напряженное 
состояние этой частицы. 

В механике сплошных сред различают силы двоякого рода: 
- объемные силы, относимые к элементам объема (или массы) 

тела; 
 
- поверхностные силы, действующие на элементы площади, ко-

торые можно выделить внутри тела или на его поверхности. 
Принимается, что объемная сила, действующая на бесконечно 

малый элемент объема , имеет вид dV dVΦ
r

, где Φ
r

 − некоторый 
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конечный вектор, Φ  − сила на единицу объема. Компоненты объ-
емных сил, отнесенные к прямоугольным координатным осям, 
обычно обозначают через   ZYX ,, .

Для поверхностных сил принимается, что сила, действующая на 
бесконечно малый элемент поверхности (бесконечно малую эле-
ментарную площадку) , имеет вид , где dF dFpn

r
npr  − некоторый 

конечный вектор. Величина  − усилие, отнесенное к единице 
площади, или полное напряжение на площадке. Полные напряже-
ния в пределах элементарной площадки можно считать постоян-
ными. 

np

nprОчевидно, что величина силы  зависит от ориентировки эле-
ментарной площадки в теле, которую можно охарактеризовать на-
правлением внешней нормали nr . Компоненты поверхностной силы 

, отнесенные к прямоугольным координатным осям, обычно 
обозначают как  

np

nZ, .nYX ,n
Полное напряжение, действующее на координатной площадке с 

нормалью xr , можно разложить на две составлявшие:  
σ- нормальную составляющую , перпендикулярную к плоско-

сти сечения; 
τ- касательную составляющую , лежащую в плоскости сечения, 

которую можно еще раз разложить по направлениям координатных 
осей   zy, .

Для обозначения нормальной составляющей (нормального на-
пряжения) достаточно одного индекса, определяющего рассматри-
ваемую площадку (индекс площадки – индекс ее внешней норма-
ли). В данном случае имеем нормальное напряжение xσ  (рис. 2.1). 
 

Касательные составляющие (касатель-
ные напряжения) необходимо обозначать 
двумя индексами: один должен определять 
площадку, а второй − направление напря-
жения (направление соответствующей ко-
ординатной оси). В данном случае имеем 
касательные напряжения . 

 
 

Рис. 2.1 xzτxyτ  и 

Знаки напряжений на координатных площадках принимаются 
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согласно следующим правилам. Нормальное напряжение будем    
считать положительным, если оно является растягивающим (если 
его направление совпадает с направлением внешней нормали к 
площадке). Для касательных напряжений правило знаков вводится 
следующим образом: если нормаль к площадке совпадает с поло-
жительным направлением координатной оси, то положительные 
касательные напряжения будут направлены по положительным на-
правлениям двух других координатных осей. На рис. 2.1 показаны 
положительные направления напряжений. 

Через данную точку тела можно провести бесконечное множе-
ство площадок. Напряженное состояние в точке определим как со-
вокупность напряжений, действующих на всех элементарных пло-
щадках, проходящих через рассматриваемую точку. Но хотя пло-
щадок, проходящих через данную точку, бесчисленное множество, 
нам не придется искать бесконечное множество неизвестных на-
пряжений на них. Можно доказать, что  
напряжение на произвольной площадке в точке тела определя-

ется через составляющие полных напряжений, действующих на 
трех взаимно перпендикулярных площадках, проходящих через эту 
же точку.              

Проведем через точку тела три координатные плоскости xy , yz , 
 и четвертую плоскость с внешней нормалью zx nr  на бесконечно 

малом расстоянии  от рассматриваемой точки. Указанные плос-
кости определяют тетраэдр, показанный на рис. 2.2. 

h

Проведя разложение полных 
напряжений на трех коорди-
натных площадках, мы получим 
девять составляющих этих на-
пряжений.  

Полное напряжение  на на-
клонной площадке тетраэдра  
имеет составляющие по осям 

. 

np

nnn ZYX ,,Рис. 2.2 

Рассмотрим равновесие тетраэдра. Условие равенства нулю 
суммы проекций всех сил на координатную ось x  будет иметь вид: 
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( ) ( ) ( ) 0,cos,cos,cos =τ−τ−σ− nzdFnydFnxdFdFX zxyxxn
rrrrrr  

 
или  
 

nmlX zxyxxn τ+τ+σ=   , 
 

где  − площадь наклонной площадки тетраэдра; dF ( ) lnx =
rr,cos , 

( )ny m=
rr,cos , ( ) nnz =

rr,cos  − направляющие косинусы нормали nr . 
Еще два условия равновесия ∑ = 0Y  и ∑ = 0Z  позволяют по-

лучить:  
 

nmlY zyyxyn τ+σ+τ=   , 
nmlZ zyzxzn σ+τ+τ=   . 

 
Таким образом, составляющие полного напряжения на любой 

элементарной площадке в данной точке определяются через девять 
составляющих полных напряжений на координатных площадках, 
проходящих через эту же точку. Совокупность этих девяти напря-
жений будем называть тензором напряжений, а сами напряжения − 
компонентами тензора напряжений: 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σττ
τστ
ττσ

=σ

zyzxz

zyyxy

zxyxx
T      . 

 

Отметим, что тензором может быть не всякая совокупность эле-
ментов. Компоненты тензора должны обладать вполне определен-
ными свойствами, которые мы будем рассматривать позже. 

 
2.2. Дифференциальные уравнения равновесия элемента 

сплошного твердого тела 
 
Рассмотрим бесконечно малый объем тела в форме прямоуголь-

ного параллелепипеда с размерами ребер , , . Начало ко-dx dy dz
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ординат определяет вершину и положение параллелепипеда. Ком-
поненты напряжений на трех координатных площадках, проходя-
щих через начало координат, известны: xσ , yσ , xyτ  и т.д. Для 
описания равновесия параллелепипеда необходимо знать, какие 
напряжения действуют на его остальных трех площадках. 

 
Для простоты рассмотрим параллелепипед 

с напряжением xσ , действующим на грани  
(рис. 2.3). Так как ребро  определяет беско-
нечно малый линейный элемент, то напряже-
ние на грани  можно представить как сумму  

ab
dx

cdРис. 2.3 

напряжения  и малого приращения этого напряжения на отрезке 
от  до : 

xσ
cdab ( )dxxxx ∂σ∂+σ / . Рассуждая аналогичным образом, 

можно найти все напряжения на оставшихся трех гранях паралле-
лепипеда (рис. 2.4).  

 

 
Рис. 2.4 

 
Для параллелепипеда, как для пространственно нагруженного 

тела, должны записать шесть условий равновесия. Из условия рав-
новесия  (уравнения сил) следует: ∑ = 0X

 

+τ−z yx⎟⎟
⎠

⎞
ddx⎜⎜

⎝

⎛
∂

τ∂
+τ+σ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎛

∂
σ∂

+σ zddx
y

zddyzddydx
x yxx
x

x dyyx
 ⎝
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
τ∂

+τ+ zdydxdydxzd
z zx
zx

zx ddydxX 0=    . 



Здесь X  − компонента объемной силы. После некоторых преобра-
зований уравнение приводится к виду: 
 

0=+
∂
τ∂

+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

X
zyx
zxyxx     . 

 
Записывая аналогичным образом условия ∑ = 0Y  и ∑ = 0Z , 

можем получить еще два уравнения: 
 

0=+
∂

τ∂
+

∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

zyx
zyyxy   , 

0=+
∂
σ∂

+
∂

τ∂
+

∂

τ∂
Z

zyx
zzyzx   . 

 
При составлении уравнений моментов 0=∑ xM , 0=∑ yM , 

 начало координат целесообразно поместить в центре 
элементарного параллелепипеда. В этом случае из уравнений вы-
падут слагаемые, определяемые объемными силами и нормальны-
ми напряжениями. Условие 

0=∑ zM

0=∑ озволяет получить следую-
щее уравнение: 

xM  п

 

=⋅τ+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ

22
dyzddxdyzddxyd

y yz
zy

yz  

 

22
zddydxzddydxzd

z zy
zy

zy ⋅τ+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

τ∂
+τ=   . 

 
После приведения подобных членов и отбрасывания бесконечно 

малых второго порядка получаем, что zyyz τ=τ . Из условий  

, 0=∑ yM 0=∑ zM  аналогичным образом находим, что xzzx τ=τ  

и .  yxxy τ=τ
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Полученные соотношения определяют свойство парности или 
взаимности касательных напряжений. Соответственно, из девяти 
неизвестных напряжений независимыми является только шесть: 
тензор напряжений является симметричным относительно главной 
диагонали. Для нахождения напряжений имеется только три диф-
ференциальных уравнения равновесия: задача определения напря-
жений в общем случае статически неопределима (шесть неизвест-
ных − три уравнения). 

 
2.3. Граничные условия в напряжениях 

 
Граничные условия в напряжениях вытекают из условия равно-

весия элементов тела, выходящих какой-либо своей частью на по-
верхность. Соответственно, такой элемент должен находиться в 
равновесии, с одной стороны, под действием определяемых внут-
ренних сил (напряжений), а с другой, − под действием внешних 
заданных сил. 

Принято рассматривать элемент, выходящий на поверхность, в 
виде тетраэдра, наклонная грань которого, определяемая нормалью 

, совпадает с площадкой на поверхности тела, а остальные грани 
принадлежат координатным плоскостям. Равновесие такого эле-
мента мы уже рассматривали, когда исследовали полные напряже-
ния на наклонных площадках. Полученные уравнения равновесия 
по форме здесь остаются без изменения, только теперь вместо со-
ставляющих полного напряжения  должны ввести со-
ставляющие заданной внешней поверхностной силы 

nr

nnn ZYX ,,
ZYX ,, .  

Итак, граничные условия в напряжениях записываются в форме:  
 

nmlX zxyxx τ+τ+σ=   , 

nmlY zyyxy τ+σ+τ=   , 

nmlZ zyzxz σ+τ+τ=   . 
 
Граничные условия отражают конкретные условия задачи, так 

как с их помощью в задачу вводятся внешняя нагрузка и контур 
тела. 
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2.4. Анализ напряженного состояния в точке 
 

2.4.1. Преобразование компонентов напряженного состояния 
при замене системы прямоугольных координат 

 
Напряженное состояние в произвольной точке тела при данном 

выборе прямоугольной системы координат определяется шестью 
компонентами напряжений, действующими на трёх взаимно пер-
пендикулярных площадках, проходящих через эту точку и парал-
лельных координатным плоскостям. 

Если же в этой точке ввести другую («новую») систему коорди-
нат, то напряженное состояние будет определяться шестью «новы-
ми» компонентами напряжений, которые должны определяться че-
рез шесть «старых». 

Обозначим старую координатную систему как zyx ,, , а новую – 
, , . Соответственно, компоненты напряжений в старой сис-

теме будут  , 
x′ y′ z ′

xσ yσ , xyτ  и т.д., а в новой − x′σ , y′σ , yx ′′τ  и т.д. 
Пусть ориентация осей x′ , y′ , z′  относительно осей zyx ,,  за-

дана направляющими косинусами, представленными в табл. 2.1. 
Таблица 2.1  

В этой таблице величины , , , 
например, определяют направляющие 
косинусы оси 

1l 1m 1n

x′  относительно осей 
zyx ,, ,  т.е.  ( )xxl rr ,1 cos ′=  и т.д. 

 x y z 
x′  1l  1m  1n  

y′  1l  1m  1n  

z′  1l  1m  1n  

Проекции полного напряжения на элементарной площадке, пер-
пендикулярной к оси x′ , на старые оси zyx ,,  можно вычислить по 
известным формулам: 

 
111 nmlX zxyxxx τ+τ+σ=′  , 

111 nmlY zyyxyx τ+σ+τ=′   , 

111 nmlZ zyzxzx σ+τ+τ=′   . 
 
Аналогично можем записать проекции полных напряжений, 

действующих на элементарных площадках, перпендикулярных 
осям , . y′ z ′
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Чтобы получить проекции полных напряжений, действующих 
на площадках, перпендикулярных к осям x′ , y′ , z′ , на новые оси 

, , , воспользуемся тем, что проекция равнодействующей на 
какое-либо направление равна сумме проекций её компонентов на 
это же направление. Так, проектируя полное напряжение, дейст-
вующее на элементарной площадке, перпендикулярной оси 

x′ y′ z ′

x′ , на 
новые оси , x′ y′ , z ′ ,  получим: 

 
111 nZmYlX xxxx ′′′′ ++=σ   , 

322 nZmYlX xxxyx ′′′′′ ++=τ   , 

333 nZmYlX xxxzx ′′′′′ ++=τ   . 
 

Действительно, для частного 
плоского случая (рис. 2.5), имеем: 

  
11 mYlX xxx ′′′ +=σ   , 

22 mYlX xxyx ′′′′ +=τ  . 
 

Подстановка   найденных   ранее  Рис. 2.5 
 

значений , ,  в полученные соотношения приводит к 
следующим соотношениям: 

xX ′ xY ′ xZ ′

 

111111
2
1

2
1

2
1 222 lnnmmlnml zxyzxyzyxx τ+τ+τ+σ+σ+σ=σ ′   , 

 

++τ+σ+σ+σ=τ ′′ )( 2121212121 lmmlnnmmll xyzyxyx

)()( 21212121 nllnmnnm zxyz +τ++τ+   . 
 
Формулы для компонентов напряжений y′σ , z′σ , zy ′′τ , xz ′′τ  

легко получить с использованием круговой замены индексов.  
 
Отметим, что полученные соотношения отвечают формулам 

преобразования компонентов тензора второго ранга, симметрично-
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го относительно главной диагонали, при замене системы прямо-
угольных координат. Соответственно, можно говорить о тензоре 
напряжений как о тензоре второго ранга, симметричном относи-
тельно главной диагонали.   

 
2.4.2. Исследование нормальных напряжений 

 
Интерес с точки зрения прочности представляет не полное на-

пряжение на какой-либо площадке с нормалью nr , а его сос-
тавляющие  и nσ nτ  (нормальное и касательное напряжения) и, в 
частности, экстремальные значения этих напряжений.  

Покажем, что в точке тела существуют такие три взаимно пер-
пендикулярные площадки, на которых нормальные напряжения 
принимают экстремальные (стационарные) значения, а касательные 
напряжения равны нулю. 

Рассмотрим произвольную площадку с нормалью nr , имеющей 
направляющие косинусы , , n . Нормальное напряжение на этой 
площадке представляется в виде: 

l m

 
lnnmmlnml zxyzxyzyxn τ+τ+τ+σ+σ+σ=σ 222222   . 

 
Выписанное соотношение можно рассматривать как функцию 

трех переменных , , , которые связаны между собой извест-
ной формулой . Соответственно, чтобы найти ста-
ционарные значения функции 

l
+

m
2 +m

n
2n 12 =l

( nmlnn ,, )σ=σ , нужно решать за-
дачу на условный экстремум. 

 
Для решения поставленной задачи составляется вспомогатель-

ная функция 
 
( ) ( )=−++λ+σ=λ 1,,, 222 nmlnmlF n ( ) +−++λ 1222 nml  

lnnmmlnml zxyzxyzyx τ+τ+τ+σ+σ+σ+ 222222   , 
 

частные производные которой по переменным , ,  приравни-
ваются нулю:  

l m n
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02222/ =λ+τ+τ+σ=∂∂ lnmllF zxxyx     , 

02222/ =λ+τ+τ+σ=∂∂ mnlmmF yzxyy    , 

02222/ =λ+τ+τ+σ=∂∂ nlmnnF zxyzz    . 
 
Полученные три уравнения вместе с условием  

составляют полную систему уравнений для отыскания всех четы-
рех неизвестных , ,  и  λ, определяющих стационарные значе-
ния функции 

1222 =++ nml

l m n
F  и, соответственно, нормального напряжения nσ . 

Представленных условий экстремума достаточно, чтобы, не решая 
их, сделать некоторые выводы. Перепишем уравнения в форме: 

  
λ−=τ+τ+σ lnml zxxyx /)(   , 

λ−=τ+τ+σ mnlm yzxyy /)(   , 

λ−=τ+τ+σ nlmn zxyzz /)(   . 

 
Можно видеть, что числители полученных соотношений опре-

деляют составляющие полного напряжения  на рас-
сматриваемой площадке и, таким образом, условия экстремума 
функции 

nnn ZYX ,,

F  приводятся к соотношениям 
 

const===
n

Z
m
Y

l
X nnn  . 

 
 Полученные равенства показывают, что на площадке, где 

функция F  (или нормальное напряжение nσ ) имеет стационарное 
значение, компоненты полного напряжения должны быть пропор-
циональны направляющим косинусам нормали к площадке. 

Указанная ситуация реализуется, когда 
полное напряжение направлено по нормали 
к этой площадке (рис. 2.6). Действительно, в 
этом случае 

 
lX nn σ=   ,  mY nn σ=    ⇒  mYlX nn // =  . Рис. 2.6 
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Но если полное напряжение направлено по нормали к площадке, 
то на этой площадке касательное напряжение равно нулю.  

Таким образом, мы доказали, что действительно существуют та-
кие площадки, где нормальное напряжение имеет стационарное 
значение и где касательное напряжение равно нулю. Эти площадки 
называют главными площадками, а соответствующие нормальные 
напряжения − главными. 

Теперь остается определить, сколько может быть главных пло-
щадок и, соответственно, главных нормальных напряжений в лю-
бой точке тела. 

Пусть имеем главную площадку с нормалью nr  и направляю-
щими косинусами , , . Величина главного (полного) напряже-
ния на ней равна 

l m n
σ . Запишем проекции этого напряжения на коор-

динатные оси.  
С одной стороны, эти проекции можно определить непосредст-

венно: 
 

lX n σ=   ,    mYn σ=  ,    nZn σ=  . 
 
С другой стороны, эти же проекции можем записать по извес-

тным формулам: 
 

nmlX zxyxxn τ+τ+σ=  , 
nmlY zyyxyn τ+σ+τ=   , 
nmlZ zyzxzn σ+τ+τ=   . 

 
Из сопоставления приведенных соотношений следует, что 

 
0)( =τ+τ+σ−σ nml zxyxx   , 
0)( =τ+σ−σ+τ nml zyyxy   , 
0)( =σ−σ+τ+τ nml zyzxz   . 

 
Полученную систему уравнений можно рассматривать как сис-

тему уравнений для отыскания направлявших косинусов , ,  
площадок, на которых действуют главные нормальные напряже-
ния. Рассматриваемые уравнения являются линейными и однород-

l m n

 27



ными относительно неизвестных , , , и могут дать решения, 
отличные от нуля, только в том случае, если определитель системы 
уравнений равен нулю (нулевое решение системы не рассматрива-
ем, поскольку направляющие косинусы , ,  связаны соотно-
шением ). Вычисляя определитель системы и при-
равнивая его нулю, приходим к следующему уравнению относи-
тельно главного напряжения 

l m n

l m n
1222 =++ nml

σ : 
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3σ – ( + +xσ yσ zσ )  + (2σ yxσσ + zyσσ + – – – )2
yzτ 2

zxτ −σ   2
xyτxzσσ

− ( + 2 – –  – ) = 0   . 2
yzxτ

2
xyτ2

zxyτσzyx σσσ yzxyττ zxτ σ zσ

 
Полученное уравнение имеет три действительных и, в общем 

случае, три различных корня (соответствующее математическое 
доказательство имеется). Эти три корня определяют значения трех 
главных нормальных напряжений 1 , , σ 2σ 3σ , которым соответст-
вуют три группы направляющих косинусов , ,  ( i  = 1, 2, 3) 
для трех главных площадок. В общем случае индексы 1, 2, 3 при-
сваиваются главным напряжениям так, чтобы выполнялись нера-
венства 

il im in

.  321 σ≥σ≥σ
По определению главные нормальные напряжения так же, как и 

ориентация соответствующих им главных площадок, должны со-
храняться в данной точке без изменения при любом преобразова-
нии системы координат zyx ,, . Следовательно, они обладают 
свойством инвариантности по отношению к выбору (или повороту) 
осей zyx ,, . Для обеспечения указанного свойства необходимо, 
чтобы коэффициенты при σ  в уравнении являлись инвариантами 
относительно ортогонального преобразования координат. 

Выпишем эти коэффициенты, которые в дальнейшем будем на-
зывать инвариантами тензора напряжений: 

 
=σ1I + y +  , σσx zσ

=σ2I yxσσ + zyσσ + – – –  , 2
xyτ 2

yzτ 2
zxτxzσσ

=σ3I zyx σσσ + 2 zxyzxy τττ – –  –  . 2
yzxτσ 2

zxyτσ 2
xyzτσ



Первый из них называется линейным инвариантом, второй – 
квадратичным и третий – кубичным. 

Значения направляющих косинусов , , , определяющие од-
ну из главных площадок, находим с помощью двух уравнений из 
системы и уравнения . Третье уравнение системы 
«пропадает» в силу равенства нулю определителя системы. 

l m n

1222 =++ nml

Исследования полученных значений , ,  (  = 1, 2, 3) по-
казывают, что главные площадки, соответствующие найденным 
главным напряжениям 

il im in i

iσ  ( = 1, 2, 3) взаимно перпендикулярны. i
Ортогональность главных площадок можно показать следую-

щим образом. Для первой площадки имеем: 
 

11 lσ 111 nml zxyxx τ+τ+σ=     , 

11 mσ 111 nml zyyxy τ+σ+τ=   , 

11 nσ 111 nml zyzxz σ+τ+τ=   . 
 
Умножим первое уравнение на , второе – на , третье – на  
и сложим. Получим: 

2l 2m 2n

 
( )=++σ 2121211 nnmmll  

( ) . . . 1221212121 ++τ+σ+σ+σ= lmlmnnmmll xyzyx  
 
Аналогичная процедура для второй площадки, но с умножением 

первого уравнения на , второго – на , третьего – на , позво-
ляет получить 

1l 1m 1n

 
( )=++σ 2121212 nnmmll  

( ) . . . 1221212121 ++τ+σ+σ+σ= lmlmnnmmll xyzyx  

 
Теперь вычтем из уравнения, полученного для первой площад-

ки, уравнение, полученное для второй. Будем иметь: 
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( ) 0( 212121)21 =++σ−σ nnmmll    . 
 

Поскольку в общем случае главные напряжения имеют разные зна-
чения, получаем, что 

  
0212121 =++ nnmmll   . 

 
Известно, что данное условие определяет перпендикулярность 

двух прямых в пространстве, а в нашем случае – перпендикуляр-
ность двух главных площадок, что и требовалось доказать. 

При совмещении направления осей координат с направлениями 
главных нормальных напряжений можем говорить о главных осях 
1, 2, 3 тензора напряжений (обозначения для главных осей будем 
вводить по индексам главных напряжений).  

В главных осях представления тензора напряжения и его инва-
риантов значительно упрощаются: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σ
σ

σ
=σ

3

2

1

00
00
00

T   , 
=σ1I 1σ + 2σ + 3σ   , 

=σ2I 21σσ + 32σσ + 13σσ   , 
=σ3I 321 σσσ  . 

 
Не стоит, однако, думать, что напряженное состояние в главных 

осях определяется только тремя величинами: 1σ , 2σ , 3σ . Для пе-
рехода к главным осям необходимо располагать также значениями 
направляющих косинусов одной из главных площадок , , , 
откуда следует, что и здесь число неизвестных равно шести. 

l m n

В частных случаях главные напряжения могут принимать зна-
чения, равные нулю. По числу главных напряжений, отличных от 
нуля, различают три типа напряженного состояния в данной точке: 
одноосное, двухосное и трехосное.  

 
2.4.3. Исследование касательных напряжений 

 
Рассмотрим теперь вопрос об экстремальных значениях каса-

тельных напряжений. Будем считать, что координатные оси явля-
ются главными осями тензора напряжений. Рассмотрим произ-
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вольную площадку с нормалью nr , которая имеет направляющие 
косинусы  l , ,  с главными осями  1 , 2 , 3  соответственно. Ка-
сательное напряжение на этой площадке можем определить с по-
мощью известной формулы . 

m n

22
nn σ−=τ 2

np
Поскольку рассматриваем площадку в главных осях, касатель-

ные напряжения 12τ , 23τ , 31τ  равны нулю. В таком случае состав-
ляющие полного напряжения  имеют следующие значения: np

 
lXn 1σ=  ,   mYn 2σ=  ,   nZn 3σ=   , 

 
откуда следует, что 

 
( ) ( ) ( )2

3
2

2
2

1
2 nmlpn σ+σ+σ=   . 

 
Нормальное напряжение nσ  на этой же площадке определится 

формулой 
 

2
3

2
2

2
1 nmln σ+σ+σ=σ    . 

 
С учетом соотношений, полученных для напряжений  и np nσ , 

касательное напряжения nτ  будет иметь вид: 
 

( ) ( ) ( ) −σ+σ+σ=τ 2
3

2
2

2
1

2 nmln
22

3
2

2
2

1 )( nml σ+σ+σ   . 
 
Представленное соотношение позволяет рассматривать каса-

тельное напряжение nτ  как функцию переменных , ,  и ис-
кать те площадки, на которых n

l m n
τ  достигает экстремума. Так же, 

как и в случае определения экстремальных значений нормальных 
напряжений, нужно учесть, что направляющие косинусы связаны 
условием . 122 ++ nml 2 =

 31

Поставленную задачу будем решать, исключая с помощью 
имеющегося условия одну переменную и рассматривая nτ  уже как 
функцию только двух переменных. Так, например, исключая , 
получим, что 

n



( ) ( ) −σ+σ−σ+σ−σ=τ 2
3

22
3

2
2

22
3

2
1

2 mln  

( ) ( )[ ]3
2

32
2

31 σ+σ−σ+σ−σ− ml
2

   . 
    

Дифференцируем полученное соотношение по l и по m. Соот-
ветственно имеем: 

 

( ) −σ−σ=
∂
τ∂

τ 2
3

2
122 l

l
n

n  

( ) ( )[ ] ( )313
2

32
2

31 22 σ−σ⋅σ+σ−σ+σ−σ− lml   , 

( ) −σ−σ=
∂
τ∂

τ 2
3

2
222 m

m
n

n  

( ) ( )[ ] ( )323
2

32
2

31 22 σ−σ⋅σ+σ−σ+σ−σ− mml   . 
 
Деление на nτ  в полученных соотношениях возможно, так как 

значение = 0 определяет главную площадку, свойства которой 
уже известны. Проведя некоторые преобразования, запишем теперь 
уравнения, определяющие условия экстремума функции 

nτ

nτ : 
 

( ) ( ) ( ) 0
2

2 132
32

2
31

31 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ−σ

+σ−σ+σ−σ
τ
σ−σ

−=
∂
τ∂ mll
l n

n   , 

( ) ( ) ( ) 0
2

2 232
32

2
31

32 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ−σ

+σ−σ+σ−σ
τ
σ−σ

−=
∂
τ∂ mlm
m n

n   . 

 
Поскольку рассматриваем общий случай, когда 1σ , 2σ , 3σ  

имеют неодинаковые значения, необходимые условия экстремума 
можно переписать в форме: 

 

( ) ( ) 0
2

132
32

2
31 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ σ−σ
+σ−σ+σ−σ⋅ mll    , 

( ) ( ) 0
2

232
32

2
31 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ σ−σ
+σ−σ+σ−σ⋅ mlm    . 
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Полученная система уравнений имеет очевидное нулевое реше-
ние  и, соответственно, n = ± 1, но это решение определяет 
главную площадку. Соответственно, ненулевые решения для пере-
менных  и l  удовлетворяют уравнениям: 

0== ml

m
 

( ) ( ) 0
2

132
32

2
31 =

σ−σ
+σ−σ+σ−σ ml    , 

( ) ( ) 0
2

232
32

2
31 =

σ−σ
+σ−σ+σ−σ ml    . 

 
Для данной системы уравнений возможны три варианта решений: 

 
1) 0,0 =≠ ml  ;      2)  0,0 ≠= ml  ;       3)  0,0 ≠≠ ml    . 

 
Отметим, что если рассматриваем решение 1, то нельзя пользо-

ваться вторым уравнением, так как оно получено в предположении, 
что m ≠ 0 (справедливо первое уравнение), а если рассматриваем 
решение 2, то нельзя пользоваться первым уравнением, так как оно 
получено в предположении, что l ≠ 0 (справедливо второе уравне-
ние). Решение 0,0 ≠≠ ml  приводит к условию 021 =σ−σ , но это 
частный случай, который не рассматриваем. 

Рассмотрим вначале второй вариант решения 0,0 ≠= ml . Из 
второго уравнения будем иметь: 

 

2
)( 232

32
σ−σ

−=σ−σ m    ⇒    ( ) 2
1

2 32

232 =
σ−σ
σ−σ

−=m      ⇒ 

⇒       2/1±=m   . 
 

Третий направляющий косинус находим из условия  
 

222 1 mln −−=   ⇒      2/1±=n    . 
 
Считая площадку с найденными направляющими косинусами 

первой, определим на ней экстремальное (главное) значение 1τ , 

используя исходное уравнение для . Будем иметь: 2
nτ
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( ) 4/2
32

2
1 σ−σ=τ      ⇒     ( ) 2/321 σ−σ±=τ   . 

 
Рассматривая вариант решения 0,0 =≠ ml , получим вторую 

площадку с направляющими косинусами 
 

2/1±=l   ,   m = 0   ,    2/1±=n    , 
 

на которой действует главное касательное напряжение 
  

( ) 2/132 σ−σ±=τ    . 
 

Если из уравнения для касательного напряжения  исключим 
не n , а  или , то получим дополнительно ещё одно решение: 

2
nτ

m l
 

2/1±=l   ,   2/1±=m   ,    0=n      ⇒     ( ) 2/213 σ−σ±=τ  . 
 
На основании полученных решений можем сделать следующий 

вывод: 
главное касательное напряжение 

равно полуразности главных нормаль-
ных напряжений и принадлежит пло-
щадке, нормаль к которой перпендику-
лярна одной из главных осей и делит 
угол между двумя другими главными 
осями пополам (рис. 2.7). Рис. 2.7 

Одно из этих главных касательных напряжений является наи-
большим и равно по величине 

 

22
1313

max
σ−σ

=
σ−σ

±=τ    . 

 

С помощью уравнения  легко убежда-
емся, что на тех площадках, где касательные напряжения достига-
ют экстремума, нормальные напряжения отличны от нуля. 

2
3

2
2

2
1 nmln σ+σ+σ=σ
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2.4.4. Поверхности напряжений 
 
Вопрос о существовании главных площадок, главных напряже-

ний, главных осей тензора напряжений и т.д. может быть решен с 
помощью так называемых поверхностей напряжений. 

Рассмотрим площадку с нормалью , 
направление которой определяется направ-
ляющими косинусами , , . Нормаль-
ное напряжение на этой площадке равно 

. Отложим на направлении нормали  
отрезок, величина которого равна  

nr

l m n

nσ

nr = σ/1  (рис. 2.8).  
Рис. 2.8 

Будем давать нормали все возможные направления (т.е. рас-
сматривать все возможные площадки, проходящие через данную 
точку) и откладывать на этих нормалях соответствующие значения 
r . Очевидно, что конец отрезка r  опишет какую-то поверхность. 
Получим уравнение этой поверхности. 

Величина нормального напряжения определяется известной 
формулой: 

 
lnnmmlnml zxyzxyzyxn τ+τ+τ+σ+σ+σ=σ 222222  . 

 
Проекции отрезка r  обозначим через  ξ , η  и ζ  (одновременно 

можно считать что  ξ , η  и ζ  − координаты конца отрезка r ). Оче-
видно, что эти проекции (или координаты конца отрезка) равны: 

 

nllr σ==ξ /   ,   nmmr σ==η /   ,    nnnr σ==ζ /   , 
 

откуда следует, что  
 

nl σξ=    ,    nm ση=     ,      nn σζ= . 
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Подставляем значения  l , ,   в формулу для напряжения m n nσ . 
Будем иметь: 



1222222 ±=ξζτ+ζητ+ηξτ+ζσ+ησ+ξσ zxyzxyzyx   . 
 
Известно, что всякое уравнение второго порядка может быть 

приведено к каноническому виду, когда члены с произведениями 
координат отсутствуют. Координатные оси, в которых уравнение 
второго порядка имеют канонический вид, носят название главных 
осей. Для того чтобы полученное уравнение могло быть приведено 
к каноническому виду, необходимо, чтобы на площадках, норма-
лями к которым служат главные оси, касательные напряжения (как 
коэффициенты уравнения) были равны нулю. Этим самым утвер-
ждается, что в каждой точке тела есть три главные площадки с 
главными нормальными напряжениями. 

Полученное уравнение определяет поверхность второго поряд-
ка, которая носит название поверхности напряжений Коши.  

С помощью представления о поверхностях напряжений легко 
доказать одно из утверждений, которыми мы уже пользовались, а 
именно то, что значения главных напряжений 1σ , 2σ , 3σ  в общем 
случае различны.  

Проведем через данную точку тела три главные оси и рассмот-
рим площадку с нормалью nr .  

 
Направление нормали, как обычно, за-

даем направляющими косинусами , , 
. Проекции полного напряжения  как 

отрезка, отложенного по направлению 
нормали из начала координат, на главные 
оси (рис. 2.9), будут равны: 

l
np

m
n

 
l1σ=ξ   ,    m2σ=η   ,     n3σ=ζ  . 

 
Рис. 2.9 

 
Отсюда имеем: 

 
1/σξ=l  ,   2/ση=m  ,   3/σζ=n  . 

 
Поскольку направляющие косинусы связаны между собой соот-

ношением , уравнение поверхности напряжений 
будет иметь вид: 

1222 =++ nml
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12
3

2

2
2

2

2
1

2
=

σ

ζ
+

σ

η
+

σ

ξ     . 

 
Полученное уравнение есть уравнение эллипсоида, который но-

сит название эллипсоида Ламе ( 1σ , 2σ ,  – полуоси эллипсоида). 
Уравнение показывает, что в общем случае одно из главных на-
пряжений имеет наибольшее значение, другое – наименьшее, а 
третье – промежуточное. 

3σ

 
2.4.5. Графическое исследование напряжений. Круги Мора 

 
Примем, что координатные оси совпадают с главными осями 

напряженного состояния. Для нормального напряжения nσ  на 
произвольной площадке имеем 

 
2

3
2

2
2

1 nmln σ+σ+σ=σ   . 
 
Полное напряжение на этой же площадке мы можем записать, 

используя формулу 
 

( ) ( ) ( )23
2

2
2

1
22 nmlnn σ+σ+σ=τ+σ   . 

 
Направляющие косинусы нормали к рассматриваемой площадке 

связаны соотношением 
 

2221 nml ++=   . 
 
Полученные три уравнения можно рассматривать как систему 

уравнений, определяющих направляющие косинусы , ,  для 
произвольной площадки. Решим полученную систему уравнений 
относительно этих неизвестных. Определим вначале направляю-
щий косинус l , а для этого проведем следующие операции: 

l m n

-  умножим выражение для  nσ   на сумму ( )32 σ+σ ; 
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- полученное соотношение вычтем из уравнения для полного 
напряжения; 



 - к полученному результату прибавим третье уравнение, умно-
женное на . 32σσ

Выполнение перечисленных операций позволяет получить сле-
дующее уравнение относительно направляющего косинуса : l

 
( ) =σσ+σ+σσ−τ+σ 3232

22
nnn ( ) ( ) ( ) −σ+σ+σ 2

3
2

2
2

1 nml  

( ) +σ+σ+σσ+σ− )( 2
3

2
2

2
132 nml )( 222

32 nml ++σσ   . 
 

Действительно, после некоторых преобразований будем иметь: 
 

( )( ) ( )( )3121
2

32
2 σ−σσ−σ⋅=σ−σσ−σ+τ lnnn   , 

 
откуда следует, что 

 
( )( )

( )( )2131

32
2

2
σ−σσ−σ

σ−σσ−σ+τ
= nnnl   . 

 
Аналогичным образом из начальной системы уравнений опре-

деляем соотношения для направляющих косинусов  и  : 2m 2n
 

( )( )
( )( )1232

13
2

2
σ−σσ−σ
σ−σσ−σ+τ

= nnnm    , 
 

( )( )
( )( )2313

21
2

2
σ−σσ−σ

σ−σσ−σ+τ
= nnnn    . 

 
Направляющие косинусы  , ,  будут иметь действительные 

значения, если правые части полученных соотношений будут по-
ложительными. 

l m n

Примем, что 1σ > 2σ > 3σ . В этом случае 1σ − 2σ > 0 , 1σ − 3σ > 0. 

Следовательно, чтобы значение  было положительным, нужно 
чтобы выполнялось условие 

2l
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( )( ) 032
2 ≥σ−σσ−σ+τ nnn   . 

 
Если принять за абсциссу, a nnσ  τ  −  за ординату, то в системе ко-
ординат « σ − τ » уравнение 

 
( )( ) 032

2 =σ−σσ−σ+τ  
 

определяет окружность. Действительно, уравнение  

 определяет окружность радиусом 

+++ mxyx 222

02 =++ qny qnmR −+= 22  с 
координатами центра  mx −=0  и ny −=0 .  

 
В нашем случае ( ) 2/32 σ−σ=R

00

,  
 и ( ) 2/320 σ+σ=σ =τ , т.е. центр 

окружности лежит на оси абсцисс,   
а сама окружность проходит через 
следующие две точки этой оси   
(рис. 2.10): 

 
0=τ   ,   2σ=σ   ; 
0=τ   ,   3σ=σ   . 

 
Рис. 2.10 

 
Рассматриваемое условие ( )( ) 032

2 ≥σ−σσ−σ+τ nnn  определяет 
точки плоскости (σ, τ), лежащие на этой окружности и вне нее.  

Поскольку −2σ 1σ < 0, 2σ − 3σ > 0, для того, чтобы значение  
было положительным, необходимо выполнить требование  

2m

 
( )( ) 013

2 ≤σ−σσ−σ+τ nnn    . 
 
Получаем новую окружность с центром на оси абсцисс, прохо-

дящую через точки 1σ  и 3σ , лежащие на этой оси. Условие поло-
жительности  определяет, что точки плоскости (σ, τ) лежат 
внутри этой окружности или на ней.  

2m

Наконец, для положительности значения  необходимо, чтобы 2n
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( )( ) 021
2 ≥σ−σσ−σ+τ nnn      . 

 
Здесь имеем новую окружность, проходящую через точки 1σ  и 
, лежащие на оси абсцисс. Условие положительности величины 
 утверждает, что точки плоскости (σ, τ) должны лежать вне этой 

окружности или на ней. 

2σ
2n

Таким образом, для произвольной площадки, пересекающей все 
три главные оси, напряженное состояние представляется точкой,  
лежащей в области, ограниченной тремя окружностями (кругами 
Мора). Круговая диаграмма Мора подтверждает, что главных на-
пряжений действительно может быть только три, и что величины 
экстремальных значений касательных напряжений действительно 
определяются полуразностями соответствующих главных напря-
жений. 

 
Задачи 

 
 

2.1. 

 
 

Брус прямоугольного поперечного сечения, жестко закрепленный с ле-
вой стороны, изгибается в плоскости xoy  силой P , представленной в 
виде поверхностных сил, распределенных по торцу. Решение для напря-
жений, полученное в сопротивлении материалов, имеет вид:  

 

( ) y
J

xlP

z
x

−
=σ    ,   

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=τ 2

2

42
yh

J
P

z
xy    , 

0=τ=τ=σ=σ zxyzzy   . 
 
Проверить, удовлетворяются ли дифференциальные уравнения рав-

новесия и граничные условия. По какому закону должны быть распреде-
лены поверхностные силы на торце бруса, чтобы удовлетворялись гра-
ничные условия? 
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Подстановка имеющихся соотношений для компонентов напряжений в диф-
ференциальные уравнения равновесия показывает, что эти уравнения удовлетво-
ряются тождественно. 

Граничные условия должны быть проверены для верхней ( 2/hy = ) и нижней 
( ) граней и правого торца 2/hy −= lx = . 

На верхней грани поверхностные силы отсутствуют, т.е. 0=== ZYX , а на-
правляющие косинусы нормали к площадке, расположенной на этой грани, имеют 
значения: , 0=l 1=m , 0=n . Подставим соотношения для напряжений, поверх-
ностных сил и направляющих косинусов в первое граничное условие:  

 

nmlX xzxyx τ+τ+σ=       ⇒    0
42

0
2/

2
2

≡
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

=hyz
yh

J
P    , 

 
т.е. рассматриваемое граничное условие удовлетворяется. К аналогичному выводу 
приходим, проверяя оставшиеся два граничных условия. 

Легко видеть, что и для нижней грани граничные условия удовлетворяются. 
На торце бруса поверхностные силы представлены только неизвестным рас-

пределением силы  (P ?−Y , 0== ZX ). Направляющие косинусы нормали к 
площадке, расположенной на торце, имеют следующие значения: 1=l , 0=m , 

. Соответственно, первые два уравнения граничных условий принимают вид: 0=n
 

( ) 00 ≡
−

=
=lxz

y
J

xlP      , 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

=

2
2

2
2

4242
yh

J
Pyh

J
PY

zlxz
  . 

 
Третье граничное условие удовлетворяется. 

Соотношение, полученное для Y , определяет закон распределения силы  на 
торце, при котором граничное условие на торце удовлетворяется.  

P

 
 

2.2.  
Записать граничные условия для 

линий OA и OB тела треугольной 
формы единичной толщины, к кото-
рому по линии OB приложена на-
грузка yq γ= . 
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На линии (границе тела) OB ( 0=x ) имеем, что yX γ= , 0=Y , а направляю-
щие косинусы нормали к площадке, расположенной на этой линии, принимают 
следующие значения: , 1−=l 0=m . Подставляя соотношения для поверхностных 
сил и направляющих косинусов в граничные условия, получим:  

 

0=σ−=γ xxy   , 

00 =τ= xxy    . 
 

  
Рис. 2.11 

Эти же соотношения легко получить, исходя из 
физического смысла граничных условий. 

Действительно, рассмотрение элемента тела, выхо-
дящего своей гранью на границу OB (рис. 2.11), пока-
зывает, что соответствие между внутренними и внеш-
ними силами на этой линии реализуется соотноше-
ниями, приведенными выше. 

На линии (границе тела) OA ( β= tgyx ) нагрузка отсутствует ( 0==YX ), а 
направляющие косинусы определяются соотношениями β= cosl , β−= sinm . Со-
ответственно, граничные условия будут иметь вид: 

 
βτ−βσ= sincos0 xyx  , 

βσ−βτ= sincos0 yxy   . 
 

 
2.3. 

 
В консольном выступе фундамента, имеющем треугольную форму и 

находящемся под действием равномерного давления грунта , определе-
ны напряжения: 

q

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
−−=σ C

yx
xy

x
yAx 22arctg     ,      

22

2

yx
yAxy
+

−=τ    , 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
+−=σ B

yx
xy

x
yAy 22arctg     ,     0=τ=τ=σ zxyzz   . 

 
Определить постоянные  А, В, С  из граничных условий. 
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Запишем граничные условия для линий OA и OB : 

 
- линия OA ( β−= tgxy ) :  0==YX ;  β−= sinl ,  β−= cosm , 
  

0cossin =βτ+βσ xyx   , (1) 

0cossin =βσ+βτ yxy   ; (2) 

  
- линия OB ( ) :  0=y 0=X ,  qY −= ;  0=l ,  1=m ,  

 
qy −=σ   , (3) 

0=τxy   . (4) 

 
При  уравнение (4) удовлетворяется тождественно при любых значениях 

постоянной 
0=y
A , а уравнение (3) приводится к виду qAB −= , откуда следует 

. B/qA −=

Подставим формулы для напряжений (с учетом соотношения ) в 
уравнение (1). Будем иметь: 

β−= tgxy

 

( ) ( )
+β

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

β+

β−
−β−− sin

g
gtgarctg 222 C
txx

txxA 0cos
tg

tg
222

22
=β

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

β+

β
−

xx
xA       . 

 
При преобразовании полученного уравнения учтем, что 

 

β=
β+

β 2
2

2
sin

tg1

tg      ,    ββ=
β+

β cossin
tg1

tg
2    . 

 
Будем иметь: 

 

( ) 0cossinsincossinsin 22 =ββ−β+ββ+ββ CA       ⇒       β−=С    . 

 
Преобразование уравнения (2) позволяет привести его к виду: 
 

( ) 0cossincoscossinsin 22 =ββ−β+ββ+ββ− BA        ⇒      β−β= gtB    . 
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С учетом найденного значения постоянной B  определяем постоянную A . Бу-
дем иметь: 

 

β−β
−=

tg
qA    . 

 
 

2.4. Провести преобразования некоторых компонентов тензора на-
пряжений, например  и zσ xyτ , при повороте системы прямо-
угольных координат xyz  вокруг оси  на 180°. y

 
Указание. Использовать формулы преобразования компонентов напряженного 

состояния при переходе от одной системы прямоугольных координат к другой. 
 

 
2.5. Используя формулы для преобразования компонентов напря-

жений при переходе от одной прямоугольной системы координат 
к другой, показать, что чистый сдвиг может быть получен с по-
мощью равномерного растяжения ( ) и равномерного сжатия 
( ) в двух взаимно перпендикулярных направлениях.  

q+
q−

 
Равномерное растяжение ( q+ ) и равномерное сжатие ( q− ) в двух взаимно 

перпендикулярных направлениях реализуем в главной системе координат 1, 2, 3, 
принимая , q=σ1 02 =σ , q−=σ3 . Будем считать, что чистый сдвиг реализуется 
в системе координат xyz , полученной из главной системы координат поворотом на 
угол  вокруг оси  2 (ось z совпадает с осью 2), на площадке, перпендикулярной 
оси x . Направляющие косинусы, определяющие положение осей  x, y, z  в системе 
координат  1, 2, 3, приведены в табл. 2.2. 

α

 Таблица 2.2 

 1 2 3 Учитывая значения направляющих косину-
сов, для напряжений на площадке, перпендику-
лярной оси  x, имеем:  

x αcos  0 αsin  
y −  αsin 0 αcos
z 0 0 1 

 

0sincos 222
13

2
11

2
11 =α−α=σ+σ+σ=σ qqnmlx   , 

τ=αα−αα−=σ+σ+σ=τ cossinsincos213211211 qqnnmmllxy     . 

  
Из первого соотношения следует, что угол поворота должен быть равен 

, а из второго – значение касательного напряжения: 4/π=α q−=τ . 
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2.6.  

 
Задан тензор напряжений, все 

компоненты которого равны величине 
. Определить тип напряженного со-

стояния. 
a

 
Тип напряженного состояния (одноосное, двухосное, трехосное) определяется 

числом главных нормальных напряжений, отличных от нуля. 
Выпишем уравнение, определяющее главные нормальные напряжения: 
 

0IIIII
2

I
3 =−σ+σ−σ σσσ JJJ      , 

 
где коэффициенты уравнения являются инвариантами тензора напряжений: 

 

zyxJ σ+σ+σ=σI    , 

222
II zxyzxyxzzyyxJ τ−τ−τ−σσ+σσ+σσ=σ    , 

222
III 2 xyzzxyyzxzxyzxyzyxJ τσ−τσ−τσ−τττ+σσσ=σ   . 

 
Вычислим коэффициенты уравнения (инварианты) в соответствии с условием 
задачи. Будем иметь: 

 
aJ 3I =σ   ,     0IIIII == σσ JJ   . 

 
Уравнение для определения главных нормальных напряжений принимает вид: 

 

03 23 =σ−σ a     ⇒       ,      . a31 =σ 032 =σ=σ
 

Следовательно, напряженное состояние – одноосное. 
 

 
2.7.  

Задан тензор напряжений, в ко-
тором все нормальные напряжения 
равны нулю, а касательные напря-
жения равны τ . Определить тип на-
пряженного состояния. 

 
Вычислим инварианты тензора напряжений в соответствии с условием задачи. 
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Будем иметь: 
 

0I =σJ   ,       ,       . 2
II 3τ−=σJ 3

III 2τ=σJ
 

Уравнение, определяющее главные нормальные напряжения, принимает вид: 
 

023 323 =τ−στ−σ   . 
 

Легко видеть, что значение 0=σ  корнем уравнения не является, и напряженное 
состояние – трехосное. 

Определяя подбором один корень τ−=σ 1гл , приведем кубическое уравнение 

к квадратному, которое будет иметь вид: 
 

023 2
гл

2
гл =τ−τσ−σ   . 

 
Решение этого уравнения позволяет получить еще два корня: 

 
τ=σ 22гл    ,     τ−=σ 3гл    . 

 
Окончательно, для главных нормальных напряжений можем записать: 

 
τ=σ 21   ,    τ−=σ=σ 32   . 

  
3. Закон сплошности. Теория деформаций 

 
3.1. Деформированное состояние в точке. 

Зависимости Коши  
 
Под деформированием (деформацией) сплошного тела будем 

понимать процесс изменения положений точек тела, при котором 
изменяются взаимные расстояния между ними. 

Из определения следует, что деформирование тела обусловлено 
взаимными перемещениями точек. Поэтому характеристики де-
формирования (деформации), в конечном счете, представляются 
через эти перемещения. 

Под перемещением точки будем понимать вектор, имеющий 
своим началом исходное положение точки, а концом − положение, 
в которое точка приходит после деформации. 
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Проекции полного перемещения точки на координатные оси x , 
,  обозначим через  u , v , w . y z
Рассмотрим элемент тела в форме прямоугольного параллеле-

пипеда, положение которого определяется точкой , имеющей 
координаты 

A
x , , . Грани параллелепипеда параллельны коор-

динатным плоскостям, а ребра равны соответственно , , . 
y z

xd dy zd
 Будем решать поставленный вопрос о взаимосвязи между пере-

мещениями и деформациями для каждой грани параллелепипеда в 
отдельности. В частности, рассмотрим грань параллелепипеда, ле-
жащую в плоскости xy  (рис. 3.1).  

 
Для упрощения предпо-

ложим, что деформация 
этой грани будет плоской, 
т.е. такой, при которой все 
точки, находящиеся перво-
начально в одной плоскости, 
остаются после деформации 
в той же плоскости. В этом 
случае , a перемеще-
ния  и  будут функциями 
только 

0=w
vu

x  и . y  
Рис. 3.1 

 
Элемент  после деформации займет положение ABCD DCBA ′′′′ . 
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С геометрической точки зрения можно ввести в рассмотрение 
два типа деформации: изменение длины первоначально прямого 
отрезка и изменение величины прямого угла. В соответствии с 
этим в дальнейшем будем различать продольную (линейную) де-
формацию  и деформацию сдвига (угловую деформацию) ε γ . 
Продольная деформация определяется как отношение изменения 
длины элементарного отрезка к его первоначальной длине. Индекс 
продольной (или линейной) деформации отрезка будем определять 
тем направлением, которое имел отрезок до деформации. Дефор-
мацию сдвига определим как изменение величины первоначально 
прямого угла. Очевидно, что деформация сдвига должна иметь два 
индекса (по направлениям двух отрезков, образующих первона-
чально прямой угол).  



Определим продольную деформацию отрезка , параллель-
ного оси 

AD
x , длина которого до деформации равна . xd

После деформации точка  переходит в точку A A′ . Составляю-
щие этого перемещения обозначим через  и . Компоненты пе-
ремещения  и  есть непрерывные функции координат, поэтому 
мы вправе записать составляющие перемещения точки 

u v
u v

D  в поло-
жение  в виде величин D′ ( )dxxuu ∂∂+ /  и ( )x dxvv ∂∂+ / . Посколь-
ку исследуемый отрезок  первоначально параллелен оси AD x , его 
продольную деформацию можем записать в виде: 

 

AD
ADDA

x
−′′

=ε    . 

 
Длина отрезка  равна . Длину отрезка AD xd DA ′′  найдем  по 

его проекциям: 
- на ось x  
 

dx
x
udxudx

x
uudx

∂
∂

+=−
∂
∂

++    ; 

  
 на ось y   -

 

x
vvdx

x
vv

∂
∂

=−
∂
∂

+   . 

 
Соответственно, квадрат длины отрезка DA ′′  определится соотно-
шением 

 

( )2DA ′′ = 
22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+ dx
x
vdx

x
udx   . 

 
Чтобы не иметь дело с корнями, перепишем исходное выраже-

ние для деформации xε  в виде  
 

( )2DA ′′ = ( ) ( )221 xdxε+    . 
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Приравнивая друг другу два последних соотношения, получаем 
уравнение, определяющее продольную деформацию xε : 

 

( ) ( )221 dxxε+ = 
22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+ dx
x
vdx

x
udx   , 

 
откуда следует: 

 
22

2 22 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂
∂

=ε+ε
x
v

x
u

x
u

xx   . 

 
Полученное соотношение допускает его линеаризацию и пере-

ход к геометрически линейной теории упругости. Действительно, 
принимая, что деформации и производные от перемещений малы, 
будем пренебрегать квадратами и произведениями этих величин по 
сравнению с самими величинами. Отбрасывая эти слагаемые вто-
рого порядка малости в полученном соотношении, находим, что  

 

x
u

x ∂
∂

=ε   . 

 
Аналогичные рассуждения относительно длины отрезка BA ′′  

позволяют получить, что 
 

=′′BA dy
y
vdy

∂
∂

+    , 

 
и вычислить продольную деформацию : yε

 

AB
ABBA

y
−′′

=ε     ⇒   
y
v

y ∂
∂

=ε    . 

 
Для того, чтобы определить деформацию сдвига, рассмотрим 

искажение первоначально прямого угла DAB (см. рис. 3.1). В на-
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шем случае этот прямой угол составлен отрезками, параллельными 
осям x  и . Будем иметь:  y

 

21 α+α=γ xy       . 
 
Принятое допущение о малости деформаций дает нам возмож-

ность определить углы 1α  и 2α  по их тангенсам и получить для 
угловой деформации xyγ  следующее соотношение: 

 
( )
( )

( )
( ) y

u
x
v

dyyvdy
ydyu

xdxuxd
xdxv

∂
∂

+
∂
∂

=
∂∂+

∂∂
+

∂∂+
∂∂

=
/

/
/

/   . xyγ

 
Очевидно, что если повторить подобные рассмотрения для дру-

гих граней прямоугольного параллелепипеда, можно получить 
компоненты деформации для трехмерной задачи: 

 

x
u

x ∂
∂

=ε      ,      
y
v

y ∂
∂

=ε      ,     
z
w

z ∂
∂

=ε     , 

y
u

x
v

   ,   
z
v

y
w

yz ∂
∂

+
∂
∂

=γ   ,   
x
w

z
u

zx ∂
∂

+
∂
∂

=γ   . 
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xy +
∂
∂

γ =
∂
∂

 
Непосредственно из физического смысла деформаций сдвига 

можно утверждать, что 
 

yxxy γ=γ    ,   zyyz γ=γ    ,   xzzx γ=γ      . 
 
Представления компонентов деформации через перемещения 

носят название зависимостей Коши.  
Знаки деформаций будем определять следующим образом:  
 
- деформация сдвига считается положительной, если происходит 

уменьшение первоначально прямого угла, и отрицательной, если 
этот угол увеличивается; 

- линейная (продольная) деформация считается положительной, 
если происходит удлинение элемента, и отрицательной, если эле-
мент укорачивается. 



Полученные шесть компонентов деформации определяют так 
называемую «чистую» деформацию элемента. Такое определение 
введено, поскольку в общем случае при деформировании тела для 
его отдельного элемента возможны следующие варианты: 

- поступательное перемещение элемента как целого; 
- вращательное перемещение (поворот) элемента как целого; 
- «чистая» деформация элемента. 
Рассмотрим, что представляют собой первые два вида поведе-

ния элемента и выясним, можно ли их охарактеризовать через из-
вестные (заданные) функции перемещений u , v  и . w

Чтобы определить поступательное движение (перемещение) ка-
кого-либо элемента тела как целого, достаточно задать перемеще-
ние  одной  его точки. У нас есть точка с заданными перемещения-
ми – точка А. Значит компонентами поступательного перемещения 
элемента как целого будут значения , u v  и  в точке А  и, таким 
образом, дополнительных характеристик для определения этого 
вида перемещения элемента тела не требуется. 

w

 Поворот элементарного параллелепипеда в целом будем оп-
ределять проекциями угла поворота его главной диагонали на ко-
ординатные плоскости. Эти проекции равны углам поворота граней 
параллелепипеда в своих плоскостях, обозначаются как xω , yω , 

 и носят название компонентов элементарного вращения. zω
Представим компоненты элементарного вращения через произ-

водные от перемещений  ,  и . Рассмотрим поворот одной 
грани – грани, лежащей в плоскости 

u v w
xy  (рис. 3.2). 

 

             а)                             б)                          в) 
Рис. 3.2  

Поворот осуществляется вокруг оси , значит, это   будет  ком-
понент элементарного вращения 

z
zω . Угол поворота грани опреде-
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ляется углом поворота диагонали. При повороте грани как единого 
целого происходит поворот одновременно двух отрезков  и 

(рис. 3.2, а). 
AB

AD
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0
Пусть у нас повернется только один отрезок  (рис. 3.2, б), но 

при построении повернутого элемента учтем, что 
AB

=ε=ε yx  (нет 
линейных деформаций). Из рис. 3.2, б непосредственно видно, что 
∠  = (1/2) ∠C ′CA CCD ′ (угол CCA ′  вписанный, а CCD ′ – централь-
ный). Но угол CCD ′  сам положительный (производная 0/ >∂y∂u ), 
а поворот отрезка отрицательный (принимаем, что положительное 
вращение − против часовой стрелки). Итак, ∠ CCA ′  = – (1/2) yu ∂∂ / . 

Соответственно, рассмотрев поворот отрезка (рис. 3.2, в) 
получаем, что диагональ повернется на угол величиной (1/2)

AD
xv ∂∂ /  

(здесь поворот отрицательный, как и для предыдущего случая, но и 
сам угол отрицательный, поскольку приращение v∂  отрицательное 
и производная 0/ <∂∂ xv ).  

Поскольку поворот обеих отрезков  и  осуществляется 
вместе, будем иметь: 

AB AD

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=ω
y
u

x
v

z 2
1   . 

 
Рассматривая повороты граней в остальных двух координатных 

плоскостях, получим аналогичные соотношения: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=ω
z
v

y
w

x 2
1   , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=ω
z
v

y
u

y 2
1   . 

 
3.2. Исследование деформированного состояния в точке 

 
Описание деформирования элемента тела в форме прямоуголь-

ного параллелепипеда привело к введению шести характеристик 



деформирования (компонентов деформаций): xε , yε , zε , xyγ , yzγ , 
, из которых первые три определяют линейную деформацию 

отрезков, параллельных координатным осям, а вторые три − изме-
нение прямых углов, образованных такими отрезками и располо-
женных в координатных плоскостях. 

zxγ

Деформированное состояние в точке определяется совокупнос-
тью деформаций всех линейных элементов, проходящих через дан-
ную точку (здесь имеются в виду и линейные деформации, и де-
формации сдвига).  

Можно показать, что линейная деформация произвольно ориен-
тированного отрезка представляется шестью компонентами де-
формации прямоугольного параллелепипеда.  

 
На произвольном направле-

нии  возьмем отрезок  
малой длины 

N 1AA
r  (рис. 3.3). Ли-

нейная деформация Nε  отрезка 
1  определяется  соотноше-

нием: 
AA

 

r
rr

N
−

=ε 1    , 
Рис. 3.3 

 
где  =  −  длина  отрезка  после деформации. 1r 1AA ′′ 1AA

Свяжем деформацию Nε  с перемещениями точек  и . 
Пусть компоненты вектора перемещения точки  будут , 

A
u

1A
A v  и . 

Тогда компоненты перемещения точки  можно представить со-
отношениями: 

w
1A

 

zd
z
uyd

y
udx

x
uuu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=1  = duu +  , 

zd
z
vyd

y
vdx

x
vvv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=1  = dvv +   , 

dwwzd
z
wyd

y
wdx

x
www +=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=1   . 
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Проекции отрезка r  на оси  x , y , z  равны , , . После 
деформации длина отрезка становится равной . Соответственно, 
проекции отрезка  на оси  будут определяться соотношениями: 

dx
1r

dy dz

1r
 

( )uudx −+ 1   ,  ( )vvdy −+ 1    ,   ( )wwdz −+ 1     . 
 

Определяя длину отрезка  по его проекциям на координатные 
оси, получим: 

1r

 
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]2

1
2

1
2

1
2
1 wwzdvvyduuxdr −++−++−+=   . 

 
С другой стороны, длину отрезка  можем найти из соотноше-

ния, определяющего линейную деформацию 
1r

Nε . Будем иметь:    
 

( )Nrr ε+= 11   . 
 

Из сопоставления полученных соотношений следует уравнение, 
связывающее деформацию Nε  с приращениями перемещений: 

 
( ) ( ) ( ) ( )22222 21 wdzdvddyuddxr NN +++++=ε+ε+   . 

 
Подставим сюда значения  и учтем, что деформации 

и производные от перемещений , 
dwdvud ,,

u v ,  малы  (их квадратами и 
произведениями можно пренебречь по сравнению с первыми сте-
пенями). Будем иметь: 

w

 

( ) dxdxr N 221 22 +=ε+ ++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 2)( dyzd

z
uyd

y
udx

x
u

 

++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+ 2)(2 zdzd
z
vyd

y
vdx

x
vdy  

)(2 zd
z
wyd

y
wdx

x
wzd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+  . 
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Полученное уравнение можно преобразовать, учитывая, что 
. Кроме того, поскольку направление N  задано 

направляющими косинусами l , m , n , то в этом случае 

2222 zdydxdr ++=

 
dx / lr =   ,   /dy mr =    и т.д. 

 
Группируя соответствующим образом производные от переме-

щений и заменяя их на деформации в соответствии с зависимостя-
ми Коши, после всех преобразований получим 

 
lnnmmlnml zxyzxyzyxN γ+γ+γ+ε+ε+ε=ε 222    . 

 
Таким образом, линейная деформация в данной точке по любо-

му направлению  представляется через шесть компонентов де-
формации прямоугольного параллелепипеда. 

N

С помощью полученной формулы можно легко получить фор-
мулы преобразований линейных деформаций при переходе к но-
вым координатным осям. Если мы введем новую координатную 
систему , ,x′ y′ z ′  той же системой направляющих косинусов, как 
это делали для напряжений, то сразу можем записать: 

 

111111
2
1

2
1

2
1 lnnmmlnml zxyzxyzyxx γ+γ+γ+ε+ε+ε=ε ′     , 

=ε ′y . . . , 
=ε ′z . . . 

 
Сравним формулы преобразований для линейных деформаций с 

формулами преобразований для нормальных напряжений. Видим, 
что запись окажется аналогичной, если оперировать половинками 
деформаций сдвига, т.е. величинами 

 
2/xyγ   ,    2/yzγ   ,     . 2/zxγ

 
Учитывая, что формулы преобразований линейных деформаций 

при переходе к новым координатным осям аналогичны соответст-
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вующим формулам преобразований компонентов тензора напряже-
ний, можем говорить о тензоре деформаций с учетом сделанного 
выше замечания относительно половинок деформаций сдвига: 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

εγγ
γεγ
γγε

=ε

zzyzx

yzyyx

xzxyx
T

2/2/
2/2/
2/2/

   . 

 
Так же, как и тензор напряжений, тензор деформаций является 

тензором второго ранга, симметричным относительно главной диа-
гонали.   

Дальнейшее исследование компонентов тензора деформаций 
(деформированного состояния) можно вести по той же схеме, что и 
для компонентов тензора напряжений. Очевидно, что результаты 
исследования будут аналогичны результатам, полученным ранее 
при исследовании напряжений (компоненты тензоров должны об-
ладать одинаковыми свойствами). При исследовании получим: 

- имеются три главные взаимно перпендикулярные оси линей-
ных деформаций и соответственно им три главные линейные де-
формации , , 1ε 2ε 3ε ; 

- на плоскостях, определяемых главными осями линейных де-
формаций, деформации сдвига равны нулю; 

- имеются три главных сдвига , 1γ 2γ , 3γ , которые равны разно-
стям главных линейных деформаций 321 ε−ε=γ , 132 ε−ε=γ ,   

; 213 ε−ε=γ
- имеются три инварианта тензора деформаций: 
 

3211 ε+ε+ε=ε+ε+ε=ε zyxI   , 
 

=ε2I yxεε + zyεε + xzεε –
4
1 ( – – ) 2

xyγ 2
yzγ 2

zxγ 21εε= + 32εε + 13εε  , 
 

=ε3I zyx εεε + ( −γγγ zxyzxy4
1 2

yzxγε – – 2
zxyγε ) 321

2 εεε=γε xyz   . 
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Линейный инвариант  представляет собой относительное из-
менение объема. Это легко проверить, рассмотрев элемент, ребра 
которого до деформации равны , , . После деформации 
они будут равны соответственно 

ε1I

dx dy dz
( )d1 x1 ε+ , ( ) yd21 ε+ , ( )dz31 ε+ . 

Следовательно, 
 

( )( )( ) ( ) zdydxdzdydxdVV 321321 1111 ε+ε+ε+=ε+ε+ε+=Δ+   . 

 
Относительное изменение объема 321/ ε+ε+ε=Δ VV . Для вели-
чины относительного изменения объема вводят обозначение θ ; 

- возможно построение кругов Мора для деформированного со-
стояния в точке. Точки области, ограниченной тремя кругами Мо-
ра, будут определять деформации всех линейных элементов, про-
ходящих через данную точку. 

 
3.3. Определение перемещений по заданным деформациям. 

Уравнения совместности деформаций Сен-Венана 
 
Зависимости Коши дают возможность вычислять компоненты 

деформаций , xε yε , . . . по заданным перемещениям u , v , w . 
Поставим обратную задачу: вычислить компоненты перемеще-

ний , , , если заданы компоненты деформаций как функции 
координат 

u v w
zyx ,, . 

Рассматривая зависимости Коши, легко убедиться, что произ-
вольное задание компонентов деформаций не дает возможности 
однозначного определения компонентов перемещений, поскольку 
имеем шесть уравнений для отыскания трех искомых функций. Не-
обходимо, чтобы деформации удовлетворяли еще каким-то вполне 
определенным соотношениям (были связаны каким-то образом ме-
жду собой) для того, чтобы задача имела единственное решение. 

Этот вывод следует также и из следующего геометрического 
рассмотрения. Представим себе тело разбитым на бесконечно ма-
лые элементы, например кубики (не считая элементов, примкнув-
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ших к границе). Если мы подвергнем наши кубики заданным про-
извольным деформациям и затем попытаемся их сложить так, что-
бы грани, соприкасавшиеся до деформации, снова соприкасались, 
то это окажется невозможным. Это еще раз показывает, что компо-
ненты деформаций должны удовлетворять некоторым соотношени-
ям для того, чтобы была возможность деформирования тела без 
разрывов. 

Данное утверждение докажем, решая поставленную задачу об 
отыскании компонентов перемещений по заданным компонентам 
деформаций.  

Пусть  – односвязная область изменения переменных V zyx ,, ,
u

  
в которой заданы деформации и в которой ищутся перемещения , 
v , . Будем считать, что имеем точку области w ( )0z

0v 0w
000 ,, yxM

0u

, для 
которой известны (заданы) компоненты перемещения , ,  и 
компоненты вращения 0xω , 0yω , 0zω . Точка ( )1111 ,, zyxM  – про-
извольная точка области. Наша задача – найти компоненты пере-
мещения , ,  этой точки. 1u 1v 1w

Пусть  определяет какую-либо линию, соединяющую 
точки  и  в области . Поскольку точки  и  распо-
ложены на произвольном расстоянии друг от друга, для определе-
ния перемещения  нужно брать интеграл, чтобы определить пол-
ное приращение функции u  на пути интегрирования :   

10MM

1M0M V 0M

M

1M

10M
1u

 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+=
10

01
MM

zd
z
udy

y
udx

x
uuu    . 

 
Для решения поставленной задачи значения частных производ-

ных  xu ∂∂ / , yu ∂∂ / , zu ∂∂ /

x

 нужно представить через заданные 
компоненты деформаций, однако сразу это можно сделать только 
для производной u ∂∂ / : 

 
xxu ε=∂∂ /    . 
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Для двух других производных можем записать: 
 

zxyy
u

ω−γ=
∂
∂

2
1    ,       yzxz

u
ω−γ=

∂
∂

2
1   . 

 
Отметим, что последние два соотношения не решают полностью 
проблему представления частных производных yu ∂∂ /  и zu ∂∂ /  
через заданные компоненты деформаций, однако позволяют раз-
бить интеграл на два. Будем иметь: 

 

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+γ+ε+=

10
2
1

2
1

01
MM

zxxyx zdydxduu ( )∫ ω+ω−+
10MM

yz zdyd   . 

 
Первый интеграл уже состоит из заданных функций. Второй ин-

теграл можем переписать в виде: 
 

( ) =ω+ω−= ∫
10

2
MM

yz zddyJ ( )∫ −ω−−ω
10

)()( 11
MM

yz zzdyyd     . 

  
Разбиваем интеграл на два и берем каждый из них по частям. В 

частности, для первого будем иметь: 
 

( ) ( ) =ω−−−ω=−ω ∫∫
10

1

010

111 )(
MM

z
M

M
z

MM
z dyyyyyyd  

  
( ) ( )∫ ω−−−ω−=

10
1010

MM
zz dyyyy   . 

 
С учетом полученного результата для второго интеграла получаем: 
 

( ) =ω+ω−= ∫
10

2
MM

yz zddyJ ( )010 zzy −ω ( )−−ω− 010 yyz  

( ) ( )∫ ω−−ω−−
10

11
MM

yz dzzdyy  . 
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Можно видеть, что для вычисления интеграла  необходимо 
знать значения приращений 

2J

zdω  и , для отыскания которых 

необходимо представить производные функций 
ydω

zω  и yω  через 
известные (заданные) компоненты деформации (или их производ-
ные). Оказывается, данная операция возможна. Например, 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=ω
y
u

x
v

z 2
1     ⇒      ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

−
∂

∂
=

∂
ω∂

xy
u

x

v
x
z

2

2

2

2
1     ⇒ 

 

⇒     =
∂
ω∂
x
z

yx
xxy

∂
ε∂

−
∂

γ∂

2
1    . 

 
Аналогичным образом представляем производные yz ∂ω∂ /  и  

. Можем получить: zz ∂ω∂ /
 

=
∂
ω∂
y

z
xy
yxy

∂

ε∂
+

∂

γ∂
−

2
1   , 

 

=
∂
ω∂
z
z

yx
zxyz

∂
γ∂

−
∂

γ∂

2
1

2
1   . 

 
С учетом найденных значений производных соотношение для 

приращения  принимает вид: zdω
 

dz
yx

dy
yx

dx
yx

d zxyzxyyxxy
z ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
γ∂

−
∂

γ∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

γ∂
−

∂

ε∂
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
ε∂

−
∂

γ∂
=ω

2
1

2
1

2
1

2
1

 
и является известной функцией. 

Значения производных функций xω  и yω  легко получить из 
выписанных соотношений круговой заменой индексов zyx ,, .  
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Итак, для определения перемещения  в точке  окончатель-
но имеем: 

1u 1M



( )01001 zzuu y −ω+= ( )+−ω− 010 yyz  

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ+γ+ε+ ∫

10
2
1

2
1

MM
zxxyx zddydx  

 
( ) ( )∫ ω−−ω−−

10
11

MM
yz dzzdyy   , 

 
где  и  − уже известные функции. Объединим теперь оба 
интеграла в один, собирая слагаемые при dx , dy , : 

zdω ydω
dz

 
( )01001 zzuu y −ω+= ( )010 yyz −ω− ∫ +++

10MM
zyx zdUdyUdxU  . 

 
Здесь введены обозначения: 

 

( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
γ∂

−
∂
ε∂

−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

γ∂
−

∂
ε∂

−+ε=
xz

zz
xy

yyU zxxxyx
xx 2

1
2
1

11   , 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

γ∂
−

∂

γ∂
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

γ∂
+

∂

ε∂
−−+γ=

xz
zz

yx
yyU yzxyxyy

xyy 2
1

2
1

2
1

2
1

11   , 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ε∂

−
∂
γ∂

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

γ∂
−

∂
γ∂

−+γ=
xz

zz
xy

yyU zzxyzzx
xzz 2

1
2
1

2
1

2
1

11   .  

 
Совершенно аналогично можно записать соотношения, опреде-

ляющие компоненты перемещений  и  в точке . Будем 
иметь: 

1v 1w 1M

 
( )01001 xxvv z −ω+= ( )010 zzx −ω− ∫ +++

10MM
zyx zdVdyVdxV  , 

( )01001 yyww x −ω+= ( )010 xxy −ω− ∫ +++
10MM

zyx zdWdyWdxW  . 

 
Полученные формулы определяют перемещения ,  и  в 

любой произвольной точке  тела, если заданы компоненты пе-
1u 1v 1w

1M
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ремещения и компоненты вращения в точке  и компоненты де-
формации во всей области, занятой телом. Однако нами до сих пор 
не решен вопрос об однозначности определения этих перемеще-
ний, который мы затронули в начале раздела.  

0M

z

Рассматривая полученные соотношения, легко видеть, что тре-
бование однозначности определения перемещений  , , , по 
существу, сводится к требованию независимости криволинейных 
интегралов, имеющих место в формулах, от пути интегрирования. 

1u 1v 1w

Из теории криволинейных интегралов известно, что для того, 
чтобы криволинейный интеграл не зависел от пути интегриро-
вания, необходимо выполнить определенные требования. В нашем 
случае, например, для интеграла 

 
∫ ++

10MM
zyx dUdyUdxU  

 
эти требования имеют вид: 

 

x
U

y
U yx

∂

∂
=

∂
∂

  ,   
y

U
z

U zy

∂
∂

=
∂

∂
  ,   

z
U

x
U z
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x
∂
∂

=
∂
∂

  . 

 
Подставляя в первое условие значения функций  и , после 

некоторых простых преобразований приведем его к виду: 
xU yU

 

( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
γ∂

−
∂
ε

z
x

2
1

∂
∂
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⎟

⎠
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⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂

γ∂
−

∂

ε∂
−
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yy zxxyx

22
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2

2

2
1 2

1  

( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

γ∂
−

∂∂

γ∂2

xz
xy−+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂∂

γ∂
+

∂

ε∂
−−= 2

2

1

2

2

2

1 2
1

2
1

2
1

x
zz

yxx
yy yzxyy

  . 
  
 
Полученное равенство должно быть справедливо при любых 

значениях координат  и , и поэтому оно разбивается на два 
условия и приводится к следующим двум уравнениям, связываю-

1y 1z



щим деформации: 
 

yxxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
2

2

2

2

2
  , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

γ∂
+

∂
γ∂

+
∂

γ∂
−

∂
∂

=
∂∂
ε∂

zyxxzy
xyzxyzx

2
2   . 

 
Из остальных требований независимости интегралов от пути 

интегрирования следуют еще четыре (по два уравнения каждого 
типа) аналогичных независимых уравнения, однако их можно запи-
сать, используя круговую замену переменных zyx ,, : 

 

zyyz
yzzy

∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂ 2

2

2

2

2
  , 

xzzx
zxxz
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=
∂
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∂
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2
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)(2
2

zyxyxz
xyzxyzy

∂

γ∂
+

∂
γ∂

−
∂

γ∂

∂
∂

=
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ε∂
   , 

)(2
2

zyxzyx
xyzxyzz

∂

γ∂
−

∂
γ∂

+
∂

γ∂

∂
∂

=
∂∂
ε∂

   . 

 
Полученные соотношения носят название условий совместности 

(условий неразрывности) деформаций Сен-Венана. Именно этим 
соотношениям должны удовлетворять заданные компоненты де-
формации, чтобы по ним можно было бы однозначно определить 
перемещения. 

 
При соблюдении условий совместности деформаций формулы 

для перемещений , ,  дают вполне определенные значения, 
не зависящие от пути интегрирования. При этом постоянные вели-
чины , , , 

1u

x

1v

0

1w

0u 0v 0w ω , 0yω , 0zω  остаются произвольными, и, из-
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меняя эти постоянные, можем сообщить телу только «жесткое» пе-
ремещение как целого. Действительно, если мы к каким-либо най-
денным перемещениям  , u v ,  добавим, соответственно, w

 
yzuu z0y00     , −ω+= ω

zxv x0v z00      , ω+= ω−
xyw0w y00 ωx   , −ω+=

  
то эти добавки никаких дополнительных деформаций не вызовут. 
Очевидно,  что  в  таком  случае  постоянные  ,  ,  ,  0u 0v 0w 0xω , 

,  можно принять равными нулю без всякого ущерба для 
решения поставленной задачи. 

0yω 0zω

 
Задачи 

 
 

3.1. 
 
 
 

 
Провести преобразования некоторых компонентов деформи-

рованного состояния, например, zε  и  , при повороте системы 

прямоугольных координат 
xyγ

 вокруг оси  на 180°. yxyz

 
Указание. Использовать формулы, аналогичные формулам преобразования 

компонентов напряженного состояния при переходе от одной системы прямо-
угольных координат к другой, с учетом отличия тензора деформаций от тензора 
напряжений. 

 
 

3.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Деформированное состояние в точке задано следующими со-

ставляющими: 
 

2

2

y
x

∂

ϕ∂
=ε    ,     2

2

x
y

∂

∂
=

ϕ
ε    ,      

yxxy ∂∂
ϕ∂

−=γ
2

2   , 

0=γ=γ=ε yzz zx   , 
 

где . Выяснить, можно ли функцию ( yx,ϕ=ϕ ) ϕ  считать произ-
вольной функцией координат yx, ?  

 
Известно, что для однозначного определения поля перемещений по заданному 

полю деформаций необходимо, чтобы деформации отвечали условиям (уравнени-
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ям) совместности (неразрывности) деформаций Сен-Венана. Именно эти уравне-
ния могут накладывать некоторые ограничения на деформации, и, следовательно, 
на функцию . ϕ

Первое из шести уравнений совместности (неразрывности) деформаций имеет 
вид: 

 

yxxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
2

2

2

2

2
     . 

 
Подставляя в это уравнение соотношения для деформаций, получим: 

 

02 4

4

22

4

4

4
=

∂

ϕ∂
+

∂∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂

yyxx
    ⇒     − бигармоническое уравнение. 022 =ϕ∇∇

 
Следовательно, функция ϕ  должна быть бигармонической функцией. 

 
4. Физический закон. Обобщенный закон Гука 

 
В разделах 2 и 3 рассмотрены два закона деформирования тела: 

закон равновесия, освещающий статическую сторону задачи тео-
рии упругости, и закон сплошности, определяющий перемещения, 
деформации и связь между ними и освещающий задачу с геомет-
рической точки зрения. Очевидно, что эти два закона не могут 
обеспечить решение задач теории упругости до тех пор, пока такие 
разнородные признаки изучаемого явления как внутренние силы 
(напряжения) и деформации не будут связаны физическим зако-
ном. 

Вопрос о форме физического закона теории упругости поставим 
в самом общем виде. Не учитывая длительность деформирования 
(т.е. не учитывая реологических свойств материала), можем пред-
ложить зависимости типа 

 
( )zxyzxyzyxx f γγγεεε=σ ,,1 ,,,    , 

( )zxyzxyzyxy f γγγεεε=σ ,,2 ,,,   , 
. . . 

( )zxyzxyzyxzx f γγγεεε=τ ,,6 ,,,   . 
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Конкретные представления физического закона возможны во 
многих вариантах. Они устанавливаются с помощью физических 
опытов для выбранного класса материалов. При этом возможны 
два пути: 

- задаться из каких-либо соображений аналитическими соотно-
шениями физического закона, а затем провести эксперименты для 
его проверки и определения некоторых коэффициентов, со-
держащихся в принятом аналитическом представлении закона; 

- накопить экспериментальные данные, а затем, подвергнув их 
обработке, подобрать уравнения физического закона, в доста-
точной мере оправдывающиеся для определенного класса матери-
алов.  

Первый путь предпочтительнее, поскольку допускает общую 
теоретическую постановку задачи. 

Поскольку разыскиваются зависимости физического характера, 
то математическая форма функций , ... ,  заранее ничем не 
обусловлена, и её можно выбрать по своему усмотрению: доста-
точно чтобы она соответствовала физическим условиям задачи, т.е. 
могла бы правильно отражать исследуемое физическое явление. 
Пользуясь этим, выберем наиболее простую математическую фор-
му зависимостей физического закона – линейную: 

1f 6f

 
zxyzxyzyxx aaaaaa γ+γ+γ+ε+ε+ε=σ 161514131211   , 

 

zxyzxyzyxy aaaaaa γ+γ+γ+ε+ε+ε=σ 262524232221   , 
. . . , 

 

zxyzxyzyxzx aaaaaa γ+γ+γ+ε+ε+ε=τ 666564636261   . 
 
В пользу выбранной линейной формы физического закона мож-

но привести следующие доводы. 
1. Можно утверждать, что линейная форма есть приближенная 

замена любых аналитических форм физического закона при усло-
вии малости деформаций. 

Действительно, если разложить функции σx , σy , … , представ-
ленные в произвольной аналитической форме, в ряд Маклорена 
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(частный случай разложения в ряд Тейлора в нулевой точке), то с 
точностью до малых второго порядка будем иметь: 

 

( ) zx
zx

y
y

x
x

x
fff

f γ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

γ∂

∂
++ε⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ε∂

∂
+ε⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ε∂

∂
+=σ

0

1

0

1

0

1
01 ...   .

)

 

. . . 
 

Такая запись справедлива, так как ограничиваемся случаем малых 
деформаций. 

Сравнивая запись ряда Маклорена с принятыми линейными 
уравнениями для физического закона, видим, что в уравнениях от-
сутствуют свободные члены типа 0)( if ( 6 , ... 2, ,1=i . Введение та-
ких слагаемых в уравнения физического закона приводит к нали-
чию напряжений, отличных от нуля, при деформациях, равных ну-
лю. Такое, в принципе, возможно (например, наличие в теле оста-
точных напряжений), но в теории упругости принимают гипотезу о 
естественном состоянии тела, считая, что при отсутствии деформа-
ций в теле напряжения в нем равны нулю. Принятая гипотеза, есте-
ственно, лишает возможности рассмотрения в рамках теории упру-
гости определенного класса задач.  

Заметим, что коэффициенты в разложении считаем отличными 
от нуля, поскольку существование линейной зависимости для 
большинства материалов ясно обнаруживается простейшими экс-
периментами, например, при одноосном растяжении. 

2. Многие материалы подчиняются линейному закону если не 
вплоть до разрушения, то хотя бы на некотором участке деформи-
рования, имеющем большое значение для стадии эксплуатации. 

3. Заданным деформациям в данной точке должна соответство-
вать одна единственная система напряжений и обратно (однознач-
ность решения). Этому условию линейная форма физического за-
кона удовлетворяет.  

4. Линейный физический закон совместно с условием о малости 
деформаций обеспечивает линейную постановку задач теории уп-
ругости, что имеет существенное значение для получения более 
простых решений. 
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Уравнения физического закона содержат 36 коэффициентов 
, по смыслу являющихся упругими постоянными (характери-

стиками материала). Число упругих постоянных тела в общем слу-
чае, как видим, весьма велико, однако оно значительно сокращает-
ся, если ввести гипотезу о потенциале упругих сил (гипотезу об 
обратимости затраченной работы). 

mna

 
4.1. Работа упругих сил в твердом теле.  

Потенциал упругих сил  
 
Вычислим работу внутренних упругих сил на возможных пере-

мещениях. 
Компоненты действительных перемещений обозначим через , 

, , а компоненты возможных − через 
u

v w uδ , vδ , wδ . Примем, что 
компоненты возможных перемещений являются малыми вели-
чинами, представляющими собой непрерывные функции  x , y , z . 

 
Чтобы упростить рассуждения, будем 

рассматривать элемент упругого тела 
, находящегося под действием 

только одномерной системы внутренних 
сил (напряжений) 

dzdydx

xσ  (рис. 4.1). 
 Пусть грань  получила возмож-

ное перемещение 
AB

uδ . Тогда соответст-
вующее  перемещение  для  грани   
определится соотношением 

DC
Рис. 4.1 

 

( )dxu
x

u δ
∂
∂

+δ    . 

 
Полная работа внутренних сил xσ  на возможных перемещениях 

будет равна 
 

( ) ( )
zdxdyd

x
uzdyduzdyddx

x
uu xxx ∂

δ∂
σ=δσ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
δ∂

+δσ   . 
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Поскольку оператор δ  обладает теми же свойствами, что и опе-
ратор , возможна перестановка оператора d δ  и оператора диффе-
ренцирования x∂∂ / . В этом случае работа сил xσ  на возможных 
перемещениях может быть записана в виде 

 
zdydxdA xxδεσ=δ 1     . 

 
Аналогично определим работы, совершаемые остальными внут-

ренними силами, распределенными по граням параллелепипеда. 
Суммируя все эти работы и относя их к единице объема, получим: 

 
zxzxyzyzxyxyzzyyxxA δγτ+δγτ+δγτ+δεσ+δεσ+δεσ=δ   . 

 
Введем теперь чрезвычайно важную в теории упругости гипоте-

зу о потенциале упругих внутренних сил. Примем, что  
работа внутренних сил полностью переходит в потенциальную 

энергию, накапливаемую телом при получении им упругих дефор-
маций и возвращаемую им обратно в виде работы сил при снятии 
деформаций. 

Очевидно, что введенная гипотеза верна лишь приблизительно, 
так как часть работы внутренних сил переходит в другие виды 
энергии (тепловую и электромагнитную), теряемые телом и не воз-
вращаемые в виде работы упругих сил. Однако эти потери невели-
ки, и в большинстве случаев ими можно пренебречь. 

Потенциальная энергия есть следствие наличия деформаций и, 
соответственно, определяется только ими. Поэтому, если мы через 
W обозначим потенциальную энергию, отнесенную к единице объ-
ема тела в данной точке тела, то она является функцией компонен-
тов деформаций: 

 
( )zxyzxyzyxWW γγγεεε= ,,,,,     . 

 
Если мы даем телу упругие возможные перемещения, то соглас-

но введенной гипотезе работа, совершаемая внутренними силами 
на этих перемещениях, должна полностью перейти в упругую энер-
гию и дать ее приращение Wδ : 
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Aδ  = Wδ    . 
 

Приращение с точностью до малых второго порядка (с той же 
точностью, с какой определена работа ) определяется соотно-
шением: 

Wδ
Aδ

 

zx
zx

y
y

x
x

WWWW δγ
γ∂
∂

++δε
ε∂
∂

+δε
ε∂
∂

=δ ...   . 

 
Равенство  = Aδ Wδ  возможно только тогда, когда равны коэф-

фициенты при вариациях zxyx δγδεδε ,...,, : 
 

x
x

W
ε∂
∂

=σ     ,    
xy

xy
W
γ∂
∂

=τ   , 

y
y

W
ε∂
∂

=σ    ,    
yz

yz
W
γ∂
∂

=τ   , 

z
z

W
ε∂
∂

=σ    ,     
zx

zx
W
γ∂
∂

=τ   . 

 
Таким образом, введение гипотезы о потенциале внутренних 

упругих сил приводит к соотношениям, определяющим ком-
поненты напряжений через частные производные от по-
тенциальной энергии по соответствующим деформациям (формулы 
Грина). 

Полученные соотношения позволяют значительно сократить 
число упругих постоянных в принятом линейном физическом за-
коне. Перепишем одно из уравнений закона (второе) в следующем 
виде: 

 

zxyzxyzyxy
y

aaaaaaW
γ+γ+γ+ε+ε+ε=σ=

ε∂
∂

262524232221  . 

 
Дифференцируя его, например по yzγ , получим: 
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25
2

aW

yzy
=

γ∂ε∂
∂   . 

 
Эту же вторую производную мы можем получить другим путем, 

используя соответствующее уравнение линейного физического за-
кона (для ), дифференцируя его по ε . Будем иметь: yzτ y
 

52
2

aW

yyz
=

ε∂γ∂
∂   . 

 
Поскольку значение второй производной для непрерывной 

функции не зависит от порядка дифференцирования, должны при-
нять, что . 5225 aa =

Аналогичное утверждение можно доказать для любых двух ко-
эффициентов: 

 

nmmn aa =   . 
 
Следовательно, с введением гипотезы о потенциале внутренних 

сил из рассматриваемых 36 упругих постоянных для определения 
остается только 21. Таким значительным количеством упругих по-
стоянных может обладать лишь тело, имеющее различные упругие 
свойства в разных направлениях, или, как говорят, тело с универ-
сальной (шаровой) анизотропией. 

В дальнейшем будем рассматривать только однородные изо-
тропные тела, для которых упругие коэффициенты в уравнениях 
физического закона не должны зависеть от ориентации осей коор-
динат относительно тела и от положения начала координат. 

 
4.2. Линейный физический закон для изотропных 

материалов 
 
Рассмотрение линейного закона в общей постановке позволило 

сделать вывод, что для однородного тела с универсальной анизо-
тропией число упругих постоянных равно 21. 
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Для упругого изотропного тела, свойства которого одинаковы 
во всех направлениях (вводят иногда термин «тело с шаровой изо-
тропией»), это число упругих постоянных может быть сокращено 
за счет того, что для такого тела введенные соотношения для на-
пряжений ,  , … не должны меняться при любых преобразо-
ваниях рассматриваемой системы координат, несмотря на то, что 
преобразование системы координат (переход от одной системы ко-
ординат к другой) ведет к преобразованиям компонентов и тензора 
напряжений, и тензора деформаций.   

xσ yσ

Примем, что координатные оси x , ,  являются главными 
осями деформаций. В этом случае 

y z

 
0=γ=γ=γ zxyzxy    . 

 
На основании принятых линейных уравнений физического за-

кона можем записать, например 
 

zyxyz aaa ε+ε+ε=τ 535251   . 
 
Введем теперь новую координатную систему x′ , y′ , z ′ ,  полу-

чая ее из старой путем поворота вокруг оси  z  на 180°. Ось z ′  но-
вой системы будет совпадать с осью  старой, а оси z x′  и y′  будут 
иметь направления, противоположные направлениям осей x  и . 
Новая система координат также является главной системой дефор-
маций.  

y

Так как коэффициенты  не должны зависеть от 
выбора осей, можем записать: 

535251 ,, aaa

 
zyxzy aaa ′′′′′ ε+ε+ε=τ 535251    . 

 
Значения zyxzy ′′′′′ εεετ ,,,  можно найти по формулам преоб-

разований, учитывая, что таблица направляющих косинусов в дан-
ном случае имеет вид (табл. 4.1): 
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Таблица 4.1 
 x y z  

 
   ⇒ 

 x y z 
x′  l1 m1 n1 x′  – 1 0 0 
y′  l2 m2 n2 y′  0 – 1 0 

z ′  l3 m3 n3 z ′ 0 0 1 
 

В отношении  можем записать: zy ′′τ
 

( ) ++τ+σ+σ+σ=τ ′′ 2332323232 mlmlnnmmll xyzyxzy

( ) ( )23322332 nlnlnmnm zxyz +τ++τ+   . 
 

Подставляем значения направляющих косинусов и получаем 
 

zy ′′τ  = − yzτ   . 
 
Даже не применяя формулы перехода от одной системы к дру-

гой, а используя только определения деформаций, можем записать: 
 

xx ε=ε ′   ,     yy ε=ε ′    ,     zz ε=ε ′   . 
 
Действительно, линейная деформация xε  есть относительное 

удлинение отрезка до деформации параллельного оси x , а по-
скольку отрезок параллелен оси x , то, очевидно, он параллелен и 
оси . Следовательно, x′ xx ε=ε ′  и т.д. 

Равенство  = −zy ′′τ yzτ  можно также получить, используя пра-
вило знаков для касательных напряжений. 

 
В системе x , ,  нормаль y z nr  по 

направлению совпадает с положитель-
ным направлением координатной оси 

 (рис.4.2). Следовательно, положи-
тельное напряжение 

y

yzτ  направлено по 

оси В системе xz . ′ , y′ , z ′  нормаль nr  
 ось y′  и еют  разные  направления.  и м   

Рис. 4.2 
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zy ′′τ  
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етственно, положительное напряжение Соотв направлено в 
отрицательную сторону оси z′ . 

Сопоставляя формулы для напряжений zy ′′τ  и yzτ , получаем: 
  

zyxzyx aaaaaa ε−ε−ε−=ε+ε+ε 535251535251    . 
 

Очевидно, что это возможно, если 0535251 === aaa , а значит 

Т  так же доказываем, что 
yzτ = 0 . 

очно =τ xy 0=τ zx , а это значит, что 
координатные оси x , y , z , которы ак главные оси де-
формаций, для изотропного тела являются и главными осями на-
пряжений. Таким образом, мы сократили число постоянных до 
шести, и попутно доказали, что для изотропного тела главные оси 
деформаций совпадают с главными осями напряжений. 

В дальнейшем не будем различать главные оси деф

е введены к

ормаций и 
гла

олжаем считать, что координатные оси

вные оси напряжений: и те, и другие будем называть главными 
осями. 

Прод  x , y
г

, z  
ф
совпадают 

с главными осями 1 , 2 , 3. На основании линейно о изического 
закона для напряжения 1σ  можем записать: 

 
3132121111 ε+ε+ε=σ aaa   . 

 
ведем новую координатную систему 1′ , 2′ , 3′В , полученную из 

ста оси 1. Врой путем ее поворота на 90° вокруг  новой системе 
должны иметь: 

 
3132121111 ′′′′ ε+ε+ε=σ aaa    , 

 
но чевидно, что в нашем случае 

σ

 о
 

 ,    ε1 1′ε=  ,   32 ′ε=ε   ,    23 ′ε=ε1 1′σ=   , 
 

откуда следует, что  



+ε 12111 aa =ε+ε 3132 a 312213111 ε+ε+ε aaa   . 
 
олученное равенство может быть выполнено только при усло-

ви
 случае 

 

П
и, что  1312 aa = . 
В этом

=ε+ε+ε=σ )( 32121111 aa )()( 3211211211 ε+ε+ε+ε− aaa   . 
 

Введем новые обозначения для упругих постоянных: 
 

λ=12a   ,    μ=− 21211 aa   . 
 

С учетом введенных обозначений для напряжения 1σ  будем иметь: 
 

11 2 εμ+λθ=σ   , 
 

где 321 ε+ε+ε=θ  − относительное изменение объема. 

оскольку прин , формулы 
дл

П ятое к рассмотрению тело изотропно
я напряжений 2σ  и 3σ  можем получить, используя круговую 

замену индексов 1 , 2 , 3.
Окончательно, линейны

  
й физический закон для однородного 

изотропного тела будет иметь вид: 
 

11 2 εμ+λθ=σ   , 

22 2 εμ+λθ=σ   , 

33 2 εμ+λθ=σ   . 
 
аким образом, получили, что линейный физический закон, свя-

зы
Т
вающий главные нормальные напряжения с главными линейны-

ми деформациями, содержит две упругие постоянные λ  и μ , кото-
рые носят название постоянных Ламе.  
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Для построения уравнений линейного физического закона в 
произвольной системе координат x , y , z  используем следующий 
формальный подход. Составим квадратичную форму:  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +ζ′+η′+ξ′λθ=ζ′σ+η′σ+ξ′σ 2222
3

2
2

2
1  

   ( ) ( ) ( )[ ]2
3

2
2

2
12 ζ′ε+η′ε+ξ′εμ+      . 

 
(4.1) 

 
Очевидн о построенная квадратичная ма (4.1) представ-

ляет формальную запись линейного физического закона в главной 
си

о, чт  фор

стеме координат. Соответственно, для того, чтобы получить ли-
нейный физический закон в произвольной системе координат, дос-
таточно от канонического вида квадратичных форм перейти к 
обычному.  

Квадратичная форма типа ( ) ( ) ( )23
2

2
2

1 ζ′σ+η′σ+ξ′σ  может 
быть получена достаточно легко из следующих соображений.  

лощадку с нормалью nr  Рассмотрим произвольную п в 
этой 

 + σ3 n   . 

Возьмем теперь 

системе 
главных осей координат 1, 2, 3. Нормальное напряжение на 
площадке можно записать в форме: 

 
σn = σ1l 2 + σ2 m

2 2  

 
вектор длиной p , направленный по нормали к 

площадке. Если ζ′η′ξ′ ,,  –  этого вектора, то компоненты
 

pl /ξ′=   ,     pm /η′=   ,    pn /ζ′=    , 
 

что позволяет переписат ношение напряжения ь соот  для nσ  в виде 
 

( ) ( ) ( )23
2

2
2

1
2 ζ′σ+η′σ+ξ′σ=σ pn   . 

 
Аналогично, но теперь уже в произвольной си  координат стеме

x , y , z , когда проекции того же вектора будут равны ξ , η , ζ
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, 
имеем: 



pl /ξ=′   ,     pm /η=′   ,    pn /ζ=′  
 

и, соответственно, соотношение для напряжения nσ  можем запи-
сать в виде: 

вая две выписанные для зависимости, можно ви-
деть, что квадратичная в главных ях  

 
ξζτηζτ+ξητ+ζσ+ησ+ξσ=σ zxyzxyzyxn p 2222222    . 

 
+

2pnσ  
форма  

Сравни  
ос

( ) ( ) ( )222
1 ζ′σ+η′σ+ξ′σ  32

координат 
при к произвольной системе переходе 

x , y , z  принимает следующий вид: 
 

ξζτ+ηζτ+ξητ+ζ yzxyzx 2222   . 
 

σ+ησ+ξσ zxy
22

Тем самым вопрос о преобразовании левой части соотношения 
(4.1) при переходе к системе координат x , y , z  решен. Посмотрим 
теперь, как преобразуется правая часть этого соотношения. 

рилось, 

В первое слагаемое правой части входит величина 
222 )()()( ζ′+η′+ξ′  – квадрат длины рассматриваемого вектора. В 

новой системе координат его компонентами, как уже гово
буд  величины ут ξ , η , ζ  и вадрат е  длины равен 22 ζ+η+ξ . 

ет: 
 

222 )())( ζ′+′+′ = 222 ζ+η+ξ . 
 

к го  

то же касается величины

2

Отсюда сразу следу

(ηξ

 321 ε+ε+ε=θЧ , то поскольку это есть 
линейный инвариант тензора деформации, сразу пишем 

 
ε=θ
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zy ε+ε+x     . 

торое слагаемое правой части
 

 ( ) ( ) ( )23
2

2
2

1 ζ′ε+η′ε+ξ′εВ пред-
ставляет квадратичную форму того же типа, как ранее рассмотрен-
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на квадратичная форма для напряжений. Вспомнив, что преобра-
зов ий будут записываться а
я 
ания для компонентов деформац нало-

гично, если ввести половинки деформаций сдвига, сразу имеем, что 
рассматриваемая квадратичная форма приводится к виду: 

 

ξζ
γ

+ηζ
γ

+ξη
γ

+ζε+ηε+ξε
2

2
2

2
2

2222 zxyzxy
zyx   . 

 
Окончательно, составленная нами квадратичная форма (4.1), 

представляющая линейный физический закон в главной с еме 
координат, в системе координат 

ист
x , y , z  примет вид: 

 
=ξζτ+ηζτ+ξητ+ζσ+ησ+ξσ zxyzxyzyx 222222 ( )+ζ+η+ξλθ 222  

( )ξζγ+ηζγ+ξηγ+ζε+ηε+ξεμ+ zxyzxyzyx2 222    . 
 
Полученное равенство справедливо для вектора произвольной

длины, т.е. при любых значениях 
 

ξ , η , ζ . Следователь коэф-

фициенты при одинаковых степенях  ξ2 , η2  , … , ζξ  должны быть 
рав

но, 

ны между собой, и можем в таком случае записать: 
 

xx εμ+λθ=σ 2     ,    xyxy μγ=τ   , 

yy εμ+λθ=σ 2     ,    yzyz μγ=τ   , 

zxzx μγ=τzz εμ+λθ=σ 2      ,      . 

 
Полученные формулы и дают ую зависимость между ком-

понентами напряжения и компонентами деформации (линейный 
изический закон) в однородном изотропном теле в произвольной 
и

 иском

ф
с стеме координат. Величины λ  и μ  (постоянные Ламе) представ-
ляют собой постоянные, характеризующие упругие свойства дан-
ного тела. 

Разрешим полученные уравн ния тносительно компонентов де-е  о
формации. Будем иметь: 



( ) ( ) ( )σ+σ zyxx μ+λμ
λ

−σ
μ+λμ

μ+λ
=ε    , 

23223
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( ) ( ) ( )xzyy
λ

μ+λμ
μ+λ

=ε
23

σ+σ
μ+λμ

−σ
232

   , 

( ) ( ) ( )yxzz σ+σ
μ+λμ

λ
−σ

μ+λμ
μ+λ

=ε
23223

   , 

xyxy τ
μ

=γ
1   ,   yzyz τ

μ
=γ

1   ,   zxzx τ
μ

=γ
1   . 

 
Легко видеть, что для однозначного определения деформаций не-
обходимо выполнение следующих усл :  3λ + 2μ ≠ и  μ ≠ 0 . 

 
4.3. Основные упругие постоянные 

в 
р  н и 

Ламе и . Ч  
из риментов, очевидно, необходимо выяснить физический 
см

чтобы

овий  0  

 
Упругие свойства однородного изотропного тела (модели тела 

теории упругости) характеризуютс  двумя уп угими постоян ымя
 λ   μ тобы иметь возможность определять эти постоянные

экспе
ысл этих постоянных, а если это не удается сделать, то физиче-

ский смысл любых комбинаций этих постоянных. Желательно, ко-
нечно,  эти упругие постоянные (или их комбинации) опре-
делялись из простейших экспериментов. 

Рассмотрим частный случай напряженного состояния, когда 
компоненты напряжений имеют следующие значения:  

 
const==σ Tx ,  σx = σy = σz = τxy = τyz = τzx = 0   . 

ид: 
 

Соответствующие им компоненты деформаций имеют в
 

( )x μ+λμ
μ+λ

=ε
23

T⋅    ,     ( ) Tzy ⋅
λ

−=ε=ε   , 
μ+λμ 232

 

0=γ=γ=γ    . zxyzxy
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Предположим, что упр , в котором реализовано нное 
напряженное состояние, е ло цилиндрической (или призмати-
ческой) формы с образующими, параллельными оси 

угое тело  да
сть те

x , и основа-
ниями, перпендикулярными к ней.  

ю, т.е. боковая поверхность 
сво

Используя граничные условия в напряжениях, по заданным 
компонентам напряжений восстановим внешние нагрузки, дей-
ствующие на тело. Сразу можем записать, что на боковой поверх-
ности поверхностные силы равны нул

бодна от нагрузок. Действительно, в общем случае 
 

nmlX xzxyx τ+τ+σ=   , 
 

nmlY yzyyx τ+σ+τ=   , 
 

=Z  . . .    , 
 

но для боковой поверхности  0=l , 0≠m , 0≠n   и  X =Y = Z = 0 . 
На основании, обращенном в сторону  оси x положительной , 

будем иметь: X = Т , Y = Z = 0 ( 1=l , 0=m , 0=n ), а на дру  
основании: 

гом
X = − Т , Y = Z = 0 ( 1−=l , 0=m , 0=n ).  

Очевидно, что если Т > 0, то имеем задачу растяжения рассм -
риваемого тела в направлении оси 

ат
x . При этом происходит удли-

нение цилиндра в продольном напр ен сж  в поперечном. 
Это значит, о при Т > 0 ы дол  з ть

 авл ии и атие
чт м жны аписа : 

 
0>εx   ,   0<ε=ε zy    . 

 
Данное утверждение можно считать доказанным эксперименталь-
но  из эксперимента можно выявить наличие двух упругих 
постоянных материала: 

. Также

 

x

z

x

y

ε
ε

=
ε

ε
=ν   . 

x

TE
ε

=    и    
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еличина E  В носит название модуля упругости или модуля Юн-
га и определяется как отношение растягивающего напряжения к 
вызываемому им относи му продольно удлиненно (или 
сжимающего напряжения к продольному относительному сжатию) 
пр  

тельно му 

и одноосном растяжении (сжатии). 
Физическое значение величины ν  (коэффициента Пуассона) 

следует из приведенных соотношений: отношение относительного 
поперечного сжатия к относительному продольному удлинению 
при растяжении (или отношение поперечного расширения к про-
до ельному сжатию при сжатии) есть в личина постоянная, не зави-
сящая от формы сечения растягиваемого стержня и от величины 
растягиваемого усилия. 

Сопоставление соотношений, полученных экспериментально, и 
записанных ранее формул для xε , zy εε , , определяющих дефор-
мирование модели упругого тела при растяжении, позволяет полу-
чить: 

 
( )

E=
μ+λ
μ+λμ 23   ,     ( ) ν=

μ+λ2
  . λ

олученные соотношения дают возможность выразить «старые 
упругие постоянные» λ  и  μ  че овые» 

 
П

ν : E  ирез «н  
 

( )( )ν−ν+
ν

=λ
211

E    , 
 

( )ν+=μ
12
E   . 

 
Аналогично модулю упругости E при растяжении вводят поня-

тие модуля упругости при сдвиге ( ч и) или модуля упругости 
второго рода как отношение касате ьного напряжения к соответст-
ву  деформации сдвига, и вв для него обозначение Из 
фо

кру
л

одят 
е

ени

ющей  G . 
рмул для угловых деформаций (д формаций сдвига) видим, что 
μ=G . 



Запишем уравнения физического закона, пользуясь новыми уп-
ругими характеристиками E  и ν . Они будут иметь следу щий 
вид: 

ю
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( )[ ]zyxx E
σσν−σ=ε

1  ,       +   
( )

xyxy E
τ

ν+
=γ

12   , 
 

( )[ ]xzyy E
σ+σν−σ=ε

1    ,       
( )

yzyz E
τ

ν+
=γ

12    , 
 

     ,        
( )

zxzx E
τ

ν+
=γ

12   ,( )[ ]yxzz E
σ+σν−σ=ε

1  

 
Выписанные соотношения часто называют обобщенным зако-

ном Гука. 
Складывая первые три уравн ического закона лучим 

следующую зависимость между относительным изменением объе-
ма

ения физ , по

 и суммой нормальных напряжений: 
 

( )( ) Ezyx /21 σ+σ+σν−=θ     . 
 

В случае равномерного гидростатичес p  кого давления (сжатия) 
имеем  pzyx −=σ=σ=σ  и тогда 

 
( )

p
E

⋅
ν−

−=θ
213    . 

 
Полученная формула устанавливает связь между относитель-

ным изменением объема (объемной деформации) и гидростатиче-
ским давлением. Величину ( )ν2= −13/EK

ем всестороннего 
называют модулем 

объемной деформации (модул сжатия). Очевидно, 
что при 0>p  происходит уменьшение объема, т.е. 0>K . Отсюда 
сразу следует, что для упругого тела коэффициент Пуассона всегда 
меньше 1/2 ( 2/1<ν ). 
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, име
Модуль объемной деформации, представленный через постоян-

ные Ламе ет вид 
 

μ+λ=
3

K   . 2

 
Задачи 

 
 
4.1. 

 
Стальной кубик, вставленный 

плотно без зазоров в отверстие 
) в массивной плите, вдавли-
ся в нее давлением . При-

нимая  

(паз
вает  p

 плиту абсолютно жесткой 
и полагая, что трение между гра-
нями кубика и стенками паза от-
сутствует, найти давление на 
стенки паза. 

 
 

Из физических соображений ясно, что  
(абсолютно жестким), то давление на сте  
стороны, давление на стенки паза было бы а  
бы себя как несжимаемая жидкость. Оче  две оценки являются 
крайними. 

 (рис. 4.3).  

о модулю должно быть мень-
имеем = С другой стороны, принимая 

абсолю жес кой, получаем 

если кубик считать недеформируемым
нки паза будет равно нулю. С другой
равно p , если бы материал кубик  вел
вид о, что этин

Для решения поставленной задачи необходимо привлечь уравнения физиче-
ского закона, поскольку в решении должны фигурировать характеристики мате-
риала кубика. 

Рассмотрим напряженное и деформированное состояние элемента, выделенно-
го в кубике
  

Можно утверждать, что грани элемента являются 
главными площадками, так как на них касательные 
напряжения равны нулю (трение между гранями 
кубика и стенками паза отсутствует). Поскольку дав-
ение на стенки паза пл
ше p , 

плиту 

 3σ

тно 

− p . 

т 021 =ε=ε . Рис. 4.3 
 

Оставшиеся неизвестные параметры  напряженного и деформированного со-
стояния элемента 21 σ=σ  и 3ε  определим из уравнений физического закона: 
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( )[ ]3211
1

σ+σν−σ=ε
E

   , 

( )[ ]1322
1

σ+σν−σ=ε
E

   , 

( )[ ]2133
1

σ+σν−σ=ε
E

  . 

 
Для определения напряжений достаточно рассмотреть первое уравнение, 21
откуда получаем: 

 

σ=σ  

321 1
σ

ν−
ν

=σ=σ    . 

 
Анализ данного соотношения позволяет получи  изменения коэф-

фициента Пуассона
ть интервал

: 2/10 ≥ν< .  
 

4.2. Показать, что деформированное состояние
 
 α=γ 2cosAxy , 0==ε , где 

 α=ε−=ε 2sinAyx , 

γ=γ zxyzz A  − постоянная, эквива-
лентно простому сдвигу от τ . 

 
Будем считать, в системе координат yox  реализовано состояние простого 

(чи ого) сдвига. Соответствующее деформированное состояние имеет вид: ст
0=ε= yx , ε μτ=γ=γ /yx .  

Перейдем к новой  ко  xoy системе ординат , повернутой относительно старой 
на л  ( уго α . Учитывая значения направляющих косинусов α= cos1l , α= sin1m  

для оси x ; α−= sin2l , α= cos2m  для де

новой сист ться
 

оси y ), формированное состояние 

еме координат будет определя  следующими соотношениями: 

в 

11
2
1

2
1 mlml yxyxx γ+ε+ε=ε            ⇒ α

μ
=ε 2sin

2x    , 

   

τ

22
22 myε 22 mll yxxy γ++ε=ε      ⇒     α

μ
τ

−=ε 2sin
2y    , 

( )12212121 2
mlmlmmll yx

yxxy +
γ

+ε+ε=γ     ⇒     α
μ
τ

γ 2xy

 
Полученное деформированное состояние эквивалентно простому сдвигу

= cos
2

   . 

 от τ  
при и  соответствует деформированному сост ию, заданному в условии задачиоян , 

μτ= 2/A . 
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5. Уравнения и задачи гого равновесия 
 

Выпишем полную систему урав вытекающих  трех за-
конов деформирования сплошного  тела и определяющих 
решение задачи теории упругости. 

 
А. Статические уравнения 

 

 упру

нений,  из
твердого

 
1. Дифференциальные уравнения равновесия (уравнения Навье): 

0=+
τ∂

+
∂ ∂

τ∂
+

σ∂
Xzxyxx   , 

∂ zyx

0=+
∂

τ∂
+

∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

zyx
zyyxy   , 

0=+
∂

+
∂

σ∂τ∂
+

∂

τ∂
Z

zyx
zzyzx   . 

 
2. Граничные условия в напряжениях: 
 

nmlX zxyxx τ+τ+σ=   , 

nmlY zyyxy τ+σ+τ=   , 

nmlZ zyzxz σ+τ+τ=   .
 

В. Геометрические уравнения 
 

. Связь между перемещениями и деформациями (уравнения 
Ко

 

3
ши): 
 

x
u

x ∂
∂

=ε     ,        
y∂x

v
xy

∂u
+

∂
∂

=γ     , 

y
v

y ∂
∂

=ε     ,         
z
v

y
w

yz
∂
∂

+
∂
∂

=γ    , 

z
w

z ∂
∂

=ε    ,         
x
wu

zx z ∂
∂

+
∂

=γ    . 
∂
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н-Венана): 
 

4. Уравнения совместности (неразрывности) деформаций (урав-
нения Се

yxxy
xyyx ε∂

+
2

∂∂

γ∂
=

∂∂

ε∂
2

22

2
   , 

. , . . 

)(2
2

zyxx ∂zy
xyzxyzx

∂

γ∂
+

∂
γ∂

+
γ∂

−
∂
∂

=
∂∂
ε∂

   , 

. Физические уравнения 
 
5. Линейный физический закон: 
 

. . . 
 

С

( )[ ]zyxx E
σ+σν−σ=ε

1 ( )
xyxy E
τ

ν+
=γ

12
   ,           , 

( )[ ]xzyy E
σ+σν−σ=ε

1    ,         
( )

yzyz E
τ

ν+
=γ

12
  , 

( )[ ]yxzz E
σ+σν−σ=ε

1 ( )
zxzx E
τ

ν+
=γ

12
  .   ,           

 
ил в обратной формеи, : 

 

xx εμ+λθ=σ 2   ,      xyxy μγ=τ   , 

yy εμ+λθ=σ 2   ,      y   , τ yzz μγ=

zz εμ+λθ=σ 2   ,       zxzx μγ=τ   . 
 
Напомним, что все приведенные уравнения получены в предпо-

ложении малых деформаций. Эт льно оговорено  полу-
чении уравнений Коши и линейного физического закона. Диффе-

 равновесия записаны для недеформиро-
, очевидно, могут считаться справедливы-

ми только лишь в случае малых аций. 
Рассматривая характеристик ормиров ого тела (пе-

ремещения, деформации и напряжения), в каче е независимых 

о специа при

ренциальные уравнения
ванного элемента тела и

деформ
и деф анн

ств
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можно выделить перемещения и жения, и  не-
посредственно связаны с перемещениями зависимостями Коши. 

 напря бо деформации

На этом основании можем систему основных уравнений привес-
ти к такому виду: 

 

  0=+
∂
τ∂

+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

X
zyx
zxyxx    , 

 0=
∂

+
τ∂

+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

zyx
   , 

  

zyyxy

0=+
∂
σ∂

+
∂

τ∂
+

∂

τ∂
Z

zyx
zzyzx    . 

 (5.1) 

 
 
 

 

x
u

x ∂
∂

μ2   ,      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ=τ
y
u

x
v

xy+λθ=σ   , 

y
v

y ∂
∂

μ+λθ=σ 2   ,       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ=τ
z
v

y
w

yz   , 

  ,       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂z

w
z ∂

∂
μ+λθ=σ 2

∂
+

∂
∂

μ=τ
x
w

z
u

zx   . 

 

(5.2) 

 
Девять уравнений (5.1) и (5.2) содержат девять неизвестных 

функций 

 
 

zxyxwvu τσσ ,...,,,,, . Для того, чтобы назвать систему 
уравнений (5.1) и (5.2) по мы должны убед ся, что эта сис-
тема определяет упругое равновесие тела, если заданы внешние 
усилия и объемные силы

Упругое равновесие тела считается известным, если известны 
компоненты напряжений, перемещений и деформаций в каждой его 
точке. 

 того, чтобы  доказать, что имеющаяся система уравнений 
определяет

о
твенное. 

математической строгостью при достаточно общих условиях, одна-

лной, ить

. 

Для
 упругое равновесие тела, нам нужно доказать, что эта 

система во бще имеет решение, т.е. что решение существует, и что 
оно единс

Существование решения доказано в настоящее время с полной 
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средств математического анализа. Если 
же

я, так как очевидно, что любое сплошное тело, определен-
ны

ко доказательство представляет большие трудности и требует при-
менения самых сложных 

 рассматривать вопрос существования решения задач теории уп-
ругости с физической точки зрения, то он не представляет особого 
значени

м образом нагруженное и закрепленное, должно иметь хотя бы 
одно положение равновесия (при условии, конечно, что возникаю-
щие в нем деформации не нарушают его сплошности). Поэтому 
сомнение в существовании решения уравнений теории упругости, 
по существу, означает сомнение в правильности этих уравнений в 
смысле соответствия их рассматриваемой физической задаче. Од-
нако те рассуждения, с помощью которых основные уравнения бы-
ли получены, опираются на вполне достоверные физические прин-
ципы, ввиду чего полученные уравнения полностью соответствуют 
рассматриваемой проблеме и, следовательно, не могут приводить к 
абсурдным результатам. Они обязаны давать решение любой кон-
кретной задачи, имеющей реальный смысл и правильно поставлен-
ной (в смысле соответствия ее постановки исходным допущениям). 
Поэтому примем факт существования решения без доказательства 
и докажем, что существующее решение является единственным. 

Будем считать, что под действием заданных поверхностных 
ZYX ,,  и объемных ZYX ,,  сил имеем две различные системы 

компонентов напряжений ijσ′  и ijσ ′′ . Обе эти системы должны 
удовлетворять дифференциальным уравнениям равновесия и гра-
ничным условиям. 

Почленным вычитанием соответствующих слагаемых упомяну-
тых уравнений можем получить новую систему уравнений, в кото-
рую в качестве неизвестных входят разности напряжений ( ijσ′ − ijσ ′′ ) 
как некоторая новая система напряжений. 

Однако, как показывают эти уравнения, новая система напряже-
ни
по
должна бы , а в это

й существует при отсутствии поверхностных и объемных сил, и 
этому она на основании гипотезы о естественном состоянии тела 

ть равна нулю м случае 
 

ijσ′  = ijσ ′′   . 
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ости исходной системы уравнений и, соответст-
вен

т чи

С математической точки зрения построенное доказательство ба-
зируется на линейн

но, возможности вычитать (складывать) уравнения. С физиче-
ской точки зрения эта процедура может привести к многозначности 
решения. В качестве примера можно рассмотреть задачу ус ой -
вости (задачу Эйлера), когда при действии каждой из сил кр1 pp <  
и 

к как здесь рассмотрена 
только статическая сторона вопроса щие доказательства един-
ственности решения системы у ен  (5.1) и (5.2) можно найти в 
ли

 зависи-
сти от ви
1. Первая о
найти упругое  заданы внешние усилия, 

кр2 pp <  имеем простое сжатие, а при действии их суммы 

кр21 ppp >+  – потерю устойчивости.  

Приведенное доказательство единственности решения задач 
теории упругости является неполным, та

. Об
равн ий

тературе.  
 

5.1. Основные граничные задачи теории упругости 
 
Поскольку любая задача теории упругости является граничной 

задачей, выделим следующие три типа граничных задач в
мо да граничных условий. 

сновная граничная задача:  
 равновесие тела, если

действующие на его поверхности.  
По отношению к уравнениям (5.1) и (5.2) эта задача сводится к 

следующей: найти функции zxyxwvu τσσ ,...,,,,, , удовлетворяю-
щие уравнениям (5.1) и (5.2)  в области, занятой телом, и гранич-
ным условиям на поверхности тела  

 
: 

( )zyxfX ,,1=   ,    ( )zyxfY ,,2=   ,   ( )zyxfZ ,,3=  . 
 

2. Вторая основная граничная задача: 
найти упругое равновесие тела, если
 поверхности. 

 заданы смещения точек 
его

 удовлетворяет на поверхности 
тела следующим граничным условиям: 

В отношении уравнений (5.1) и (5.2) эта задача сводится к нахо-
ждению такого их решения, которое



( )zyxu ,,1ϕ=   ,    ( )zyxv ,,2ϕ=   ,    ( )zyxw ,,3ϕ=   . 
 

3. Третья основная граничная задача – смешанная, когда на од-
ной части поверхности заданы смещения, а на другой – внешние 
ус . 

 
5.2. Уравнения теории упругости в перемещениях 

ругости в перемещениях в 
качестве независим  принимаются перем ения  

илия

 
Система уравнений (5.1) и (5.2) однозначно определяет упругое 

равновесие тела, но содержит в качестве неизвестных одновремен-
но и компоненты напряжений, и компоненты перемещений. Часто, 
однако, гораздо удобнее иметь дело с уравнениями, содержащими 
в качестве неизвестных или перемещения, или напряжения. 

При получении уравнений теории уп
ых переменных ещ

u wv ,, .
ура

деформаций
комп
формации

 Очевидно, что при этом нет необходимости обращаться к 

  необходимости обращаться к уравнениям совместности 
 Сен-Венана, поскольку они нужны при определении 

де-

внениям Коши, так как по этим уравнениям, если перемещения 
найдены, деформации всегда будут определены однозначно. Кроме 
того, нет

онентов перемещения через заданные компоненты 
. Отсюда следует, что перемещения wvu ,,  нужно под-

бирать таким образом, чтобы были удовлетворены дифференци-
альные уравнения равновесия элемента. 

Подставим значения напряжений в соответствии с физическим 
законом в форме Ламе (5.2) в уравнения равновесия (5.1). Рассмот-
рим первое уравнение равновесия. Будем иметь: 
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С введением в рассмотрение оператора Лапласа 2∇ , первое 
уравнение равновесия приводится к виду: 

 

0)( 2 =+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ Xu
x

  . 

 
Второе и третье уравнения равновесия преобразуются аналогично, 
однако их можно записать, делая круговую замену индексов. 

олученные уравнения называют уравнениями равновесия в пе-
щениях или уравнениями Ламе. 

Перемещения, найденные с помощью уравнений Ламе, должны 
подчиняться граничным условиям. При этом могут встретитьс  
варианта граничных условий в соответствии с классифик ей 
граничных задач теории упругости: 

сновная граничная зада-
ча). Эти граничные условия можно использовать без преобразова-
ний; 

- в рассматриваемой точке поверхности заданы три составляю-

П
реме

я три
аци

- в рассматриваемой точке поверхности заданы значения всех 
трех компонентов перемещения (вторая о

ZYX ,, . щие поверхностных сил Такие граничные условия нуж-
но «перевести» в условия для перемещений:  

 
nmlX yxx τ+τ+σ=      ⇒ 

 
zx
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2
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12    . 

 
Ос

ляет по найденным компонентам перемещения легко найти 
деформации (с помощью зависимостей Коши), а затем и напряже-
ния (с помощью уравнений физического закона). 

тальные два граничных условия запишутся аналогично; 
- смешанные граничные условия. 
Отметим, что решение задачи теории упругости в перемещениях 

позво
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напряжениях, прежде 
ые уравнения рав-

новесия. Но если напряжения

5.3. Уравнения теории упругости в напряжениях 
 
Для решения задачи теории упругости в 

всего, необходимо рассмотреть дифференциальн
 ijσ  

поскольку
найти

удовлетворяют этим уравнениям, 
это еще не значит, что они определяют некоторое действительное 
напряженное состояние,  необходимо, чтобы по этим на-
пряж ям можно было бы  однозначно компоненты ре-
мещений

ени  пе
 wvu ,, . А это возможно лишь только тогда, когда компо-

ненты деформаций, соответствующие найденным напряжениям, 
й Сен-

Ве

ып : 

будут удовлетворять условиям совместности деформаци
нана.  
Таким образом, для решения задачи в напряжениях необходимо 

наряду с дифференциальными уравнениями равновесия использо-
вать условия совместности деформаций, преобразованные с при-
менением уравнений физического закона (с заменой компонентов 
деформаций на компоненты напряжений). 

В
 

ишем два условия совместности деформаций Сен-Венана

yxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
22

2

2
   , 

x2

)(2
2

zyxxzy
xyzxyzx

∂

γ∂
+

∂
γ∂

+
∂

γ∂
−

∂
∂

=
∂∂
ε∂

  . 

 
Уравнения физического закона, необходимые для замены ком-

понентов деформаций на компоненты напряжений, запишем в 
форме: 

 

σ
ν

−σ
ν+

=ε
EE xx

1    , 

. . . , 
 

( )
xyxy E
τ

ν+
=γ   , 

12

. . . , 



 93

где zyx σ+σ+σ=σ . 

Подставляем значения деформаций согласно приведенным фор-
мулам в первое выписанное уравнение совместности деформаций: 

 
( )
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⎡ τ

ν+
∂∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

ν
−σ

ν+

∂

∂
xyy EyxEE

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

ν
−σ

ν+

∂

∂
EEy

x
12

2 x
 

После нек торых преобразований получим: 
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 (5.3) 

  
Второе выписанное уравнение совместности деформаций после 

аналогичных преобразований принимает вид 
 

=
∂∂ν+

−
∂∂ zyzy 1

∂νσ∂ x
2 σ2

)(
zyxx ∂
xyzxyz ∂

+
∂

+
∂

τ ττ∂∂
−

∂
  . 

 

∂ (5.4) 

руговой подстановкой можем получить еще четыре подобных 
соотношения (по два каждого типа), соответствующих остальным
условиям совместности. 

альнейшие преобразования уравнения типа (5.3) проведем, за-
и на нормальные, при-
овесия. С этой целью 

 уравнение равновесия дифференцируем по

К
 

Д
меняя касательное напряжение в правой част
лекая дифференциальные уравнения равнв
первое  x , 

иметь
а второе − о 

Полученные два уравнения складываем. Будем : 
 

 п
y . 
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Но на основании последнего уравнения равновесия, продифферен-
цировав его по имеем, что 

 

z , 
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С у
 
четом данного обстоятельства можем получить, что 
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Подставляем полученное значение производной yxxy ∂∂τ∂ /2  в 
еобразованное уравнение совместности (5.3). Учиты

∂τ∂ 22
2

22

 
пр  

и вводя обозначение оператора Ла -
сле несложных преобразований приводим уравнение (5.3) к ви

 

вая, что
пласа 2∇ , поzyx σ−σ=σ+σ , 

ду: 

=
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Два аналогичных уравнения получаем круговой перестановкой 
индексов: 
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Ск соотношени

 

 
ладывая все три полученные уравнения, получаем е 
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которое представляет интерес не только само по себе, но и позво-
ляет привести полученные три уравнения к окончательному виду: 
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Займемся теперь преобразованием трех оставшихся уравнений 

типа (5.4). Процедуру преобразований также проведем с исп о-
ванием дифференциальных уравнений равновесия. Дифференциру-
ем  уравнение равновесия по третье по и полученные 

 

ольз

 z ,  y   второе
соотношения суммируем. Будем иметь: 
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Сложим полученный результат с уравнением (5.4). После неслож-
ных преобразований получим:  
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Остальные два уравнения получим круговой подстановкой. 

Уравнения в представленной форме впервые были получены 
Митчеллом. Аналогичные уравнения для случая, когда объемные 
силы равны нулю, были построены Бельтрами, и поэтому эти урав-
нения называт

ке поверхности, ограничи-
вающей тело. 

 будем ь уравнениями Бельтрами – Митчелла. 
Итак, решение задачи теории упругости в напряжениях сведено 

к отысканию шести напряжений как функций координат x , y , z , 
удовлетворяющих трем уравнениям равновесия, шести соотноше-
ниям Бельтрами – Митчелла и, кроме того, подчиняющихся задан-
ным граничным условиям в каждой точ
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Определив напряжения, можно с помощью уравнений физиче-
ского закона определить деформации, причем найденные комп
ненты деформаций будут уже соответствовать условиям совмест-
ности Сен-Венана. А это означает, что по найденным компонентам 

 
5.4. Общее решение дифференциальных уравнений 

равновесия 
 
ешение задачи теории упругости в напряжениях требует сов-

альных 
ур

внове-

рм общего решения предложена Максвеллом. Пусть 
мы

о-

деформации можно однозначно найти компоненты перемещения. 

Р
местного решения двух систем уравнений: дифференци
авнений равновесия и уравнений Бельтрами–Митчелла. Очевид-

но, что совместное решение этих уравнений сопряжено со значи-
тельными математическими трудностями. 

Покажем, что система дифференциальных уравнений ра
сия может быть решена в общем виде для случая, когда объемные 
силы равны нулю. Ясно, что наличие такого решения может облег-
чить дальнейшее решение задачи теории упругости в напряжениях, 
поскольку останется интегрировать только уравнения Бельтрами–
Митчелла. 

Одна из фо
 имеем три произвольные функции 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  переменных  x , 

y ,  z . Введем касательные напряжения в следующем виде: 
 

 

yxxy
ϕ∂

−=τ 3
2

  ,   
∂∂ zyyz

ϕ∂
−=τ 1

2
  ,   

xzzx
ϕ∂

−=τ 2
2

  . 
∂∂ ∂∂

 
(одна формула получена из вой заменой индексов). 
Подставим и

 другой круго
xyτ   xzτ  в первое дифференциальное уравнение рав-

новесия. Будем иметь: 
 

xzyxx
x

∂∂

ϕ∂
+

∂∂

ϕ∂
=

∂
σ∂

2
2

3

2
3

3
   . 



Интегрируем полученное соотношение по переменной x , от-
брасывая неизвестную функцию, поскольку она не играет никакой 
роли из-за достаточной произвольности трех исходных функций 

1ϕ , 2ϕ , 3ϕ . В результате имеем:  
 

2
2

22 ϕ∂ϕ∂
2
3

zy
x

∂
+

∂
=σ   . 

 
Аналогичные формулы можно получить для напряжений  и  zσ . σ y  

ные преобразования показывают, что, представляя оп-
ределенным образом поненты напряжения через денные 
функции , 

Проведен
ком вве

1ϕ , 2ϕ 3ϕ , можем удовлетворить дифференциальные 
уравнения . Отыскание самих функций связано уже с  ра

ч

внов

ны

есия

л
решением уравнений Бельтрами – Митчелла и с подчинением ре-
шения грани м ус овиям. Введенные функции 1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  носят 
название функций напряжений Максвелла. 

Аналогичным образом построено решение Морера. Он также 
вает три произвольные функции координат x , y , z , рассматри но 

представляет через них нормальные напряжения, а соотношения 
для касательных находит из дифференциальных уравнений равно-
вес

различных литературе. 
 

5.5. Приведение уравнений Ламе и Бельтрами – Митчелла 
к бигармоническим уравнениям 

 
равнения Ламе и уравнения Бельтрами – Митчелла при отсут-

ур

ен биг мо

ия. 
Решения Максвелла и Морера не являются единственно возмож-

ными. Общие решения дифференциальных уравнений равновесия в 
 формах можно найти в 

У
ствии объемных сил могут быть приведены к бигармоническим 
авнениям. Это утверждение, по сути, является утверждением, что 

все неизвестные величины в задаче теории упругости могут быть 
представл ы ар ническими функциями. 

Рассмотрим первое из уравнений Ламе, которое при отсутствии 
объемных сил имеет вид: 
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0)( 2 =∇μ+
∂
θ∂

μ+λ u
x

  . 

 
Применим к уравнению оператор Лапласа: 

 

0)( 222 =∇∇μ+θ∇
∂
∂

μ+λ u
x

  . 

 
Соотношение для функции θ∇2  можем получить, используя те 

же уравнения Ламе. Дифференцируем первое уравнение по x , вто-
рое по , третье по  и ск . Легко видеть, что при отсут-

 

Аналогичным образом получаем и два д их бигармонических 
уравнения относительно перемещений 

  . 
 

Можем утверждать, что функции 

 y  z ладываем  
ствии объемных сил получим: 

0)2(   , 
 

т.е. для однородной задачи θ∇2  = 0 (θ – гармоническая функция). 
Отсюда сразу следует, что 

 

2 =θ∇μ+λ

022 =∇∇ u   . 
 

руг
w : v  и 

 
022 =∇∇ v   , 

022 =∇∇ w

( )zyxu ,,1Φ= , ( )zyxv ,,2Φ= , 
( )zyx ,,3Φ=  являются бигармоническими функциями. 

Перейдем к уравнениям Бельтрами – Митчелла. При решении 
задачи т ории упруго ти в напряжениях получили: 

 

w

е с

ν−
ν+

−=σ∇
1
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
Z

y
Y

x
X    . 
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ри отсутствии объемных сил имеем, что = 0 (σ – гармони-
опе
а, сразу же получаем, что 

   .д. 

авнений
бигармонических функций 

не говорит о том, что функции произвольные: 
связь между ними определяется уравнениями Ламе. 

 
5.6. Общее решение уравнений теории упругости 

 П. Ф. Папковича) 
 

ных между со-
бой. Соответственно, возникает вопрос о возможности построения 
решения этих уравнений с использованием фун й более просто-
го типа и при этом независимых друг от друга. 

в первое уравнение Ламе. Будем
 

 σ∇2П
ческая функция). Применяя ратор Лапласа к каждому из урав-
нений Бельтрами – Митчелл

 
022 =σ∇∇ x и  т

 
Отметим, что приведение, например, ур  Ламе к бигар-

моническим уравнениям и введение 
321 ,, ΦΦΦ  эти 

в перемещениях (метод

Приведение однородных уравнений Ламе к бигармоническим 
уравнениям позволяет говорить о построении общего решения с 
использованием бигармонических функций, связан

кци

Введем вспомогательную функцию ∇=θ Так как 02 =θ∇ , 
то ψ  – бигармоническая функция. Подставим введенную функцию 

2

ψ2 . 

 иметь: ψθ  ∇=

01 22 =ψ∇
∂⎟⎠

⎜
⎝ μ x

∂
⎟
⎞

⎜
⎛ λ
++∇ u      ⇒     012 =⎥

⎦
⎢
⎣ ∂⎟⎠

⎜
⎝ μ x

 
ев подобным образом оставшиеся два уравнения Ламе, 

можем утверждать, что функции 

⎤ψ∂
⎟
⎞

⎜
⎛ λ
++∇ u   . 

Рассмотр

 

⎡

x
ux ∂

ψ∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
λ

++=Φ 1  ,   
y

vy ∂
ψ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
λ

++=Φ 1  ,    
z

wz ∂
ψ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
λ

++=Φ 1    
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являются произвольными гармоническими функциями, так как они 
удовл -
тывая, чт

етворяют уравнениям Ламе, но не связаны между собой. Учи
о ( ) ( )ν−=μλ+ 21/1/1 , полученные соотношения можем 

переписать в виде: 
 

x
u x ∂

ψ∂
ν−

−Φ=
21

1   , 

y
v y ∂

ψ∂
ν−

−Φ=
21

1   , 

z
w z ∂ν−

−Φ=
21

 
айденным значениям u , v , w  определи
ие объема 

ψ∂1  . 

По н м относительное 
изменен θ : 

 

ψ∇
ν−

−
∂

Φ∂ Φ∂
+

∂
+

∂
Φ∂

=θ 2
21

1
zyx

x   . zy

 
Учитывая, что функция ψ  введена посредством соотношения  

ψ=θ 2 , получим следующее уравнение

  

 для определения этой би-
гармонической функции: 

 

∇

( )
ψ∇

ν−
ν−

=
∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
+

∂
Φ∂ 2

21
12

zyx
zyx    . 

 
Простой подстановкой легко убедиться, что если мы возьмем ψ  

в виде 
 

( ) ( )zyx zyx Φ+Φ+Φ+Φ
ν−
ν−

=ψ 014
21    , 

 
то уравнение удовлетворяется (здесь  – произвольная гармони-
ческая функция). Зная теперь значени нкции 

 0Φ
е фу ψ , находим, что 



( ) x
u x ∂

∂
ν−

−Φ=
14
1 ( )zyx zx y    , +Φ+Φ0 Φ Φ+
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( ) ( )
y

v y ∂
∂

ν−
−Φ=

14
1

zyx zyx Φ+Φ+Φ+Φ0    , 

( ) z
w z ∂

∂
ν−

−Φ=
14
1 ( )zyx zyx Φ+Φ+Φ+Φ0    . 

 
так, общее решение однородных уравнений Ламе представле-

но ые
ни нн
ных ура

отношений показывает, что функция

И
 через четыре произвольн , независимые друг от друга гармо-
ческие функции. Приведе ая форма общего решения однород-

внений Ламе принадлежит Папковичу П.Ф. 
Анализ полученных со  0Φ  

может быть удалена из рассмотрения без ограничения общности 
решения.  

Формулы Папковича П.Ф. дают общее решение уравнений     
Ламе, но решение задачи теории упругости на этом не исчерпыва-
етс м
ус

стоящее время общие решения используются чаще всего 
пр решении трехмерных задач теории упругости. 

 
5.7. Пропорциональность перемещений, напряжений и 

деформаций действующей нагрузке 

и 
действии нагрузок и

я – необходимо подчинить это решение конкретным граничны  
ловиям.  
В на
и 

 
Будем считать, что задача определения упругого равновесия пр

ZYX  , ,   ZYX  , ,  решена: получено решение 
уравнений Ламе u , v , w , удовлетворяющее заданным ничным 
условиям в напряжениях.  

Примем, что значения действующих поверхностных ъемных 
сил изменились пропорционально одному и тому же етру 

:  
 

 гра

 и об
 парам

1>λ

ZZYYXX λ=′λ=′λ=′ ,,   , 

ZZYYXX λ=′λ=′λ=′ ,,  . 
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По

 положить 

смотрим, как при этом изменятся перемещения, напряжения и 
деформации.  

Сразу же видно, что в силу линейности и уравнений Ламе, и 
граничных условий, они будут удовлетворяться, если

 
wwvvuu λ=′λ=′λ=′ ,,   , 

 
где

мо

-
ру я 
внешних сил

 u , v , w  – перемещения, соответствующие «старой» внешней 
нагрузке. Следовательно, перемещения изменились пропорцио-
нально изменению внешней нагрузки. 

Очевидно, что использование полученного результата в зависи-
стях Коши, а затем и в уравнениях линейного физического зако-

на позволяет сделать вывод о пропорциональности и деформаций, 
и напряжений действующей внешн й нагрузке. е

Другим важным следствием линейности уравнений теории уп
гости является так называемый принцип независимости действи

 (или принцип наложения).  
Предположим, что нам известны перемещения точек wvu ′′′ ,,  

некоторого упругого тела, соответствующие приложенным внеш-
ним силам YX Z ′′′ ,, ,  ZYX ′′′ ,, , а также другие перемещения 

wvu ′′′′′′ ,, , соответствующие другой внешней нагрузке 
X ZY ′′′′′′ ,, ,  ZYX ′′′′′′ ,, . 
Принцип независимости действия сил утверждает, что в рамках 

линейной теории упругости, перемещения 
 

 ,        wwwvvv ′′=′′+′=       , +′uuu ′′+′=   , 
 

соответствующие суммарной нагрузке 
 

XX ′′+′ YYY ′′+′=   ,    ZZZ ′′+′=   ,X   ,    =  
XXX ′′+′=   ,    YYY ′′+′=   ,    ZZZ ′′+′=  , 

 
также являются решением уравнений Ламе и ничных условий. 

 математической точки зрения построен доказательства ба-
зируется на возможности суммировать почленно уравнения Ламе и 
граничные условия в напряжениях, что позволительно в силу ли-

гра
ие С
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о и ас

). В дальнейшем задачи, не 
отв

упругости к реше-
ни

ерстие, силами

нейн ст  р сматриваемых уравнений. С физической точки зрения, 
как уже отмечалось, эта процедура может привести к многозначно-
сти решения (например, задача Эйлера

ечающие принципу независимости действия сил, рассматривать 
не будем. 

Рассмотренные принципы в некоторых случаях позволяет све-
сти решение сложной задачи линейной теории 
ю двух или нескольких более простых задач.  
Пусть, например, известно решение задачи о растяжении квад-

ратной пластины, имеющей круговое отв  p , равно-
ме  рно распределенными по двум её кромкам (рис. 5.1, а).  

                               а)                                 б)                            в)    
Рис. 5.1 

 
В силу пропорци ости перемещений напряжений и де-

формаций действующим внешним нагрузкам из этого решения сра-
 той же пластины си-

лами , равномерно распределенными по двум противоположным 
кромкам (рис. 5.1, б). Д ого нужно  парамет

ональн

зу можно получить решение задачи о сжатии
 q

pq /−=ля эт  ввести р λ . 
Далее, воспользовавши инципом наложения, можн остроить 
решение задачи о напряжениях в квадратной пластине, подвер-

сь пр о п

гающейся одновременно и растяжению, и сжатию (рис. 5.1, в). 
Пользуясь принципом независимости действия сил, неоднород-

ную задачу теории упругости (задачу с объемными силами, отлич-
ными от нуля) можно свести к однородной (с объемными силами, 
равными нулю). Действительно, решение неоднородной системы 
уравнений Ламе можем записать в виде: 

 
uuu ~

0 +=  ,   vvv ~
0 +=  ,   www ~

0 +=   , 
 

где − общее решение однородных уравнений Ламе;    
роизвольное частное решение неоднородных уравне-

0u , 
v~ , 

0v , 
 – 

0w  
пu~ , w~
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ни

 

. 
Граничные условия для перемещений находим из 

граничных условий для х значения 

й Ламе, не отвечающее (не подчиняющееся) граничным услови-
ям рассматриваемой задачи. 

Во многих задачах частные решения находятся сравнительно
просто (примеры можно найти в литературе). Тогда решение всей 
задачи сводится к отысканию функций 0u , 0v , 0w , удовлетворяю-
им однородным уравнениям Ламе и граничным условиямщ

0u , 
подставляя

0v , 
 

0w  
в ниu , v , w , 

uuu ~
0 += , … Так, например если на ,  поверхности Ω  граничные 

аны в виде условия зад 0=u , 0=v , 0=w , то граничные условия 
для 0u , 0v , 0w  будут иметь вид 0u  = u~ v~ , 0 = w w~−  − , 0v = − на 
той же поверхности. 

 
6. Постановка температурных задач линейной 

теории упругости 
 
Предположим, что до деформирования точки тела имели темпе-

ратуру 0T , а после деформирования – температуру 1T  ( 0T  и 1T  – 
функции координат x , y , z ). 

Будем считать, что разность температур =T 1T − 0T  такова, что 
не меняет механических свойств материала. Это означает, что если 
провести механические испытания образца на растяжение при тем-
пературе 0T , а затем при 1T , то значения упругих постоянных E  и 
ν  олучатся в обоих случаях одинаковыеп

Учитывая
. 

 принятое можно у рждать, что 
единственным следствие нагрева (с  зрения яния на де-

и ва е т
и о

предположение, тве
м  точки  вли

форм ро ни ела) будет возникновение дополнительных дефор-
мац й, бусловленных всесторонним тепловым расширением. Эти 
деформации накладываются на упругие и должны быть учтены при 
формулировке задачи. 

В соответствии с этим утверждением можем записать: 
 

xxx ε+ε=ε ~   ,   yyy ε+ε=ε ~   ,    zzz ε+ε=ε ~   , 



где xε
~  , yε

~  , zε
~  – упругие деформации .е еф рмации, вызван-

ные приложенными внешними нагрузками; 
, т . д о
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xε  , yε  , zε  – дефор-
ма ни  ла 

Очевидно,
ции можно

ции, обусловленные объемным расшире ем те в результате 
изменения температуры.  что температурные деформа-

 определить следующими соотношениями: 
 

xε =   , Tzy α=ε=ε

0=γ=γ=γ zxyzxy   . 
 

-
зи е 

в силу принятого я суммарных дефор-

Упругие деформации будут подчиняться одному и тому же фи
ческому закону как при температуре 1T , так и при температур

 допущения). Поэтому дл0T
маций

 (
 линейный физический закон можно записать в форме: 

 
(( )[ ]zyxx E

σ+σν−σ=ε
1 )

xyxy E
τ

ν+
=γ

12
Tα+   ,         , 

( )( )[ ]xzyy E
σ+σν−σ=ε

1 Tα+   ,      yzyz E
τ

ν+
=γ

1
  , 

 

2

( )[ ]yxzz +σν−σ=ε
1 T
E

σ α+   ,       
( )

zxzx E
τ

ν+
=γ

12
   . 

   
Соответственно, соотношения физического закона в форме Ламе 

принимают вид 
 

( ) Txx α⋅λ+μ−εμ+λθ=σ 322   , 
. . . , 

xyxy μγ=τ   , 
. . . 

 
Будем далее считат о компонен лной деформации свя-

 с
ь, чт ты по

заны  компонентами полного перемещения обычными соотноше-
ниями Коши. 

Дифференциальные уравнения равновесия объемного элемента 
остаются без изменения, и, таким образом, полная система уравне-
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ешим поставленную температурную задачу в перемещениях. 
Следуя общей схеме полу ния уравнени  перемещениях, урав-
нения Ламе получим в виде: 

ний для решений температурной задачи теории упругости опреде-
лена. 

Р
че й в

 

0)( 2 =+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ Fu xx
  , 

0)( 2 =+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ yFv
y

  , 

0)( 2 =+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ zFw
z

  , 

 
где 

 

( )
x
TXFx ∂

α⋅
∂

λ+μ−= 32    , 

( )
yy ∂
TYF ∂

α⋅λ+μ−= 32    , 

( )
z
TZFz ∂
∂

α⋅λ+μ−= 32   . 

 
Таким образом, если счит мпературу нагрева заданной 

функцией координат точек, то учет н ева при решении задачи в 
перемещениях формально своди к  в уравнениях Ла-
ме дополнительной объемной с , которая в каждой точке тела 
бу

ать те
агр
появлениются 

илы
дет пропорциональна градиенту температуры. 
Посмотрим, какой вид будут иметь граничные условия на тех 

участках поверхности тела, где заданы внешние силы. Для этого 
соответствующим образом преобразуем граничные условия: 

 
nmlX zxyxx τ+τ+σ=   , 

nmlY zyyxy τ+σ+τ=   , 

  , nmlZ zyzxz σ+τ+τ=
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подставляя напряжения, представленные через перемещения. Бу-
дем иметь: 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

μ+λθ= n
z
u

x
wm

y
u

x
vl

x
ulFx 2

1
2
12    , 

=yF  . . . , 

=zF  . . . 
 

Здесь введены обозначения: 
 

( ) lTXFx α⋅λ+μ+= 32    , 

( ) mTYFy α⋅λ+μ+= 32    , 

( ) nTZFz α⋅λ+μ+= 32    .
 
Видим, что в граничных условиях появи ь дополнительные 

слагаемые, которые могут рассматриваться как фиктивная нагруз-
ка, распределенная на тех участках поверхности, где граничные 
условия формулируются в напряжениях. Что сается участков по-
верхности тела, где заданы перемещения, то для них формулировка 
граничных

7. Постановка динамических дач линейной 
теории упругост

 
В динамических задачах компоненты перемещения, деформаций 

 

лис

 ка

 условий остается прежней. 
Тот факт, что изменение температуры формально эквивалентно 

появлению дополнительных внешних объемных и поверхностных 
сил, говорит о том, что путем только одного нагрева (или охлажде-
ния) упругого тела можно вызвать в нем напряжения. 

Методы решения температурных задач теории упругости не от-
личаются от методов решения статических задач, так как измене-
ния, как мы видим, вносятся только в свободные члены уравнений. 

 
 за
и 

и напряжений представляют собой функции не только координат 
x , y , z , но t .   и времени 
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олучение уравнений динамики упругого тела особого затруд-
нения не представляет. Эти уравнения могут быть получе сразу 
из уравнений статики на основании принципа Даламбера: этого 
достаточно переписать уравнени ики, добавив к объемным 
силам силы инерции. 

Компоненты силы инерции, приложенной к элементу объема 

П
ны 
для 

я стат

dV , dVmd ρ= , имеющему массу где  – плотность материала, 
, имеют вид:  

 

ρ
отнесенные к единице объема

2

2

t
u

∂

∂
ρ−   ,    

2

2

t
v

∂

∂
ρ−    ,    

2

2w∂

t∂
ρ−   , 

 
где 22 / tu ∂∂ , . . . – компоненты ускорения точки (элементарного 
объема). 

Присоединяя силы инерции к объемной силе и внося их в урав-
нения равновесия, получаем: 

 

=+
∂

+
∂

τ∂τ∂
+

∂
X

zyx
zxyxxσ∂

2t
u

∂

∂
ρ    , 

2

=+
∂

τ∂
+

∂

σ∂
+

∂

τ∂
Yzyyxy

2t∂

2v∂
ρ    , 

zyx

=+
∂
σ∂

+
∂

τ∂
+

∂

τ∂
Z

zyx
zzyzx

2

2

t
w

∂

∂
ρ    . 

 
У -

ния, так как объемны руют. То же самое 
можно сказать и об уравнениях Коши, и о граничных условиях в 

п ь в  в перемещениях, процедура получения 
которых остается прежней. Будем иметь: 

равнения физического закона, очевидно, остаются без измене
е силы в них не фигури

напряжениях. 
При решении динамических задач теории упругости удобнее 

ол зо аться уравнениями
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=+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ Xu
x

2)(
2

2

t
u

∂

∂
ρ   , 

=+∇μ+
∂
θ∂

μ+λ Yv2)(
2

2v∂
ρ   , 

y t∂

=+
∂

∇μ+
θ∂

μ+λ Z
z

)( w2
2

2

t
w

∂

∂
ρ   . 

 
Динамические задачи можно ставить совершенно аналогично 

тем основным граничны ачам, которые были ормулированы 
для статического нагруж . Существенным отличием динамиче-
ских задач будет то, что к граничным условиям мы еще должны, 

ь
значени

й» момент времени 

:  
айти  перемещения

м зад  сф
ения

присоединит  так называемые «начальные условия», определяю-
щие я перемещений и скоростей смещений точек тела в 
«начальны 0

Например, первая основная граничная задача должна быть 
сформулирована следующим образом

t . 

 ( )tzyxu ,,, , ( )tzyxv ,,, , ( )tzyxw ,,, ,
овиям 

н  удов-
летворяющие уравнениям Ламе, граничным усл 1fX = ,   

2fY = , 3fZ =  на пов времени 
и начальным услов

ерхности 
иям uu

тела во все 

0

моменты 

0tt >  = , 0vv = , w 0w , /u 0ut &=∂∂ ,=  

0v&= , / tv ∂∂ 0/ wtw &=∂∂  в области, занятой телом, при 0tt = .  

Здесь   – функции, заданные на поверхности тела, зави-
сящие случае от времени и определяющие граничные 
ус

 1f , 
 в 

2f
общем

, 3f
 t  

ловия; 0u , 0v , 0w , 0 0 0 – функции координат u& , v& , w&  x , , 
определяющие начальные условия. 

Совершенно аналогично формулируются вторая и третья основ-
ные граничные задачи. 

y , z

Методы решения динамических задач линейной теории упруго-
сти существенно отличаются от методов решения статических 
(температурных) задач, поскольку силы инерции, присоединяемые 
к объемным силам, заранее не известны.  
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8. Криволинейные координаты 
 
Использование прямоугольной (декартовой) системы координат 

в механике деформируемого твердого тела наиболее удобно с точ-
ки зрения простоты процедуры получения форм а также с точки 
зрения простоты вида этих формул. Однако многие задачи реша-
ются значительно проще, если использовать крив ю систе-
му координат, специально подобранную для конкретной задачи. 

Общим правилом, которым при этом следует руководствовать-
ся, ляется следующее: криволинейные координаты следует вы-
бр

д , как правило, к весьма громозд-
решения. 

еские координаты, удобные 
пр  сферическ и или кру выми (цил

8.1. У

 
 

ул, 

олинейну

 яв
ать таким образом, чтобы границы рассматриваемого тела вхо-

дили в число координатных поверхностей. В этом случае наиболее 
просто формулируются граничные условия задачи, что во многих 
случаях облегчает построение решения. 

На практике обычно используют криволинейные ортогональные 
системы координат, поскольку применение неортогональных кри-
волинейных координаты приво ит
ким д уравнениям, затру няющим построение 

Из ортогональных криволинейных координат наиболее часто 
применяются цилиндрические и сферич
и рассмотрении тел со им го индри-

ческими) границами. 
 

равнения линейной теории упругости 
в цилиндрических координатах 

Произвольная точка М в ци дрлин иче-
ской системе координат может быть за-
фиксирована путем задания (рис. 8.1): 

-  расстояния от точки M  до оси z , 
которое бозначаем через  о r ;  

- угла ϕ  между перпендикуляром, 
опущенным из M  на ось z  и полуплос-
костью xz ;  

- координаты z , определяющей поло-
жение основания этого перпендикуляра на 
оси z .Рис. 8.1 

Величины  r , ϕ , z  являются координатами точки в цилиндри-
ческой системе координат.  
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Координа дут: 
семейство коаксиальных (соосных) цилиндров, общая ось ко-

тор

тными поверхностями системы координат бу
- 
ых совпадает с осью z ; 
- семейство полуплоскостей, имеющих границей ось z ; 
- семейство плоскостей, перпендикулярных к оси z .  

Соответственно, координатными линиями будут: 
- лучи, перпендикулярные к оси (линии r ); 
- направляющие цилиндров (линии ϕ ); 
- образующие цилиндров (линии z ). 
Уравнения теории упругости в цилиндрической системе коор-

динат имеют вид: 
 
- уравнения равновесия 
 

( ) 011
=+σ−σ+

∂
τ∂

+
ϕ∂

τ∂
+

∂
σ∂

ϕ
ϕ

rr
rzrr F

rzrr
  , 

021
=+τ+

∂

τ∂
+

ϕ∂

σ∂
+

∂

τ∂
ϕϕ

ϕϕϕ F
rzrr r

zr   , 

011
=+τ+

∂
σ∂

+
ϕ∂

τ∂
+

τ∂ ϕrz
∂ zrz

zz F
rzrr

  , 

 
где rF , ϕF , zF  − проекции объемной силы на оси r , ϕ , z ;  

 
- уравнения Коши 
 

r
u

r ∂
∂

=ε    ,         
r
vu

rr
v

r −
ϕ∂
∂

+
∂
∂

=γ ϕ
1    , 

⎜⎜
⎝

⎛
ϕ∂
∂

=εϕ
v

r
1

⎟⎟
⎠

⎞
+ u   ,   

z
vw

rz ∂
∂

+
ϕ∂

∂
=γϕ

1    , 

z
w

z ∂
∂

=ε      ,           
z
u

r
w

rz ∂
∂

+
∂
∂

=γ    ; 

 
- уравнения физического закона 



rr εμ+λθ=σ 2   ,      ϕϕ μγ=τ rr   , 

ϕϕ εμ+λθ=σ 2   ,      zz ϕϕ μγ=τ   , 

zz εμ+λθ=σ 2   ,       rzrz μγ=τ   , 
 

где  zr ε+ε+ε=θ ϕ ; 
 

раничные условия в напряжениях - г
 

  , nmlF rrr τ+τ+σ= ϕ zr

nmlF τ+σ+τ=   , zr ϕϕϕϕ

nmlFz τ= zzrz σ+τ+ ϕ   , 

где
 
 rF , ϕF , zF  r , ϕ , z . − проекции поверхностной силы на оси 

Отметим, что уравнения линейного физического закона и гра-
ничных условий в напряжениях сохраняют свою форму. 

   
8.2. Уравнения линейной теории упругости в сферических 

координатах 
 

Положение произвольной точки M  
в сферической системе координат
жет быть определено (рис. 8.2):

 мо-
 

-  расстоянием R  
 на

от начала коорди-
нат, находящегося  оси 

-  углом образуемым вектором
z ; 

 θ ,  R
r
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c осью   
-  углом  

 z ;
ϕ , образуемым  плоско-

ст ч  в с  прямыеью, заклю ебеающей  R  и Рис. 8.2 
 
и полуплоскостью z , xz .  

R , θ , ϕ  являютс и тоВеличины  я координатам чки в сфериче-
ской системе координат.  

рассматриваемой системы ко-
ор

Координатными поверхностями 
динат будут: 



 113

- семейство концентрических ческих поверхностей с цен-
тром в начале координат; 

- семейство круговых конусо ей вершиной в начале коор-
динат; 

семейство полуплоскостей, имеющих границей ось z
ординатными ниями сферической системы координат яв-

 из начала координат (линии 

 сфери

в с общ

- . 
Ко ли

ляются: 
 полупрямые (лучи) выходящие-

R ); 
); - меридианы сферических поверхностей ( ии лин θ

).  - параллели этих поверхностей (линии ϕ
Уравнения теории упругости в сферической системе координат 

имеют вид: 
 
- ав ни равновесия  ур не я 
 

0
ctg21

sin
1

=+
θτ+σ−σ−σ

+
θ∂

τ∂
+

ϕ∂

τ∂

θ
+

∂
σ∂ θθϕθϕ RRRRR

RRR RF , 
R

0
ctg2311

=+
sin

θτ+τ
+

θ∂

τ∂
+

ϕ∂

σ∂

θ∂ RRR
+

τ∂
ϕ

θϕϕθϕϕϕ F
R

RR   , 

( )
0

ctg3
=+

1
sin
1 θσ−σ+τ

+
θ∂

σ∂
+

ϕ∂

τ∂

θ
+

∂
ϕθθ

RRR
R

 
где − проекции об н

-  уравнения Коши 
 

τ∂
θ

ϕθθθ F
R

R  , 

 RF , 
ϕF , 

θF  ъемной силы на аправления R, ϕ, θ; 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝ ∂R
⎛ +

θ
∂

=εθ wu1   , ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
θ−

θ∂
∂

+
ϕ∂
∂

θ
=γ ϕθ ctg

sin
11 vvu

R
 , 

⎠

⎟⎟
⎠⎝ ∂θR sin
⎞

θ
ϕ

ε wg  , ⎜⎜
⎛

++
∂

=ϕ uv  ct11
RRR ∂⎟

⎠
⎜
⎝ ϕ∂θϕ sin

vvw ∂
+⎟

⎞
⎜
⎛

−
∂

=γ
11  , 

RR
w∂
∂

=ε  ,   
R

u
RR ∂

+⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−
θ∂

=γθ   , 
uw ∂⎞⎛ ∂1
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где u  – перемещение в направлении θ ,  v  − ϕ , w  − R . 
Уравнения физического закона и граничные условия в напряже-

ниях сохраняют свою форму и записываются аналогично тому, как 
это делалось раньше для прямоугольных и цилиндрических
нат. 

 коор-
ди

 
9. Задача Сен-Венана  

 
Задача Сен-Венана о равновесии упругого призматического (ци-

ли роизвольной ндрического) стержня, находящегося под действием п
на д  из важнейших задач грузки, заданной на его торцах, является о ной
теории упругости. Ее решение дает возможность оценить точность 
элементарной теории изгиба стержней, рассматривающейся в сопро-
тивлении  проблему кручения стержней,  материалов, и исследовать
кот а методами сопротивления материалов. орая не может быть решен

 
9.1. Общая постановка задачи Сен-Венана 

 
Рассмотрим однородный изотропный брус, ограниченный ци-

линдрической (призматической) поверхностью и двумя плос -костя
ми, нормальными к оси бруса. Поверхность бруса будем называть 
боковой поверхностью, а плоскости, нормальные оси бруса − осно-
ваниями или торцами бруса. 

Будем считать, что объемные силы отсутствуют, что боковая по-
верх ст рус  свободна от нагрузок и что к его основаниям при-но ь б а
ложены  усилия, удовле воряющие условиям равновесиявнешние  т
аб ла (под действием этих сил тело находится в солютно твердого те
равновесии). Направим ось параллельно образующей боковой z  

xy  поверхности, а плоскость расположим на одном из оснований 
бруса, которое будем называт  "нижним основанием". Верхнее оь с-
нование будет расположено высоте где l длина бруса.  на lz = ,  − 

Определение упругого равновесия бруса при указанных усло -ви
ях сводится к следующей математической задаче: найти напряже-
ния zxyzxyzyx τττσσσ ,,,,,  и перемещения wvu ,, , удовлетво-
ряющие  телом,  у не- в области занятойV , дифференциальным рав
ниям равновесия: 
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0=
∂

+
∂

τ∂τ∂
+

∂ zyx
   , 

σ∂ xzxyx

∂

τ∂

∂

σ∂
+

∂

τ∂
+ 0=

zyx
yzyyx    , 

0=
∂
σ∂

+
∂

τ∂
+

∂
τ∂

zyx
zzyzx  

 
и уравнениям линейного физического закона в форме: 

 

x
u

x ∂
∂

μ+λϑ=σ 2     ,         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

μ=τ
y
u

x
v

xy   , 

y
v

y ∂
∂

μ+λϑ=σ 2     ,         ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛ ∂

+
∂

μ=τ
vw

yz   , 
⎠⎝ ∂∂ zy

zz ∂
w∂

μ+λϑ=σ 2     ,         ⎟
⎠

⎜
⎝ ∂∂ xzzx

 

где 

⎟⎜ +μ=τ   , 
⎞⎛ ∂∂ wu

z
w

y
v

x
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=ϑ  − относительное изменение объема. 

Решение уравнений должно быть подчинено следующим гра-
ничным условиям:  

- на боковой поверхности 
 

0=τ+τ+σ nml xzxyx   , 

0=τ+σ+τ nml yzyyx   , 

0=σ+τ+τ nml   ; zzyzx

 
- на верхнем основании 
 

zxX =   ,     τ zyY τ=   ,      zZ σ=   . 
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  В такой постановке задача Сен-Венана до сих пор не решена, 
но оказывается, что для практических надобностей в большинстве 
случаев нет потребности (и даже не имеет смысла) ставить задачу с 
такой полнотой − задачу можно существенн ростить. о уп

 
9.2. Принцип Сен-Венана 

 
Важным средством для упрощения задач теории упругости яв-

ля  так называемый "принцип Сен-Венана", который можно ется
сформулировать следующим образом: 

если к небольшому участку поверхности тела приложена сово-
купность усилий, статически эквивалентная нулю, то эта систе-
ма усилий не оказывает за влияния на упруго новесие метного е рав
частей тела, удаленных от упомянутого участка. 

Принцип Сен-Венана м едставить другой мулиров-ожно пр фор
кой:  

если некоторая система внешних сил, действующих на малой 
площадке поверхности те  заменена друг системой ла, будет ой 
внешних сил, статически эквивалентной первой и распределенной 
на ой же площадке, то такая замена не вызовет заметного из- т
мене новесии частей тела, удаленных от уния в упругом рав помяну-
той  площадки. 

Приведенная формулировка утверждает, что поля напряжений, 
перемещений и деформаций, соответствующие двум упомянутым 
системам внешних сил, будут отличаться друг от друга только в 
не  района действий сил. посредственной близости от

Под термином "малая площадка" следует понимать площадку, 
пренебрежительно малую по сравнению со й площадью поверх- все
ности тела. Кроме того, ее наибольший линейный размер не дол-
жен существенно превосходить наименьше  размера го характерного
тела. Например, если идет речь о пластине и оболочке, то, оче- ил
видно, что наименьший характерный размер − толщина; если речь 
ид ший характерный размер − наименьший ет о стержне, то наимень
раз . мер поперечного сечения

Значение принципа Се а  уп ости состоит в н-Венан в теории руг
том, что он позволяет заменить наг заданн  на ограничен-рузку, ую



ном участке поверхности, другой нагрузкой (статически эквива-
лентной предыдущей), что во многих случаях значительно упроща-
ет задачу и ее математическое решение. 

Принцип Сен-Венана до сих пор не имеет исчерпывающего тео-
ретического обоснования. Поэтому на принцип Сен-Венана следует 
смотреть как на п физическими, не-оложение, выдвинутое скорее 
жел математическими соображениями, и с этих позиций к нему в и 
каждом конкретном случае нужно и подходить. 

Посмотрим, что дает применение этого принципа в задаче Сен-
Венана. 

Будем считать стержень достаточно длинным и, следовательно, 
площадь его торца малой по сравнению с боковой поверхностью. 
При выбранной координатной системе на торце lz =  будут дейст-
вовать напряжения zyzxz ττσ ,, , которые в соответствии с гранич-
ными условиями равны составляю  поверхност-должны быть щим

ZYX ,, , заданным на торце (рис. 9.1).  ной нагрузки 
  
Принцип Сен-Венана позволяет 

утверждать, что теперь достаточно 
равенства компонентов главного 
вектора и главного момента задан-
ной  поверхностной  нагрузки  и 
внутренних сил:   

Рис. 9.1 
 

∫∫∫∫ Ωτ=Ω= ddXP zxx   , 

∫∫∫∫ Ωτ=Ω= ddYP zyy   , 

∫∫∫∫ Ωσ=Ω= ddZP zz    , 

∫∫∫∫ Ωσ=Ω= dydyZM zx   , 

∫∫∫∫−= xZM y Ωσ−=Ω dxd z   , 

( ) ( ) Ωτ−τ=Ω−= ∫∫∫∫ dyxdyXxYM zxzyz   . 
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За точку приведения здесь взят центр тяжести поперечного се-
чения (оси центральные). Интегрирование проводится по площади 
торца. Что же касается главного вектора и главного момента сил, 
действующих на противоположный торец 0=z , то они однозначно 
определяются из условий равновесия стержня как целого.  

Можно утверждать, что все системы нагрузок, для которых ле-
вые части приведенных равенств одинаковы, будут вызывать в 
стержне одинаковые поля напряжений и деформаций (за исклю-
чением тех областей стержня, которые непосредственно прилегают 
к торцам). Этим самым мы можем вместо заданной нагрузки рас-
сматривать любую другую, ей статически эквивалентную, выбран-
ную из соображений удобства решения. 

Для дальнейшего упрощения задачи Сен-Венана воспользуемся 
принципом независимости действия сил, которы анной задаче й в д
позволяет рассматри ельности системы нагрузок, стати-вать по отд
чески эквивалентные каждой из шести компонент главного вектора 
и главного момента. При этом компоненте zP  будет соответство-
ват  растяжен  сжатие) стержня вдоль его оси; ь ие (или компонентам 

xP ми сил , приложенными в  и yP  − изгиб стержня поперечны ами
и изгиб стержня пара- yM  − плоскостях торцов; компонентам xM  

ми сил, и, наконец, компоненте zM  −  кручение стержня.  
Таким образом, применение принципа Сен-Венана и принципа 

независимости действия сил позволяе  избежать решения задачит  
Сен-Венана в общей постановке и рассматривать задачу как эту  
су  четырех задач, составляющих основу кур отивления мму са сопр
материалов.   

 
9.3. Полуобратный метод Сен-Венана 

 
Введя принцип Сен-Венана в рассматриваемую задачу, получа-

ем, что должны заботиться только о том, чтобы главный вектор и 
главный момент внешних и внутренних усилий, приложенных к 
основаниям бруса, имели заданные (равные) значения. Дейст-
вительное же распределение напряжений на основаниях практиче-
ски не влияет на напряженно-деформированное состояние части 
бруса, удаленные от оснований: имеем так называемо смягчение" е "
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граничных условий. Таким образом, появляется довольно широкий 
произвол в выборе решения. Этим обстоятельством можно вос-
пользоваться следующим образом: задаться формой решения, т.е. 
некоторыми качественными закономерностями для напряжений, 
так чтобы можно было получить на основаниях бруса систему на-
пряжений, статически эквивалентную системе внешних усилий. 
Затем, руководствуясь уже математическим аппаратом теории уп-
ругости, нужно проверить, не противоречат ли принятые законо-
мерности соответствующим уравнениям и из последних найти ко-
личественные характеристики решения. 

Формой решения конкретной задачи упругости следует зада-
ваться, исходя из физических соображений, поскольку любая зада-
ча теории упругости является, по существу, физической задачей. 
Такой метод решения задач теории упругости впервые применил 
Сен-Венан, и этот метод носит название полуобратного метода 
Сен-Венана.  

 
Задачи 

 

9.1. 
  

Н уса приложена система 
си лавный вектор которой н

а торце бр
л, г аправлен 

по оси z  ( 0== yx PP , PPz = ), а глав-
ный момент равен нулю. Определить 
напряжения в брусе (стержне). 

  
Поставленная задача в соответствии с принципом Сен-Венана  является зада-

чей жения стержня продольной силой, решение которой будем строить, ис-
пользуя полуобр тода, необ-
ходимо подобрат

 растя
атный метод  Сен-Венана. В соответствии с идеей ме
ь такое «качественное» распределение напряжений σ zyzxz ττ ,,  

на торце, которое было бы статически эквивалентно главному вектору и главному 
моменту заданных поверхностных сил или, другими словами, отвечало следую-
щим интегральным граничным условиям на торце бруса: 

 
0=Ωτ= ∫∫ dP zxx   ,        0=Ωσ= ∫∫ dyM zx     , 

0=Ωτ= ∫∫ dP zyy    ,     0=Ωσ−= ∫∫ dxM zy     , 

PdP zz =Ωσ= ∫∫   ,     ( ) 0=Ωτ−τ= ∫∫ dyxM zxzyz   . 
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В качестве такого распределения напряжений в поставленной задаче можно 
предложить простейшее: 

 
0,const0 =τ=τ=σ=σ zyzxz  . 

 
Действительно, в этом случае интегральные граничные условия на торце бруса 

удовлетворяются при Ω=σ /0 P  (статические моменты ∫∫ Ωdy  и  ∫∫ Ωdx  равны 
нулю, поскольку координатные оси – центральные). 

Считая теперь распределение напряжений на торце справедливым для всего 
бруса, добавим остальные напряжения, принимая их равными нулю, т.е. решение 
поставленной задачи будем искать в виде: 

 
0,/ =τ=τ=τ=σ=σΩ=σ zyzxxyyxz P    . 

 
Задача решается в напряжениях, следовательно необходимо проверить, удов-

летворяются  ли  дифференциальные  уравнения  равновесия,  уравнения Бельтра-
ми − Митчелла и граничные условия на боковой поверхности бруса. Непосредст-
венная проверка показывает, что все перечисленные уравнения удовлетворяются, 
и принятая система напряжений является решением задачи о растяжении стержня 
продольной силой. 

 
 
9.2. На

сил
с

 торце бруса приложена система 
, статически эквивалентная паре сил 

 моментом MM y = . Определить в 
 (стержн ) напряжения, деформа-

ии и перемещения. 
брусе е
ц

 
П енную задачу изгиба стержня парой (задачу чистого изгиба), как и за-

дач
оставл

у о растяжении стержня продольной силой, будем решать в напряжениях по-
луобратным методом Сен-Венана, принимая решение в форме: 

 
0, =τ=τ=τ=σ=σ+=σ zyzxxyyxz byax    . 

 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что принятая система напря-

жений не противоречит ни дифференциальным уравнениям равновесия, ни урав-
нениям Бельтрами − Митчелла, ни граничным условиям на боковой поверхности 
бруса. Остается только убедиться,  система напряжен етствует за-
данной поверхностной нагрузке на бруса при надлежащ  выборе постоян-
ных и

Из шести интегральных грани условий на торце бруса уравнения 
удовлетворяются тождественно за  напряжений, принятых равными нулю. 

что эта ий соотв
торце ем

 a    b . 
чных три 
 счет
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Рас

  , 

 , 

 , 

где

сматривая оставшиеся, будем иметь: 
 

0≡Ω+Ω=Ωσ= ∫∫∫∫∫∫ dxbdxadP zz   

02 =+=Ω+Ω=Ωσ= ∫∫∫∫∫∫ xxyzx bJaJdybdxyadyM   

MaJxydbdxM zy =−=Ω−Ωσ−= ∫∫∫∫∫∫ 2

 

bJadx xyy −−=Ω   

 xyуx JJJ ,,  − осевые и центробежный момент инерции сечения. Для опре-

деления постоянных a  и  b  имеем, таким образом, два уравнения:  
 

0=+ xxy bJaJ   , 

MbJaJ xyy −=+   . 
 

Решение этих уравнений позволяет получить: 
 

M
JJJ

Ja x ⋅
−

= 2     ,      M
JJJ

J
b xy ⋅

−
= 2

    . 
xyyx xyyx

 
ли оси x и

 

 уп

 y  
момент

рощаются

Ес считать главными  
центробежный  равен 

существенно

 центральными осями инерции сечения, то
нулю и соотношения для постоянных a  и  b

yJ/
xyJ  

: a

 

M−= , 0=b . В эт  для напряжения zом случае σ  
будем иметь: 

 

x
J
M

y
 
Для определения деформаций воспользуемся уравнениями линейного физиче-

ского закона (обобщенного закона Гука). Получим: 

z −=σ    . 

 

( )byax
Eyx +
ν

−=ε=ε    , 

( )byax
Ez +=ε
1    , 

0=γ=γ=γ zyzxxy    . 
 
Для оп едр еления перемещений  по известным деформациям будем wvu ,,  

использовать полученные ранее соотношения: 



∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⎛ −γ+ε=
1

⎟
⎞

⎜
⎝
⎛ ω+γ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝

ω

10
2
1

2MM
yzxzxyx dzdydxu    , 
⎠

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω−γ+ε+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω+γ=

10
2
1

2
1

MM
xyzyzxy dzdydxv    , 

∫ ⎥
⎦⎣ ⎠⎝⎠⎝

10
22MM

 
В выписанных соотношениях компоненты элементарного

⎤
⎢
⎡

ε+⎟
⎞

⎜
⎛ ω+γ+⎟

⎞
⎜
⎛ ω−γ=

11
zxyzyzx dzdydxw    . 

 вращения  
являются неизвестными функция но для их определения можно 
имеющиеся соотношения, связывающие производные от компонен-
через производные от деформаци  частности, для производных 
имеем: 

 
zyx ωωω ,,  

использовать 
тов вращения 
функции xω  

ми, 

й. В

 

0
2
1

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

γ∂
−

∂y
zxγ∂

=
∂
ω∂

zx
xyx   , 

0
2

=
∂

−
∂

=
∂ zyy

   , 1 ε∂γ∂ω∂ yyzx

E
b

z
yzzx =

γ∂
−

ε∂ω∂ 1    . 

 
yz ∂∂

=
∂ 2

аким образом, определение функции Т xω  сводится к ее отысканию по трем 
известным частным производным: 

 

∫ ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

+
∂

+
∂

=ω
10MM

x dz
z

dy
y

dx
x

  . 
⎞⎛ ω∂ω∂ω∂ xxx

Отметим, что однозначное определение функции  переменных по ее трем 
известным частным производным  возможно тольк гда, когда соответствующее 
подынтегральное выражение является полным дифференциалом (условие незави-
симости криволинейного интеграла от пути инт рования). В рассматриваемом 
случае это требование сводится к одновременному выполнению трех следующих 
равенств: 

 
 трех

о то

егри
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ω∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ω∂

∂ yxxy
xx   ,     ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

ω∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

⎛
∂
ω∂

∂
∂

yyz
xx ⎛

∂
∂⎞

z
  ,     ⎟⎟

⎠

⎞⎛ ω∂∂⎞⎛ ω∂∂ xx
⎜⎜
⎝ ∂∂

=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂∂ xzzx

 . 
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Легко убедиться, что приведенные равенства выполняются, и вычисление кри-
волинейного интеграла приводит к следующему результату: 

 
Ezbx /=ω    . 

 
По приведенной схеме определяются и оставшиеся компоненты элементарно-

го вращения: 
 

 ,      ( ) Ebxayz /−ν−=ωEzay /−=ω     . 

у
 
С четом известных значений деформаций и найденных значений yω  и 

z ние для определения перемещения u  будет иметь вид: 
 

ω соотноше

( ) ( )∫ ⎥⎦
⎤⎡ νν

=
au ⎢⎣

−−++−
10MM

dzz
E

dybxay
E

dxbyax
E

   . 

 
Принимая за точку начало координат и учиты , что интеграл не зависит 

от пути интегрирования, его вычисление проведем по следующей схеме: 
 

0M  вая

( ) ∫∫∫ −−
ν

+
ν

−=
zyx

dzz
E
adybxay

E
axdx

E
u

000
  ⇒    ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

ν
−−= bxyyx

E
a

E
z

E
au 222

2
. 

 
Аналогичным образом вычисляем перемещения v  и w . Будем иметь: 

 

( )⎥⎦
⎤⎡ν

−−= 222
2

z
E
bv ⎢⎣

−− yx
E
baxy

E
     , 

( ) zbyax
E

w +=
1     . 

 
сли считать оси x и y  Е главными центральными осями инерции сечения, то 

соотношения для перемещений принимают вид: 
 

( )[ ]222
2

yxz
EJ
Mu

y
−ν+=       , 

xy
J
Mν

E
v

y
=    , 

xz
J
M

E
w

y

1
−=    . 
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, закладываемые в 
решение задачи о чистом изгибе бруса.  

Действительно, легко видеть, что в плоскости

Соотношения, определяющие перемещения  u , v  и w , позволяют проверить 
исходные положения (гипотезы) сопротивления материалов

 0=x  
 бру

имеем = 0, а  0, 
т.е. лоскость является нейтральной плоскостью са при  изг

v =
 чис

w
том

 u ≠
ибе.  0=xп

Формула для перемещения w  показывает, что при фиксированном попереч-
ном сечении const=z  перемещение является линейной функцией, из чего следу-
ет, о каждое такое сечение остается плоским, как и предполагается в сопротив-
лении материалов. 

чт

 
9.4. Кручение призматических (цилиндрических) 

стержней 
 
Для задачи кручения внешние усилия, приложенные к ос-

нованиям, статически эквивалентны парам сил, действующим в 
плоскостях оснований. Будем считать, что момент пары, дейст-
ву  основанииющей в верхнем , положителен ( 0>= MM z ) – мо-
мент закручивает стержень против часовой стрелки, если смотреть 
с конца оси z . Задачу будем решать в перемещениях полуобрат-
ным методом Сен-Венана.   

 
Будем , что все поперечные сече

ния скручиваемого стержня остаются пло-
 в 

вокру  
малый угол

считать -

скими и поворачиваются (каждое сечение
своей плоскости) г оси z  на некоторый

 ε  (рис. 9.2). Если нижнее осно-
вание счит  неподвижным (закреплен-
ным), то уг

 
ать
ол ε  прямо пропорционален рас-

стоянию рассматрива  сечения до Рис. 9.2  z  от емого
zτ=ε , нижнего основания, .е. т где const=τ  − относительный угол 

закручивания или угол взаимного поворота поперечных сечений, 
отстоящих друг от друга на единицу высоты. Отметим, что введен-
ные предположения о характере деформирования стержня исполь-
зуются в сопротивлении материалов при решении задачи о круче-
нии круглого стержня. 

Реализация гипотезы плоских сече  позволяет записать пере-
мещения точек скручиваемого стержня. Действительно, полное 
перемещение точки равно

ний

 A   ε=′ rAA
исать в вид

. С
е
оставляющие полного пе-

ремещения  зап : vu   и   можем
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yru ε−=αε−= sin   ,     xrv ε=αε= cos    
 

(перемещение u  отрицательно, поскольку оно направлено в сторо-
ну, обратную положительному направлению оси x ). 

Таким образом, при сделанных предположениях имеем: 
 

yzu τ−=   ,    xzv τ=   ,    0=w   . 
 
Уравнение Ламе для принятых значений перемещений wvu ,,  

удовлетворяются тождественно. 
Для проверки граничных условий на поверхности бруса опреде-

лим напряжения. Будем иметь: 
 

0=σ=σ=σ zyx  ; 
0=τxy  ,    xyz μτ=τ  ,    yzx μτ−=τ . 

 
Рассматривая граничные условия на боковой поверхности (на 

контуре поперечного сечения), легко получить, что первые два 
уравнения тождественно удовлетворяются, а третье приводится к 
виду  

 
0=− ylxm   . 

 
Можно убедиться, что полученное условие выполняется только 

для кругового цилиндра (задача сопротивления материалов). Оче-
видно, что введенные предложения о характере деформирования 
стержня слишком ограничивают круг задач.  

 
9.4.1. Решение задачи кручения призматических 

(цилиндрических) стержней 
 

Решение задачи кручения с помощью функции кручения 
(функции депланации) 

 
Предположим теперь, что сечения не остаются плоскими, а ис-

кривляются, но при этом все сечения искривляются одинаково. Та-



кое предположение ведет, очеви  следующим выражениям для дно, к
перемещений: 

 
yzu τ−=   ,    xzv τ=   ,    ( )yxw ,ϕτ=   , 

 
где функция ( )yx,ϕ  представляет собой форму искривленной по-
верхности  се  и нос азван функции круче-поперечного чения ит н ие 
ни или фун депланации (множитель я кции τ  введен для удобства).  

Проверим, удовлетворяются ли при принятой форме р  ешения
уравнения Ламе:  

 

( ) 02 =∇μ+
∂
ϑ∂

μ+λ u
x

 

. . . 
  

 ( ) ( ) ( )zwyvxu ∂∂+∂∂+∂∂=ϑ /// , Поскольку то уравнения Ламе при-
нимают вид: 

 
0222 =∇=∇=∇ wvu   . 

 
Первые два уравнения удовлетворяются тождественно, а третье 

ϕпереходит в уравнение относительно ф кции кручения ун : 
 

0
2

2

2

2
=

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂

yx
  , 

 
т.е. функция ϕ  должна быть гармонической функцией двух пере-
енных x  и y  в области, занятой телом. Так как ϕ  не зависит отм  

переменной то для ее  рассматривать по- z , отыскани достаточноя 
пере ь чное сечение нашего призматического стержня, но не вес
стержень. 

Посмотрим теперь, как  условия на по- выполняются граничные
верхности стержня. Эти граничные условия записаны в напряжени-
ях, поэтому предварительно находим сами напряжения: 
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0=σ=σ=σ zyx  , 0=τxy   , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
ϕ∂

μτ=τ x
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yyz  ,     ⎟
⎠

zx ⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
ϕ∂

μτ=τ y
x

  . 

 
Первые дв чных условия на боковой поверхности или на а грани

контуре поперечного сечения L  (поскольку перешли к рассмотре-
нию только поперечного сечения) удовлетворяются тождественно, 
а третье приводится к виду: 

 

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ∂ 0=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
ϕ∂ mx
y

−
∂

ly
x

    на     . L

 
Полученное равенство перепишем  виде:  в

 

xmylm
y

l
x

−=
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

на  L   .   

 

n
m

y
l

x ∂
ϕ∂

=
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂  Если учесть, что − производная по нормали 

(здесь n  − внешняя нормаль к контуру L ), то окончательно гра-
ничное условие получаем в следующем виде: 

 

xmyl
n

−=
∂
ϕ∂

   на   . L

 
Таким образом, удовлетворение уравнений Ламе и граничных 

условий на боковой поверхности приводит к следующим требова-
ниям к ф нкции у ϕ : 
функция ϕ  должна быть гармонической функцией в области, 

ограниченной поперечным сечением тела, и на контуре этого по-
перечного сечения ее нормальная производная должна принимать 
заранее заданное значение. 

Известно, что эти два требования определяют так называемую 
"задачу Неймана", которая и состоит в нахождении в данной облас-



ти гармонической функции по задан  граничным значениям ее ным
нормальной производной. 

Задача Неймана имеет решение, значит, може ать, что м счит
функция определена. Отметим что в задаче Неймана решение ϕ  , 
определяется с точностью до произвольной постоянной. В постав-
ленной задаче эта постоянная определяет лишь жесткое поступа-
тельное перемещение бруса в аправлении оси  н z  и может быть 
принята равной нулю.  

Определением функции ( )yx,ϕ  задача не закончена, поскольку 
ещ нужно проверить,  ли при найденном значе-е удовлетворяются
нии граничные усл торцах а го стержня.  ( )yx,ϕ  овия на скручив емо

Формулы для напряжен показывают, что на основаниях (тор-ий 
ца стержня действуют только касательные напряжениях)  zxτ  и zyτ .  
Следовательно, нам нужно проверить выполнение следующих трех 
усл ий:  ов

 

  , 0=Ωτ= ∫∫ dP zxx

0=Ωτ= ∫∫ dP zyy   , 

( ) MdyxM zxzyz =Ωτ−τ= ∫∫  . 
 

Рассмотрим первое из этих уравнений, переписав его в виде: 
 

ydxd
yx

xP zyzx
zxx ∫∫

⎥
⎥
⎤
⎟
⎟
⎞τ∂

+
⎦⎢

⎢
⎣

⎡

⎠
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
τ∂

+τ=  

 
или 

  

( ) ( ) dydxx
y

x
x

P yzzxx ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ

∂
∂

+τ
∂
∂

=    . 

 

Такая запись формально возможна, поскольку 0=
∂

+
∂ yx

 − 
τ∂τ∂ zyzx

дифференциальное уравнение равновесия в форме уравнения Ламе 
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удовлетворено выбором функции ( )yx,ϕ  как гармонической функ-
ции. 

Преобразуем выписанное соотношение, используя формулу 
Остроградского − Грина и проводя некоторые простые преобразо-
вания. Будем иметь: 
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( ) ( ) dydxxx
x

P zxx ∫∫
⎤

⎢
⎡

τ
∂

+τ
∂
∂

= ( )
y⎣ ∂ yz ⎥

⎦
 = =τ+τ−∫ zxzy dyxdxx  

L

( ) 0=τ+τ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ+τ−= ∫

L
zyzxzxzy dsmlxds

ds
dy

ds
dxx   . ∫

L
 
Легко видеть, что приведенными преобразованиями граничн е о

условие на торце сведено к граничному условию на контуре попе-
речного сечения, которое считаем уже удовлетворенным. Анало-
гичными преобразованиями можно показать, что и 0=y . P

Последнее из рассматриваемых граничных условий на торце 
можем переписать в виде: 

 

=⎥
⎤

d
⎦

⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
ϕ∂

μτ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
ϕ∂

μτ= ∫∫ dyxyy
x

xx
y

M  

Ddydx
x

y
y

xyx τ=⎟
⎞

⎜
⎛ ϕ∂

−
ϕ∂

++μτ= ∫∫ 22   , ⎟
⎠

⎜
⎝ ∂∂

 
где введено обозначение 

 

dydx
x

y
y

xyxD ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

−
∂
ϕ∂

++μ= 22   . 

 
Легко видеть, что величина D  имеет физичес  смысл  жест-кий

( )yx,ϕ  Dкости при кручении. При известной функции величина  
все да может быть определена. жно показат  общем слу-г Мо ь, что в
чае 0>D .  

Граничное условие будет удовлетворено, если DM /=τ   и, тем 
самым, задача решена полностью. 



Решение задачи кручения ощью функции,  с пом
сопряженной функции кручения 

 
При решении задачи кручения иногда удобнее вместо функции 

кручения ( )yx,ϕ  вводить в рассмотрение сопряженную с ней гар-
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моническу нкциюю фу  ( )yx,ψ ( )yx,, которая связана с функцией  ϕ
соотношениями Коши − Римана: 

 

xyyx ∂
ψ∂

−=
∂
ϕ∂

∂
ψ∂

=
∂
ϕ∂ ,   . 

 
Отметим, что соотношения Коши − Римана определяют функ-

цию ( )yx,ψ  при заданной функции ϕ  с точностью до произволь-
ной постоянной. 

Перейдем в граничных условиях от функции ( )yx,  к    функцииϕ
( )yx, . Предположим для большей общности, что рассматривае-ψ

мый брус может содержать продольные цилиндрические по , лости
так что граница области ( поперечного сечения)  состоять L  может
из нескольких простых замкнутых контуров , . . . ,  1 , 2LL 1+mL
последний из которых охватывает все предыду  щие. За положи-
тельное направление обхода контура примем  kL   такое направле-
ние, при котором область , ограниченная ,   kS контуро Lм k должна
оставаться слева. Тогда  любо конт   для го ура будем иметь: 

dsdyl /= , dsdxm /−= .  
нкции ениякруч  ( )yx,ϕ  у Граничное условие для фу нас   было

записано в виде 
 

xmyl∂ϕ
L  −=    на  

n∂
 

или  
 

xmylm
y

l
x

−=
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

  на  L   . 



Подс  заменим тавим в граничное условие значения l  и m  и
 ( yx,ϕ )  на функцию ( )yx,ψ . Будем иметфункцию ь: 

 

ds
dxx

ds
dyy

dsxds
dy

y
+=

∂
∂

+
∂
ψ∂

   ⇒  dxψ ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

ψ 22
2
1 yx

sd
d

sd
d  на  L . 

 
Из полученного уравнения следует, что 

   

( ) kCyx ++=ψ 22
2
1     на конт   , уре kL

 
где kС  ( 1...,2,1 += mk ) − постоянные, имеющие разные значения 
на раз нтурах. ных ко

Предположим, что постоянным даются какие-либо опреде- С  k
ленные  функ значения. В этом случае задача отыскания ции ( )yx,ψ  
есть задача отыскания гармонической функции по заданным ее 
значениям на контуре. Такая задача носит название задачи Дирих-
ле, и она всегда имеет решение с точностью до постоянной. Тем  
самым мы можем произвольно распоряжаться одной п -только осто
янной, например 1+mС , поскольку сама функция ( )yx,ψ , как ре-
шение задачи Дирихле, определена с чностью до постоянной.  то
Все остальные постоянны должны иметь вполне определенные е 
(неизвестные пока) значения. 

Найдя фу циюнк ( )y, ,  по условия  Коши − Римана можем мы м   xψ
найти и функцию ( )yx,ϕ . Но дело в том, что ес оянные kС  ли пост
были выбраны наугад, то функция ϕ  может оказ многознач-аться 
но Таким образом постоянные , kС ( mk ...,2,1= ) й. могут быть 
определены из ус однозначностловия и функции ϕ . 

Из приведенных рассуждений следует, что в случае многосвяз-
но области лучше оперировать непосредственно с функциейи  ϕ , а 
не с функцией . В случае же односвязной области, ограниченной  ψ
одним простым замкнутым контуром , в граничном услови    L и для
функции  фигурировать только  постоянная,   ψ  будет  одна которую
можно фиксировать произвольно. Однозначност функции ь ϕ  будет 
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обеспечена. 
Касател напряжения ьные  и  можно определить не толь-τ τyz xz
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ко ерез функцию ( )yx,ϕ , нкциюно и через фу  ( )yx,ψ ч  с использо-
ванием условий имКоши − Р ана: 

 

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−
∂

μτ=τ y
yzx    ,     

⎞⎛ ψ∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
ψ∂

μτ− x
x

  . =τ yz

   
Решение задачи кручения с пом и ряжений ощью функци  нап
 
Отметим, что два рассмотренных варианта решения задачи кру-

чени пр (цилиндрических) стержней представляют я изматических 
решение в перемещениях. Однако достаточно часто поставленную 
зад яхачу удобно решать в напряжени  с использованием функции 
напряжений.  

Решение задачи теории упругости в напряжениях требует со-
вместного рассмотрения дифференциальных уравнений равновесия 
и уравнений Бельтрами – Митчелла. Понятие о функциях напряже-
ний (Максвелла, Морера, Галеркина и др.) вводится при построе-
нии общего решения дифференциальных уравнений ра новесия. в
Напряжения (общее решение) представляются через нкции на-фу
пряжений так, чтобы уравнения равновесия удовлетворялись тож-
дественно. Отыскание функций напряжений связано уже с решени-
ем уравнений Бельтрами – Митчелла и с подчинением решения 
гра м. ничным условия

Выпишем уравн пределяющие решение задачи кручени  ения, о я в
напряжениях: 

- дифференциальное уравнение равновесия 
 

0=
∂

τ∂
+

∂
τ∂

yx
zyzx   ; 

 
- уравнения Бельтрами – Митчелла 

 
02 =τ∇ zx   ,    02 =τ∇ zy   ; 



- граничное условие на контуре поперечного сечения 
 

0=τ+lzx mzy     на   L   . τ
 
ункцию напряжения ( )yx,ΦФ , которую в рассматриваемой за-

даче называют функцией напряжения Прандтля, введем следую-
щим образом:  
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yzx ∂
Φ∂

=τ    ,     
xyz ∂
Φ∂

−=τ   , 

 
удовлетворив тем самым дифференциальное уравнение равновесия. 

Уравнения Бельтрами – Митчелла позволяют получить уравне-
ние, определяющее функцию напряжения Φ: 

 

02 =τ∇ zx    ⇒  ( ) 02 =Φ∇
∂
∂
y

 
 

 

const     2 ==Φ∇⇒ A  . 
02 =τ∇ zy    ⇒  ( ) 02 =Φ∇

∂
∂
x

 

 
Значение постоянной A  определим, привлекая к рассмотрению 

уравнения физического закона и зависимости Коши. Будем иметь: 
 

⎟⎟
⎠

⎜
⎝ ∂

+
∂

μ=τ
xzzx     ,     
⎞∂w⎜

⎛ ∂u
⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

+
∂

μ=τ
yzzy    . 
⎞⎛ ∂∂ wv

 
Вводя в представленные соотношения функцию напряжений и 

yzu τ−=  учи вая известные формулы для перемещений ты и 
v zxτ= , получим: 

 

y∂
Φ∂

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

+τ−μ=
x

y   ,      
⎞⎛ ∂w

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+τμ−=
y
wx∂Φ

   . 
x∂

 
Дифференцируя первое из эти тношений  y , а второе по x  и х соо  по



складывая их, будем иметь: 
 

−=Φ∇ 22 τμ   . 
 

Из шений сравнения двух соотно , определяющих величину Φ∇2 , 
получаем следующее значение постоянной A : 

 
τμ−= 2A   . 

 
Легко видеть, что в приведенных рассуждениях принципиально 

( )yx,Φ  ничего не изменится, если функцию напряжений ввести 
соотношениями: 
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yzx ∂
Φ∂

τμ=τ    ,     
xyz ∂
Φ∂

τμ−=τ   , 

 
но в этом случае функция напряжений ( )yx,Φ  будет определяться 
уравнением Пу а ассон

 

22 −=Φ∇   . 
 

В дальнейшем будем использовать именно эту форму записи соот-
ношений. 

 ( )yx,ΦОтметим, что функция напряжений  для решения задачи 
кручения призматических стержней вве независимо от постро-дена 

( )yx,енных ранее решений с использовани и кручения ем функци  ϕ
и сопряженной ей функции ( )yx,ψ . Однако поскольку все рас-
сматриваемые функци  определяют решение одной и да-и  той же за
чи, фор язь между ними можно ввести соотношением  мальную св

 

( )yx,Φ ( ) ( 22
2
1 )yx +ψ=   . , yx −

 
 ( )yx,ψПоскольку функция  является гармонической, для опре-



деления функции напряжений имеем уравнение Лапласа: 
22 −=Φ∇ . Касательные напряжения также представляются уже 

известными соотношениями:  
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yzx ∂
Φ∂

τμ=τ    ,     
xyz ∂
Φ∂

τμ−=τ   . 

 
Граничное условие на контуре поперечного сечения с учетом 

соотношений для напряжений zyzx ττ   и   принимает вид: 
 

0=
Φ

∂∂ dsdsxdsy
        0     0 ⇒=

Φ∂
+

Φ∂
⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

−
∂
Φ∂

μτ
ddxdym

x
l

y
на  L  , 

 
откуда для многосвязного ко следует: нтура 

 
kC=Φ   на контуре   kL   ,

 
где kС  ( ...,2,1 1+= mk ) − постоянные, имеющие разные значения 
на разных контурах.  

Жесткость при кручении D  при введении функции напряжения 
( )yΦ  определяется следу  уравнением: ющимx,
 

( ) ∫∫ Ω′Φμ+Ω++Ω+Ωμ +m 1=D + dCCC m 2 . . . 2 12211    , 

 
где kС  ( 1...,2,1 += mk ) – постоянные; 1Ω , 2Ω , . . . 1+Ωm  − пло-
щади, ограниченные контурам 2L ,  . . . 1+mL ;  1L , и Ω′d  − элемент 
площади поперечного сечения скручиваемого стержня.  

В случае односвязной области имеем один контур, причем соот-
ветствующая ему постоянная может быть принята равной нулю. В 
этом случае 

 

∫∫ Ω′Φμ= dD 2   . 



Итак, задача кручен зматических стержней может быть ия при
сведена либо к зада е Неймана (о носител но функции кручения ч т ь  
( )yx,ϕ ), либо к задаче Дирихле (относительно функции ( )yx,ψ , 

сопряженной функции кручения), либо к задаче отыскания функ-
( )yx,Φ . ци напряжения и 

 
9.4.2. Использование функций комплексной переменной для 

решения задач кручения призматических стержней  
 
Связь, которая существует между нкцией кручения ( )yx,ϕ   фу и 

сопряженной с ней функцией ( )yx,ψ , определяющей конту -р попе
речного сечения, позволяет использовать при решении н   част ых
задач кручения следующий прием. 

( )zf  Рассмотрим какую-либо аналитическую функцию ком-
плексной переменной iyxz += . Для любой аналитиче функ-ской 
ции возможно мнимой и действит части, ( )zf  разделение ельной  
т.е. можно завсегда писать, что 

 
( ) ( ) ( )yxviyxuz ,,f +=    . 

 
нкции u  и v  − гармонические, сопряженные, удовлетворяющие Фу

соотношениям Коши − Римана: 
 

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,     . 

 
Легко видеть, что пары функций ψϕ ,  и vu , в мате атическом  м
отношении представляют собой и то Отс а вытекает  юдодно же. 
возможность использования функций vu ,  при решении задач кру-
чения. Если уравнение  
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( ) ( ) Cyxyxv ++= 22
2
1,  



 
определяет ю каку -либо замкнутую кривую, то это будет контур 
поперечного сечения скручиваемого стержня (принято ψ=v ), а 
фу  u  будет функцией кручения для этого стержня (нкция ϕ=u ). 

Возможен и обратный вариант, т.е. принять в качестве функции 
кручения функцию ( )ϕ=vv . Тогда контур поперечного сечения 
скручиваемого ст (еслиер  он замкнут)  должен  определиться  жня 
из  уравнения 

 

( ) ( ) Cyxyxu ++=− 221,    . 
2

 
Действительно, подставляя соотношение ϕ=v  в соотношения Ко-
ши − Римана, имеем: 

  

xy
uu

∂yx
ϕ∂

−=
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂ ,    . 

 
Те же самые соотношения Коши − Римана для функций ψϕ и   
имеют вид: 

 

 137

xyyx ∂
ψ∂

−=
∂
ϕ∂

∂
ψ∂

=
∂
∂ϕ ,     . 

 
ψ−=u .  Сравнивая эти две записи, получаем  

Предлагаемый прием использования произвольной аналитиче-
( )zf  ской функции для решения задач кр ия призматических учен

стержней имеет очевидный недостаток, а именно то, что здесь нет  
возможности распоряжаться по сво усм ению выбором кон-ему отр
тура поперечного сечения. Однако данный прием полезен, когда 
необходимо получить сведения, относящиеся к достаточно широ-
кому классу поперечных сечений. Этот  был впервые исполь- прием
зован Сен-Венаном, и его называют методом Сен-Венана с исполь-
зованием аналитических функций комплексного переменного. 



9.4.3. Некоторые свойства результирующ  касательного его
напряжения 

 
Результирующее касательное напряжение определяется вектор-

ной суммой касательных напряжений zyzx ττ   и  . Соответственно, 
величина того напряжения равна: 

 
э

22
zyzx τ+τ   . 

 

T =

Теорема о максимальном значении результирующего   
касательного  напряжения 

 
Теорема о максимальном значении рез тирующего каса-уль

тельного  напряжения формулируется следующим образом: 
результирующее касательное напряж , возникающее при ение

кручении, достигает своего наибольшего ения на контуре по-знач
перечного сечения стержня (на его боковой поверхности). 

Для доказательства используем известную в математике теоре-
му, утверждающую, что если некоторая фу ия имеющая не- U , нкц
прерывные вторые производные в области удовлетворяет нера- S , 
венству , то эта функция может достигну  наибольшего  02 >∇ U ть
значения только на границе области S . 

Рассмотрим функцию 
 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎛ Φ∂

+
⎝ ∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Φ∂

τμ=τ+τ=
22

22222
yx

T zyzx    . 

  
с позиции только что процитированной теоремы. Вычислим 

 

( ) f
yx

T 222
22

22222 ∇τμ=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

∇τμ=∇   , 

 
где введенная функция ( )yxf ,  определяется квадратной скобкой в 
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приведенной записи. Легко получить:  
 

⎟
⎟

⎜
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⋅+⋅

∂
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∂ yxx 2
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∂∂x3
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⎥
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⎢
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∂
Φ∂

+

 139

∂ y

Φ∂
⋅

∂
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⎞
⎜
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⎝

⎛
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+⎟
⎟
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∂
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3
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2

2
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2
2

yxxyyxyx
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22

 
( )yx,  fСоответственно, п а к функции рименение оператора Лаплас

приводит к следующему результату: 
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Два п  слагаемых в соотношении для f2∇  равны нулю, оследних

так как 22 −=Φ∇ . Окончательно пол чиу м, что  
 

( ) 2222 2 τμ=∇ T
⎥
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⎦
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⎢
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⎟
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⎜
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2

22

2

2
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xyx
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Полученное соотношение нулю равняться не может, так как со-

гласно уравнению одновременно обе вторые производ- 22 −=Φ∇  
ные в нуль обратиться не могут.  

Таким образом, можем утверждать, что во всей области, ограни-



ченной поперечным сечением стержня, имеем:  
 

( ) 022 >∇ T    . 
  

2T  Следовательно, функция и результирующее касательное на-
пряжение T  могут достигнуть своего максимального значения 
только на границе области, что, собственно, нам и нужно доказать. 

 
Теорема о циркуляции вектора результирующ  касательного его

напряжения (теорема Бредта) 
 
Вычислим циркуляцию вектора результирующего касательного 

напряжения на площадках, перпендикулярных к оси скручиваемого 
стержня. Циркуляцию вычислим вдоль произвольной замкнутой 
кривой L , проходящей внутри области, занятой поперечным сече-
нием стержня, двигаясь против часовой стрелки: 

 
( )∫∫ τ+τ=
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LL
zyzx dydxrdT

r
   . 

 
Подставим значения напряжений через функцию кручения ( )yx,ϕ . 
Будем иметь: 

 

( ) ∫∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

τμ++−τμ=
LLL

dy
y

dx
x

dyxydxrdT
r

   . 

 
Второй интеграл в данном соотношении равен нулю, поскольку 

подынтегральная функция является полным дифференциалом од-
нозначной функции кручения ( )yx,ϕ .  

Рассмотрим  оставшийся интеграл ( теперь первое слагаемое). 
Известн теграл такого типа определяео, что ин т удвоенную пло-

L ,  щадь, ограниченную контуром а именно: 
 

( ) Ω=+−∫ 2
L

dyxydx   . 



Окончательно для циркуляции вектора результирующего касатель-
ного напряжения можем записать, что 

 
Ωτμ=∫ rdT

r
2

L
   . 

 
Полученная формула и составляет содержание теоремы Бредта о 

циркуляции результирующего касательного напряжения при кру-
чении. 

Теорема Бредта справедлива как для односвязных, так и для 
многосвязных контуров, независимо от того, охватывает ли контур 
интегрирования L  внутреннюю границу области или нет, и может 
быть использована для отыскания постоянных kС ( mk ...,2,1= ), 
оторые входят в граничные условия для функций ( )yx,ψ  ик  
( )yx,  в случае многосвязных контуров. Φ
Представим циркуляцию касательного -напряжения через функ

цию напряжения ( )yx,Φ . Будем иметь:  
 

∫∫∫ ∂
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l
x

rdT
r

  , 
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где l  и m  −  направляющие косинусы внешней нормали n  к кон-
L . туру интегрирования Применяя теорему Бредта, получаем:  

 

Ω=
∂
Φ∂

− ∫ 2sd    . 
L n

 
Очевидно, что если будем брать в качестве путей интегрирова-

ния внутренние границы поперечного сечения  , . . .  , то  1L , 2L mL
дл контура можем записать, что я kL   

 

k
L kk

sd
n

Ω=
∂

−
Φ∂

∫ 2   , 



где kn  − внешняя нормаль к контуру kL , а kΩ  − площадь, ограни-
ченная контуром kL . Полученные m  уравнений определяют по-
стоянные kС ( mk ...,2,1= ),  и таким образо, , функция напряже-м
ни определена. ( )y  x,Φ полност  ьюя 
 

Задачи 
 

 
9.3. 

 
Задача о кручении стержня с круглым поперечным сечением  

 
 

Поставленную задачу будем решать с ис ованием функции кручения польз
( )yx,ϕ=ϕ . 

( )yx,ϕ=ϕ  Напомним, что определение функции кручения сводится к реше-
нию задачи отыскания гармонической функции по значениям ее нормальной про-
изводной на контуре поперечного сечения (к решению задачи Неймана): 

 

02 =ϕ∇   , 

xmyl
n

−=
∂
ϕ∂   на   L  . 

 
Для круглого сечения имеем, что 0=− xmyl  на L , и в этом случ м 
задачи Неймана будет постоянная величина co

ае решение
 nst=ϕ . Однако у  поскольк

правлении оси z , const=ϕ  определяет перемещение стержня как целого в на при-

чения 
нимаем значение постоянной равным нулю, т.е. решением рассматриваемой зада-
чи будет функция кру 0= . ϕ

С
 
оответственно, сразу можем записать: 

zyu τ−=    ,    zxv τ=   ,    0=w    ; 
 ,  yzx μτ−=τ     xzy μτ=τ    ; 

( ) pJdydxyxD μ=+μ= ∫∫ 22   ; 

pJ
MDM
μ

==τ /   . 

 
Результирующее касательное напряжение в произвольной точке поперечного 

сечения стержня определится соотношением: 
 

ryxT zyzx μτ=+μτ=τ+τ= 2222   , 
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или, с учетом значения τ , 
 

r
J
MT

p
=    , 

 
где r  − расстояние от оси стержня до рассматривае  точки. 

Результирующее касательное напряжение дейс т в направлении касатель-
ной к окружности радиуса

мой
твуе

 r  (мембранная аналогия) и имеет на этой окружности 
ян а я репосто ное значение. Своего максимального зн чени зультирующее касатель-

ное напряжение достигает на контуре поперечного сечения скручиваемого стерж-
ня при Rr = : 

 

pp W
MR

J
MT ==max    , 

 
где − полярный момент сопрот pW  ивления. 

 
  

9. .4  Задача о кручении стержня с эллиптическим поперечным  
сечением  

 
 

а). . Решение с использованием функции напряжений
 
Контур L  эллиптического поперечного сечения стержня  представим уравне-

нием 
 

12

2

2

2
=+

b
y

a
x    ( )ba >    . 

 
равнения, определяющие решение задачи кручения с использованием функ-У

ции напряжений ( )yx,Φ , имеют вид
 

22 −=Φ∇    , 
0

: 

=Φ     на    L    . 
 
Граничное условие на контуре поперечного сечения стержня легко выполнить, 

задав функцию напряжений в форме: 
 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=Φ 12

2

2

2 y

ba

xA     , 
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где − постоянная, значение которой определим, п тавляя принятое соотно-

ше для в дифференциальное уравнен Будем иметь: 
 

 A

ние 

одс

 ( )yx,Φ  ие 22 −=Φ∇ . 

22 22 −=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

+
ba

A        ⇒         11 ⎞⎛
22 ba

A
+

−=     . 

 

22ba

Окончательно, для функции напряжений получаем: 
 

22

22

ba

ba

+
−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+ 12

2

2

2

b

y

a

x   Φ   . 

 
Касательные напряжения определим по известным формулам: 

 

2byzx ∂
2 yAμτ=

Φ∂
μτ=τ    , 

22
a
xA

xzy μτ−=
∂
Φ∂

μτ−=τ    . 

 
Соответственно, результирующее касательное напряжение будет иметь вид: 

 

4

2

4

2
2

b
y

a
xAT +μτ=       ⇒           2

22

2

222

b
ya

a
xb

ab
A

T +
μτ

=      . 

Можно зать, что результирующее касательное напряжение достигает мак-
с ных

 
пока

ималь  значений на концах малой оси эллипса ( byx == ,0 ). В этих точках 
и

 
меем: 

22max 2
2

ba
ba

b
A

T
+

μτ=
μτ

=     
2

. 

 ⇒    

 
Жесткость при кручении определим по полученной ранее формуле: 

 

∫∫Φμ= dydxD 2    ∫∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+ dydxy

μ=
ba

xAD 12 2

2

2

2
    ⇒      22

33

ba
baD
+

πμ=  

 
и, тем самым, степень закручивания τ  известна: DM /=τ . 

Для определен ремещения ия пе необходимо найти функцию кручения w  



 145

предварительно отыскав сопряженную ей гармоническую функцию 
которая, в свою очередь, связана нкцией напряжений следующим 

м: 

( )yx,=ϕ , 
( )yx,ψ , 

соотношение

ϕ

с фу

 

( )yx,Φ = ( ) ( )22
2
1, yxyx +−ψ      ⇒    ( )yx,ψ  = ( )yx,Φ ( )221 yx ++   . 

2

 производные функции кручения
 

 ( )yx,ϕ=ϕ , Вычислим используя соотноше-
Римана. Будем иметь: ния Коши – 

 

y
b

yAy
yyx

+=+
∂
Φ∂

=
∂
ψ∂

=
∂
ϕ∂

2
2    , 

x
a

xAx
xxy

−−=−
∂
Φ∂

−=
∂
ψ∂

−=
∂
ϕ∂

2
2   . 

чное определение функции кручения
 
Однозна  ( )yx,ϕ=ϕ  по ее производным 

возможно только при выполнении условия 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

yxxy
   . 

ерить, что указанное равенство выполняется, и уже по стандартной 
 

Легко пров

 
процедуре для функции кручения получаем: 

yx
ba
bady =x

a
Ady

y
dx

x

yM

22

22

0
2

0
12

+

−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=ϕ ∫∫    . 

нно, для перемещения 
 

Соответстве ( )yxw ,ϕτ=  имеем: 
 

w yx
ba

ba
τ

+

−
−= 22

22
      . 

ь, что для решения задачи о кручении стержня эллиптического 

нии задачи о кручении стержня эллиптического поперечного сечения 
будет функцией кручения (депланации) только при выполнении 

й: 

 
б). Показат
по

реше
функция =ϕ
двух услови

перечного сечения функцию кручения можно взять в виде ϕ = Axy , где A − 
постоянная подлежащая определению. 

 
При 

xyA  
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- функция должна отвечать уравнению Лапласа 
- функция должна удовлетворять граничному услов  

 

02∇ ; =ϕ
ию

xmylml −=
ϕ∂

+
ϕ∂

=
ϕ∂  

yxn ∂∂∂
 

на контуре попереч ения  
Проверим оба упомянутые условия. Легко видеть, что уравнение Лапласа 

( ) ( ) 1// 22 =+ byax . ного сеч

удовлетворяется при любом значении постоянной A , а гр  условие позво-аничное
ляет записать ее в виде: 

 

xdxydy
xdxydy

xmyl
xmylA

−
+

=
+
−

=   . 

 
Пр преобразованиях учтено, что l dsdxmdsdy /,/ −== . 

выполняться на контуре, гд
и 
Граничное овие должно е связь между пе мен-

ными
 усл ре

( )2222 /1/ axby −= ,  x  и  представить в  ношения  y  можно виде соот откуда 
можно

. 

С учетом полученного соотношения для постоянной 

 получить: 
 

ydy ( ) xdxab 2/−=   
 

A  получаем: 
 

22

22

ba
baA

+

−
−=     . 

янной 
 

A  фТаким образом, при найденном значении посто ункция xyA=ϕ  бу-
дет функцией кручения при решении задачи о кручении стержня эллиптического 
поп чного сечения. 

 
ере

 
9.5. 

 
Дана аналитическая функция комплексной переменной 
( ) 2AzzW = ( A − посто нная подлежащая определению). Прини-

мая мнимую часть 
я

( )zW  за функцию кручения, выяснить, какому 
поперечному сечению чиваемого стержня она соответствует. 

 
 скру

 
Выделим вещественную и мнимую часть функции ( )zW . Будем ть: 
 

 име

) (( ) ( ) AiyiyxAzW 22 ⋅++= xyxA 22 −=    . 
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Поскольку по условию задачи за функцию кручения принимается мнимая 
часть функции то контур поперечного сечения стержня должен опреде-
ляться уравнением 

 

( )zW , 

( ) ( ) СyxyxA ++=−− 2222
2
1     , 

 
где C , так же, как и A , − постоянная, подлежащая определению. 

Перепишем предполагаемое уравнение контура в виде 
 

1

2
/

2
/ ⎟

⎠
⎜
⎝

−⎟
⎠

⎜
⎝

+− ACAC 11

2
=

⎞⎛
+

⎞
       ⇒  

2

⎛
yx    12

22 yx
2 =+   −  уравнение эллипса, 

гд введены новые постоянные: 
 

ba

 
е 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

2
1/2 ACa     ,      ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1/2 ACb     . 

 
Полагая для определенности ba > , из условия, что 2a  и  2b  − положитель-

ные величины, получаем, что 0<C  и ( ) 02/1 <<− A  (отметим, что при 0=A  
имеем уравнение окружности). 

Определение постоянных A  и через постоянные позволяет полу-
чить:  

 C   ba   и  

222
1 baA −
⋅−=

22
     ,       2ba + 2

22baC −=      . 

 
ba +

 
9.6. 

 
плексной переДана аналитическая функция ком менной 

( ) 3AzzW = ( A − постоянная подлежащая определению). Прини-
частьмая мнимую  ( )zW  

 скру
за функцию учения, выяснить, какому 

сечению чиваемого стержня она соответствует. 
 кр

поперечному 
 

 
( )zW . Выделим вещественную и мнимую часть функции Будем иметь: 

 

( ) ( ) ( ) ( )32233 33 yyxAixyxAiyxAzW −⋅+−=+=    . 
 
Поскольку по условию задачи за функцию кручения принимается мнимая 

часть функции ( )zW , то контур поперечного сечения стержня должен               
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ем 
 

определяться уравнени

( ) ( ) СyxxyxA ++=−− 23
2
13     , 

так же, как и 

22

 
где A , − пос ая, подлежащая определению. 

епишем предполагаемое уравнение контура в виде 
 C , тоянн
Пер
 

( ) DyxxyxB =++− 2223 3     . 
 

Пр енное уравнение определяет полную гиперболу третьего порядка. Не 
останавливаясь на математических преобразованиях, отме , что при надлежа-
ще

едставл
тим

м выборе постоянных B  и D  уравнение можно представить в виде: 
 

( )( )( ) 033 =−−+− ybxybxaxB    . −

Связь между «старыми» постоянными 
 

B  и новыми» постоянными 
легко получить, сравнивая коэффициенты авнений при одинаковых сте-

пеня ых. Будем иметь: 

D  
ур

и «
ba   и  
х переменн

 

aB 3/1=   ,    3/4 2aD =     ,    ab 2−=   . 

Оставляя постоянную за параметр, предполагаемое уравнение контура в приво-
дим к виду 

 

 
a  

( )( )( ) 02323 =+−++− ayxayxax    . 
 

Полученное уравнение определяет три пря-
мых вающих замкнутую область в 
фор остороннего т льника (рис. 9.3). 
Соответственно, функции  

, ограничи
ме равн реуго

 

( )32=ϕ   и   ( )23 3xyxA −−=ψ3 yyxA − , 
 
егд aBA 6/12 == , являют шением задачи о 

кру ении стержня, поперечное ение которого 
ся ре

ч  сечРис. 9.3 

есть омянутый равностороннего треугольник.  
Приведем некоторые соотношен деляющие некоторые конечные ре-

зультаты решения данной задачи: 

- естко  при кручении  

уп
ия, опре

( ) 45/39 aD μ= ; ж сть
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зул щ- ре
 

ьтирую ее касательное напряжение 

( ) ( ) 4/2 2222 yaxxax
a

T −++−
μτ

=    ; y

 
максимальное результирующее касательное напряжение 2/3max aT μτ=  - име-

ет м ждой
 
есто на контуре поперечного сечения в середине ка  стороны. 

 
9.7.  

 
 

Задача о кручении стержня с прямо-
угольным поперечным сечением 

 
оП ставленную за чу будем решать с применением функции

Уравнения, определяющие решение задачи кручения с использов
да  напряжений. 

анием функции 
нап

, 

ряжений ( )yx,Φ , имеют вид: 
 

22 −=Φ∇   
0=Φ     на    L . 

 
Представим правую часть уравнения Пуассона в виде ряда Фурье в интервале 

2/2/ axa ≤≤− . Будем иметь: 
 

 ( )( )∑
∞

= +π 0 12n
nn

λ
−

−=Φ∇2 cos18 n
x     ,    n +

a

Разделяя переменные, решение ур
 

n
π

=λ
12    . 

 
авнения будем искать в форме 

 . 

дстановки функции напряжений

( ) ( )∑
∞

=
ΦΦ

0
n xyx   λ= cos, ny

n
 
После по  ( )yx,Φ  в принятой форме в диффе-

ренциальное уравнение, будем иметь: 
 

∑
∞

=
λ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Φλ−

Φ

0

2
2

2
cos

n
nnn

n x
dy

d ( )∑
∞

=
λ

+
−

π
−=

0
cos

12
18

n
n

n
x

n
   . 
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Из сравнения коэффициентов ряд
дифференциальное уравнение отн

ов в правой и левой части уравнения следует 
осительно функции ( )ynΦ : 

 

( )
n

n
dy

d
Φλ−

Φ
2

2
2

n 12 +π
−=

n
    . 

 
Общее решение полученного неоднородного уравнения складывается из из-

вестного общего решения однородного уравнения и
ного: 

 

18 − n

 частного решения неоднород-

( )
12

18
2 +

−

λπ
+

n
    . ( ) yByAy nnnnn λ+λ=Φ shch

n

n

определим з граничных условий для функ-
ции

 
Значения постоянных nA   иnB и  
 ( )yx,Φ  на прямых ( 2/ax ±= , 2/by ±= ), определяющих контур поперечно-

го Граничное удовлетворяется тождест-
венно  того, что 

сечения. 
 за счет

условие на прямых x 2/a±=  
02/ ≡a , а cosλ ±=xnx на прямых y 2/b±=  переходит в 

условие ( ) 02/ =± b , Φ n откуда следует: 
 

0=nB   , 

nA ( )
( )

( )
( ) ( )2/ch

1
12

18
2/ch

1
12

18
33

2

2 bn
a

bn n

n

n

n

n λ
⋅

+

−

π
−=

λ
⋅

+
−

λπ
−=     . 

 
Таким образом, решение задач пе-

речным сечением с использован
и о кручении стержня с прямоугольным по

ием функции напряжений ( )yx,Φ  имеет вид: 
 

( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=
λ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ
λ

−
+

−

π
=Φ

0
33

2
cos

2/ch
ch1

12

18,
n

n
n

n
n

x
b

y

n

ayx    . 

дов, п  ряд в интервале

 
Полученное соотношение для функции напряжений можно записать в виде 

суммы двух ря ричем первый  2/2/ axa ≤≤−  представляется 
в конечном виде: 

 
( )

( )
2

2

0
33

2

4
cos n =λ

12
18 xax

n
a

n

n
−

+

−

π
∑
∞

=
   . 

Окончатель дачи о кручении стержня с прямоугольным попе-
речным сечением с использованием функции напряжений 

 
но, решение за

( )yx,Φ  имеет вид: 



( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=
λ

λ
λ

+

−

π
−−=Φ

0
3 ch

1
n x3

2
2

2
cos

2/
ch

12
8

4
,

n n
n

n

b
y

n
axayx    . 

 

 
Запишем формулы для касательных напряжений: 

( )
( ) ( )∑

∞

=
λ

λ
λ

+

−

π
τμ−=τ

0
22 co

2
s

/ch
sh

12
18

n
n

n
n

n
zx x

b
y

n
a    , 

( )
( ) ( )∑

=
λ

+π
τμ−τμ=τ

0
22 sin

2/12
2

n
n

n
zy x

bn
x    . 

 

∞

λ
λ−

ch
ch18

n

n ya

езультирующее касательное напряжений принимает максимальное значение 
в точках

Р
 2/ax ±= , 0=y . 

Вычисление жесткости при кручении приводит к следующему льтату: 
 

резу

( ) dxdyyxD
a b

∫ ∫ ⎥
⎤

⎢
⎡

Φμ=
2/ 2/

,8 ( )
⎥
⎦

⎢
⎣0 0 ( ) ⎥

⎥
⎦⎢⎣ +π

∑
=0

5123 n

n
nb

   . 

 
По известной схеме, воспользовавшись соответ ющими формулами, не-

тру но получить функцию кручения 

⎤
⎢
⎡ λ

−μ=
∞

5

3 2/th1921 baba

ству
( )yx,ϕ=ϕ  и перемещение ( )yxw ,ϕτ= : д

 

( )

 151

( ) ( ) ⎥⎦⎢⎣ λ+π =0
33 2/ch12n

n
nbn

 
Отметим, что сходимость рядов, определяющих решение авленной задачи, 

достаточно высока, так что при удержании только первого члена ряда погреш-
ность не превысит одного процента. 

заслужи
 имее

⎥
⎤

⎢
⎡

λ
λ−

−τ= ∑
∞2

sinsh18 n
n

xyaxyw     . 

 пост

Отдельного внимания вает вариант, когда ab >> . В этом частном 
случае м, что 

 

3

3baD μ=    ,       zy   ,     0=τzx  xμτ=τ 2   . 

 
9.4.4. Мембранная ан огия Прандтля ал

 
Мембранная аналогия Прандтля для односвязных профилей 
 
Рассмотрим абсолютно гибкую пластину (мембрану), натянутую 

на плоский контур L  и находящуюся под действием распределен-



( )yxp ,ной по ее поверхности нормальной нагрузки . Равновесие 
такой мембраны описывается дифференциальным уравнением  

  
( ) 0

2 /, Tyxpw −=∇    , 
 

где 0T  − натяжение мембраны, а w  − прог . Прогиб w   иб мембраны
должен быть найден при граничном условии: 

 
0=w    на    , L

 
причём контур мембраны считаем односвязнымL   . 

Сравним уравнение прогибов мембраны и уравнение для функ-
ции напряжений ( )yx,Φ  в задаче кручения и, соответственно, гра-

для ( )yничное условие  граничное условие для w  и . Можно x,Φ
видеть, что зада чении стержня  мо-ча о кру односвязного профиля
жет быть сопоставлена с задачей о равновеси натяну-и мембраны, 
той на контур, ый контуру поперечного стержня,  идентичн  сечения 
и нагруженной  нормальным давлен Если при ием pравномерным  0 . 
этом отношение  к натяжению в равно  давления 0p   мембране T0  

где нкции ( )yx,Φ  m2  ( m ), то Tp 2/ 00 = mw /=Φ , − значение фу
кр  жня, а учения в рассматриваем точкеой поперечного сечения стер
( )yx ,  − прогиб мембраны в соответствующей точке ее поверхно-w

сти. Из всего этого следует, что задача кручения стержня односвяз-
ного - профиля может быть экспериментально решена путем изме
рения прогибов равномерно нагруженной мембраны. 

Используя зависимость mw /=Φ , можем  ср , что получить азу
же кость стержня на кручение определится ст формулой 

 

( ) V
m

dyxD μ
=Φμ=

22    , Ω′∫∫ ,

 
где  −  объем, ограниченный поверхностью  мембраны V изогнутой
и плоскостью ее опорного контура L . 
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Использование мембранной аналоги для построения картины 
напряженного состояния при кручении призматических 

стержней 
 
Мембранная аналогия может быть использована не только для 

численного определения  дает  наглядную  напряжений; она также
картину напряженного состояния з нного стержня. акруче

Рассмотрим некоторую точку, лежащую на поверхности мем-
браны. Прове скость. Про-дем через эту точку горизонтальную пло
гиб вдоль горизонтали является постоянным, так что можно запи- 
сать: 

 
0/ =∂∂ sw   . 

 
Пользуясь аналогией, записываем для задач учении, что и о кр

0/ =∂Φ∂ s  для линии ( ) const, =Φ yx . С учетом значения произ-
водной будем s∂Φ∂ /  иметь: 

 

( ) 0         0  1
=τ⇒=τ+τ

∂Φ
μτ∂

=+
Φ∂

=
∂
Φ∂

zx mldydx   . 
∂ znzydsydsxs

 
Полученное соотношение показывает, что полное (результи-

рующее) касательное напряжен авлено по касательной к ли-ие напр
ни . Отсюда следу что линии равного прогиба в ( ) const, =Φ yxи ет,  
задаче о мембране определяют линии (траектории) результирую-
щих касательных напряжений. 

Если провести аналогичные преобразования для производной 
n∂Φ∂ / , то получим:  

 

( )mlm
y

l
xn zxzy τ−τ

μτ
−=

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂  1    . 

 
Сравним два полученных соотношения: 

 

( ) 0  1
=τ+

∂
τ

μτ
=

Φ∂ mzxl
s zy   , 
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( ) 0 1
≠τ−τ

μτ
=

∂
Φ∂ lm
n zyzx   . 

 
Рассматривая эти соотношения как два уравнения относительно 
касательных напряжений, можем получить, что 
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m
nzx ∂
Φ∂

μτ=τ    ,     l
nzy ∂
Φ∂

μτ−=τ   . 

 
Определяя результирующее касательное напряжение, получим: 

 

n∂
T Φ∂

μτ=    , 

 
а  с  учетом  мембранной  ан ем  записать, что алогии  мож

 

n
w

m
T

∂
∂
⋅

μτ
=    . 

 
Из полученного соотношения для результирующего касательно-

го напряжения следует, что его величина определяется уклоном 
мембраны по нормали к горизонтали. Рассмотрение изогнутой по-
верхности мембраны показывает, что й уклон имеет ме-наибольши
сто на контуре. Отсюда можно заключить, что наибольшее значе-
ни касательных напряжений будет в точках контура поперечного е 
сечения стержня, что было уже доказано ранее. 

  
Мембр  аналогия Праанная ндтля для многосвязных профилей 

 
Решение задачи кручения для стержня с многосвязным пе- по

речным  сечением  определяется  уравнением  Пуассона 
 

22 −=Φ∇   , 



граничными условиями 
 

kC=Φ   на контуре kL ( mk ...,2,1= )   , 
 

и у внра ениями для определения постоянных С : k
 

k
L kk

sd
n

Ω−=
∂
Φ∂

∫ 2   . 

 
Рассмотрим постановку соответствующей задачи о мембране. 

Граничные условия в этой задаче будут иметь вид 
 

kCmw =   на контуре )  .  kL ( mk ...,2,1=
 

1+m , Отметим, что число постоянных равноkС   но одной из 
них  именно, а  ( 1+m )-й, мы уже яли ее равной распорядились: прин
нулю, что соответствует условию закрепления внешнего контура. 
Для остальных контуров в соответствии с выписанными гранич-
ными условия , что точки  получить по-ми имеем контура должны 
ступательные ия. Величин этих , очевид-перемещен ы перемещений
но, будут оп  велич о  ределяться иной п . стоянных kС

Перепишем условия для определения постоянных в задаче kС  
кручения в соответствующие условия в задаче о мембране (относи-
тельно функции прогибов Будем иметь: w ). 

 

k
L k

msd
n
w

k

Ω=
∂
∂

− ∫ 2  

 
или  учетом значения параметра , с 00 /2 Tpm = , 

 

k
L k

psdT
n
w

k

Ω=
∂
∂

− ∫ 00    . 
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В полученном соотношении величина 
kn

wT
∂
∂

0  − сила, отнесен-

ная к единице длины контура kL , перпендикулярная к плоскости 
контура и действующая на него со стороны мембраны. Соответст-

венно, интеграл ∫ ∂
∂

kL k
ds

n
wT0  представляет суммарную нагрузку на 

эт -о контур со стороны мембраны. Равенство этой нагрузки нат 
гр -у ке kp Ω0  определяет равновесие невесомого диска, ограниченз
ного контуром kL . Таким образом, задача о мембране, соответст-
вующая задаче кручения стержня с многосвязным поперечным се-
чением может быть поставлена следующим образом (рис. 9.4): 

 
- контур м раны должен быть иден-емб

тичен (или подобен) внешнему контуру 
поперечного сечения стержня; 

- внут  доренние контуры лжны быть 
имитированы абсолютно жесткими пло-
скими невесомыми дисками (вырезанны-
ми по форме внутренних контуров и при-
крепленными к мембране так,  чтобы сво-
бодная от дисков верхность имела вид  по 

Рис. 9.4 исследуемого многосвязного профиля);  
 
- диски должны иметь свободу перемещения только в направле-

нии, перпендикулярном к их плоскостям. 
В таком случае прогиб мембраны будет пропорционален 

фу кции кручения (в соответствующей точке), а линии равного н
прогиба будут идент д ны) траекториям результи-ичны (или по об
ру  касательных напряжений.  ющих

Эксперимент такого рода (с многосвязным илем) осуще-проф
ствить не так пр , если ставить  целью  получение  достаточно осто
точных в количественном отношении результатов. Однако анало-
гия Прандтля придает вопросу кручения большую наглядность, что 
зачастую существенно облегчает решение задачи.  
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Задачи 
 

9.8. 
 

Кручение односвязных тонкостенных профилей, составлен-
ных из прямоугольных полос 

 
Речь идет не только о стержнях, сваренных из прямоугольных полос, но и о 

прокатных профилях (швеллеры, двутавры и т.п.), которые имеют переменные 
толщины стенок и полок, но в первом приближении их можно рассматривать как 
стержни, составленные из прямоугольных полос, усредняя при расчете упомяну-
тые толщины. 

Рассмотрим задачу о кручении стержня с поперечным сечением в форме дву-
тавра, используя представления мембранной аналогии Прандтля.  

Наряду с мембраной  
(рис. 9.5, а), натянутой на 
контур, идентичный конту-
ру скручиваемого стержня, 
рассмотрим мембраны , 

 и  (рис. 9.5, б), кон-
туры которых идентичны 
контурам прямоугольни-
ков, образующих в сово-
купности двутавр. 

I

II
III IV

а) б)
Рис. 9.5

Очевидно, что при равных давлениях на все четыре мембраны и при их равных 
натяжениях, прогибы точек мембран ,  и  будут достаточно близки к про-
гибам соответствующих точек мембраны за исключением двух небольших об-
ластей, примыкающих к точкам перехода полок в стенки.  

II III
I

IV

На этом основании можно утверждать, что объем, заключенный между изо-
гнутой поверхностью мембраны  и плоскостью ее опорного контура, приблизи-
тельно равен сумме аналогичных объемов для мембран ,  и . Следова-
тельно, жесткость при кручении стержня с поперечным сечением в форме двутав-
ра можно определить как сумму жесткостей при кручении его полок и стенки, 
рассматриваемых как прямоугольные полосы: 

I
II III IV

 

( )∑
=

μ=++=
3

1

3
IVIIIIII 3/

i
iihlDDDD   . 

 
Легко показать, что стержни рассматриваемого типа невыгодны при кручении, 

поскольку их жесткость значительно уступает, например, жесткости стержня с 
круговым поперечным сечением той же площади. Однако если решить задачу о 
кручении стержня тонкостенного открытого профиля, предположив, что деплана-
ция на торцах запрещена, то жесткость при кручении получится гораздо боль-
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шей, чем результат, следующий из формулы типа .  ( )∑
=

μ=
3

1

33/
i

iihlD

Такой вид кручения носит название «стесненного» кручения в отличие от рас-
смотренного ранее «чистого» кручения, когда торцы деформируются так же, как и 
все остальные поперечные сечения.  

Отметим, что на практике условия закрепления торцов скручиваемых стерж-
ней всегда (в большей или меньшей мере) «запрещают» депланацию. Для нетон-
костенных стержней с односвязным сечением различие в решениях «стесненного» 
и «чистого» кручения практически отсутствует, а для стержней тонкостенного 
открытого профиля это различие существенно. Теория «стесненного» кручения 
стержней детально разработана В.З. Власовым. 

 
 

9.9. 
 

 
Кручение тонкостенных стержней двухсвязного профиля 

(кручение тонкостенных труб)  
 

Рассмотрим поставленную задачу, используя представления мембранной ана-
логии Прандтля (рис. 9.6).    

Нетрудно видеть, что прогиб мембраны будет опре-
деляться в основном нагрузкой, передаваемой на нее со 
стороны диска. Что касается нагрузки, действующей на 
мембрану непосредственно, то ее влиянием можно пре-
небречь, поскольку площадь диска значительно превос-
ходит площадь поверхности мембраны. В этом случае 
изогнутую поверхность мембраны можно  рассматривать  
как  коническую, принимая тем самым линейную зави-
симость между прогибом и расстоянием между рассмат-
риваемой точкой и внешним контуром (расстояние от-
считывается по нормали к контуру).  

Соответственно, в задаче кручения можно утвер-
ждать, что функция напряжений Φ  является линейной 
функцией расстояния z , отсчитываемого по нормали к 
линии L  (рис. 9.7). Принимая, что на внешнем контуре 

( 20L /hz = ) функция напряжений равна нулю, а на 
внутреннем (1L 2z /h−= ) − постоянной , можем 

записать: 
1С

Рис. 9.6 

Рис. 9.7 
 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Φ zh

h
C

sz
2

, 1   . 

 
Значение постоянной  определим, используя соотношение, предназначенное 

именно для этой цели: 
1С
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( ) Ω==
∂
Φ∂

− ∫∫ 21 ds
sh

C
ds

z LL
     ⇒      ( )∫Ω=

L sh
dsC /21    , 

 
где  − площадь, ограниченная контуром Ω L .  Отметим, что в рамках погрешно-
сти излагаемого решения имеем, что 1Ω0 ≈Ω≈Ω . 

Для определения жесткости при кручении воспользуемся формулой, учиты-
вающей, что в рассматриваемой задаче имеем двухсвязный контур: 

 

∫∫ ΩΦμ+Ωμ= dCD 22 1     , 
 

где dsdzd =Ω  − элемент площади поперечного сечения скручиваемого стержня. 
Подставляя соотношение для функции напряжений Φ , после вычисления соот-
ветствующего интеграла получим: 
 

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+Ωμ= ∫

L
dsshCD

2
12 1     ⇒     Ωμ= 12 CD    ⇒      ( )∫Ωμ=

L sh
dsD /4 2     . 

 
Результирующее касательное напряжение определим, используя известную 

формулу: 
 

z
T

∂
Φ∂

μτ= ( ) ( )∫Ωτμ=
L sh

dssh/2     . 

 
Подставляя в полученное соотношение степень закручивания DM /=τ  и же-

сткость при кручении , окончательно для результирующего касательного на-
пряжения будем иметь: 

D

 
( )Ω= shMT 2/   . 

 
Полученный результат показывает, что результирующее касательное напряжение 
не меняется по толщине тонкостенной трубы при ее кручении. Отметим, что дан-
ное утверждение следует из введенной линейной зависимости функции напряже-
ний  от переменной Φ z .   
 

9.10.  
 
 

Решить задачу кручения тонкостенного стержня с коробча-
тым поперечным сечением a×a при постоянной толщине сече-
ния h. Найти степень закручивания и максимальное результи-
рующее напряжение. 

 
Для решения поставленной задачи воспользуемся соотношениями, получен-

ными при решении задачи  9.9. 
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Легко видеть, что при постоянной толщине поперечного сечения результи-
рующее касательное напряжение одинаково во всех его точках: 

 

( ) haMshMT 22/2/ =Ω=    . 
 

При определении степени закручивания учтем, что  
 

( )∫Ωμ=
L sh

dsD /4 2     ⇒     haD μ=    . 

 
Будем иметь: 

 
DM /=τ    ⇒        . haM μ=τ /

 

9.11. 
 
 
 
 
 
 

 
 
Кручение тонкостенного замкнутого 
профиля с многосвязным контуром 

 
Решение задачи о кручении тонкостенного замкнутого профиля с многосвяз-

ным контуром проведем на примере, показанном на рисунке. Однако прежде чем 
переходить непосредственно к решению, преобразуем формулы для результи-
рующего касательного напряжения T  и степени закручивания τ , определяющие 
задачу о кручении тонкостенной трубы.  

В частности, результирующее касательное напряжение, которое определено 
соотношением ( )Ω= shMT 2/ , перепишем в форме 

 
Ω′= TM 2    , (1) 

 
где  − поток касательных напряжений (усилие). Полученное уравнение 
является уравнением равновесия, из которого отыскивается неизвестная величина  

. 

( )shTT =′

T ′
Степень закручивания определяется известным соотношением DM /=τ , ко-

торое с учетом значений жесткости при кручении  и момента D M приводится к 
виду: 

 

( )
24 Ωμτ=∫

L sh
dsM   ⇒   Ω′T2 ( )

24 Ωμτ=∫
L sh

ds   ⇒  T ′ ( ) Ωμτ=∫ 2
L sh

ds   . 
 

(2) 
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Легко видеть, что уравнение (2) представляет циркуляцию потока касательных 
напряжений по контуру. Таким образом, уравнения (1) и (2) определяют решение 
задачи о кручении тонкостенного профиля с двухсвязным контуром (определяют 
неизвестные T ′  и τ ). 

 
 Обобщим полученный результат на случай тон-

костенного профиля с многосвязным контуром, пока-
занным на рис. 9.8. В сечении имеется пять внутрен-
них замкнутых контуров и, соответственно, пять 
неизвестных потоков касательных напряжений 

( ), действующих в стенках, образую-

щих контуры. Шестой неизвестной величиной будет 
степень закручивания 

iT ′ 5,...,2,1=i

τ .  
 

Рис. 9.8 
Для определения перечисленных шести неизвестных можем записать уравне-

ние равновесия (уравнение моментов внешних и внутренних сил) и пять уравне-
ний циркуляций потоков касательных напряжений по пяти внутренним контурам. 

Уравнение равновесия в рассматриваемой задаче принимает форму: 
 

∑
=

Ω′=
5

1
2

i
iiTM   . 

 
Уравнение циркуляции для первого контура  будет иметь вид: abcd

 

( ) ( ) 141211 2 Ωμτ=′−′+′−′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′

ad
ad

cd
cd

bc
bc

ab
ab

h
sTT

h
sTT

h
s

h
sT      , 

 
где  и т.д. – длина и толщина соответствующего участка контура (пред-
полагается, что в пределах рассматриваемого участка контура его толщина посто-
янна).  

abab hs ,

Отметим, что рассматриваемое сечение имеет ось симметрии, так что 31 TT ′=′   
и , и число неизвестных сокращается до четырех: для решения задачи дос-
таточно составить уравнения циркуляции для контуров  1,  2  и  4.  

54 TT ′=′

 
10. Кручение круглых валов переменного 

диаметра 
 

Предложенная к решению задача не входит в задачу Сен-
Венана, в которой рассматриваются тела цилиндрической или 
призматической формы. Однако поскольку задача о кручении 
круглых валов переменного диаметра представляет практический 
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интерес, метод ее решения рассмотрим отдельно. 
Поскольку здесь имеем дело с телом вращения, воспользуемся 

цилиндрическими координатами zr ,, θ , принимая, что ось  яв-
ляется осью вала. 

z

Выпишем все уравнения, определяющие упругое равновесие 
рассматриваемого тела: 

- дифференциальные уравнения равновесия (при отсутствии 
объемных сил) 

 
( ) 01

=
σ−σ

+
∂
τ∂

+
θ∂
τ∂

+
∂
σ∂ θθ

rzrr
rrzrr   , 

021
=

τ
+

∂

τ∂
+

θ∂
σ∂

+
∂
τ∂ θθθθ

rzrr
rzr   , 

01
=

τ
+

∂
σ∂

+
θ∂

τ∂
+

∂
τ∂ θ

rzrr
rzzzrz   , 

 
- уравнения Коши (  − перемещения в направлениях 

) 
wvu ,,

zr ,, θ
 

 
r
u

r ∂
∂

=ε    ,                   
r
vu

rr
v

r −
θ∂
∂

+
∂
∂

=γ θ
1    , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

θ∂
∂

=εϕ uv
r
1     ,         

z
vw

rz ∂
∂

+
θ∂

∂
=γθ

1    , 

z
w

z ∂
∂

=ε    ,                       
z
u

r
w

rz ∂
∂

+
∂
∂

=γ    ; 

 
-  уравнения физического закона 
 

rr εμ+λϑ=σ 2   ,      θθ μγ=τ rr   , 

θθ εμ+λϑ=σ 2   ,      zz θθ μγ=τ   , 

zz εμ+λϑ=σ 2   ,       rzrz μγ=τ   , 
 

где zr ε+ε+ε=ϑ θ . 
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Будем считать, что сечения, перпендикулярные к оси вала, ос-
таются плоскими и что перемещение точки любого поперечного 
сечения направлено вдоль касательной к окружности, проходящей 
через эту точку. Если учесть, что перемещение  не может зави-
сеть от переменной 

v
θ  из-за осевой симметрии задачи, принятые 

допущения позволяют записать следующие соотношения для пере-
мещений:  0== wu ,  ( )zrv ,v = .  

Отметим, что в задаче о кручении круглого вала постоянного 
диаметра перемещение в направлении касательной к окружности 
пропорционально расстоянию от оси вала r  ( vu , − перемещения в 

направлениях yx , ; yzu τ−= , xzv τ=   ⇒  rzvvu τ==+ 22 ), что 
соответствует представлению о прямых (неискривляющихся) ра-
диусах. В поставленной задаче вводится произвольная зависимость 
от радиуса r , что определяет искривление радиусов поперечных 
сечений в процессе деформирования. 

Введенное поле перемещений 0== wu , ( )zrvv ,=  позволяет 
определить поле деформаций: 

 
0=γ=ε=ε=ε θ zrzr   , 

r
v

r
v

r −
∂
∂

=γ θ    ,    
z
v

z ∂
∂

=γθ  

 
и поле напряжений: 

 
0=τ=σ=σ=σ θ zrzr   , 

0≠τ θr  ,  0≠τθz   . 
 
Поставленную задачу будем решать в напряжениях с примене-

нием функции напряжений.  
Рассмотрение дифференциальных уравнений равновесия пока-

зывает, что из трех уравнений остается только одно 
  

02
=

τ
+

∂

τ∂
+

∂
τ∂ θθθ

rzr
rzr    , 
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которое можно представить в виде: 
 

( ) ( ) 022 =τ
∂
∂

+τ
∂
∂

θθ zr r
z

r
r

   . 

 
Функция напряжений ( )zr ,ϕ=ϕ  вводится так, чтобы удовле-

творить дифференциальное уравнение равновесия: 
 

zr
r ∂

ϕ∂
−=τ θ 2

1     ,      
rr

z ∂
ϕ∂

=τθ 2
1     . 

 
Уравнение, определяющее функцию напряжений, должны полу-

чить из уравнений Бельтрами – Митчелла. Поскольку в рассматри-
ваемой задаче имеем достаточно простые поля деформаций и на-
пряжений, получим вначале условие совместности деформаций, 
исключая перемещение  из соотношений для деформаций  и  

. Будем иметь: 
v θγr

zθγ
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=−
∂
∂

=γ θ r
v

r
r

r
v

r
v

r  
 

⇒    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ

∂
∂ θ

rz
r 0=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ

∂
∂

− θ

rr
z   . 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=
∂
∂

=γθ r
v

z
r

z
v

z  

 
Переходя в условии совместности деформаций к напряжениям и 

подставляя затем их значения через функцию напряжений, прихо-
дим к уравнению, определяющему функцию напряжений: 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

−
∂
∂

zrz 3
1 01

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

−
rrr

    ⇒     03
2

2

2

2
=

∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

−
∂

ϕ∂

zrrr
    . 

 
Из граничных условий в напряжениях на боковой поверхности 

вала остается только одно уравнение: 
 

0=τ+τ θθ nl zr    . 
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Направляющие косинусы нормали к площадке, расположенной 
на боковой поверхности скручиваемого вала, определим следую-
щим образом (рис. 10.1): 

 

 
 

Рис. 10.1 
 

Непосредственно из рис. 10.1 для направляющих косинусов имеем: 
 

( ) dsdzl /coscos =α=α−=   , 

( ) ( ) dsdrn /sin90coscos −=α−=α+=β−=   . 
 

Соответственно, граничное условие на боковой поверхности вала 
(на его контуре или на образующей) для функции напряжений бу-
дет иметь вид: 

 

0=
∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

sd
zd

zsd
rd

r
     ⇒     0=

ϕ
sd

d     ⇒      const=ϕ    . 

 
Таким образом, решение задачи о кручении круглых валов пе-

ременного диаметра сводится к отысканию функции напряжений 
, удовлетворяющей дифференциальному уравнению   ϕ
 

03
2

2

2

2
=

∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

−
∂

ϕ∂

zrrr
 

 
и граничному условию const=ϕ  на контуре вала. 
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Значение крутящего момента в произвольном поперечном сече-
нии легко вычислить: 

 

( ) ([ ]zzadr
r

drrrM
a

a
a

z ,0,2222
0

0
0

ϕ−ϕπ=ϕπ=
∂
ϕ∂

π=π⋅⋅τ= ∫∫ θ )    . 

 
Для решения задач, с которыми приходится сталкиваться на 

практике, обычно применяют численные методы. 
 

Задача 
  

 
10.1. 

 
 
Решить задачу о кручении 
вала конической формы 

 
Напомним, что задача о кручении круглых валов переменного диаметра (тел 

вращения) сводится к отысканию функции напряжений ( )zr ,ϕ=ϕ , удовлетво-
ряющей дифференциальному уравнению   

 

03
2

2

2

2
=

∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

−
∂

ϕ∂

zrrr
 

 
и граничному условию const=ϕ  на контуре вала. 

Значение крутящего момента в произвольном поперечном сечении при най-
денной функции напряжений определяется соотношением 

 
( ) ( )[ ]zzaM ,0,2 ϕ−ϕπ=    . 

 
Уравнение контура вала конической формы имеет вид: 

 

β=+ cos/ 22 zrz    , 
 

причем отношение, фигурирующее в левой части уравнения, является величиной 
постоянной. Соответственно, если функцию напряжений ϕ  строить как функцию 
этого отношения, то граничное условие на контуре const=ϕ  будет удовлетворе-
но. 

Легко проверить, что функция 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+
=ϕ

3

2222 3
1

zr

z

zr

zС      , 

 
где  − постоянная, удовлетворяет дифференциальному уравнению, определяю-
щему  функцию напряжений 

С
ϕ . Постоянную  определим, считая, что значение 

крутящего момента в произвольном поперечном сечении задано. В этом случае 
будем иметь: 

С

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

+
π=

3
11

3
12

3

2222 za

z

za

zСM   ⇒  
)coscos32(2

3
3β+β−π

−=
MC  . 

 
Вычисление касательных напряжений приводит к следующим соотношениям: 

 

2/522

2

)( zr

rC
r

+
−=τ θ      ,     2/522 )( zr

zrC
z

+
−=τθ     , 

 
где постоянная С  определяется вышеприведенной формулой. 

 
11. Плоская задача теории упругости 

 
Под плоской задачей теории упругости понимают совокупность 

двух родственных в математическом отношении задач: 
- задачи о плоском деформированном состоянии (о плоской де-

формации); 
- задачи о плоском напряженном состоянии. 
 

11.1. Основные уравнения плоской деформации 
 

Будем считать, что тело находится в состоянии плоской дефор-
мации, параллельной плоскости xy , если компонента полного пе-
ремещения  равна нулю, а компоненты  являются функ-
циями переменных 

w vu  и 
yx  и : 

  
( )yxuu ,=   ,     ( )yxvv ,=   ,     0=w    . 
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 В этом случае деформации xε , yε  и xyγ  будут функциями пере-
менных yx   и  :  

 

x
u

x ∂
∂

=ε    ,    
y
v

y ∂
∂

=ε   ,    
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ   , 

 
а деформации , zε yzγ  и  − равны нулю. Соответственно, зави-

симости Коши будут представлены только тремя вышеприведен-
ными уравнениями. 

zxγ

При имеющих место деформациях, из шести уравнений совме-
стности деформаций Сен-Венана удовлетворяются тождественно 
пять. Оставшееся уравнение связывает деформации, отличные от 
нуля: 

 

yxxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
2

2

2

2

2
   . 

 
Запишем уравнения линейного физического закона. Отметим, 

что соотношение 0=ε z  позволяет исключить напряжение zσ  из 
этих уравнений и, соответственно, из числа определяемых неиз-
вестных. Действительно,  

 

( )[ ] ( )xyzxyzz E
σ+σν=σ⇒=σ+σν−σ=ε           01   . 

 
С учетом соотношения, полученного для напряжения zσ , урав-

нение, определяющее деформацию xε , принимает вид: 
 

( )[ ]   
1

1         1 2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

ν−
ν

−σ
ν−

=ε⇒σ+σν−σ=ε yxxzyxx EE
. 

 
Введем следующие обозначения: 
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( )21/ ν−=∗ EE   ,     ( )ν−ν=ν∗ 1/     ⇒     . GG =∗

 
В этом случае для деформации xε  имеем: 

 
( )   / ∗∗σν−σ=ε Eyxx . 

 
Преобразуя с учетом введенных обозначений соотношения для yε  
и xyγ , уравнения линейного физического закона получим в виде: 

 
( )   / ∗∗σν−σ=ε Eyxx , 

( )   / ∗∗σν−σ=ε Exyy , 
∗τ=γ Gxyxy /   , 

 

где величины ∗E  и   можно рассматривать как некоторые новые 
значения упругих постоянных. 

∗ν

Уравнения линейного физического закона в форме Ламе для 
плоской деформации имеют следующий вид: 

 
xx με+λϑ=σ 2   , 

yy με+λϑ=σ 2   , 

xyxy γμ=τ    . 
 

Поскольку напряжения xσ , yσ  и xyτ  являются функциями только 
переменных yx  и  , из трех дифференциальных уравнений равно-
весия остается только два: 

 

0=+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

X
yx
xyx    , 

0=+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

yx
yxy    , 
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причем в этих уравнениях требуется, чтобы составляющие X  и Y  
объемной силы были функциями переменных yx  и 

0
. Третье урав-

нение равновесия переходит в условие =Z : составляющая Z  
объемной силы должна быть равна нулю. 

Таким образом, получена полная система уравнений, опреде-
ляющая решение задачи о плоской деформации (плоском деформи-
рованном состоянии). Отметим, однако, что вопрос о возможности 
реализации плоской деформации, т.е. для какой формы тела и при 
каком его нагружении имеет место плоская деформация, пока оста-
ется открытым. 

Будем считать, что рассматриваем длинное тело цилиндриче-
ской или призматической формы с основаниями (торцами), пер-
пендикулярными к его оси, которую примем за ось .  z

Предположим, что на боковой поверхности тела действуют 
внешние поверхностные силы, равномерно распределенные по 
длине тела и перпендикулярные к его боковой поверхности, т.е. 

( )yxXX ,= , ( )yxYY ,= , 0=Z . Будем считать, что аналогичным 
условиям отвечают и объемные силы: ( )yxXX ,= , ( )yxYY ,= , 

. При таких предположениях относительно формы тела и его 
нагружении можно считать, что все поперечные сечения находятся 
в условиях плоского деформированного состояния.   

0=Z

Поскольку все определяемые величины, характеризующие пло-
скую деформацию, являются функциями переменных yx  и , гра-
ничные условия на боковой поверхности сводятся к соответствую-
щим условиям на контуре поперечного сечения: 

 
mlX xyx τ+σ=   , 

mlY yyx σ+τ=   . 

 
Граничные условия на торцах тела определяются наличием на-

пряжения . Принимая, что площадь торца мала по сравнению с 
общей поверхностью тела (используя принцип Сен-Венана), эти 
условия запишем в интегральной форме: 

zσ
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∫∫σ=
F

zz dFN   , 

∫∫σ=
F

zx dFyM    , 

∫∫σ=
F

zy dFxM    . 

 
Отметим, что наличие напряжения  и, соответственно, на-

грузки  на торцах определяется постановкой задачи 
о плоской деформации, поскольку именно наличие нагрузки на 
торцах обеспечивает условие 0

zσ

yxz MMN ,,

=ε z . Однако принимая во внима-
ние принцип независимости действия сил, задачу можно решать 
для данного тела при заданных нагрузках YX  и  на боковой по-
верхности и нулевых нагрузках на торцах − в этом случае говорят 
об обобщенной плоской деформации. Соответственно, решение 
задачи о плоской деформации получим добавлением известных 
решений задач о растяжении ( ) и чистом изгибе ( . zN yx MM , )

 
11.2. Основные уравнения плоского напряженного 

состояния 
 

В задаче о плоском напряженном состоянии будем рассматри-
вать упругое тело в форме тонкой пластины постоянной толщины 

, нагруженное по боковой поверхности силами, параллельными 
плоскости пластины и распределенными симметрично относитель-
но ее срединной плоскости, которую совместим с координатной 
плоскостью 

h

yx . Будем считать, что объемные силы отвечают ана-
логичным условиям. 

Торцы (основания) пластины 2/hz ±=  свободны от нагрузки.  
Граничные условия на торцах в поставленной задаче принимают 

вид: 
 

0=τ=τ=σ zyzxz    при   2/hz ±= . 
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Если пластину считать тонкой, то при рассматриваемом нагру-
жении с достаточной степенью точности можно принять напряже-
ния zyzxz ττσ   и    ,  равными нулю во всех точках пластины. Ос-

тальные компоненты тензора напряжений xσ , yσ  и xyτ  можно 
считать функциями только переменных yx  и , усреднив их по 
толщине пластины. Такое напряженное состояние пластины будем 
называть плоским напряженным состоянием. Очевидно, что при 
нагрузке на боковой поверхности, не меняющейся по толщине, 
процедуру усреднения напряжений можно опустить.  

Отметим, что при плоском напряженном состоянии имеем 
, а 0  (в отличие от плоской деформации, где 0=σ z ≠ε z 0=ε z , а 
). Наличие поперечной деформации 0≠σ z zε  влечет за собой ис-

кривление плоских оснований пластины, однако, поскольку задача 
симметрична, точки срединной плоскости после деформирования 
пластины остаются на месте. Данное обстоятельство позволяет ут-
верждать, что при малой толщине пластины перемещение  будет 
весьма мало и что изменения перемещений  по толщине бу-
дут незначительны Соответственно, можно считать, что перемеще-
ния  являются функциями только переменных 

w

y

v иu  

v  u и  x  и . 
Дифференциальные уравнения равновесия в задаче о плоском 

напряженном состоянии принимают вид: 
 

0=+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

X
yx
xyx    , 

0=+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

yx
yxy    . 

 
Граничные условия на боковой поверхности сводятся к соответ-

ствующим условиям на контуре поперечного сечения: 
 

mlX xyx τ+σ=   , 

mlY yyx σ+τ=   . 
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Отметим, что использование соотношения 0=σ z  в уравнениях 
линейного физического закона позволяет исключить деформацию 

 из этих уравнений и, соответственно, из числа определяемых 
неизвестных. Действительно, можем получить, что 

zε

 

( )[ ] ( )yxzyxzz EE
σ+σ

ν
−=ε⇒σ+σν−σ=ε            1   . 

 
Для определения оставшихся деформаций xε , yε  и xyγ  ( =γ yz  

) имеем следующие три уравнения физического закона: 0=γ= zx
 

( )yxx E
σν−σ=ε

1   , 

( )xyy E
σν−σ=ε

1   , 

( )
xyxy E

τ
ν+

=γ
12    . 

 
Использование соотношения 0=σ z  в уравнениях линейного 

физического закона в форме Ламе позволяет получить деформацию 
 в следующей форме: zε
 

( ) ( )yxzzyxz ε+ε
μ+λ

λ
−=ε⇒=με+ε+ε+ελ=σ

2
        02 z   . 

 
Преобразованные уравнения физического закона будут иметь вид: 

 

xx με+ϑλ=σ ∗∗ 2    , 

yy με+ϑλ=σ ∗∗ 2    , 

xyxy γμ=τ     , 
 

где ; ϑ≠ε+ε=ϑ∗ yx ( )μ+λλμ=λ∗ 2/2  − некоторая новая упругая 
постоянная. 

 173



 

Зависимости Коши в рассматриваемой задаче будут представле-
ны тремя уравнениями: 

 

x
u

x ∂
∂

=ε   ,    
y
v

y ∂
∂

=ε   ,    
x
v

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ   . 

 
Рассмотрение условий совместности деформаций Сен-Венана 

приводит к уравнению, связывающему деформации, отличные от 
нуля, а именно: 

 

yxxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
2

2

2

2

2
 

 
и к дополнительным условиям относительно вида функции zε : 

 

0
2

2
=

∂

ε∂

x
z    ,      0

2

2
=

∂

ε∂

y
z    ,     0

2
=

∂∂
ε∂

yx
z     . 

 
Последние три соотношения определяют деформацию zε  как 

линейную функцию переменных yx   и , что входит в некоторое 
противоречие с полученными ранее соотношениями: 

( )yxz E
σ+σ

ν
−=ε ( )yε+xεμ+λ

λ
−=

2
. Тем не менее, учитывая 

малость деформации zε , будем считать эти требования выполнен-
ными. 

 
11.3. Сопоставление уравнений плоской деформации и 

плоского напряженного состояния 
 
Из сравнения уравнений, определяющих решения задач о пло-

ской деформации и плоском напряженном состоянии, следует, что 
в математическом плане эти уравнения идентичны. В дальнейшем 
будем говорить об уравнениях плоской задачи теории упругости и 
ее решении, при необходимости различая задачи о плоской дефор-
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мации и плоском напряженном состоянии по тем признакам, кото-
рые указывались при построении соответствующих уравнений. 

 
11.4. Решение плоской задачи в напряжениях 

 
Общая схема решения задачи теории упругости в напряжениях 

рассмотрена в разделе 5. Следуя этой схеме, построим соответст-
вующее решение плоской задачи. 

Для получения полной системы уравнений в напряжениях к 
дифференциальным уравнениям равновесия необходимо добавить 
условие совместности деформаций 

 

yxxy
xyyx
∂∂

γ∂
=

∂

ε∂
+

∂

ε∂
2

2

2

2

2
  , 

 
преобразованное с использованием уравнений физического закона 

 

( )yxx E
σν−σ=ε

1   , 

( )xyy E
σν−σ=ε

1   , 

( )
xyxy E

τ
ν+

=γ
12

  . 

 
После преобразований условие совместности деформаций будет 
иметь вид: 

 

( )
yxyxxy

xyyxyx
∂∂

τ∂
ν+=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂

σ∂
+

∂

σ∂
ν−

∂

σ∂
+

∂

σ∂ 2

2

2

2

2

2

2

2

2
12    . 

 
Полученное соотношение упростим, заменив в его правой части 

касательное напряжение xyτ  на нормальные напряжения xσ  и yσ . 
Для этой цели используем уравнения равновесия. Дифференцируя 
первое из них по переменной x , а второе – по переменной  и y
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складывая их, получим 
 

y
Y

x
X

yxyx
yxxy

∂
∂

−
∂
∂

−
∂

σ∂
−

∂

σ∂
−=

∂∂

τ∂
2

2

2

22
2   . 

 
После некоторых преобразований будем иметь: 

 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ν+−=σ+σ∇
y
Y

x
X

yx 12    , 

 

где 
2

2

2

2
2

yx ∂

∂
+

∂

∂
=∇  − оператор Лапласа. 

 
Таким образом, решение плоской задачи в напряжениях сведено 

к решению трех следующих уравнений: 
 

0=+
∂

τ∂
+

∂
σ∂

X
yx
xyx    , 

0=+
∂

σ∂
+

∂

τ∂
Y

yx
yxy    , 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

ν+−=σ+σ∇
y
Y

x
X

yx 12   . 

 
Полученное решение должно быть подчинено граничным усло-

виям. 
 

11.5. Решение плоской задачи в напряжениях с помощью 
функции напряжений (функции Эри) 

 
Систему трех уравнений в напряжениях, полученную для реше-

ния плоской задачи, легко свести к одному уравнению относитель-
но функции напряжений ( )yx,ϕ=ϕ , полагая, что объемные силы 
X  и Y  равны нулю. 
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Действительно, если ввести функцию напряжений соотноше-
ниями 

 

2

2

y
x

∂

ϕ∂
=σ    ,    

2

2

x
y

∂

ϕ∂
=σ    ,    

yxxy ∂∂
ϕ∂

−=τ
2

    , 

 
то дифференциальные уравнения равновесия удовлетворяются то-
ждественно, а третье уравнение при подстановке в него значений 
напряжений переходит в бигармоническое уравнение  

 

02
4

4

22

4

4

4
22 =

∂

ϕ∂
+

∂∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
=ϕ∇∇

yyxx
   . 

 
Соответственно, граничные условия в напряжениях на контуре 

поперечного сечения переходят в граничные условия для функции 
напряжений: 

 

Xm
yx

l
y

=
∂∂
ϕ∂

−
∂

ϕ∂ 2

2

2
   , 

Ym
x

l
yx

=
∂

ϕ∂
+

∂∂
ϕ∂

−
2

22
 . 

 
Таким образом, решение плоской задачи в напряжениях сведено 

к определению бигармонической функции ( )yx,ϕ=ϕ , удовлетво-
ряющей заданным граничным условиям на контуре поперечного 
сечения тела. 

Отметим, что в определяющие уравнения не входят упругие по-
стоянные материала. Данное обстоятельство позволило М. Леви в 
свое время сформулировать теорему: 
распределение напряжений в плоской задаче при заданном на-

гружении на контуре является одинаковым для всех изотропных 
материалов. 

Дж. Митчелл показал, что теорема справедлива всегда для попе-
речного сечения в форме односвязной области, а для сечения в 
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форме многосвязной области – только лишь в случае, когда глав-
ные векторы внешних сил, приложенных к каждому контуру, рав-
ны нулю. 

Теорема Леви − Митчелла является основой оптического метода 
исследования напряжений в элементах конструкций, поскольку 
позволяет изучать напряженное состояние на моделях из материа-
лов, оптически чувствительных к возникающим в них напряжени-
ям. 

 
11.5.1. Свойства функции напряжений 

 
Решение плоской задачи в напряжениях сведено к отысканию 

бигармонической функции ( )yx,ϕ=ϕ , удовлетворяющей задан-
ным граничным условиям на контуре поперечного сечения тела. 
Поскольку напряженное состояние определяется вторыми произ-
водными функции напряжений, очевидно, что функция 

( ) ( ) byaxyxyx c+++ϕ=ϕ ,,1
cba ,,

 при любых значениях постоянных 
 также будет функцией напряжений для данной задачи. 

Имеющимся произволом в вы-
боре постоянных  распоря-
димся для задания в некоторой точ-
ке , находящейся на 
контуре односвязного поперечного 
сечения тела (рис. 11.1), нулевых 
значений функции напряжений и ее 
первых производных:  

cba ,,

( 000 , yxA )

Рис. 11.1 
 

( ) 00 =ϕ   ,    0
0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂
x

  ,   0
0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂
y

  . 

 
Определим значения функции напряжений и ее первых произ-

водных в точке ( )111 , yxA , также расположенной на контуре попе-
речного сечения. При движении от точки  к точке  выбираем 
положительное направление обхода контура, при котором тело ос-
тается слева. 

0A 1A
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Поскольку рассматриваемые точки находятся на контуре попе-
речного сечения, для решения поставленного вопроса воспользу-
емся граничными условиями для функции напряжений: 

 

Xm
yx

l
y

=
∂∂
ϕ∂

−
∂

ϕ∂ 2

2

2
   , 

Ym
x

l
yx

=
∂

ϕ∂
+

∂∂
ϕ∂

−
2

22
 , 

 
которые с учетом значений направляющих косинусов ( sdydl /= , 

) перепишем в следующем виде: sdxdm /−=
 

X
ysd

dX
sd
xd

yxsd
yd

yy
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂                 . 

Y
xsd

dY
sd
xd

xxsd
yd

xy
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

⇒=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∂
∂

−                . 

 
Интегрируя полученные соотношения на интервале от 0=S  до 

, где 1SS = 101 AAS = , находим значения первых производных 
функции напряжений в точке : 1A

 

x

S
RsdX

y
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∫
1

01
  , 

y

S
RsdY

x
−=−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

∫
1

01
  , 

 
где  и   − проекции на оси xR yR yx  и  главного вектора внешней 
нагрузки, приложенной к участку контура . 10 AA

Запишем теперь производную функции напряжений ( )yx,ϕ  по 
переменной s . Будем иметь: 
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00
∫∫ +−=

ϕ
⇒

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=
ϕ SS

sdX
sd
ydsdY

sd
xd

sd
d

sd
yd

ysd
xd

xsd
d    . 

 
Для получения значения функции напряжений в точке  ин-

тегрируем выписанное соотношение по частям: 
1A

 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=ϕ ∫ ∫∫ sdsdX

sd
ydsdY

sd
xd

S SS1

0 00
1 −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+− ∫∫

1

000

SSS
sdXysdYx  

 

( ) =+−− ∫
1

0

S
sdXyYx ( ) ( )[ ] 1

0
11

1
MsdYxxXyy

S
=−−−∫   . 

 
В полученном соотношении 

подынтегральное выражение 
определяет момент внешней 
нагрузки, действующей на эле-
менте дуги контура  относи-
тельно точки  (рис. 11.2), 
причем момент, вращающий 
против часовой стрелки, счита-
ется положительным.  

sd

1A

Рис. 11.2 

Следовательно, значение функции напряжений в точке  контура  

равно моменту нагрузки, приложенной к участку контура , 
относительно точки . 

1A

10 AA

1A
Приведенные  рассуждения применимы и 

для определения значений функции напряже-
ний и ее первых производных в любой внут-
ренней точке B  (рис. 11.3). Однако в этом слу-
чае должны говорить  о  части  тела, располо-
женной  слева  от , и об упругих внутрен-
них силах, приложенных к линии . 

BA0

BA0
 

Рис. 11.3 
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Во многих случаях удобнее пользо-
ваться более общими формулами, оп-
ределяющими функцию напряжений и 
ее первые производные на контуре од-
носвязного поперечного сечения, в сис-
теме координат, связанной с направле-
ниями нормали и касательной в данной 

 
Рис. 11.4 

точке контура (рис. 11.4). В этом случае имеем: 
 

( ) 11 M=ϕ  ,    nR
s

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

1
 ,    sR

n
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
ϕ∂

1
  . 

 
Здесь  − проекции главного вектора внешней нагрузки, 
действующей на участке контура  на направления внешней 
нормали и касательной к контуру;  − момент этой же внешней 
нагрузки относительно точки  (знаки взяты для положительного 
обхода контура). 

sn RR ,
10 AA

1M
1A

Представленные зависимости, определяющие функцию напря-
жений и ее первые производные в произвольной точке контура од-
носвязного поперечного сечения, по смыслу являются граничными 
условиями для функции напряжений ( yx, )ϕ . Можно показать, что 
из трех условий независимыми являются только два, а именно: 

 и ( ) 11 M=ϕ ( ) sRn −=∂ϕ∂ 1/ . Действительно, здесь достаточно 

вспомнить, что соотношение ( )1 1M=ϕ  получено интегрировани-

ем производной s∂ϕ∂ / . Таким образом, решение плоской задачи с 
использованием граничных условий в полученной форме сводится 
к отысканию бигармонической функции ( )yx,ϕ  по значениям этой 
функции и ее производной по нормали к контуру поперечного се-
чения, заданным на контуре.  

Для односвязной области главный вектор и главный момент на-
грузки, приложенной к контуру, равны нулю. Следовательно, зна-
чения функции напряжений ϕ  и ее нормальной производной 

 после обхода контура возвращаются к исходным нулевым 
значениям – функция напряжений в этом случае однозначна.  

n∂ϕ∂ /
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Если же рассматриваемая область (поперечное сечение тела) 
многосвязная, то значения ϕ  и n∂ϕ∂ /  после обхода какого-либо 
из контуров будут совпадать с исходными (не обязательно нулевы-
ми, поскольку задание нулевых значений функции напряжений и ее 
первых производных возможно только на одном из контуров), 
только в том случае, если внешняя нагрузка на этом контуре стати-
чески эквивалентна нулю. В противном случае при обходе контура 

 и  получают приращения − функция напряжений для 
многосвязной области может быть многозначной. 
ϕ n∂ϕ∂ /

Отметим, что многозначность функции напряжений не означает 
многозначность напряжений – в принципе, любая гармоническая 
функция определяет действительное напряженное состояние, одна-
ко при этом перемещения в случае многосвязной области могут 
быть многозначными. 

 
11.6. Плоская задача в полярных координатах 

 
Во многих случаях решение плоской задачи строится проще, ес-

ли вместо прямоугольной системы координат применять подоб-
ранную соответствующим образом систему криволинейных коор-
динат. В частности, для тел, имеющих круговое очертание (круго-
вые диски и кольца, толстостенные трубы и т.п.) удобно использо-
вать цилиндрическую (полярную) систему координат. 

 
11.6.1. Уравнения плоской задачи в полярных координатах 

 
Координаты точки в поляр-

ной системе координат будем 
определять радиусом r  и углом 
ϑ  (рис. 11.5). Из компонентов 
тензора напряжений в уравне-
ния войдут rσ , ϑσ  и ϑτr .  
Деформированное состояние  
в   точке   будет  определяться 
деформациями  rε ,  ϑε ,    и ϑrγРис. 11.5 
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перемещениями  и . Все перечисленные  величины  являются 
функциями переменных 

u v
r  и ϑ . 

Выпишем уравнения, определяющие решение плоской задачи в 
полярных координатах: 

- дифференциальные уравнения равновесия 
 

01
=+

σ−σ
+

ϑ∂
τ∂

+
∂
σ∂ ϑϑ

r
rrr F

rrr
  , 

021
=+

τ
+

ϑ∂
σ∂

+
∂
τ∂

ϑ
ϑϑϑ F

rrr
rr   , 

 
где  и  − проекции объемной силы на направления rF ϑF r  и ϑ ; 

- зависимости Коши 
 

r
u

r ∂
∂

=ε   , 

ϑ∂
∂

+=εϑ
v

rr
u 1   , 

r
v

r
vu

rr −
∂
∂

+
ϑ∂
∂

=γ ϑ
1    ; 

 
- условие совместности деформаций 
 

ϑ∂
γ∂

+
ϑ∂∂

γ∂
=

∂
ε∂

−
ϑ∂

ε∂
+

∂
ε∂

+
∂

ε∂ ϑϑϑϑ rrrr

rrrrrrrrr 2

2

22

2

2

2 112    ; 

 
- уравнения линейного физического закона 
 

( ) Err /ϑσν−σ=ε   , 

( ) Er /σν−σ=ε ϑϑ   , 

Grr /ϑϑ τ=γ    ; 
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- граничные условия на боковой поверхности (на контуре попе-
речного сечения) 

 
mlF rrr ϑτ+σ=   , 

mlF r ϑϑϑ σ+τ=   , 
 

где rF  и ϑF  − проекции внешней поверхностной нагрузки на на-
правления r  и ϑ . 

В полярной системе координат так же, как и в прямоугольной, 
при отсутствии объемных сил решение плоской задачи в напряже-
ниях сводится к решению одного уравнения относительно функции 
напряжений. Получение «разрешающего» уравнения в полярной 
системе координат ведется в той же последовательности: 

- в уравнении совместности деформаций деформации заменяют-
ся на напряжения с использованием линейного физического закона; 

- вводится функция напряжений ( )ϑϕ ,r  так, чтобы удовлетво-
рить тождественно дифференциальные уравнения равновесия: 

 

2

2

2
11

ϑ∂

ϕ∂
+

∂
ϕ∂

=σ
rrrr    , 

2

2

r∂
ϕ∂

=σϑ    , 

ϑ∂∂
ϕ∂

−
ϑ∂
ϕ∂

=τ ϑ rrr
r

2

2
11    ; 

 
- напряжения, представленные через функцию напряжений, вво-

дятся в преобразованное уравнение совместности деформаций. 
Окончательным результатом будет бигармоническое уравнение 

относительно функции напряжений ( )ϑϕ ,r  
 

022 =ϕ∇∇   , 
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где 
2

2

22

2
2 11

ϑ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=∇

rrrr
 − оператор Лапласа в полярных ко-

ординатах. 
Решение бигармонического уравнения должно быть подчинено 

граничным условиям на контуре поперечного сечения тела. 
 

11.6.2. Общее решение осесимметричных задач 
 
В случае круговой (осевой) симметрии тела и приложенной на-

грузки параметры напряженно-деформированного состояния не 
будут зависеть от переменной ϑ . В этом случае плоская задача из 
двумерной переходит в более простую одномерную, которая опи-
сывается обыкновенным дифференциальным уравнением: 

 

011
2

2

2

2
22 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ϕ
+

ϕ
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=ϕ∇∇

rd
d

rrd
d

rd
d

rrd
d    . 

 
Раскрывая операторы Лапласа, будем иметь: 

 

0112
32

2

23

3

4

4
=

ϕ
+

ϕ
−

ϕ
+

ϕ
rd

d

rrd
d

rrd

d
rrd

d   . 

 
Некоторая сложность в решении полученного уравнения заклю-

чается в том, что его коэффициенты являются переменными вели-
чинами, однако введение новой переменной rt ln=  позволяет пе-
рейти к обыкновенному дифференциальному уравнению с посто-
янными коэффициентами. Будем иметь: 

 

044
2

2

3

3

4

4
=

ϕ
+

ϕ
−

ϕ

td
d

td

d

td
d   . 

 
Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид: 

 
0)2( 222 =−kk   . 
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Вычисляя корни характеристического уравнения, получим: 

 
2,0 4,32,1 == kk   , 

 
что позволяет записать общее решение дифференциального урав-
нения в следующей форме 

 
43

2
2

2
1 CtCeCetC tt +++=ϕ    . 

 
Переходя к исходной переменной r , получаем искомое общее 

решение осесимметричной плоской задачи: 
 

43
2

2
2

1 lnln CrCrCrrC +++=ϕ   . 
 
Этот же результат может быть получен непосредственным ин-

тегрированием исходного дифференциального уравнения. Дейст-
вительно, оператор Лапласа допускает его запись в форме 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

rd
dr

rd
d

rrd
d

rrd
d 11

2

2
  . 

 
Следовательно, само бигармоническое уравнение можно предста-
вить в виде 

 

011
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
rd

dr
rd

d
rrd

dr
rd

d
r

    . 

 
Последовательное интегрирование уравнения приводит к тому 

же виду функции напряжений. 
Постоянные интегрирования   должны быть 

найдены из граничных условий в каждой конкретной задаче. 
4321   ,  ,   , CCCC
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Задачи 
 

11.1. 
 
 
 
 
 
 

 
 
Нагружение толстостенного ци-

линдра равномерным внутренним и 
внешним давлением (задача Ламе)  

 
Рассматриваемая задача является осесимметричной, поэтому для ее решения 

можно использовать функцию напряжений в виде:  
 

43
2

2
2

1 lnln CrCrCrrC +++=ϕ    . 
 

Данной функции напряжений отвечает следующее поле напряжений: 
 

( ) 2
3

21 2ln211
r

CCrC
dr
d

rr +++=
ϕ

=σ    , 

2

2

dr
d ϕ

=σϑ ( ) 2
3

21 2ln23
r

CCrC −++=   , 

0=τ ϑr    . 
  
Отметим, что равенство нулю касательных напряжений предопределяется осе-

симметричностью задачи. 
Постоянные интегрирования должны быть определены из граничных условий 

для напряжений, которые в данной задаче принимают форму: 
 
- при  ar =      ,   ar p−=σ 0=τ ϑr   ; 
- при      br = br p−=σ   ,   0=τ ϑr   . 
 
Поскольку граничные условия для касательного напряжения ϑτr  удовлетво-

ряется тождественно при любых значениях постоянных, имеем всего два уравне-
ния для трех неизвестных. Сложившаяся ситуация показывает, что рассматривае-
мая задача описывается разрешающим уравнением (относительно функции на-
пряжений ) меньшего порядка, чем в общем случае. Напомним, что в общем 
случае при решении плоской задачи в полярных координатах для определения 
функции напряжений получили дифференциальное уравнение четвертого порядка. 

ϕ

Выпишем уравнения, определяющие решение осесимметричной задачи: 
- дифференциальное уравнение равновесия 
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0=
σ−σ

+
σ ϑ

rrd
d rr    ; 

 
- зависимости Коши 
 

rd
ud

r =ε   ,     
r
u

=εϑ   ; 

 
- уравнения линейного физического закона 
 

( )ϑσν−σ=ε rr E
1   , 

( )rE
σν−σ=ε ϑϑ

1   . 

 
Построение решения в напряжениях с применением функции напряжений 

проведем по стандартной схеме.  
Получим условие совместности деформаций, исключая перемещение  из за-

висимостей Коши. Будем иметь 
u

 

( ) 0=ε−εϑ rr
dr
d     ⇒     0=ε−ε+

ε
ϑ

ϑ
rdr

dr     . 

 
Подставляя в полученное уравнение значения деформаций в соответствии с 

линейным физическим законом, получим 
 

( )( ) 01 =σ−σν++
σ

ν−
σ

ϑ
ϑ

r
r

dr
dr

dr
dr    . 

 
Введение функции напряжений ϕ  в предложенном ранее виде 
 

rd
d

rr
ϕ

=σ
1    ,     

2

2

rd

d ϕ
=σϑ  

 
позволяет удовлетворить уравнение равновесия и из преобразованного условия 
совместности деформаций получить дифференциальное уравнение третьего по-
рядка 

 

011
22

2

3

3
=

ϕ
−

ϕ
+

ϕ
rd

d

rrd

d
rrd

d      ⇒       01
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
rd

dr
rd

d
rrd

d   . 

 
Последовательное интегрирование уравнения позволяет определить функцию 
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напряжений в виде 
 

32
2

1 ln4/ CrCrC ++=ϕ  
 

или, в старых обозначениях, 
 

43
2

2 ln CrCrC ++=ϕ   . 
 
Получили, что для рассматриваемой задачи постоянная  отсутствует, т.е. 

, и из двух граничных условий остается определить постоянные . 
1C

01 =C 32   и  CC

Отметим, что решение поставленной задачи в напряжениях с применением 
функции напряжений можно свести и к дифференциальному уравнению второго 
порядка. Действительно, дифференциальное уравнение равновесия можно перепи-
сать в виде 

 

( ) 0=σ−σ ϑrr
rd

d    , 

 
что позволяет ввести функцию напряжений в более простой форме: 

 

rr
ϕ

=σ    ,     
rd

dϕ
=σϑ    . 

 
Соответственно, для определения функции напряжений получаем дифферен-

циальное уравнение второго порядка: 
 

01
22

2
=

ϕ
−

ϕ
+

ϕ

rrd
d

rrd
d      ⇒       ( ) 01

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕr

rd
d

rrd
d    . 

 
Решение полученного уравнения приводит к несколько иной форме функции 

напряжений, но напряженное состояние, ей соответствующее, будет тем же са-
мым: 

 
 

r
ArA 21

2
+=ϕ  

 
   

⇒ 
2
21

2 r

AA
r +=σ  

 
 
⇒

2
3

22
r

CCr +=σ   , 

2
21

2 r

AA
−=σϑ  2

3
22

r

CC −=σϑ   . 

  
Определение двух постоянных из граничных условий приводит к 

следующему результату: 
32   и  CC
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22

22
22

ab

bpapC ba
−

−
=     ,     22

22
3

)(

ab

bappC ab
−

−
=      . 

 
Если длина цилиндра остается постоянной и деформация zε  равна нулю (ус-

ловие плоской деформации), то имеет место нормальное напряжение zσ  
 

( ) ν=σ+σν=σ ϑ 2rz const22

22
=

−

−

ab

bpap ba   , 

 
которое приводится к продольной силе 

 

∫σπ=
b

a
zz drrN 2 ( )222 bpap ba −πν=     . 

 
Если торцы цилиндра могут свободно смещаться, то в этом случае имеет место 

деформация . Величина деформации  будет определяться из условия 
, откуда следует: 

const=εz zε

0=σz
 

22

22

ab

bpap
E

ba
z

−

−ν
−=ε    . 

 
Если под давлением находится замкнутый цилиндрический сосуд (толстостен-

ная труба с днищами), то продольная сила, определяемая давлениями на днища, 
будет равна: 

 

zN ′ ( )22 bpap ba −π=      . 
 
Сравнение соотношений для  и zN zN ′  показывает, что задача о толстостен-

ной трубе с днищами будет задачей о плоской деформации, если материал трубы 
имеет коэффициент Пуассона 5,0=ν . 

В частном случае, когда давление  равно нулю, соотношения для напряже-
ний принимают вид: 

bp

 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=σ 2

2

22

2
1

r

b

ab

apa
r    ,      

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

−
=σϑ 2

2

22

2
1

r
b

ab

apa     . 

 190



 

Распределение напряжений 
по толщине цилиндра для это-
го случая показано на рис. 
11.6. Отметим, что напряже-
ние  по величине 
всегда больше внутреннего 
давления . Опасные точки 
расположены на внутренней 
поверхности  цилиндра. 

( )maxϑσ

ap

 
Рис. 11.6 

 
1.2. Соединения цилиндров с натягом (соединения цилиндров с 

использованием горячей посадки или запрессовки)  

 
Предположим, что после соединения с натягом двух цилиндров, изготовлен-

ных из разных материалов (  и 11 , νE 22 , νE ), радиусы внутреннего цилиндра 
оказываются равными  и  b , а наружного −  и  . Случай a b c 0=a  определяет 
горячую посадку (запрессовку) цилиндра на вал. Радиальное давление между ци-
линдрами будем считать равным p . 

Если разъединить цилиндры, то внутренний цилиндр будет стремиться расши-
риться, а наружный – сжаться. Очевидно, что для определения изменения радиу-
сов (для определения радиальных перемещений точек поверхностей цилиндров) 
необходимо иметь решение задачи о толстостенном цилиндре в перемещениях. 

Решение в напряжениях задачи о нагружении толстостенного цилиндра рав-
номерным внутренним  и внешним давлением  имеет вид: ap bp

 

2
3

22
r

CCr +=σ    ,      2
3

22
r

CC −=σϑ    , 

 
где 
 

22

22
22

ab

bpapC ba
−

−
=     ,     22

22
3

)(

ab

bappC ab
−

−
=    . 

 
 Для определения перемещения ( )ruu =  воспользуемся зависимостями Коши, 

переписав их с учетом уравнений линейного физического закона. Будем иметь: 
 

rd
ud ( )ϑσν−σ= rE

1    ⇒   ( ) ( )
C

r
CrCuE +

ν+
−ν−=

112 3
2   ; 

r
u ( )rE

σν−σ= ϑ
1      ⇒    ( ) ( )

r
C

rCuE
ν+

−ν−=
1

12 3
2     . 
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Из сравнения полученных соотношений следует 0=C , и для описания ради-
альных перемещений точек цилиндра имеем следующую функцию: 

 
( ) ( )

r
C

rCuE
ν+

−ν−=
1

12 3
2     . 

 
Теперь используем представленное соотношение для описания расширения 

внутреннего цилиндра. Принимая 0=ap ,  и ppb −= br = , найдем увеличение 
его внешнего радиуса. Будем иметь 

 

( ) ( )[ ]2
1

2
1221

1 111 ba
ab

pb
E

u ν−+ν+
−

⋅=     , 

 
где  относятся к материалу внутреннего цилиндра. 11 , νE

Заменив теперь в формулах для постоянных радиусы , , соответ-
ственно, на  b ,  и принимая в этих формулах 

32   и  CC
ppa

a b
c −= , 0=bp  и cr = , найдем 

радиальное перемещение точек внутренней поверхности наружного цилиндра: 
 

( ) ( )[ ]2
2

2
2222

2 111 bc
bc

pb
E

u ν−+ν+
−

⋅−=      , 

 
где  относятся к материалу наружного цилиндра. 22 , νE

Полученные соотношения для  и  позволяют определить величину диа-
метрального натяга 

1u 2u
δ , при котором радиальное давление между цилиндрами рав-

но . В частности, если оба цилиндра выполнены из одного и того же материала, 
будем иметь: 

p

 

E
p

bcab

acbuu ⋅
−−

−
=−=

δ

)()(

)(2
2 2222

223
21     . 

 
В случае цилиндра, посаженного на сплошной вал, принимаем 0=a , и полу-

ченная формула преобразуется к виду 
 

E
p

bc
bc

⋅
−

=δ
)(

4
22

2
   . 

 
Отметим, что приведенный расчет справедлив в рамках линейной теории уп-

ругости. 
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11.3.  Напряжения во вращающихся дисках 
 
Будем считать, что напряженное состояние диска при его равномерном враще-

нии полностью определяется центробежными силами. В этом случае задача стано-
вится осесимметричной: касательное напряжение ϑτr  равно нулю, а нормальные 
напряжения  и  rσ ϑσ  не зависят от переменной . ϑ

Центробежная сила является объемной силой. Соответственно, дифференци-
альное уравнение равновесия принимает вид: 

 

02 =ωρ+
σ−σ

+
σ ϑ r

rrd
d rr      ⇒      ( ) 02 =ωρ+σ−σ ϑ rr

rd
d

r    , 

 

где  − центробежная сила; r2ωρ ρ  − плотность материала диска: ω  − его угло-
вая скорость вращения. Введение функции напряжений ϕ  в виде 

 

rr
ϕ

=σ    ,     22r
rd

d
ρω+

ϕ
=σϑ  

 
позволяет удовлетворить уравнение равновесия. 

Исключая перемещение  из зависимостей Коши, будем иметь условие со-
вместности деформаций в уже известном виде: 

u

 

( ) 0=ε−εϑ rr
dr
d     ⇒     0=ε−ε+

ε
ϑ

ϑ
rdr

dr     . 

 
Преобразование полученного уравнения с учетом соотношений линейного фи-

зического закона и формул, вводящих функцию напряжений, позволяет получить 
разрешающее уравнение для функции напряжений  ϕ : 

 

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕr

rd
d

rrd
d 1 ( ) r23 ωρν+−    . 

 
Прямое интегрирование этого уравнения приводит к следующему результату: 
 

 

r
ArA 21

2
+=ϕ ( )

8
3

3
2 r

ωρν+−  

 
   
⇒ 

2
21

2 r

AA
r +=σ 22

8
3 rωρ

ν+
−   , 

2
21

2 r

AA
−=σϑ

22
8
31 rωρ
ν+

−   . 

 
Постоянные интегрирования определим из граничных условий отдельно для 

сплошного диска и диска с круговым отверстием. 
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Сплошной диск. Поскольку напряжения в центре диска должны быть конеч-
ными, следует принять 02 =A

r
. Вторая постоянная  находится из граничного 

условия на внешнем радиусе 
1A

b= : 
 

0=σ =brr     ⇒     1A 22
4

3 bωρ
ν+

=     . 

 
С учетом значений постоянных  и  соотношения для напряжений при-

нимают вид: 
1A 2A

 

=σr ( )222
8

3 rb −ωρ
ν+      ,     =σϑ ( ) ( )[ ]22

2
313

8
rb ν+−ν+

ωρ     . 

 
Оба напряжения имеют равные наибольшие значения в центре диска: 

 

( )max0 rrr σ=σ = ( )max0 ϑ=ϑ σ=σ= r
22

8
3 bωρ

ν+
=   . 

 
Диск с круговым отверстием. Поскольку оба контура ( ar =  и br = ) свободны 

от внешних сил, граничные условия имеют вид: 
 

0=σ =arr      ,      0=σ =brr     , 

 
откуда следует 
 

=
2
1A ( )222

8
3 ba +ωρ

ν+    ,      =2A 222
8

3 baωρ
ν+

−    . 

 
Окружное напряжение ϑσ  имеет наибольшее значение на внутреннем конту-

ре, где оно равно: 
 

( ) =σ=σ ϑ=ϑ maxar ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

ν+
ν−

+ωρ
ν+

2

2
22

3
11

4
3

b
ab    . 

 
Если круговое отверстие в диске мало, так что величиной  

можно пренебречь по сравнению с единицей, то 
( ) ( ) 22 3/1 ba ν+ν−

( )maxϑσ  для диска с отверстием 
будет в два раза больше, чем для сплошного диска: малое отверстие является кон-
центратором напряжений. 

Радиальное напряжение достигает наибольшего значения в точках abr = . 
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  11.4. Напряжения во вращающихся цилиндрах (валах) 
 
Задача о напряжениях во вращающихся цилиндрах (валах) является задачей о 

плоском деформированном состоянии. Соответственно, если для вращающегося 
сплошного диска соотношения для напряжений имеют вид: 

 

=σr ( )222
8

3 rb −ωρ
ν+      ,     =σϑ ( ) ( )[ ]22

2
313

8
rb ν+−ν+

ωρ     , 

 
то для получения таких же соотношений в задаче о вращающемся сплошном вале 
необходимо вместо действительной упругой постоянной ν  ввести фиктивную 

упругую постоянную  . Будем иметь: ( ν−ν=ν∗ 1/ )
 

=σr ( )222
8

3 rb −ωρ
ν+ ∗

    ⇒     =σr ( )222
1

23
8
1 rb −ωρ

ν−
ν−

⋅     ; 

=σϑ ( ) ( )[ ]22
2

313
8

rb ∗∗ ν+−ν+
ωρ  ⇒ =σϑ ( ) ( )[ ]22

2
2123

18
1 rb ν+−ν−

ν−
ωρ

⋅  . 

 
Напомним, что в задаче о плоской деформации напряжение ( )ϑσ+σν=σ rz

z

 
отлично от нуля. В задаче о вращающемся сплошном вале для σ  получим: 

 

( ) ( )[ ]22
2

223
14

rbz −ν−
ν−

ωρν
=σ     . 

 

11.5. 
 
 
Изгиб консоли силой P, 

приложенной на конце 

 
Построим решение с использованием свойств функции напряжений ( )yx ,ϕ .  
Будем считать, что для точки ( )2/0 hyA −=  функция напряжений и ее произ-

водная по переменной  равны нулю, т.е. y
 

( )2/0 hyA −=  :    0=ϕ    ,    0/ =∂ϕ∂ y   . 

 
Тогда для точки ( )2/hyA = , учитывая, что направление обхода контура балки 
отрицательное, будем иметь: 

 195



 

( )2/hyA =  :   xP−=ϕ    ,    0/ =∂ϕ∂ y   . 
 
При таких значениях функции напряжений и ее производной по переменной 

 на контуре естественно пытаться разыскивать саму функцию в виде  y
 

( ) ( ) xyfyx =ϕ ,   . 
 
Подставляя функцию напряжений в бигармоническое уравнение, получим 

обыкновенное дифференциальное уравнение для функции ( )yf , решение которо-
го приводит к следующему результату: 

 

04

4
=

yd

fdx      ⇒        . ( ) 43
2

2
3

1 ayayayayf +++=

 
Постоянные интегрирование должны быть определены из граничных условий, 

которые для функции ( )yf  перепишутся в форме: 
 

2/hy =  :      Pf −=   ,     0/ =dyfd     ; 

2/hy −=  :     0=f     ,     0/ =dyfd     . 
 
Подставляя значения функции ( )yf  и ее производной в представленные соот-

ношения, для определения постоянных получаем следующие уравнения: 
 

Pahahaha −=+++ 43
2

2
3

1 248
   , 

0
248 43

2
2

3
1 =+−+− ahahaha      , 

0
2

2
4

3 32
2

1 =++ ahaha     , 

0
2

2
4

3 32
2

1 =+− ahaha     . 

 

Из третьего и четвертого уравнений следует, что , а 02 =a
4

3 2
13

haa −= . Первые 

два уравнения дают  и , что позволяет получить 

. 

2/4 Pa −= 3/ h1 2Pa −=

hPa 2/33 =

С учетом найденных значений постоянных функция напряжений принимает 
вид:  

 196



 

x
h

y
h
yP

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−−=ϕ 3

3431
2

     . 

 

11.6. 
 
 
 
Клин, нагруженный со-

средоточенной силой P, 
приложенной к его вершине 

 
Построим решение в полярной системе координат с использованием свойств 

функции напряжений ( )θϕ ,r . 
Будем считать, что для точки ( )α=θ0A  верхней грани клина функция напря-

жений и ее производная по нормали равны нулю, т.е. 
 

( )α=θ0A :    0=ϕ   ,     011
=

θ∂
ϕ∂

=
θ∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=
∂
ϕ∂

r
m

r
l

rn
  . 

 
Здесь учтено, что направляющие косинусы для нормали к верхней грани клина 
имеют значения  1  , 0 == ml . 

Соответственно, для точки ( )α−=θ1A  будем иметь: 
 

( )α−=θ1A :     ( )γ+α−=ϕ sinrP   ,    ( )γ+α−=
θ∂
ϕ∂

− cos1 P
r

   . 

 
Здесь учтено, что направляющие косинусы для нормали к нижней грани клина 
имеют значения  1  , 0 −== ml . 

При таких значениях функции напряжений и ее производной по нормали на 
контуре естественно пытаться разыскивать саму функцию в виде  

 
( ) ( )θ=θϕ frr ,   . 

 
Подставляя функцию напряжений в бигармоническое уравнение, получим 

обыкновенное дифференциальное уравнение для функции ( )θf :  
 

02 2

2

4

4
=+

θ
+

θ
f

d
fd

d
fd   . 
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0Решение соответствующего характеристического уравнения  дает 
кратные корни 

)1( 22 =+k
ik =2,1 , ik −=4,3 , что позволяет записать решение дифференци-

ального уравнения для функции ( )θf  в форме: 
 

( ) θθ+θθ+θ+θ=θ sincossincos 4321 CCCCf     . 
 
Постоянные интегрирования могут быть найдены непосредственно из гранич-

ных условий, выписанных для функции напряжений на гранях клина при α±=θ , 
однако возможен и другой путь: определить напряжения по найденной функции 
напряжений и найти постоянные, удовлетворяя граничные условия в напряжени-
ях.  

Рассмотрим второй вариант. Напряженное состояние в данной задаче опреде-
ляется только двумя постоянными: 

 

θ+θ−=σ cos2sin2 43
r
C

r
C

r   
    ⇒  

 
( ) rBAr /cossin θ+θ=σ   , 

0=τ=σ θθ r  0=τ=σ θθ r    . 
 
Граничные условия в напряжениях на гранях клина при α±=θ  принимают 

вид 
 

0=τ=σ θθ r      при     α±=θ  
 
и удовлетворяются тождественно при любых значениях постоянных A  и B . Од-
нако в рассматриваемой задаче имеют место еще два интегральных граничных 
условия в вершине клина, позволяющих трактовать приложенную систему рас-
пределенных нагрузок как сосредоточенную силу. Эти условия представляют со-
бой условия равновесия части клина, отсеченной дугой радиуса r :  
 

γ−=θθσ∫
α

α−
coscos Pdrr     , 

γ−=θθσ∫
α

α−
sinsin Pdrr    . 

  
Определение постоянных A  и  из интегральных граничных условий в вер-

шине клина приводит к следующим результатам: 
B

 

α−α
γ

−=
2sin2

sinPA     ,       
α+α
γ

−=
2sin2

cos2PB   . 



 

Отметим, что в соответствии с принципом Сен-Венана построенное решение 
пригодно, начиная с некоторых значений радиуса r  (при 0  напряжение 

). 
→r

∞→σr
 

11.7. 
 
 
Задача о нагружении 

упругой полуплоскости 
сосредоточенной силой Р 
(задача Фламана) 

 
Поставленная задача является частным случаем задачи о клине, нагруженном 

сосредоточенной силой, приложенной к его вершине. Действительно, если в зада-
че о клине принять 2/π=α  и  0=γ , то получаем задачу Фламана, решение кото-
рой будет иметь вид: 

 

r
P

r π
θ

−=σ
cos2    ,    0=τ=σ θθ r   . 

 
Характерной особенностью напряженного состояния в рассматриваемой зада-

че является наличие окружностей равных напряжений: напряжение в любой точке 
окружности произвольного радиуса  есть величина постоянная. Действительно, 
для точки 

a
M имеем 

 

const2
cos

cos2cos2
=

π
−=

θ
θ

π
−=

θ
π

−=σ
a
P

a
P

OM
P

r    . 

 
При исследовании плоского напряженного состояния прозрачных моделей оп-

тическим методом задача Фламана часто используется для демонстрации локаль-
ного характера напряжений от действия сосредоточенной силы (значения напря-
жений быстро убывают по мере удаления от точки приложения силы) и подтвер-
ждения принципа Сен-Венана (действительное напряжение под силой неопреде-
ленно и граничное условие может быть выполнено только интегрально). 

 

11.8. Клин, нагруженный сосредоточенным моментом М, прило-
женным к его вершине 

 
Решение построим в полярной системе координат с использованием свойств 

функции напряжений ( )θϕ ,r  с обозначениями и по схеме, предложенными при 
рассмотрении задачи о клине, нагруженном сосредоточенной силой, приложенной 
к его вершине. 
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Запишем граничные условия на верхней и нижней гранях клина для функции 
напряжений и ее производной по нормали. Принимая, что момент M , приложен-
ный к вершине клина, направлен по часовой стрелке, будем иметь: 

 

α=θ :      0=ϕ         ,     01
=

θ∂
ϕ∂

=
∂
ϕ∂

rn
  . 

α−=θ :   M−=ϕ    ,      01
=

θ∂
ϕ∂

−=
∂
ϕ∂

rn
   . 

 
При таких значениях функции напряжений и ее производной по нормали на 

контуре естественно пытаться разыскивать саму функцию в виде ( )θϕ=ϕ .  
Подставляя функцию напряжений в бигармоническое уравнение, получим:  
 

0111
2

2

22

2

22

2
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

θ∂

ϕ∂
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

θ∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

rrrrr
      ⇒       04 2

2

4

4
=

θ

ϕ
+

θ

ϕ

d
d

d
d    . 

 

Решение соответствующего характеристического уравнения ( ) 0422 =+kk  да-
ет корни , 0 ik 232,1 =k = , ik 24 −= , что позволяет записать решение дифферен-

циального уравнения для функции напряжений в форме: 
 

( ) θ+θ+θ+=θϕ 2sin2cos 4321 CCCC     . 
 
Напряженное состояние в данной задаче определяется соотношениями: 
 

( )θ+θ−=σ 2sin2cos4
432 CC

r
r    , 

0=σθ    , 

=τ θr ( )θ+θ− 2cos22sin21
4322 CCC

r
   . 

 
Граничные условия в напряжениях на гранях клина принимают вид 
 

0=τ=σ θθ r      при     α±=θ  
 

и удовлетворяются при 03 =C  и α−= 2cos2 42 CC , что позволяет переписать 
соотношения для напряжений в виде: 

 

θ−=σ 2sin4
2
4

r

C
r             ⇒        θ−=σ 2sin2

2r
A

r    , 
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    =τ θr ( )α−θ 2cos2cos2
2
4

r

C
        ⇒       =τ θr ( )α−θ 2cos2cos2r

A
    . 

 
Однако в рассматриваемой задаче имеет место еще одно интегральное гранич-

ное условие в вершине клина (условие равновесия части клина, отсеченной дугой 
радиуса r ), позволяющее трактовать приложенную систему распределенных на-
грузок как сосредоточенный момент (принцип Сен-Венана). Применение этого 
условия для определения постоянной A  дает: 

  

( ) Mrdrr =θτ∫
α

α−
θ    ⇒     ⇒   ( )∫

α

α−
θα−θ dA 2cos2cos

αα−α
=

2cos22sin
MA     . 

 

11.9. 

 

 
Растяжение полосы 

с круговым отверстием 
(задача Кирша) 

 
При растяжении полосы, не имеющей отверстия, ее напряженное состояние 

можно записать в виде: 
 

Sx =σ0    ,      , 000 =τ=σ xyy
 
что соответствует следующей функции напряжений: 
 

2/20 yS=ϕ     . 
 
Поскольку в задаче предполагается наличие кругового отверстия, в дальней-

шем будем использовать полярную систему координат. Соответственно, в поляр-
ной системе координат напряженное состояние полосы без отверстия будет опре-
деляться соотношениями: 

 

2/sin220 θ=ϕ Sr      ⇒       ; ( ) 4/2cos120 θ−=ϕ rS

( ) 2/2cos10 θ+=σ Sr     , 

( ) 2/2cos10 θ−=σθ S    , 

θ−=τ θ 2sin)2/(0 Sr     . 
 
Если же в растянутой сплошной полосе сделать отверстие, то, очевидно, что 
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напряжения, вызванные наличием отверстия, будут иметь локальный характер, а 
на достаточно большом расстоянии от отверстия напряжения будут такими же, 
как и в сплошной полосе. Исходя из этих соображений, в поставленной задаче 
функцию напряжений будем разыскивать в форме: 

 
( ) ( ) θ+=ϕ 2cos21 rfrf     , 

 
выполняя следующие граничные условия: 

 
- при ar =    :       ; 0=τ=σ θrr

- при ∞→r  :        ,      ,      . 0
rr σ=σ 0

θθ σ=σ 0
θθ τ=τ rr

 
Для отыскания функций  ( )rf1  и  ( )rf2  подставим функцию напряжений ϕ  в 

бигармоническое уравнение. Поскольку полученное уравнение должно удовле-
творяться при любых значениях угла θ , оно распадается на два отдельных диф-
ференциальных уравнения относительно ( )rf1  и  ( )rf2 : 

 

011 1
2
1

2

2

2
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

dr
fd

rdr

fd
dr
d

rdr
d      , 

04141
2
22

2
2

2

22

2
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+

r

f
dr
fd

rdr

fd

rdr
d

rdr
d    . 

 
Первое из полученных уравнений уже рассматривалось при рассмотрении 

плоской осесимметричной задачи, и его общее решение имеет вид: 
 

( ) 43
2

2
2

11 lnln CrCrCrrCrf +++=    . 
 

Раскрывая второе уравнение, будем иметь: 
 

0992 2
32

2
2

23
2

3

4
2

4
=+−+

dr
df

rdr

fd

rdr

fd
rdr

fd     . 

 
C применением подстановки rt ln=  уравнение относительно функции ( )rf2  

приводится к обыкновенному дифференциальному уравнению с постоянными 
коэффициентами 

 

01644 2
2
2

2

3
2

3

4
2

4
=+−−

td
fd

td

fd

td

fd

td

fd    . 
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Рассмотрение соответствующего характеристического уравнения позволяет 
определить его корни ( 01 =k , 42 =k , 23 =k , 24 −=k ) и записать решение диф-
ференциального уравнения относительно функции ( )rf2  в форме: 

 

( ) 8
2

7
4

6
2

52 CeCeCeCtf ttt +++= −     ⇒     . ( ) 8
2

7
4

6
2

52 CrCrCrCrf +++= −

 
Таким образом, с учетом найденных функций ( )rf1  и ( )rf2  функция напря-

жений принимает вид: 
 

( ) 43
2

2
2

1 lnln, CrCrCrrCr +++=θϕ ( ) θ++++ − 2cos8
2

7
4

6
2

5 CrCrCrC  . 

 
Значения постоянных, входящих в решение, должны быть найдены из гранич-

ных условий в напряжениях. 
Выпишем соотношения, определяющие напряженное состояние в данной за-

даче. Будем иметь: 
 

rrr
r ∂

ϕ∂
+

θ∂

ϕ∂
=σ

11
2

2

2 ( ) 2
3

21 2ln21
r

CCrC +++= θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++− 2cos462 2

8
4
7

5
r

C

r

CC   , 

2

2

r∂
ϕ∂

=σϑ ( ) 2
3

21 2ln23
r

CCrC −++= θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++ 2cos6122 4

74
65

r

CrCC     , 

=τ θr θ∂
ϕ∂

+
θ∂∂
ϕ∂

− 2

2 11

rrr
θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+= 2sin2662 2

8
4
72

65
r

C

r

CrCC   . 

 
Поскольку напряжения должны быть конечными при ∞→r , необходимо по-

требовать, чтобы постоянные  и  были равны нулю (1C 6C 1C 06 ==C ). Для оп-
ределения остальных пяти постоянных имеем пять уравнений, следующих из гра-
ничных условий: 

 
 

( ) 0=σ ar  

 
( ) 0=τ θ ar  

 

( ) =∞σr
0
rσ  

( ) 0
θθ σ=∞σ  

( ) 0
θθ τ=∞τ rr  

 
⇒ 

 
⇒ 
 
⇒ 

 
⇒  
⇒ 

2
3

22
a

CC + 02cos462 2
8

4
7

5 =θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

a

C

a

CC    , 

02sin262 2
8

4
7

5 =θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

a

C

a

CC     , 

22C θ− 2cos2 5C ( ) 2/2cos1 θ+= S     , 

22C θ+ 2cos2 5C ( ) 2/2cos1 θ−= S     , 

θ2sin2 5C θ−= 2sin)2/(S    .  
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     Из последнего пятого уравнения следует . Третье и четвертое урав-
нения являются линейно зависимыми и позволяют определить только одну посто-
янную . Первое и второе уравнения должны удовлетворяться при любых 
значениях переменной 

4/5 SC −=

4/2 SC =
θ , и поэтому распадаются на три уравнения: 

 

02 2
3

2 =+
a

CC     , 

0462 2
8

4
7

5 =++
a

C

a

CC    , 

0262 2
8

4
7

5 =−−
a

C

a

CC    . 

 
Решением полученных уравнений будут следующие значения оставшихся по-

стоянных: 
 

2/2
3 SaC −=    ,         ,         . 2/2

8 SaC = 4/4
7 SaC −=

 
Подставляя значения найденных постоянных в соотношения для напряжений, 

будем иметь: 
 

=σr ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− 2

2
1

2 r
aS

θ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−++ 2cos431

2 2

2

4

4

r
a

r
aS     , 

=σθ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+ 2

2
1

2 r
aS

θ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+− 2cos31

2 4

4

r
aS     , 

=τ θr θ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−− 2sin231

2 2

2

4

4

r
a

r
aS    . 

 

Покажем распределение напряжений по контуру 
кругового отверстия (рис. 11.7). Напряжения в точках 
контура определяются соотношениями: 

 
( )θσθ ,a ( )θ−= 2cos21S   ,      0=τ=σ θrr   . 

 
Приведенная эпюра ( )θσθ ,a  показывает, что в 

точках  1  контура   отверстия   ( 0=θ )   имеют   место   Рис. 11.7 
 

напряжения  сжатия S−=σθ , а в точках 2 ( ) – напряжения растяжения 
. 

2/π=θ
S3=σθ
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Характер изменения напряже-
ния  по мере удаления от кон-
тура отверстия вдоль оси (от 
точки 2) проследим, построив 
эпюру по соотношению: 

θσ
y

 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

σθ 2
,r

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++ 4

4

2

2 32
2 r

a
r
aS  .  

Рис. 11.8 

Построенная эпюра ( )2/, πσθ r  показывает локальный характер влияния от-
верстия на распределение напряжений в полосе (рис.11.8). Действительно, с уве-
личением расстояния r  от точки  2  величина напряжения θσ  быстро уменьшает-
ся от значения , так что на расстоянии примерно пяти радиусов она практиче-
ски не отличается от . Отметим, что расстояние, равное пяти радиусам, можно 
рассматривать как бесконечно большое, поскольку в этом случае напряженное 
состояние полосы не будет отличаться от напряженного состояния плоскости. 

S3
S

Построение эпюры напряжений ( )0,rrσ  показывает, что в точке ar 5/6=   
имеет место сжимающее напряжение 24/Sr −=σ . 

Рассмотренная задача (задача Кирша) является характерным примером влия-
ния концентратора напряжений (в данном случае – малого кругового отверстия), 
наличие которого приводит к значительным локальным (местным) напряжениям, 
быстро затухающим по мере удаления от него. Обычно локальные напряжения 
характеризуют коэффициентом концентрации напряжений , представляющим 
собой отношение наибольшего местного напряжения к номинальному напряже-
нию, вычисленному в предположении, что концентратор отсутствует. В рассмат-
риваемом случае 3

k

/3 == SSk . Отметим, что наличие концентраторов напряже-
ний ведет не только к повышению напряжений вблизи них, но и к изменению ха-
рактера напряженного состояния элемента конструкции. 

Представленное выше решение задачи Кирша позволяет легко получить реше-
ние задачи о растяжении пластины с малым круговым отверстием в двух взаимно 
перпендикулярных направлениях.  

Построение решения покажем на примере напряжения rσ . При растяжении 
пластины усилиями  в направлении оси S x  для напряжения rσ  получили: 

 

=σr ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− 2

2
1

2 r
aS

θ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−++ 2cos431

2 2

2

4

4

r
a

r
aS    . 

 
При растяжении пластины усилиями  в направлении оси  напряжение S y rσ  

будет определяться этой же формулой, но с заменой угла θ  на угол ( )2/π+θ . 
Суммирование напряжений в соответствии с принципом суперпозиции приводит к 
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соотношению: 
 

=σr ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− 2

2
1

r
aS     , 

 
Так же легко можно построить решение задачи о растяжении пластины уси-

лиями  в направлении оси S x и сжатии усилиями  ( ) в направлении оси . S− y
 

11.10. Тонкий круговой диск при неравномерном распределении 
температуры.  

 
Рассмотрим частный случай, когда температура является функцией только ра-

диуса r , т.е. случай осесимметричного плоского напряженного состояния. 
Основные уравнения, определяющие поставленную задачу, имеют вид: 
- дифференциальное уравнение равновесия 
 

0=
σ−σ

+
σ ϑ

rrd
d rr    ; 

 
- зависимости Коши 
 

rd
ud

r =ε   ,     
r
u

=εϑ   ; 

 
- уравнения линейного физического закона 
 

( ) T
E rr α+σν−σ=ε ϑ
1   , 

( ) T
E r α+σν−σ=ε ϑϑ
1   . 

 
Представление дифференциального уравнения равновесия в форме 
 

( ) 0=σ−σ ϑrr
rd

d     

 
позволяет ввести функцию напряжений ϕ  в следующем виде: 

 

rr
ϕ

=σ    ,     
rd

dϕ
=σϑ    . 
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Условие совместности деформаций получим, исключая перемещение  из за-
висимостей Коши. Будем иметь: 

u

 

( ) 0=ε−εϑ rr
dr
d     ⇒     0=ε−ε+

ε
ϑ

ϑ
rdr

dr     . 

 
Преобразование полученного уравнения с учетом соотношений линейного фи-

зического закона и формул, вводящих функцию напряжений, позволяет получить 
для функции напряжений  ϕ  дифференциальное уравнение второго порядка:  

 

dr
TdE

rrd
d

rrd
d

α−=
ϕ

−
ϕ

+
ϕ

22

2 1      ⇒       ( )
dr
TdEr

rd
d

rrd
d

α−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ

1    . 

 
Последняя запись дифференциального уравнения, определяющего функцию 

напряжений, позволяет непосредственное интегрирование. Будем иметь:  
 

( )
r

CrCdrrrT
r
E r

a

21
2

++
α

−=ϕ ∫    . 

 
Для диска с центральным отверстием нижний предел интегрирования  соот-

ветствует значению внутреннего радиуса, для сплошного диска должны принять 
. 

a

0=a
По известным формулам определим напряжения. Получим: 
 

( ) 2
21

2 2 r

CCdrrrT
r

E
r

r

a
r ++

α
−=

ϕ
=σ ∫     , 

( ) 2
21

2 2
1

r

CCTdrrrT
r

E
dr
d r

a
−+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−α=

ϕ
=σ ∫θ   . 

 
Постоянные интегрирования определим отдельно для диска с отверстием и 

сплошного диска. 
Диск с отверстием. Граничные условия в данной задаче имеют вид: 
 

 
0=σ =arr  

 
 

    ⇒ 
0

2 2
21 =+

a

CC   , 

 
0=σ =brr  ( )∫

α
=+

b

a
drrrT

b
E

b

CC
22

21
2

   . 

 
Решение уравнений относительно постоянных  и  позволяет получить: 1C 2C
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( )∫
−

α
−=

b

a
drrrT

ab
EaC 22

2
2     ,       ( )∫

−

α
−=

b

a
drrrT

ab
EC

22
1

2
    . 

 
Подставим полученные значения постоянных в соотношения для напряжений. 

После некоторых преобразований будем иметь: 
 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−

−α
=σ ∫∫

r

a

b

a
r drrrTdrrrT

ab
ar

r
E

22

22

2    , 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+

−

+α
=σ ∫∫θ

2
22

22

2 rrTdrrrTdrrrT
ab
ar

r
E r

a

b

a
    . 

 
В частном случае const=T  получим ожидаемый результат: 0=σ=σ θr . 

Сплошной диск. Соотношения, определяющие напряжения в сплошном диске, 
легко получить, положив 0=a  в формулах для напряжений в диске с отверстием. 
В этом случае имеем: 

 

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−α=σ ∫∫

rb
r drrrT

r
drrrT

b
E

0
2

0
2

11    , 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+α=σ ∫∫θ rTdrrrT

r
drrrT

b
E

rb

0
2

0
2

11    . 

 
Этот же результат получим, если постоянные  и  будем определять не-

посредственно для сплошного диска, принимая = 0 (напряжения в центре дис-
ка должны быть конечными) и выполняя граничное условие 

1C

2

2C
C

0=σ =brr . 

Обратим внимание на необходимость дополнительного исследования соотно-
шений для напряжений, поскольку напряжения  и rσ θσ  сохраняют неопределен-
ность при 0  за счет второго слагаемого. Раскрывая эту неопределенность, 
будем иметь: 

→r

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
0

2
limlimlim1lim

02
0

02
0

00
20

T
r

rrT

r
dr
d

drrrT
dr
d

r

drrrT

drrrT
r r

r

r

r

r

r

r
==

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

==
→→→→

∫∫
∫   . 

 
Легко видеть, что упомянутая неопределенность – кажущаяся, поскольку тем-

пература в центре диска всегда конечна. 
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12. Осесимметричное нагружение оболочек 
вращения  

 
В теории упругости оболочкой называют тело, заключенное 

между двумя криволинейными поверхностями, расстояние между 
которыми, именуемое в дальнейшем толщиной оболочки , мало 
по сравнению с прочими его размерами. Вообще говоря, толщина 
оболочки может быть переменной величиной, однако среди реаль-
ных конструкций в подавляющем большинстве встречаются обо-
лочки, толщина которых постоянна. В дальнейшем будем рассмат-
ривать именно такие оболочки. 

h

Поверхность, делящую толщину оболочки пополам, называют 
срединной поверхностью. Геометрия оболочки будет полностью 
определена, если задана форма срединной поверхности и толщина 
оболочки.  

В зависимости от толщины оболочки делятся на тонкие и тол-
стые. К тонким оболочкам, которые и будем рассматривать в даль-
нейшем, обычно относят такие, у которых отношение толщины  и 
минимального радиуса кривизны 

h
R  определяется значением 

. Следует отметить, что это значение имеет условно-
ориентировочный характер. 

10/1/ ≤Rh

Наиболее важный случай оболочек – оболочки вращения, сре-
динная поверхность которых образуется от вращения плоской кри-
вой вокруг оси, лежащей в ее плоскости и не пересекающей эту 
кривую.  

Для оболочки вращения положе-
ние произвольной точки на средин-
ной поверхности определяется пере-
сечением меридиана и параллели 
(рис. 12.1). В качестве криволиней-
ных координат удобно выбрать углы 

 и . Угол ϑ ϕ ϑ  лежит в плоскости 
параллели и отсчитывается от неко-
торой заданной меридианной плоско-
сти. Угол  образуется направлением 
нормали к срединной  поверхности  и 

ϕ
Рис. 12.1 
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осью вращения. Положительная координата z  отсчитывается по 
внутренней нормали к срединной  поверхности  в  рассматриваемой 
точке. Соответственно, элемент срединной поверхности оболочки 
вращения вырезается двумя меридианными плоскостями, прохо-
дящими через ось вращения, и двумя коническими поверхностями, 
перпендикулярными к меридианным плоскостям. 

Прямоугольную систему координат обычно вводят следующим 
образом: ось x  направляют по касательной к параллельному кругу, 
ось y  − по касательной к меридиану, а ось z  оставляют нормаль-
ной к срединной поверхности.  

Меридианная плоскость  и коническая поверхность, перпенди-
кулярная к ней, определяют плоскости главных радиусов кривизны 

1r  и 2r  в некоторой точке срединной поверхности оболочки. Ради-
ус параллельного круга обозначим через 0r . Длины встречающих-
ся в точке M сторон выделенного элемента срединной поверхности 
будут равны ϕdr1  и ϑdr0  или ϑϕdr sin2 . 

   
12.1. Безмоментная теория осесимметрично 

нагруженных оболочек вращения 
 
При расчетах на прочность тонких оболочек используются раз-

личные теории. Самой простой из них является безмоментная тео-
рия оболочек. Безмоментная теория строится на основе допущения, 
что при расчете оболочки можно пренебречь изгибающими момен-
тами и перерезывающими силами, действующими в нормальных 
сечениях, и, соответственно, связанными с ними напряжениями, 
принимая во внимание только лишь напряжения растяжения, обу-
словленные деформацией срединной поверхности оболочки. При 
этом срединная поверхность подвергается равномерной деформа-
ции, а так как толщина оболочки мала, можно считать, что растяги-
вающие напряжения распределены по толщине равномерно. При 
таком упрощении задача об определении напряжений в оболочке 
становится статически определимой и легко решается.  

Условия применимости безмоментной теории для расчета тон-
ких оболочек формулируются в виде следующих критериев безмо-
ментности напряженного состояния: 



 

- края оболочки должны быть свободны от изгибающих момен-
тов и перерезывающих сил, а их повороты и нормальные прогибы 
не должны быть стеснены; 

- радиусы кривизны, граничный контур, толщина оболочки, 
компоненты поверхностной и краевой нагрузок должны быть плав-
ными функциями. 

При составлении уравнений равновесия элемента оболочки 
вращения примем во внимание, что в теории тонких пластин и обо-
лочек принято оперировать не напряжениями, а результирующими 
силами и моментами, отнесенными к единице длины сечения. 

 
Безмоментное напряженное со-

стояние в оболочке реализуется, 
если известны меридиональное 

, окружное  и сдвигающее 
 усилия (рис. 12.2). Поскольку в 

безмоментной теории полагается, 
что напряжения распределяются 
по толщине равномерно, связь 
между напряжениями и рассмат-
риваемыми усилиями определится 
соотношениями: 

1N
S

2N

 
Рис. 12.2

 
hN mσ=1   ,     hN tσ=2  ,      hS τ=   . 

 
Будем полагать, что произвольная внешняя нагрузка, отнесенная 

к единице площади срединной поверхности и имеющая состав-
ляющие  по координатным осям zyx qqq ,, xyz , непрерывно рас-
пределена по поверхности оболочки. 

Выполнение условий равновесия элемента оболочки вращения   
приводит  к  трем   дифференциальным уравнениям (два уравнения 
сил и уравнение моментов) относительно определяемых усилий 

,  и . Соответствие числа уравнений числу неизвестных 
указывает на то, что задача определения усилий в безмоментной 
оболочке является статически определимой. 

1N 2N S

Если нагрузка, приложенная к оболочке вращения осесиммет-
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рична (симметрична относительно оси вращения), то разрешающие 
уравнения безмоментной теории существенно упрощаются.  

Не останавливаясь на процедуре получения уравнений равнове-
сия элемента оболочки вращения и на их последующих математи-
ческих преобразованиях, приведем эти уравнения при осесиммет-
ричном нагружении оболочки в готовом виде. Будем иметь: 

 

zq
r
N

r
N

=+
2

2

1

1      ⇒    
h
p

rr
tm =

σ
+

σ

21
   (уравнение Лапласа), 

 

PNr =ϕπ sin2 10      ⇒      Phr m =ϕσπ sin2 0    . 
 

Здесь  − внутреннее давление, являющееся функцией коор-
динаты, отсчитываемой вдоль оси вращения; 

pq z =

P  − равнодействую-
щая всей внешней нагрузки, приложенной к части оболочки, опре-
деляемой углом ϕ . 

Широкое использование безмоментной теории оболочек объяс-
няется не только относительной простотой ее математического ап-
парата, но и тем, что она вполне удовлетворительно описывает ра-
боту различных конструкций, реализованных в форме тонких обо-
лочек, при достаточно широком классе внешних воздействий. 

Безмоментное напряженное состояние является технически наи-
более выгодным вследствие равномерности работы материала обо-
лочки. Поэтому сформулированные выше условия применимости 
безмоментной теории следует рассматривать как «прочностные» 
рекомендации при проектировании тонкостенных конструкций. 
Конечно, не всегда они могут быть выполнены либо в силу назна-
чения конструкции, либо в силу других соображений (технология, 
габариты, экономика), но они являются тем «идеалом», к которому 
следует стремиться. Обычно конструкционными решениями удает-
ся добиться работы основной части оболочки в безмоментном на-
пряженном состоянии, локализуя моментное напряженное состоя-
ние в зоне, примыкающей к краю оболочки (краевой эффект). Для 
расчета краевого эффекта необходимо использовать моментную 
теорию тонких оболочек, построение которой проведем для сим-
метрично нагруженных оболочек вращения. 
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12.2. Моментная теория осесимметрично нагруженных 
оболочек вращения 

 
Из осевой симметрии 

задачи следует, что по сто-
ронам элемента оболочки, 
расположенным в мери-
диональных плоскостях, 
будут действовать только 
нормальные напряжения, 
которые сводятся к резуль-
тирующей силе ϕdrN 12  и 
результирующему моменту 

,  причем и сила, и  ϕdrM 12
 

Рис. 12.3 
момент  не  будут зависеть от угла ϑ , определяющего положение 
меридианов (рис. 12.3). 

На сторонах элемента оболочки, перпендикулярных к меридиа-
нам и определяемых углом ϕ , также будут действовать нормаль-
ные напряжения, сводящиеся к результирующей силе ϕ ϑdrN sin21  
и результирующему моменту M1 ϕdr sin2 ϑ . Из касательных на-
пряжений на этих сторонах останутся (из-за осесимметричности 
оболочки и нагрузки) только такие, которые сводятся к результи-
рующей силе ϕ ϑdrQ sin21 , направленной по нормали к срединной 
поверхности оболочки. С изменением угла ϕ  значения и 

 могут меняться. 
11 , MN

1Q

q q

y

Будем полагать, что произвольная внешняя нагрузка имеет со-
ставляющие  и . y z

Рассмотрение равновесия элемента оболочки, находящегося под 
действием всех приложенных нагрузок, показывает, что три урав-
нения равновесия будет удовлетворяться тождественно, а остав-
шиеся три (два уравнения сил относительно осей  и z  и уравне-
ние моментов относительно оси x ) принимают следующий вид: 
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( ) 0cos1
0

1

10
201

1
=+−ϕ−

ϕ yqr
r
Qr

NrN
d
d

r
    , 

( ) 01sin 010
1

21
1

0 =+
ϕ

+ϕ+ zqrQr
d
d

r
NN

r
r

   , 

( ) 0cos1
10201

1
=−ϕ−

ϕ
QrMrM

d
d

r
  . 

 
В представленные три уравнения равновесия входят пять неиз-

вестных величин (три силы и два момента), однако перерезываю-
щая сила  может быть исключена из рассмотрения с использо-
ванием третьего уравнения. Тем не менее задача остается статиче-
ски неопределимой, т.е. полученной системы уравнений недоста-
точно, и для решения задачи необходимо привлекать зависимости 
Коши и уравнения линейного физического закона. 

1Q

Зависимости Коши, полученные для представления деформаций 
произвольного трехмерного упругого тела в криволинейной систе-
ме координат, довольно громоздки, и пользоваться ими трудно. 
Однако возможно построение упрощенной (технической или при-
кладной) моментной теории осесимметрично нагруженных тонких 
оболочек вращения за счет введения следующих допущений (гипо-
тез Кирхгофа – Лява), учитывающих особенности поведения рас-
сматриваемых оболочек под нагрузкой: 

- прямолинейный элемент, нормальный к срединной поверхно-
сти до деформации, остается прямолинейным и нормальным к де-
формированной срединной поверхности; 

- нормальные напряжения на площадках, параллельных средин-
ной поверхности, пренебрежимо малы по сравнению с прочими 
напряжениями. 

Введение указанных допущений дает возможность пренебречь 
деформациями сдвига в плоскостях нормальных сечений и линей-
ной деформацией в направлении толщины оболочки. Кроме того, 
принимая во внимание осесимметричность задачи, дополнительно 
будем иметь, что перемещение  в окружном направлении равно 
нулю. Окончательно, связь между деформациями и перемещения-
ми (зависимости Коши) в рассматриваемой задаче принимают вид: 

v
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1101 κ−ε=ε z   ,     2202 κ−ε=ε z    , 
 
где введены следующие обозначения: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ϕ∂
∂

=ε 0
0

1
10

1 wu
r

  ,     
2

0

0

0
20 cos

r
w

r
u

−ϕ=ε    , 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ∂

∂
+

ϕ∂
∂

=κ 0

11

0

1
1

11 w
rr

u
r

  ,     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ∂

∂
+

ϕ
=κ 0

0
10

2
cos w

u
rr

   . 

 
В приведенных соотношениях 21 , εε  − деформации произволь-

ных элементов оболочки; 2010 , εε  − деформации элементов сре-
динной поверхности оболочки; 21 , κκ  − изменения кривизны в 
меридианном и перпендикулярном ему направлениях;  − 
перемещения точек срединной поверхности.  

00 , vu

Напряженное и деформированное состояния оболочки связаны 
уравнениями линейного физического закона: 

 

( )2121
1

νε+ε
ν−

=σ
E    ,       ( )1222

1
νε+ε

ν−
=σ

E    . 

 
Переходя от напряжений к усилиям и моментам, получим сле-

дующие соотношения: 
 

( )201021
1

νε+ε
ν−

=
hEN    , 

( )102022
1

νε+ε
ν−

=
hEN     , 

 

( )211 κν+κ−= DM     , 
 

( )122 κν+κ−= DM    , 
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где ( )23 112/ ν−= hED  − цилиндрическая жесткость оболочки. 
Таким образом, к двум уравнениям равновесия с четырьмя неиз-

вестными и добавили четыре уравнения для 
этих усилий и моментов с четырьмя неизвестными деформациями 
срединной поверхности оболочки и изменениями кривизн 
( , ) и четыре уравнения, связывающие деформации 
срединной поверхности оболочки и изменения кривизн с переме-
щениями точек срединной поверхности (еще две неизвестные 

). Тем самым, имеем полную систему уравнений для оты-
скания всех неизвестных величин, определяющих решение постав-
ленной задачи. В дальнейшем при рассмотрении подобных систем 
уравнений индекс " , определяющий величины, относящиеся к 
срединной поверхности оболочки, будем опускать. 

11 , MN

21 , κκ

22 , MN

2010 , εε

00 , vu

0"

 
12.2.1. Круговая цилиндрическая оболочка при 

осесимметричном нагружении 
 
Для круговой цилиндрической оболочки постоянной толщины, 

нагруженной симметрично относительно оси, систему определяю-
щих уравнений и их решение можно существенно упростить. 

Выберем координатную систему так, чтобы координата x  от-
считывалась вдоль образующей, ϕ  − в окружном направлении, а  

 − вдоль нормали к срединной поверхности оболочки (рис. 12.4).  z
Радиус цилиндра считаем равным .   a
 

Рис. 12.4 
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 Нагружение цилиндра реализуем приложением только попе-
речной нагрузки pq z =  ( 0=yq ) – давления, нормального к сре-
динной поверхности оболочки. 

Для получения определяющих уравнений в рассматриваемом 
случае воспользуемся соответствующими уравнениями, записан-
ными для осесимметрично нагруженных оболочек вращения, пере-
ходя к принятым здесь обозначениям (индексы "  и "  заменяя 
на индексы "  и ""

1" 2"
"x ϕ ) и учитывая, что 0/1 1 =r , ar =2 , 2/π=ϕ  и 
. dxdr ⇒ϕ1

С учетом всего сказанного дифференциальные уравнения рав-
новесия принимают вид: 

 

0=
xd

Nd x    , 

0=++ϕ pa
xd

QdaN x   , 

0=− x
x Q

xd
Md   . 

 
Соответственно, уравнения, связывающие деформации и изме-

нения кривизн, приводятся к виду: 
 

xd
ud

x =ε   ,    
a
w

−=εϕ   , 

2

2
1

xd
wd

=κ   ,    02 =κ   . 

 
Переходя к усилиям и моментам, получим следующие соотно-

шения: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν−

ν−
=

a
w

xd
udhENx 21

   ,     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν+−

ν−
=ϕ xd

ud
a
whEN 21

    , 
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2

2

xd
wdDM x −=       ⇒      3

3

xd
wdD

dx
dMQ x

x −==      ,   

xMM
xd
wdDM ν=⇒ν−= ϕϕ 2

2
   . 

 
Первое из дифференциальных уравнений равновесия показыва-

ет, что в рассматриваемой задаче продольные усилия , опреде-
ляющие растяжение оболочки, постоянны. В дальнейшем будем 
полагать, что они равны нулю (

xN

0=xN ). Если же возникает необ-
ходимость учесть их отличие от нуля, то деформации и напряже-
ния, обусловленные этими усилиями, могут быть вычислены от-
дельно и суммированы с деформациями и напряжениями, вызван-
ными поперечной нагрузкой p . С другой стороны, приняв 0=xN , 
из соотношения для усилия  находим: xN

 

a
w

xd
ud

ν=    , 

 
что, в свою очередь, позволяет записать соотношение для усилия 

 в виде: ϕN
 

a
whEN −=ϕ    . 

 
Возвращаясь к дифференциальным уравнениям равновесия, 

можно видеть, что второе и третье уравнения сводятся к одному: 
 

pN
axd

Md x −=+ ϕ
1

2

2
   . 

 
Подставляя в полученное уравнение соотношения для  и 

, приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению 
ϕN

xM
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четвертого порядка с постоянными коэффициентами: 
 

pw
a

hE
xd
wdD =+ 24

4
      ⇒     Dpw

xd
wd /4 4
4

4
=β+    , 

 
где введено обозначение ( ) 22224 /134/ haDahE ν−==β . 

Таким образом, получили, что решение задачи о круговой ци-
линдрической оболочке постоянной толщины, нагруженной сим-
метрично относительно оси, сводится к интегрированию неодно-
родного дифференциального уравнения прогибов. 

Общее решение соответствующего однородного уравнения бу-
дет иметь вид: 

 
( ) ( xCxCexCxCew xx β+β+β+β= β−β sincossincos 4321 )   . 

 
Отметим, что соотношение типа xCxC β+β sincos 21 можно 

представить в виде )(cos θ+βxA , где  и A θ  − постоянные. 
Общее решение неоднородного уравнения запишем в форме: 
 

1www +=   , 
 
где  − частное решение неоднородного дифференциального 
уравнения прогибов, определяемое характером распределения на-
грузки 

1w

p . В частности, при const=p  имеем, что .  Ehpaw /2
1 =

Четыре постоянные интегрирования  должны 
быть найдены из четырех граничных условий на концах (краях) 
оболочки (по два условия на каждом краю). 

4321 ,,, CCCC

Представим наиболее часто встречающиеся граничные условия 
на краю оболочки: 

- край оболочки жестко закреплен (заделан) 
 

0=w   ,     0=
xd
wd     ; 
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- край оболочки шарнирно оперт 
 

0=w   ,     0=xM     ⇒      ; 0/ 22 =xdwd
 
- край оболочки свободен 
 

0=xM     ⇒       , 0/ 22 =xdwd

0=xQ     ⇒    3

3

xd
wdDQx −=     ⇒    03

3
=

xd
wd    ; 

 
- край оболочки нагружен силой  и моментом  0Q 0M
 

02

2
M

xd
wdD =     ,      03

3
Q

xd
wdD =−   . 

 
Задачи 

 

12.1.  
 
Считая емкость невесомой, определить 

напряжения в ее сечениях. 

 
По условию задачи собственным весом оболочки пренебрегаем  и, соответст-

венно, реакция опоры равна нулю. 
Для решения задачи используем безмоментную теорию осесимметрично на-

груженных оболочек вращения. 
Нормальные напряжения mσ  и tσ  будем определять, рассекая оболочку в ее 

сферической, цилиндрической и конической частях. 
Сферическая часть. 

Условие равновесия рассматриваемой отсе-
ченной части оболочки (рис.12.5) имеет вид: 

      
2

0sin)2( rprm π⋅=ϕδ⋅π⋅σ   .  
 
Учитывая, что ϕ= sinRr , и решая  уравнение   Рис. 12.5 
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относительно  напряжения mσ , получим: 
 

δ=σ 2/0Rpm   . 
 
Для определения tσ  используем уравнение Лапласа при mρ =ρ= t R  и най-

денном значении .  Будем иметь: mσ

 
δ=σ 2/0Rpt   . 

 
Цилиндрическая часть. 

Условие равновесия оставленной части оболочки 
(рис.12.6) запишем в форме 

 
2

02 RpRm π⋅=δ⋅π⋅σ    , 
 

откуда находим:   Рис. 12.6
 

δ=σ 2/0Rpm   . 
 
Из уравнения Лапласа при ∞=ρm , =ρt R  получаем: 
 

δ=σ /0Rpt   . 
 
Коническая часть. 

Условие равновесия оставленной части обо-
лочки (рис.12.7) имеет вид: 

      

( ) 0
2cos2 prrm π=αδπσ  . 

 
Определяя   из   уравнения  напряжение mσ   и   
учитывая,  что α= tgzr  , получим )0( Rz ≤≤

 
Рис. 12.7 

 
αδα=σ cos2/tg0zpm  . 

 
Решая уравнение Лапласа относительно tσ  при  ∞=ρm ,  =ρt αcos/r ,  бу-

дем иметь: 
 

αδα=σ cos/tg0zpt   . 
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Результаты определения напряжений в сечениях рассматриваемого резервуара 
сведем в табл. 12.1. 

Таблица 12.1 
 
Напряжения 

    
Сфера 

 
Цилиндр 

                          Конус 
напряжения 

в произвольном сечении 
наибольшие 
напряжения 

σm  p R0 2/ δ  p R0 2/ δ p z0 2tgα δ α/ cos   p R0 2/ δ  
σ t  p R0 2/ δ  p R0 / δ  p z0 tgα δ α/ cos   2 0p R / δ  

 
Опасным является сечение в конической части резервуара при  z = R . Напря-

женное состояние − двухосное: =σ1 δ/2 0Rp  ,  =2σ δ2/0Rp  , 03 =σ .  
 

12.2. 
 
Изгиб длинной цилиндри-

ческой оболочки, жестко за-
крепленной по краю, нагру-
женной равномерным внут-
ренним давлением  р 

 
Напомним, что решение задачи о круговой цилиндрической оболочке посто-

янной толщины , нагруженной симметрично относительно оси, сводится к ин-
тегрированию неоднородного дифференциального уравнения прогибов, решение 
которого в данном случае принимает форму: 

h

 

( )xCxCew x β+β= β− sincos 43 Eh
pa2

−   . 

 
Здесь принято во внимание, что для больших значений переменной x  (обо-

лочка длинная) прогиб должен быть конечным ( ), а частное решение 
неоднородного дифференциального уравнения прогибов, определяемое внутрен-

ним давлением 

021 == CC

p , имеет вид . Ehpaw /2
1 −=

Край оболочки жестко закреплен (заделан). Соответственно, постоянные  и 
 должны быть найдены из следующих граничных условий: 

3C

4C
 

00 ==xw   ,     0
0
=

=xxd
wd     . 
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Решение соответствующих уравнений относительно  и  позволяет полу-
чить: 

3C 4C



 

3C  =    . 4C Ehpa /2=

 
Таким образом, прогиб оболочки определяется соотношением 
 

( )[ ]1sincos
2

−β+β= β− xxe
Eh
paw x     . 

 
С увеличением переменной x  значение прогиба стремится к величине 

, что соответствует изменению (увеличению) длины радиуса при сво-
бодных торцах оболочки. Действительно, в соответствии с соотношениями без-
моментной теории имеем: 

Ehpa /2=δ

hpa /=σϕ , Ea // ϕσ=δ  ⇒  (знак « − » 
для перемещения  показывает, что оно направлено обратно положительному 
направлению оси 

Ehpa /2=δ
w
z ). Данное обстоятельство подчеркивает локальный характер 

полученного решения и позволяет провести оценку протяженности зоны краевого 
эффекта или, другими словами, определить длину оболочки, при которой взаим-
ным влиянием краев можно пренебречь. В этом случае оболочку можно считать 
длинной. Общепринятыми являются следующие оценки: 

- если приемлема 10 % -ная погрешность расчета, то оболочку можно считать 

длинной при      2>βL ⎯⎯⎯ →⎯ =ν 3,0 hRL 5,1>  (  − длина, радиус и тол-
щина оболочки); 

hRL ,,

- если приемлема 5 % -ная погрешность расчета, то оболочку можно считать 

длинной при     3>βL ⎯⎯⎯ →⎯ =ν 3,0 hRL 35,2> . 
 

Вычисление изгибающего момента  и пе-

ререзывающей силы  в закреплении (рис.12.8) 
позволяет получить: 

xM

xQ

Рис. 12.8 
 

2

2

xd

wdDM x −=      ⇒     200 2β
==

=
pMM

xx   ; 

3

3

xd

wdDQx =        ⇒     
β

−===
pQQ xx 00     . 

 
Определение наибольших напряжений изгиба max)( xσ в закреплении приво-

дит к следующему результату: 

 223



 

z
h

M x
x 3

12
=σ    ⇒    

2
12)( 3

0
max

h
h

M
x =σ       ⎯⎯⎯ →⎯ =ν 3,0

h
pa

x 2
63,3)( max =σ    . 

 
Полученное значение  существенно превосходит соответствующее 

значение напряжения 
max)( xσ

pam / hx 2=σ=σ , следующего из расчета по безмоментной 
теории, что подчеркивает необходимость учета краевого эффекта при расчете тон-
костенных оболочек. 

 

12.3. Изгиб длинной 
цилиндрической 

оболочки нагрузкой, 
равномерно распре-
деленной по круго-
вому сечению 

 
В силу симметрии задачи будем рассматривать половину цилиндра, располо-

женную справа от оси z . Отметим, что каждая половина цилиндра воспринимает 
половину внешней нагрузки, и поэтому при 0=x  имеем 2/0 PQ −= . 

Примем во внимание, что для больших значений переменной x  (оболочка 
длинная) прогиб должен быть конечным ( ). Кроме того, поскольку в 
рассматриваемой задаче давление, распределенное по поверхности оболочки от-
сутствует, частное решение уравнения прогибов, определяемое этим давлением, 
имеет вид 0 . Соответственно, общее решение уравнения прогибов принима-

ет форму: 

021 == CC

1 =w

 

( )xCxCew x β+β= β− sincos 43   . 
 
Для длинного цилиндра функция  должна быть симметрична относительно 

оси 
w

z . Данное требование определяет граничное условие для половины цилиндра: 
в сечении 0  производная  должна быт равна нулю. =x dxdw /

Таким образом, для отыскания постоянных  и  имеем следующие гра-
ничные условия: 

3C 4C

 

0
0
=

=xxd
wd   , 

2
0

3

3
00

P
xd
wdDQQ

x
xx −=−==

=
=    . 

 
Выполняя граничные условия, получим: 
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3C =
D

PC 34
8β

=    . 

 
Окончательно, соотношение, определяющее прогиб оболочки при приложении 

нагрузки, равномерно распределенной по круговому сечению, имеет вид: 
 

( )xx
D

ePw
x

β+β
β

=
β−

sincos
8 3     . 

 
Наибольший прогиб и наибольший изгибающий момент имеют место при 

: 0=x
 

β⋅=
β

=
Eh

Pa
D

Pw
28

2

3max    ,     ( )
β

=
4max
PM x     . 

 
Легко установить, что всеми величинами, определяемыми в рассматриваемой 

задаче, можно пренебречь при βπ≥ /x , что означает локальный характер дейст-
вия приложенной нагрузки и соответствует общей оценке протяженности зоны 
краевого эффекта π>β 2/L , где  − длина оболочки. L

 

12.4.  
 
Изгиб длинной цилинд-

рической оболочки нагруз-
кой, равномерно распреде-
ленной по краю 

 
Общее решение уравнения прогибов имеет вид: 
 

( )xCxCew x β+β= β− sincos 43   . 
 
При заданном нагружении края оболочки 0  постоянные интегрирования 
 и  должны быть найдены из следующих граничных условий: 

=x
3C 4C

 

0
0

2

2
M

xd

wdD
x

=−
=

   ,     0
0

3

3
Q

xd

wdD
x

=−
=

  . 
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Подставляя значения производных функции  в граничные условия и прово-
дя соответствующие преобразования, получим: 

w

 

D

MQC 3
00

3
2β

β+
−=    ,      

D

MC 2
0

4
2β

−=       . 

 
Подставим значения постоянных  и  в соотношение для прогиба . Бу-

дем иметь: 
3C 4C w

 

( )[ ]xQMxM
D

ew
x

β+β−ββ
β

=
β−

cossin
2

0003    . 

 
Наибольший прогиб имеет место на загруженном торце при 0=x : 
 

( )003max0 2
1 QM

D
ww x +β

β
−===     , 

 
где знак « − » показывает, что прогиб направлен в сторону, обратную направле-
нию оси z . Угол поворота сечения (наклон) при 0=x определится соотношением: 

 

( )0020
2

2
1 QM

Ddx
dw

x
+β

β
=

=
   . 

 

12.5. 
 
 
Изгиб короткой цилинд-

рической оболочки перере-
зывающими силами, равно-
мерно распределенными по 
краю 

 
Для длинных цилиндрических оболочек взаимным влиянием краев можно 

пренебречь, что позволяет строить решение на одном краю независимо от другого. 
В случае коротких оболочек взаимное влияние краев необходимо учитывать и 
применять общее решение дифференциального уравнения прогибов, содержащее 
четыре постоянные интегрирования: 

 
( ) ( 14321 sincossincos wxCxCexCxCew xx +β+β+β+β= β−β )    , 
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где  − частное решение уравнения прогибов, определяемое давлением , рас-

пределенным по поверхности оболочки. 
1w p

Примем во внимание, что в рассматриваемой задаче 0=p , и перепишем 
функцию прогибов  в форме: w

 
βxxCβxxCβxxCβxxCw chcosshcoschsinshsin 4321 β+β+β+β=   . 

 
Преимущество такой записи решения заключается в том, что если ввести сис-

тему координат так, как показано на рисунке, то сразу должны принять 
= , так как функция прогибов  должна быть четной относительно 2C 03 =C w x . 
Постоянные  и  должны быть найдены из граничных условий на торце 

оболочки (краю), которые в данной задаче имеют вид: 
1C 4C

 

0
2/

2

2

2/
=−=

=
=

lx
lxx

dx
wdDM   , 

0
2/

3

3

2/ Q
xd
wdDQ

lx
lxx −=−=

=
=   . 

 
Подставляя производные функции прогибов  в представленные граничные 

условия и решая полученную систему уравнений относительно постоянных  и 
, получим: 

w
1C

4C
 

α+α
αα

β
−=

2sh2sin
shsin

3
0

1
D

QC    ,    
α+α

αα

β
−=

sh22sin
chcos

3
0

4
D

QC   , 

 
где . 2/lβ=α

Прогиб и наклон на конце цилиндра при 2  принимают следующие зна-
чения: 

/lx =

 

α+α
α+α

β
−== 2sh2sin

2ch2cos
2 3

0
2/ D

Qw lx        ⇒     ( αχ⋅
β

−== 2
2

1
2

0
2/ hE

aQ
w lx )   , 

α+α
α−αβ

−=
= 2sh2sin

2sin2sh2 22
0

2/ hE
aQ

dx
dw

lx
   ⇒    ( αχ⋅

β
−=

=
22

2
22

0

2/ hE
aQ

dx
dw

lx
)

)

  , 

 
где  − тригонометрические функции, значения которых приведе-
ны в таблицах, имеющихся в литературе. 

( ) ( αχαχ 2,2 21
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12.6. 

 

 
Изгиб короткой ци-

линдрической оболочки 
изгибающими моментами, 
равномерно распределен-
ными по краю 

 
Решение поставленной задачи строится по схеме, предложенной в задаче об 

изгибе короткой цилиндрической оболочки перерезывающими силами, равномер-
но распределенными по краю. 

Функцию прогибов принимаем в виде: 
 

xxCxxCw ββ+ββ= chcosshsin 41   . 
 
Постоянные  и  должны быть найдены из граничных условий на торце 

оболочки (краю), которые в данной задаче имеют вид: 
1C 4C

 

0
2/

2

2

2/
M

dx
wdDM

lx
lxx =−=

=
=

  , 

0
2/

3

3

2/ =−=
=

=
lx

lxx
xd
wdDQ    . 

 
Определяя значения постоянных  и , будем иметь: 1C 4C
 

( ) ααα+α
αα+αα

β
−=

chcos2sh2sin
cos2shch2sin

2

22

2
0

1
D

MC   , 

α+α
αα−αα

β
−=

sh22sin
chsinshcos

2
0

4
D

MC    . 

 
Прогиб и наклон на конце цилиндра при 2  принимают следующие зна-

чения: 
/lx =

 

( αχ⋅
β

−== 22
2

22
0

2/ hE
aMw lx )      , 

( αχ⋅
β

−=
=

24
3

32
0

2/ hE
aM

dx
dw

lx
)     , 
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где к ранее введенным тригонометрическим функциям ( ) ( )αχαχ 2,2 21  добави-
лась функция  

 

( )
α+α
α−α

=αχ
2sh2sin
2cos2ch23    , 

 
значения которой также имеются в таблицах.  

Отметим, что при достаточно больших значениях параметра α (возрастание 
определяет возрастание длины оболочки ) функции α l ( ) ( ) ( )αχαχαχ 2,2,2 31 2  

близки к единице. Можно видеть, что в этом случае решения задач для коротких 
оболочек переходят в решения для длинных. Анализ показывает, что при 

 цилиндрическую оболочку можно считать длинной. 45,3 ÷=2α
 

12.7. 
 

 

Длинная цилин-
дрическая    обо-
лочка, усиленная 
равноотстоящими 
кольцами, нагру-
женная равномер-
ным внутренним 
давлением  р 

 
Приведенные выше решения задач об изгибе короткой цилиндрической обо-

лочки нагрузками, равномерно распределенными по краю, могут быть использо-
ваны при рассмотрении ряда других задач, в частности, для решения поставлен-
ной. 

Положим сначала, что колец нет; в этом случае радиус трубы увеличится на 

величину . При наличии колец между оболочкой и каждым кольцом 
возникают реактивные силы, величину которых на единицу длины окружности 
обозначим через 

Ehpa /2=δ

P . 

Для решения поставленной задачи можно 
принять расчетную схему, приведенную на 
рис. 12.9, где 2/0 PQ −= . 

Если принять, что подкрепляющие кольца 
являются абсолютно жесткими, сила P  и  
момент  должны быть определены из  
условий, что под кольцом прогиб  w  равен  

0M
δ  

 
 

Рис. 12.9
и что наклон  равен нулю. Записав эти два условия, будем иметь:  dxdw /
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( )αχ⋅
β

== 21
2

2/ hE
aPw lx ( )

Eh
pa

hE
aM 2

2
22

0 22
=αχ⋅

β
−    , 

 

( )αχ⋅
β

=
=

22
22

2/ hE
aP

dx
dw

lx
( ) 024

3
32

0 =αχ⋅
β

−
hE
aM    . 

 
Решение полученных уравнений относительно силы P  и момента  дает: 0M

 

2
231

3
2

2
χ−χχ

χ
β

=
pP      , 

2
231

2
20

22 χ−χχ

χ

β
=

pM    . 

 
Теперь определение прогибов в поставленной задаче сведено к суммированию 

полученных ранее решений задач об изгибе короткой цилиндрической оболочки 

нагрузками P  и , с добавлением частного решения , опреде-

ляемого наличием внутреннего давления . 
0M Ehpaw /2

1 −=

p
При необходимости можно учесть деформирование (растяжение) подкреп-

ляющих колец, учитывая, что сила P  вызывает в кольце растягивающую силу 

, которая приводит к увеличению внутреннего радиуса , где  − 

площадь поперечного сечения кольца. Чтобы принять в расчет расширение под-
крепляющего кольца, прогиб под кольцом теперь запишем в виде: 

aP ESPa /2
1 =δ S

 
12/ δ−δ== lxw    . 
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