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ВВЕДЕНИЕ 
Материалом практикума являются лабораторные работы, 

проводимые по курсу «Методы обработки результатов ядерно-
физического эксперимента» студентами специальности «Физика 
кинетических явлений» в МИФИ более 25 лет. Лабораторные рабо-
ты дают основы практических навыков статистической обработки 
ядерно-физического эксперимента. Так как явления в ядерной фи-
зике носят стохастический характер, то при обработке результатов 
экспериментов не обойтись без применения статистических мето-
дов, рассматриваемых в курсе. 

Все статистические методы основываются на специальном 
разделе математики – теории вероятности. В практикуме приведе-
ны в очень сжатом виде основные понятия теории вероятности. Из 
статистических методов рассматриваются методы по оценке вели-
чин и проверке статистических гипотез, т.е. основные статистиче-
ские методы для анализа экспериментальных данных. 

Так как при обработке результатов ядерно-физического экс-
перимента экспериментатор имеет дело с большим объемом дан-
ных, то нельзя обойтись без применения современных компьютер-
ных программ и приложений для математических операций, вклю-
чая статистические операции. В первой лабораторной работе дан 
краткий обзор имеющихся на сегодня программ и более подробно 
описывается пакет прикладных программ MathCad, так как именно 
с помощью этого пакета предлагается проводить все последующие 
лабораторные работы. 

Результаты ядерно-физического эксперимента обычно имеют 
значительный объем и, как известно, носят статистический харак-
тер, т.е. подчиняются известным распределениям вероятности. 
Распределения, которые обычно описывают характер данных, изу-
чаются в лабораторной работе № 2. 

Задача экспериментатора при первичной обработке данных 
сводится к анализу и упорядочиванию  полученных выборок, а го-
воря математическим языком – к получению параметров распреде-
ления. В лабораторной работе № 3 студенты знакомятся с поня-
тиями параметров распределения. В лабораторной работе № 4 на 
практических примерах получают интервальные оценки для самых 
важных параметров распределений – математического ожидания и 
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дисперсии. В большинстве случаев ядерно-физический экспери-
мент проводится методом косвенных измерений, т.е. интересую-
щая физика величина находится не непосредственно из экспери-
мента, а с помощью известных соотношений (функций), связы-
вающих искомую величину и экспериментальные данные. Самым 
распространенным методом для восстановления искомых величин 
из косвенных измерений является метод наименьших квадратов. 
Навыки использования метода наименьших квадратов студенты 
получают в лабораторной работе № 5. Очень часто прежде, чем 
приступить к обработке экспериментальных данных, необходимо 
установить, к какому распределению относятся полученные дан-
ные. От правильности выдвинутой гипотезы зависят подходы к по-
лучению искомых величин и, соответственно, достоверность пред-
ставляемых оценок. Говоря математическим языком, эксперимен-
татор выдвигает гипотезу о виде закона распределения. Такую ги-
потезу необходимо проверить. Для проверки гипотез о виде закона 
распределения имеется несколько критериев. В работе № 6 студен-
ты получают навыки проверки гипотез о виде закона распределе-
ния по критериям Пирсона и Мизеса. 

Главная цель, которую преследовали авторы – дать ясную 
формулировку задачи и предложить ее решение имеющимися про-
граммными средствами и в ограниченном объеме времени. При 
этом считалось, что студенты знакомы с высшей математикой и с 
основами теории вероятности. Предлагаемые для практического 
изучения статистические методы находят самое широкое примене-
ние не только в ядерной физике, но и в других областях деятельно-
сти человека: прежде всего, в экономике, финансах, медицине и др. 
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Лабораторная работа № 1 
ИЗУЧЕНИЕ ПАКЕТОВ ПРИКЛАДНЫХ ПРОГРАММ MATHCAD 
И ORIGIN 

Цель работы: ознакомление студентов с приемами работы в 
пакетах прикладных программ MathCAD и Origin. 

ВВЕДЕНИЕ 

В научном мире существует большое количество математи-
ческих пакетов, предназначенных для обработки эксперименталь-
ных данных. Наиболее известны из них Excel, Maple, Matlab, Ma-
thematica, MathCAD, Microcal Origin. В нашем учебном пособии 
будет изучен пакет MathCAD и даны основы пакета Origin. 

ОСНОВЫ ПАКЕТА ORIGIN 

Пакет Origin подобен пакету Excel и предназначен для обра-
ботки и визуализации данных. Данные вводятся в виде таблиц, над 
столбцами из таблиц можно манипулировать, придавать им разный 
физический смысл, например данные по осям Х, Y, Z, столбец по-
грешностей и т.п. Над столбцами можно выполнять различные ма-
тематические действия. На основе таблиц строятся графики как 
двухмерные, так и трехмерные. Над данными можно выполнять 
различные операции: аппроксимацию, интерполяцию, сглажива-
ние, можно выполнять как линейный, так и нелинейный анализ 
данных по методу наименьших квадратов. 

• Установите указатель мыши на строке Программы 
(Programs). На экране появится так называемое подменю – еще 
одно уточняющее меню, которое содержит список основных про-
грамм, установленных на компьютере. 

• Установите указатель мыши на значке OriginLab -> Origin 
Pro 7.5. На экране появится еще одно подменю. 

• Щелкните мышью на значке Origin Pro 7.5. При этом за-
грузится программа Origin 7.5 
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Рассмотрим простейший пример. Создание пустой таблицы c 
данными производится при помощи кнопки New Worksheet. Все 
имена таблиц по умолчанию начитаются словом Data и нумеруют-
ся в порядке возрастания: Data1, Data2,…, Data33… и т.д. По умол-
чанию, сразу после запуска доступна таблица Data1, в которую 
можно вносить данные. По умолчанию она содержит два столбца 
для данных Х и Y, как представлено на рис. 1.1. 

 

 
 
Рис. 1.1. Основное окно системы ORIGIN 
 
Для анализа данных в столбец Х вносятся исходные перемен-

ные, а в столбец Y – зависящие от них данные. Если зависящих 
данных много, то столбцы можно добавлять. Для этого справа от 
последнего столбца на белом поле вызвать контекстное меню пра-
вой клавишей мыши и выбрать из него пункт Add New Column. 
Данную операцию нужно выполнять столько, сколько нужно до-
полнительных столбцов. Столбцы можно подписывать, чтобы по-
том на графике были отображены легенды с названиями, а не но-
мера столбцов. Для этого кликнем по верхней части столбца, и он 
выделяется, становится черным. Далее из контекстного меню вы-
бираем Properties, появляется окно, изображенное на рис. 1.2. 
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Рис. 1.2. Окно свойств столбца 
 
В окне, представленном на рис. 1.2, вы можете менять раз-

личные свойства столбца, в частности его имя Column Name и его 
метку Column Label. Продемонстрируем это. Напишем в поле Co-
lum Name – DD, а в Column Label – Test и нажмем кнопку OK. Что 
получилось, смотрим на рис. 1.3. 

 

 
 
Рис. 1.3. Результаты изменений столбца 
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Посмотрим, как работает ORIGIN. Для этого введем с помо-
щью клавиатуры данные из лабораторной работы 5, задание 1, yi – 
в столбец B(Y), а xi – в столбец A(X). Результат приведен на рис. 1.4. 

 

 
 
Рис. 1.4. Данные в столбцах 
 
Введем еще один столбец через контекстное меню, как было 

указано выше. Назовем его столбцом ошибок. Для этого выделим 
столбец и выберем свойство из контекстного меню Set as->YError, 
как показано на рис. 1.5. 

 

 
 

Рис. 1.5. Устанавливаем свойство столбца, столбец ошибок 
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Получили результат, приведенный на рис. 1.6. Введем в по-
лученный столбец данные. Для этого выделяем этот столбец и из 
контекстного меню выбираем Set Column Values. 

 

 
 

Рис. 1.6. Столбец ошибок 
 

Получили изображение, приведенное на рис. 1.7. Данные, 
приведенные в столбце B(Y), распределены по закону Пуассона и, 
следовательно, погрешности этих данных равны квадратным кор-
ням из их значений. В большом белом поле окошка набираем 
sqrt(col(B)); это означает, что значения в ячейках столбца С будут 
заполнены значениями квадратного корня из ячеек столбца B. В 
верхней части этого окошка представлены описания доступных 
функций. В белом поле можно выполнять над столбцами, предше-
ствующими текущему столбцу, основные математические опера-
ции (сложение, вычитание, умножение, деления) и применять к 
ним встроенные доступные функции. Жмем OK. 

 

 
 

Рис. 1.7. Установка значений для столбца 
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Получили картинку, изображенную на рис. 1.8. 
 

 
 

Рис. 1.8. Заполненные значения столбца ошибок 
 
Теперь дадим столбцам метки, как было указано выше. 

Столбцу Х – DataX, столбцу Y – DataY, столбцу ошибок – Error. По-
лучили картинку, изображенную на рис. 1.9. 
 

 
 

Рис. 1.9. Столбцы с метками 
 
Теперь изобразим полученные данные на графике и аппроксимиру-
ем их разными функциями. Для построения графика держим нажа-
той клавишу Ctrl и выделяем мышкой все три столбца. Под табли-
цей с данными имеются значки. Слева направо: значок построения 
ломанной линии по данным, затем просто точки (сами данные) и 
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наконец данные в виде точек, соединенные линией. Нам нужны 
точки, поэтому кликнем мышкой на значке с точками и видим по-
лучившийся график, изображенный на рис. 1.10. 
 

 
 

Рис. 1.10. График с данными 
 
Для изменения размера шрифта и формата чисел и самих ко-

ординатных осей (число чисел на них, их размещение – сверху, 
снизу, тип обычный или логарифмический), надо дважды кликнуть 
по оси ординат либо оси абсцисс, затем в новом окне задать тре-
буемые параметры. Для изменения формы и цвета точек, размера 
точек, типа линий и для многих других параметров данных, нужно 
дважды кликнуть мышкой по какой-либо точке и в новом окне за-
дать параметры данных. Если дважды кликнуть мышкой по надпи-
сям X Axis Title, либо Y Axis Title, то можно вместо этих надписей 
написать свои, т.е. подписать координатные оси. Кроме того, мож-
но из контекстного меню, в любом месте графика выбрать пункт 
меню AddText и добавить текст в любое место графика.  

Проведем аппроксимацию данных. Для этого выберем из ме-
ню Data данные из полученной ранее таблицы, как показано на 
рис. 1.11 (около них должна гореть галочка). 
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Рис. 1.11. Выбор данных 
 
Затем выбираем меню Analysis и в нем подпункт Fit Linear 

(линейную аппроксимацию), затем Fit Polyminal и строим по оче-
реди полиномы второго и третьего порядка, как изображено на 
рис. 1.12. 

 
Рис. 1.12. Аппроксимация полиномом третьего порядка 

 
В результате получим картинку, приведенную на рис. 1.13. 
 

 
Рис. 1.13. Линейная аппроксимация и аппроксимация полиномами второго 

и третьего порядков 
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Основы пакета MathCAD 
• Установите указатель мыши на строке Программы 

(Programs). На экране появится так называемое подменю – еще 
одно уточняющее меню, которое содержит список основных про-
грамм, установленных на компьютере. 

• Установите указатель мыши на значке MathSoft Apps. На 
экране появится еще одно подменю. 

• Щелкните мышью на значке MathCAD Professional. При 
этом загрузится программа MathCAD, позволяющая производить 
математические расчеты так, как вы их проводите на листке бума-
ги. 

Формулы для вычисления корней стандартного квадратного 
уравнения квадратного уравнения ax2+bx+c=0 в MathCAD выгля-
дят так: 

2 41:
2

b b a cx
a

− + − ⋅ ⋅
=

⋅  
2 42 : ,

2
b b a cx

a
− − − ⋅ ⋅

=
⋅  

т.е. задача решается так, как ее решают обычно на бумаге. С помо-
щью формул MathCAD можно решить почти любую математиче-
скую задачу численно либо провести ее аналитический анализ не 
получая числового ответа, т.е. символьно. MathCAD позволяет 
размещать текст в любых местах вокруг уравнений, чтобы доку-
ментировать процесс решения, строить двумерные и трехмерные 
графики, пользоваться иллюстрациями из других приложений 
Windows. MathCAD также имеет свою собственную справочную 
систему, вызываемую по клавише F1. Также в разделе Help меню 
имеются QuikSheets с примерами, так называемые шпаргалки. 

Формулы могут размещаться в любом месте рабочего доку-
мента MathCAD. Подобно другим программам Windows, 
MathCAD содержит полосу меню. Чтобы активировать меню и 
подменю, достаточно щелкнуть по ним мышью или нажать клави-
шу [Alt] вместе с подчеркнутым символом. Например, для актива-
ции меню Файл (File) нажмите [Alt]F. 

Ниже полосы меню находятся полосы кнопок, содержащие в 
себе: 

• панель инструментов для быстрого вызова некоторых 
команд из меню; 
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• панель шрифтов с кнопками для задания характеристик 
шрифтов в уравнении и тексте; 

• панель палитр для вставки операторов, греческих букв, 
графиков и т.п. 

 
Список палитр в порядке расположения 

 
После щелчка мышью в любом месте рабочего документа по-

является небольшой крестик +. 
Весь ввод с клавиатуры будет производиться теперь в рабо-

чем документе, начиная с места расположения крестика. 
 

Напечатаем 15-
8/104.5=. После набора 
знака = MathCAD вы-
числяет выражение и 
выводит на экран ре-
зультат 
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Разберем пример 
нахождения корней 
квадратного уравнения: 

 
ax2+bx+c=0 
 

Сначала определим 
переменные a, b, c 

 
1. Введем a:=1 (сим-

вол := вводится нажа-
тием клавиши Shift, 
удерживая эту клавишу 
жмем : – обозначать 
дальше эту и подобные 
комбинации клавиш мы 
будем [Shift-:]  или из 
палитры настроек ) 

 
2. Щелкнем мышью 

рядом с данным выра-
жением на свободном 
месте рабочего доку-
мента и наберем на кла-
виатуре b:=3 

 
3. Повторим пункт 

2, но наберем с:=-5. 
И снова щелкнем 

мышью в любом сво-
бодном месте докумен-
та. 
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Начнем ввод выра-
жения для определения 
одного из корней урав-
нения. 

Щелкнем мышью 
ниже переменных и 
начнем ввод. 

х1 [Shift-:] – b + \ 
b [Shift-6] 2 [Space]  

 
 

Продолжим ввод… 
- 4 * a * c [Space] 

[Space] [Space]  
[Space] [Space]  
 

Синий уголок озна-
чает, что следующее 
действие будет приме-
нено к выражению, на-
ходящемуся под угол-
ком 

 
Продолжим…  
[Space] / 2 *  а 

Щелкнем мышью 
ниже получившегося 
уравнения и наберем 
х1 = 

На экране должна 
получится следующая 
картинка. Мы имеем 
первый корень квад-
ратного уравнения с 
данными коэффициен-
тами a, b и c. 
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Завершим… Анало-
гично найдем второй 
корень, в итоге полу-
чим два корня нашего 
уравнения. 

 

 
 
Сохраним результаты работы, выбрав мышью из меню File 

опцию Save. На экране появится окно, подобное изображенному на 
рис 1.14. 

 

 
 

Рис. 1.14. Окно сохранения документа 
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Введя в поле окна File name имя документа uravn и щелкнув 
мышью на кнопке Save, вы сохраните вашу работу в файле (доку-
менте), например под именем uravn в папке Users. 

 
Основные команды системы MathCAD 
 
Все операции ввода можно производить, активировав пункт 

МЕНЮ "View/Toolbars/Math", при этом активируется палитра ин-
струментов со значками, указанная выше, либо при помощи специ-
альных комбинаций клавиш. 

Все вычисления в системе MathCAD производятся слева на-
право и сверху вниз. 

Некоторые основные операторы дублируются клавишами. 
1. Операторы 
• Присвоение Shift ; 
• Вывод на экран = 
• Умножение * 
• Деление / 
• Сложение + 
• Вычитание - 
• Кв.  корень \ 
• Интегрирование Shift 7 
• Дифференцирование Shift / 
• Факториал Shift 1 
• Сумма Shift 4 
• Произведение Shift 3 
• Жирное равно (для решения уравнений)     Ctrl = 
• Аналитическое решение  Ctrl . 
2. Циклы 
• Предположим, мы хотим, чтобы переменная i принимала 

ряд значений от 0 до 5. Пишем i Shift ; 0 ; 5, на экране видим  
I:=0…5. 

• Существует большинство встроенных математических 
функций, которые известны вам по курсу математического анализа 
и из старших классов школы. Некоторые из них: 

• Экспонента  exp(x) или ex 
• Степень Shift 6 
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• Логарифм натуральный ln(x) 
• Логарифм десятичный lg(x) 
 
 
3. Матрицы и массивы 
•  Ctrl M – ввод размеров матрицы, затем ввод элементов. 

(или из подменю на математической палитре , которое называ-
ется Vector and Matrix Toolbar). 

• Нижние индексы элементов массивов и матриц пишутся с 
помощью клавиши "[". Например, мы хотим ввести эле-
мент матрицы ai,j, пишем a [ i , j и видим: ,i ja . 

4. Построение графиков 
• Shift 2 – заготовка для графика, затем заполнить квадра-

тики; 
• центральный по вертикали – функция; 
• центральный по горизонтали – аргумент. 
5. Вычисления. 
• Могут осуществляться автоматически (любое изменение 

сразу вычисляется) или вручную (только с помощью команды F9 
до курсора, или весь рабочий файл Ctrl F9). Переключение режи-
мов вычислений осуществляется через пункт 
МЕНЮ"Tools/Calculate".  

6. Операции с файлами (чтение, сохранение) 
• через пункт МЕНЮ "File/(open, close, save, save as...)". 
 
Для более подробной информации о командах и функциях 

следует воспользоваться встроенной справкой, вызываемой с 
помощью пункта МЕНЮ "Help" в любой момент работы с па-
кетом или нажатием клавиши F1. Также очень полезная спра-
вочная информация доступна через меню «Help/QuiсkSheets». 
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ЗАДАНИЯ 
 
1. Вычислить функции: 3 2( ) : 3 5 1,y x x x x= + ⋅ − ⋅ +  

3 2( ) : 2 7 3g x x x x= + ⋅ − ⋅ +  и вывести на экран их графики в про-
межутке от -10 до 10 с шагом 0.1. (Разобрано подробно в качестве 
примера.) 

 
 
Решение. 
 
Набрать x:=-10,-9.9 ..10 
 

Действие Пояснение 
x Ввод параметра цикла x 
Shift ; Оператор присвоения 
-10 Начальное значение x 
, Разделение двух чисел 
-9.9 Следующее значение x, 

(разность первого и второ-
го значенийx показывает 
шаг вычислений) 

; Ввод двух точек (специ-
альный оператор) 

 
10 Конечное значение x 

 
Набрать 3 2( ) : 3 5 1y x x x x= + ⋅ − ⋅ + . 
Набрать 3 2( ) : 2 7 3g x x x x= + ⋅ − ⋅ + . 
Набрать @ при помощи комбинации клавиш Shift 2. Появит-

ся заготовка для графика. 
Заполнить центральные квадратики: y(x) и x – по вертикали и 

горизонтали соответственно. 
Убрать курсор с поля графика вправо или вниз. Щелкнуть 

мышью в любом месте документа. 
Чтобы изменить формат графика, тип линии (линия, точки, 

прямоугольники и т. д.), нужно дважды щелкнуть мышью на нем. 
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Если подвести указатель мыши к его нижней или правой гра-
нице, то указатель мыши примет вид двойной стрелки; удерживая 
при этом нажатой левую кнопку мыши и перемещая этот курсор по 
экрану, изменяем размер графика. 

2. Построить функцию ( )
2

( ) : exp sin 5
10
xy x x

⎛ ⎞
= − ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и вы-

вести на экран ее график в пределах от -10 до 10 с шагом 0.1. 
 

3. Ввести две матрицы: 

3 5 1
2 9 10
4 1 7

−

−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
и

2 4 1
5 3 9
1 8 6

−
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

. 

и провести с ними следующие действия: 
1) транспонирование каждой матрицы; 
2) сложение матриц; 
3) вычитание матриц; 
4) умножение матриц; 
5) вычисление определителя каждой матрицы; 
6) вычисление обратных матриц. 
Для упрощения задания присвойте матрицы переменным и 

операции выполняйте над переменными, чтобы многократно не 
переписывать матрицы. 

4. Вычислить интеграл: 
7

1

3 ln( ) sin( )x x dx
x

⋅ ⋅
∫ . 

5.  Вычислить сумму квадратов всех четных чисел от 0 до 
100. 

6.  Найти корни уравнений 3 23 5 1x x x+ ⋅ − ⋅ = − , 
( )3 sin 3 xx x e−− ⋅ = . Метод решения найти, используя HELP (най-

дите несколько способов решения, для первого уравнения их три, а 
для второго два). Не пытайтесь набрать эти уравнения так, как вы 
их видите здесь, т.е. со значением в правой части, используйте 
HELP или QuickSheets для нахождения правильной формы запи-
си!). 
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7.  Решить систему уравнений 
3 5 2 4
2 7 1 5 .

x y
x y
⋅ + ⋅ =⎧

⎨ ⋅ − ⋅ =⎩
 

 
8.  Найти аналитически производные функций 

3( ) : x xy x x e x e− −= + + ⋅  
( ) : sin( )y x x=  
( ) : tan( )y x x=  

1( ) :y x
x

=  

1/3 3( , ) :z x y x y= +  (сначала z по x, затем исход-
ную z по у) 

1/3 3( , ) :z x y x y= ⋅  (сначала z по x, затем исход-
ную z по у) 

9. Построить график функций (использовать функцию if) 

2

10
( )

10
x x

y x
x x

−∞ < <⎛ ⎞
= ⎜ ⎟≤ < +∞⎝ ⎠

. 

10.  Найти k корень уравнения 

0

0.5 .
k

xx e dx−= ⋅∫  

11. Найти интегралы функций (аналитически) 
 

( ) : cos( )y x x=  

2

cos( ) sin( )( ) :
ln( ) ln( )

x xy x
x x x

= −
⋅

 

2cos( )( ) : .
1 sin( )

xy x
x

=
+
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Лабораторная работа № 2 
ИЗУЧЕНИЕ ОСНОВНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ФИЗИЧЕСКИХ 
ВЕЛИЧИН 

Целью работы является практическое изучение  студентами  
основных законов распределения случайных величин. За время  
работы студенты овладевают практическими навыками програм-
мирования функций распределения, функций  плотности распреде-
ления и основных характеристик случайных величин, а также мо-
делирования распределения с заданными параметрами в диалого-
вом режиме с помощью пакета “MATCAD”. 

ВВЕДЕНИЕ 
Случайной называется величина, которая в одних и тех же 

условиях может принимать различные значения. Случайные вели-
чины бывают дискретные и непрерывные. 

Все дискретные случайные величины характеризуется веро-
ятностью P появления того или иного значения. Такая вероятность 
вычисляется для дискретных величин по формуле P=m/n, где m – 
количество испытаний (появлений), когда выпало это фиксирован-
ное значение (число), n – полное число испытаний. 

Для непрерывных случайных величин используют понятие 
плотность вероятности 

0

( 2 2)( ) lim
x

P x x x x xf x
x→

− Δ ≤ ≤ + Δ
=

Δ
, 

где ( 2 2)f x x x x x− Δ < < + Δ  – вероятность того, что случайная 
величина примет значения в интервале от 2x x− Δ  до 2x x+ Δ . 

Биноминальное распределение описывает дискретные со-
бытия следующего типа: в результате эксперимента событие либо 
наблюдается (происходит), либо нет (не происходит). Пусть, на-
пример, произведено n испытаний. Вероятность произойти некото-
рому событию А есть р, а вероятность ему не произойти есть 1-р. 

Вероятность P(m) выпадения события А m раз в серии из n 
экспериментов есть: 

( ) (1 )m m n m
nP m C p p −= −i    , 
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где m
nC  – число сочетаний из n по m: 

!
!( )!

m
n

nC
m n m

=
− . 

Это распределение и называется биноминальным. 
Если число проведенных экспериментов n будет расти до 

бесконечности n →∞ , то биноминальное распределение превра-
титься в пуассоновское. Для распределения Пуассона вероятность 
произойти m событиям равна:  

μμ( )
!

m

P m e
m

−= , 

где μ – среднее число событий за время проведения эксперимента. 
Для непрерывных случайных величин  довольно распростра-

ненным является распределение Гаусса (его также называют нор-
мальным). 

Для нормального распределения функция плотности вероят-
ности имеет вид: 

2

2
( μ)

21( )
2π

x

f x e σ

σ

−
−

= . 

Такая функция определяется заданием двух параметров: μ – 
математическое ожидание и σ – дисперсия. Если параметры μ = 0, 
σ = 1, то такое нормальное распределение называется стандарт-
ным. 

Если 1 2, ,..., nx x x  – независимые нормальные случайные ве-
личины, подчиняющиеся стандартному нормальному распределе-
нию, то сумма квадратов этих величин носит название распреде-
ления χ2 с n степенями свободы. 

2 2 2
1 ...n nx xχ = + + . 

Плотность вероятности распределения χ2 определяется вы-
ражением: 

( )
212 2 2

2

1( ) exp
22

2

n

n
n

f
n

χχ χ
− ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
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где Γ(x) – гамма-функция, 1

0

Г( ) x tх t e dt
∞

− −= ∫   

Математическое ожидание и дисперсия равны соответственно: 
E{χ2} = n; σ2(χ2) = 2n. 
При n > 30 распределение χn

2 можно считать нормальным. 
Если y, а также  y1, y2,...,yn – независимые величины, имею-

щие нормальное распределение с математическим ожиданием рав-
ным нулю, то величина t подчиняется распределению Стьюдента 

с числом степеней свободы n: 1
2

2

1

1 n

i
i

yt

y
n =

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

 

Плотность распределения Стьюдента, представляющая собой 
отношение нормально распределенной величины к величине, под-
чиняющейся распределению χ2, имеет следующий вид: 

( )
1

2 2

1
1 2 1
π

2

n

n

n
xS x

n nn

+
−

+⎛ ⎞Γ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где n – число степеней свободы. 
Распределение Стьюдента при большом числе степеней 

свободы переходит в стандартное нормальное распределение. 
При использовании системы MathCAD данные плотности 

распределения можно ввести при помощи встроенных функций 
системы MathCAD. 

Любой закон распределения определяется следующими ве-
личинами (моментами). 

Основные моменты случайной величины 

1. Математическое  ожидание  случайной величины x, кото-
рое можно рассчитать по следующим формулам: 

μ ( )x P x=∑ i    для дискретной величины, 
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μ ( )x f x dx= ∫ i    для непрерывной величины. 

2. Центральные  моменты 

а) дисперсия 
2( μ) ( )D x P x= −∑  для дискретной величины, 

2( μ) ( )D x f x dx= −∫  для непрерывной величины; 

b) эксцесс 
3( μ) ( )E x P x= −∑  для дискретной величины, 

3( μ) ( )E x f x dx= −∫  для непрерывной величины; 

с) момент четвертого порядка 
44 ( μ) ( )M x P x= −∑  для дискретной величины, 

44 ( μ) ( )M x f x dx= −∫  для непрерывной величины. 

Свойства моментов 

1. Математическое ожидание 

а) для биноминального распределения 
1

1

0

( 1)! (1 ) ;
( 1)! !

n
s n s

s

nM np p p
n s s

−
− −

=

−
= −

− −∑  

б) для пуассоновского распределения μM = ; 

в) для нормального распределения μM = . 
2. Дисперсия 
а) для биноминального распределения (1 )D np p= − ; 

б) для пуассоновского распределения μD = ; 

в) для нормального распределения 2σD = . 
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3. Эксцесс 

а) для биноминального распределения 
1 2

(1 )
pE

np p
−

=
−

; 

б) для пуассоновского распределения μE = ; 

в) для нормального распределения 0E = . 

Следует также отметить важное соотношение 
4 3M

D
=  для 

стандартного нормального распределения. Условия равенства нулю 

эксцесса и выполнения соотношения 
4 3M

D
=  обычно принимают 

для контроля правильности аппроксимации данного распределения 
распределением Гаусса. 

Приведенные выше соотношения справедливы для гене-
ральной совокупности данных (число измерений стремится к бес-
конечности). На практике экспериментатор всегда имеет дело с 
выборкой ограниченного объема. Поэтому для анализа распреде-
лений параметры заменяют их оценками по имеющимся выборкам. 

Аналогом математического ожидания является выборочная 
средняя величина. 

Для набора n значений случайной величины выборочное 
среднее равно: 

1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ , если xi равновероятны,  

или 
1

1 n

i i
i

x x P
n =

= ∑ , где Pi–вероятность проявления значения xi. 

Если данные сгруппированы, т.е. указаны значения xi и час-
тота принятия таких значений νi, то  

1

1

1

1 ,  1,2,...,

k

i i k
i

i ik
i

i
i

v x
x v x i n

nv

=

=

=

= = =
∑

∑
∑

, так как 
1

k

i
i

v n
=

=∑ , 
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где n – объем выборки; k – число значений, которые принимала 
случайная величина. 

Аналогом дисперсии является выборочная дисперсия Sn
2 , 

которая для выборки объема n имеет вид: 
2 2

1

1 ( )
1

n

n i
i

S x x
n =

= −
− ∑ (для равновероятных значений ix ). 

Наиболее важной теоремой математической статистики явля-
ется центральная предельная теорема, которая формулируется сле-
дующим образом. 

Пусть случайная величина х имеет математическое ожидание 
μ  и дисперсию 2σ . Если 2σ  конечна, то при стремлении объема 
выборки случайных величин x к бесконечности распределение вы-
борочного среднего x  будет стремиться к нормальному со сред-
ним μ  и дисперсией σ2/n. 

Следует подчеркнуть, что центральная предельная теорема 
выполняется независимо от вида распределения величины x. 

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Построить графики функций плотности распределения 
для биноминального, пуассоновского и нормального распределе-
ний (значения параметров согласовать с преподавателем). Иссле-
довать характер изменения функций плотности распределения при 
вариации параметров. Функции плотности ввести двумя путями: 
при помощи приведенных формул и при помощи встроенных 
функций системы MathCAD. Убедится в их идентичности. 

2. Вычислить значения моментов распределений и их отно-
шений по приведенным формулам из раздела «Основные моменты 
случайной величины» (численно покажите справедливость приве-
денных свойств для моментов). 

3. На одном рисунке построить графики функции плотности 
распределения для пуассоновского и нормального распределений с 
одинаковыми параметрами (параметры согласовать с преподавате-
лем). Убедится, что при больших μ пуассоновское распределение 
можно заменять нормальным. Определить параметры такого нор-
мального распределения.  



 

 30

4. С помощью встроенных функций MathCAD ввести рас-
пределение Стьюдента и χ2 и показать, что при больших n данные 
распределения переходят в нормальное (плотности построить на 
одном графике). 

5. С помощью функции rnorm(n,μ,σ) получить выборку объ-
емом n=100 нормально распределенных случайных величин. Опре-
делить среднее и выборочную дисперсию. Проверить выполнение 
соотношения M4/D=3. 
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Лабораторная работа № 3 

ОСВОЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Цель работы: получение навыков работы с функциями, ха-
рактеризующими распределения случайных величин и расчетов 
принятия случайной величиной тех или иных значений. 

ВВЕДЕНИЕ 

Нормальное распределение (непрерывное) 

Нормальное распределение или распределение Гаусса имеет 
математическое ожидание μ и дисперсию σ2, обозначается 

2(μ,σ )N , 2( ,μ,σ )N x  
Нормальным называют распределение вероятности непре-

рывной случайной величины, которое описывается функцией 
плотности вероятности: 

2

2

1 ( μ)( ) exp
2σ2 πσ

xf x
⎡ ⎤−

= −⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦
, 

где σ2–дисперсия, μ – математическое ожидание. 
График функции плотности распределения представлен на 

рис. 3.1. 

 
Рис. 3.1. График функции плотности нормального распределения для μ =30 

и различных значений σ1,σ2 и σ3 
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Стандартное нормальное распределение 

Нормальное распределение, имеющее математическое ожи-
дание μ 0=  и дисперсию σ 1= , называют стандартным нормаль-
ным распределением и обозначают (0,1)N . 

В этом случае функция плотности вероятности имеет вид: 
21φ( ) exp

22π
uu

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и ее график представлен на рис. 3.2. 

 
Рис. 3.2. График функции плотности вероятности стандартного нормально-

го распределения 

Функция распределения для стандартного нормального рас-
пределения имеет вид. 

21( ) exp
22π

u tu dt
−∞

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Значения функции распределения – это вероятности того, что 
случайная величина, подчиняющаяся стандартному нормальному 
распределению, будет принимать значения меньше заданного. Так 
как знания о таких вероятностях очень важны, а рассчитать значе-
ния функции вероятности в элементарных функциях невозможно, 
то значения приводятся в статистических таблицах. Говорят, что 
«затабулированы» вероятности того, что величина, имеющая стан-
дартное нормальное распределение, будет иметь значение меньше, 
чем u (рис. 3.3). 
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Интегралы Φ(u) называются интегралами Гаусса, их значе-
ния – гауссианами. 

 

 
Рис. 3.3. График функции плотности стандартного 
нормального распределения. 

 
Обычно значения интеграла Гаусса от отрицательных вели-

чин в таблице не приводятся. Однако их можно вычислить, исполь-
зуя симметрию функции распределения относительно математиче-
ского ожидания, а значит относительно 0 для стандартного нор-
мального распределения: 

 
Φ(-u)+ Φ(u)=1 

( ) 1 ( )u uΦ − = −Φ . 

Преобразование 
μ

σ
xu −

=  переводит нормальное распреде-

ление с параметрами μ и σ в стандартное нормальное распределе-
ние, имеющее математическое ожидание μ 0=  и дисперсию 

2σ 1= . 
Такое преобразование используется для решения задач о на-

хождении вероятности для нормальных случайных величин с про-
извольными параметрами μ и σ принимать те или иные значения. 
Преобразуя величину в стандартную нормальную, можно затем по 
таблицам найти требуемую вероятность.  
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Распределение Пуассона 

Распределение Пуассона является дискретным и дает вероят-
ность наблюдения количества событий  в заданный промежуток 
времени при условии, что события независимы и возникают с по-
стоянной скоростью.  

Введем следующие обозначения (для упрощения будем ис-
пользовать пример попадания частиц в счетчик или детектор): 

пусть ( )kp t  – вероятность попадания k  частиц в счетчик за 
интервал времени t; 

0 ( )p t  – вероятность отсутствия попадания хотя бы одной 
частицы в счетчик за интервал времени t; 

n  – среднее значение числа частиц попавших в счетчик за 
единицу времени; 

N nt=  – среднее значение числа попавших в счетчик  час-
тиц за время t. 

Поток событий называется пуассоновским, если  вероятность  
событий описывается формулой Пуассона: 

( )( ) exp( )
!

k

k
ntp t nt
k

= −  

или, используя среднее за интересующее нас время, 

N nt= , ( ) exp( )
!

k

k
Np t N
k

= − . 

Математическое ожидание и дисперсия равны между собой 
для пуассоновского потока. 

{ } { }E k D k N nt= = = . 
Функция распределения вероятности для пуассоновского по-

тока определяется как вероятность того, что произойдет число со-
бытий меньше, чем заданное значение x. Исходя из этого, можно 
написать, что функция распределения есть сумма всех вероятно-
стей для 

   

( )( )
!

k
nt

k
k x

ntF x e
k

−

<

=∑ . 
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Функция распределения для пуассоновского потока событий 
представлена на рис. 3.4, а вероятность принятия значения пред-
ставлена на рис. 3.5. 

 

  
Рис. 3.4. График функции распределе-
ния Пуассона (nt=5) 

Рис. 3.5. График плотности функции 
распределения Пуассона (nt=5) 

Показательное распределение 

Из распределения Пуассона: вероятность p0(t) того, что за 
время t при интенсивности n не произойдет ни одного события, 
равна p0(t)=exp(-nt). 

Это выражение можно рассматривать как надежность – т.е. 
вероятность безотказной работы элемента за время t. 

Введем понятие функция надежности R(t)=exp(-nt). 
Конечно, считается, что события, приводящие к отказам, 

распределены по закону Пуассона (что соответствует природе мно-
гих событий). 

Если надежность описана R(t), то функция распределения от-
казов F(t) можно записать: F(t)= 1- R(t)=1-exp(-nt) (учитываем, что 
R+F=1), F(t) – вероятность того, что за время t  произойдет отказ. 

F(t) – функция распределения для показательного распреде-
ления. Показательное распределение непрерывно. 

Функция плотности вероятности f(t)=F’(t)=n·exp(-nt) по оп-
ределению является производной функции распределения. 

Графики f(t) и F(t) представлены на рис. 3.6 и 3.7. 
Математическое ожидание показательного распределения: 

0 0

{ } ( ) exp( ) 1/t E t t f t dt t n nt dt n
∞ ∞

= = ⋅ = ⋅ − =∫ ∫ . 
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Дисперсия для показательного распределения: 

2 2 2 2

0
2 2 2

( ) { } { } exp( ) (1/ )

2 / 1/ 1/ .

D t E t E t t n nt dt n

n n n

∞

= − = − − =

= − =

∫  

 

  
Рис. 3.6. График плотности функции 
распределения отказов 

Рис. 3.7. График функции распределе-
ния отказов 

Вероятность попадания в интервал [t1 ; t2] – вероятность то-
го, что отказ произойдет в интервале времени от t1 до t2. 

P(t1<t<t2)=F(t2)-F(t1)=exp(-nt1)-exp(-nt2). 

ЗАДАНИЯ 

Задания №№ 1, 2, 5, 7 выполнить тремя способами: 
1. С помощью таблиц значений функций. 
2. С помощью функций плотности распределения 
3. С помощью встроенных функций системы MathCad. 
ЗАДАНИЕ 1 
Нормальная случайная величина имеет среднее значение 

μ=50, стандартное отклонение σ=5. Требуется определить вероят-
ность того, что случайная величина  x<60. 

ЗАДАНИЕ 2 
Для описанного в предыдущей задаче распределения найти 

такое значение переменной случайной величины x, чтобы Р=0,95. 
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ЗАДАНИЕ 3 
Интенсивность отказов n=0,01 ч-1, время испытаний — 50 ч. 

Найти вероятность того, что произойдет отказ (не произойдет от-
каз). 

ЗАДАНИЕ 4 
Функция вероятности отказа прибора носит показательный 

характер: 
F(t)=1-e-nt , t>0 с параметром n = 0,3 события/час. 
Найти вероятность того, что за время t=1 ч: 
а) прибор откажет; 
б) прибор не откажет; 
в) отказ наступит в интервале [t1; t2], t1 = 1 ч, t2=3 ч. 

ЗАДАНИЕ 5 
Среднее значение за данный интервал времени равно 100 от-

счетам. Определить вероятность получения 105 отсчетов за то же 
время. А также вероятность того, что абсолютное отклонение от 
среднего значения имеет величину, большую 5. 

ЗАДАНИЕ 6 
Среднее число отсчетов первого счетчика за одну минуту 

равно 5, второго – 8,3. Определить вероятность того, что за 2 мину-
ты произойдет: 

а) два отсчета; 
б) менее двух отсчетов; 
в) не менее двух отсчетов. 
ЗАДАНИЕ 7 
Средняя скорость счета 12 имп/мин. Найти вероятность зна-

чения скорости счета между 10 имп/мин  и 24 имп/мин. 
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Лабораторная работа № 4 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕРВАЛЬНЫХ ОЦЕНОК 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ И ДИСПЕРСИИ 

Цель работы: ознакомление студентов с понятиями интер-
вальных оценок для параметров распределения, приобретение на-
выков расчета интервальных оценок для основных параметров рас-
пределения. 

ВВЕДЕНИЕ 
Интервальные оценки 

Для небольших по объему выборок широко используются 
интервальные оценки, которые определяются двумя числами – 
концами интервалов. 

Если θ� является оценкой θ, то значение |θ - θ� | характеризует 
точность этой оценки. Назовем δ > 0 – погрешностью оценки, тогда  
можно записать |θ - θ� | < δ. 

Следует иметь в виду, что из-за случайности θ�  можно гово-
рить лишь о вероятности Р, с которой это неравенство реализуется. 

Надежностью или доверительной вероятностью оценки θ на-
зывают вероятность Р = 1 - α, с которой реализуется неравенство  
|θ - θ� | < δ. 

Здесь α = 1 - P называют уровнем значимости. 
Значения α выбирают обычно равными 0,01; 0,05; 0,1. Выбор 

уровня значимости обычно остается за экспериментатором, т.е. ре-
зультаты одного и того же эксперимента можно представить с раз-
ными уровнями значимости. Поэтому так важно указывать уровень 
значимости, ведь оценка и результат эксперимента напрямую зави-
сит от него. 

P(|θ - θ� | < δ) = 1 - α; или   P(θ�  - δ < θ <θ�   + δ) = 1 - α. 
Вероятность того, что в интервале (θ�  - δ; θ�  + δ) заключен 

неизвестный параметр θ, равна Р = 1 - α. 
Доверительным интервалом называют интервал  

(θ� - δ; θ� + δ), в который неизвестный параметр попадает с заданной 
надежностью или доверительной вероятностью P = 1 - α. 
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Дать интервальную оценку для параметра –значит задать до-
верительный интервал для параметра, в который  этот параметр 
попадает с  выбранной доверительной вероятностью (или уровнем 
значимости). 

Сначала рассмотрим задачу оценивания доверительного интервала, 
в случае если дисперсия известна. Имеется ряд экспериментальных 
значений x1, x2, ..., xn, и известна дисперсия σ2. Оценим математиче-
ское ожидание одним значением: 

1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ , 

x подчиняется нормальному распределению N(μ,σ2/n) по централь-
ной предельной теореме. 

 

( )
( )μμ

σσ

x nx
x

−−
=  подчиняется стандартному нормальному 

распределению N(0,1). 
Выберем уровень значимости α так, чтобы надежность 

P = 1 - α  соответствовала up,  где up   называется квантилем стан-
дартного распределения уровня P. 

( )
μ

1
σ p p

x n
P u p u
⎛ ⎞−
⎜ ⎟< = − = Φ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где Ф(up) – табулированный интеграл Гаусса, т.е. 
( ) ( )σ

μ p
p

u x
P x u

n
⎛ ⎞

− < = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

тогда  

( )σ σ
μp p

p

u u
P x x u

n n
⎛ ⎞

− < < + = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Это выражение понимаем так: оценка μ попадет в заданный 
интервал в P% случаев, а в (1 – P)% случаев не попадает. 

Это, собственно, и есть интервальная оценка для математи-
ческого ожидания. 
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Ширина доверительного интервала 
σ σ 2 σp p pu u u

x x
n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Можно использовать эту оценку и другим способом. Если за-
ранее задана погрешность δ = upσ/ n , то по найденному из таблиц 
значению квантиля up уровня P и известной дисперсии σ2 можно 
определить предстоящий объем выборки n = up

2σ2/δ2. Такой объем 
выборки позволит в дальнейшем после проведения эксперимента 
представить оценку математического ожидания в интервале с задан-
ной погрешностью и заданной доверительной вероятностью. Так как 
объем выборки – это количество проведенных экспериментов, а сле-
довательно, количество затраченных на получение знания ресурсов, 
то такая оценка желательна при планировании эксперимента. 

Теперь рассмотрим задачу интервального оценивания ма-
тематического ожидания, когда дисперсия неизвестна. В этом 
случае используют эмпирический аналог дисперсии – выборочную 
дисперсию. 

Для решения выбирают статистику Стьюдента 

1n
xt n

S
μ

−

−
= . 

Имея определенный объем выборки n  и задав доверитель-
ную вероятность P = 1 - α, можно по таблицам определить кван-
тиль распределения Стьюдента tn-1,p такой, что будет выполняться 
соотношение 

1,

μ
1 αn p

x n
P t

S −

⎛ ⎞−
⎜ ⎟< = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

или 

1, 1,μ 1 αn p n pt S t S
P x x

n n
− −⎛ ⎞

− < < + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Ширина доверительного интервала 1,δ n pt S
n

−=  

зависит от n и P. 
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В этом случае объем выборки n определить уже не получит-
ся, так как 1,n pt −  зависит от n. 

Рассмотрим задачу получения доверительного  интервала 
для дисперсии. 

Рассмотрим ряд экспериментальных данных x1, x2, ..., xn.  
Можно посчитать выборочную дисперсию 

( )22

1

1
1

n

i
i

S x x
n =

= −
− ∑ . 

Для построения доверительного интервала для дисперсии σ2 
выбирают статистику χ2 – распределения, так как S2(n - 1)/σ2 под-
чиняется χn-1

2. 
Для уровня значимости α доверительная вероятность  

P = 1 - α 
( ) 2

2 2
1, 1 2, 12

1
χ χ 1 α

σn n

n S
P − −

⎛ ⎞−
< < = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

По таблицам для χ2 распределения выбирают такие значения 
2
1, 1χ n−  и 2

2, 1χ n− , чтобы соответствующая площадь под кривой была 
равна 1 - P = α (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1. График функции плотности вероятности для распределения χ2 
 
Этому условию удовлетворяет  интервальное равенство  
P(χ2 < χ1,n-1

2) = P(χ2 > χ2,n-1
2) = α/2. 

Следовательно, 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2
1, 1 2, 1 1. 1

2 2 2 2 2 2
2, 1 1, 1 2, 1

1
χ χ 1 χ χ

χ χ χ χ χ χ 1 α,

n n n

n n n

n S
P P

n

P P P

− − −

− − −

⎛ ⎞−
< < = − < −⎜ ⎟

⎝ ⎠

− > = > − > = −

 

неравенство 
2

2 2
1, 1 2, 12

( 1)χ χ
σn n

n S
− −

−
< <  

можно преобразовать к виду 
2 2

2
2 2
2, 1 1, 1

( 1) ( 1)σ .
χ n n

n S n S
χ− −

− −
< <  

Для планирования эксперимента (определение объема вы-
борки n) это условие использовать сложно, так как 2

1χ n−  зависит от 
n, и необходимо оценивать S2 до основного эксперимента. 

ЗАДАНИЯ 

При заданных вероятностях 0.9, 0.95, 0.99 

1. Определить доверительные интервалы математического 
ожидания по выборкам нормально распределенных величин объе-
мами 10, 100, 1000 в случае: 
а) известной; 
б) неизвестной дисперсии. 

2. В случае неизвестной дисперсии определить доверитель-
ные интервалы для дисперсии. 
Определить необходимые объемы выборок, чтобы достигнуть за-
данную точность (точность согласовать с преподавателем) для всех 
рассмотренных случаев. 

Выборку задать оператором rnorm(n, μ, σ). Значения μ и σ 
согласовать с преподавателем. 

Контрольные вопросы 

1. Как зависит ширина интервала от объема выборки? 
2. Как меняются доверительные интервалы от уровня значи-

мости? 
3. Дайте определение доверительного интервала. 
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Лабораторная работа № 5 
ПОЛУЧЕНИЕ ОЦЕНОК МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ  
КВАДРАТОВ 

Цель работы: освоение студентами метода наименьших квад-
ратов для получения оценок и приобретение ими практических на-
выков по оценке параметров данным методом. 

Обзор метода наименьших квадратов (МНК) 
Пусть результаты эксперимента представляют собой n раз-

личных величин y1,y2 ... yn, причем известно, что каждая из этих n 
величин линейно зависит от m (n ≥ m) параметров: θ1, θ2, ... θm. 

Случай линейной зависимости от параметров 
C каждой из наблюдаемых величин связана случайная ошиб-

ка εi, так что можно написать: 
y1=a11θ1+a12θ2+ ....+a1mθm+ε1 
y2=a21θ1+a22θ2+ ....+a2mθm+ε2 
.................... 
yn=an1θ1+an2θ2+ ....+anmθm+εn. 
 
В матричной форме: 

θ εy = +A
G GG

. 
Матрица А[mxn] полагается известной. 
Считается, что параметры θ

G
 содержат интересующую нас 

физическую информацию. Поэтому задача состоит в получении 

оценок этих параметров θ̂
G

. 
Будем считать, что ошибки ε подчиняются нормальному рас-

пределению с нулевым математическим ожиданием: 
ε( ) θy y= −A

GG G
. 

Матрица D(y) 
2
1 1 2 12 1 1
2 2

1 2 12 2 2 2

2 2
1 1 2 2

σ σ σ ρ ... σ σ ρ
σ σ ρ σ ... σ σ ρ

( )
... ... ... ...

σ σ ρ σ σ ρ ... σ

n n

n n

n n n n n

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  
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называется ковариационной. 

( ) ( )2 2σ ε εi i iy= = D  

( )σ σ ρ ε ε εi j ij i j= . 

Вторые моменты, т.е. дисперсии величин εI, должны быть ко-

нечны. Для получения оценок θ̂
G

 будем минимизировать сумму 
квадратов: 

( )2ˆ ,i i
i

y y= −∑R  где ˆˆ θy = A
GG

. 

Введем понятие вектора остатков: 
ˆˆ θV y y y≡ − = −A
GG G G G

, тогда TV V=R
G G

. 
Но для учета влияния погрешности сумму квадратов надо 

минимизировать соответствующими весами: 
( )1TV D y V−=R

G G
. 

Минимум этой разницы можно найти простым дифференци-
рованием по θ и приравниванием частных производных нулю: 

0
θ

∂
=

∂
RG . 

Решив это уравнение, можно получить точечную оценку ис-
комых параметров: 

( )( ) ( )( )11 1θ̂ T Ty y y
−− −= A D A A D

G G G G
 –  

оценка, полученная методом наименьших квадратов. 

Кроме самих оценок θ̂
G

 метод наименьших квадратов позво-
ляет получить ковариационную матрицу ошибок для оцененных 
параметров. 

( ) ( )( ) 11θ̂ Ty
−−=D AD A

G G
. 

Случай нелинейной зависимости от параметров 
В общем случае имеем дело с набором n наблюдаемых вели-

чин yi, являющихся нелинейными функциями m параметров θj: 
( )1θ ...θi i my y= ,  i=1...n. 
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Задачу можно линеаризовать, если эти функции разложить в 
ряд Тейлора в окрестности точки ( )1θ ...θo o

m , сохранив лишь члены 
первого ряда малости. 

Если разложение справедливо, то задача сведется к линей-
ной, в которой: 

( ) ( ) ( )1 1 1
1

θ ...θ θ θ ... θ θ
θ

o o o oi i
i i m m m

m

y yy y
θ
∂ ∂

≈ + − + + −
∂ ∂

 

или 

( )1

1
θ θ

θ

m
o o

i i j j
j j

yy y
=

∂
− ≈ −

∂∑ , 

т.е. 

1
θ

θ

m
i

i j
j j

yy
=

∂
Δ = Δ

∂∑ ,  (i=1...n). 

Дальнейшая процедура такова: сначала выбирают прибли-
женное значение параметровθo

j , т.е. по возможности близкие к ис-
комым значениям θj. Значения функции, вычисленные для этих 
приближенных значений параметров, равны o

iy . Для нахождения 
θ jΔ  решаются обычные МНК-уравнения. В итоге получают уточ-

ненные значения оценок параметров θ θ θo
j j j= + Δ . Эти θi исполь-

зуются в качестве новых начальных приближенных значений для 
вычисления новых θ jΔ . Итерационная процедура продолжается до 
тех пор, пока изменения параметров не станут крайне малыми или 
равными нулю. Критерием остановки итерационного процесса при 
выбранном уровне значимости может служить значение 

2
1 α,( 2)χ n− −≤R . 
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ЗАДАНИЯ 

Выполнить в двух пакетах, сначала в пакете MathCAD, а за-
тем в пакете Microcal Origin, сравнить полученные результаты. 

Задание 1. 
Для построения функциональной зависимости параметра у от 

параметра х нужно взять полиномы степени не выше третьей. Для 
заданных экспериментальных данных выберите наиболее подхо-
дящие полиномы. Выбор обоснуйте.  
yi 240 270 260 275 295 310 
xi 1500 1600 1700 1800 1900 2000. 

 

Задание 2. 
Методом наименьших квадратов аппроксимируйте зависи-

мость: номер канала – энергия. Аппроксимацию можно произво-
дить полиномом не выше второй степени: 

E=C1+C2p+C3p2. Найдите коэффициенты С1, С2, С3. 
 

Е, 
кэВ 75,99 91,97 105,71 123,20 131,67 150,70 179,32 203,21 

р, ка-
нал 1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 

Задание 3. 
Полное сечение взаимодействия нейтронов с энергией 

14 МэВ описывается следующим соотношением: 

( )21
3

0σ 2πt r A= + , где σt – полное сечение взаимодействия 

нейтронов, А – массовое число, r0 – параметр,  – длина волны 
нейтрона. 

На основании экспериментальных данных оценить значение 
параметра r0. 

 
Яд-
ро 

11B 24Mg 27Al 56Fe 64Zn 80Se 107Ag 1114Cd 120Sn 197Au 209Bi 

σt, 
барн 1,16 1,83 1,92 2,75 3,03 3,35 3,82 4,25 4,52 4,68 5,17 
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Задание 4. 
Измеряется спад активности облученного нейтронами образ-

ца из серебра. Первые 40 точек получены через интервалы време-
ни, равные 3 с, а остальные – через 30 с. Данные в табл. 5.1 приве-
дены подряд через интервалы слева на право по строкам. Средняя 
интенсивность фона 0,89 импульсов в секунду. Время выдержки до 
начала измерения – 7 с. Начальные оценки периодов полураспада – 
24 и 210 с. Найти периоды полураспадов и активности изотопов на 
момент завершения облучения образца потоком нейтронов. Счи-
тать, что точки получены в момент времени, соответствующий се-
редине временного интервала каждого измерения. Формула пере-
вода скорости счета n в активность A0: 0 ε

nA g= ⋅ , где g = 0,45 

(геометрический фактор), ε = 0,1 (эффективность регистрации). 

Таблица 5.1 

335.0 303.0 221.0 229.0 194.0 177.0 147.0 135.0 106.0 

100.0 117.0 105.0 86.0 65.0 74.0 60.0 53.0 50.0 

51.0 54.0 47.0 31.0 43.0 27.0 39.0 40.0 29.0 

37.0 30.0 24.0 34.0 20.0 19.0 23.0 22.0 21.0 

20.0 22.0 10.0 13.0 151.0 107.0 107.0 104.0 92.0 

89.0 70.0 75.0 60.0 57.0 59.0 56.0 54.0 59.0 

48.0 42.0 42.0 45.0 47.0 47.0 45.0 39.0 37.0 

30.0 32.0 30.0 32.0 34.0 37.0 25.0 23.0 20.0 

31.0 33.0 30.0 30.0 24.0 26.0 22.0 20.0  

 



 

 48

Лабораторная работа № 6 
ОСВОЕНИЕ КРИТЕРИЕВ СОГЛАСИЯ: ПИРСОНА  
(КРИТЕРИЙ χ2), КОЛМОГОРОВА И  МИЗЕСА (ω2) 

Цель работы: практическое ознакомление студентов с крите-
риями согласия и проверки гипотез о виде распределения. 

За время работы студенты самостоятельно создают вычисли-
тельную модель в системе MathCAD для проверки гипотез по кри-
териям χ2, Колмогорова и ω2. 

ВВЕДЕНИЕ 

Критерий согласия χ2 
Часто бывает необходимо проверить для заданной выборки 

),...,1( nixi = случайной величины х гипотезу о том, что )(xf  яв-
ляется плотностью вероятности для х. В качестве меры отклонения 
имеющихся данных от ожидаемых согласно гипотетическому рас-
пределению используется величина χ2. Критерием проверки гипо-
тезы может служить сопоставление величины χ2 с табличным зна-
чением, которое соответствует заданному уровню значимости. 

Область значений исследуемой случайной величины разби-
вают на r интервалов S1, S2,…,Sr, каждый из которых содержит 
примерно одинаковое число событий. 

Обозначим р – вероятность принятия случайной величиной 
значения внутри интервала. Такую вероятность можно рассчитать 
на основании выдвигаемой гипотезы о виде закона распределения 
случайной величины: 

1

( ); 1; 0.
r

i i i i
i

P p S p p
=

= = >∑  

Каждому множеству Si соответствует νi выборочных значе-

ний и 
1

v .
r

i
i

n
=

=∑  

Значит, любому множеству Si можно поставить в соответст-
вие экспериментальную вероятность 
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эксп 
vi

ip
n

=  

и теоретическую (гипотетическую) вероятность 
max

min

( )
i

i

ip f x dx= ∫ . 

В качестве меры расхождения между экспериментом и  тео-
рией можно взять величину 

2 2
эксп

1 1

v( ) ( )
r r

i
i i i i i

i i

z c p p c p
n= =

= − = −∑ ∑ . 

При этом значения сi выбираются произвольно. Пирсон дока-

зал, что если 
i

i p
nc = , то мера расхождения 

2

1
( ) χ

r
i

i
i i

vnZ p
p n=

= − =∑  

является случайной величиной, подчиняющейся распределению χ2. 
При этом χ2 - распределение имеет  ķ = r-l-1 степень свободы. Чис-
ло степеней свободы ķ  зависит от того, использовались ли рас-
сматриваемые экспериментальные данные для получения парамет-
ров распределения. Если в ходе обработки экспериментальных 
данных приходилось высчитывать некое количество параметров 
распределения l, то число степеней свободы ķ χ2 распределения 
нужно уменьшить на l. 

Если рассматривать пуассоновское распределение, то оно 
описывается одним параметром l=1 (математическое ожидание 
равно дисперсии). Число степеней свободы k  для этого случая 
k=r-l-1=r-2. При рассмотрении нормального распределения необ-
ходимо знать два параметра – математическое ожидание и диспер-
сию (l=2). Отсюда k=r-l-1=r-3. 

Если значение величины z, полученной в результате опытов, 

превосходит или равно значению 
2
1 α,χ k−  такому, что 
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2
1 α ,χ

( ) α
k

kp u du
−

∞

=∫   

(α – заданный уровень значимости), то гипотетическое распределе-
ние считают не согласующимся с экспериментальными данными. 

Если же 
2
1 α,χ kz −< , то делается вывод, что гипотетическое рас-

пределение не противоречит экспериментальным данным. Требу-
ются дальнейшие проверки для доказательства того, что гипотеза 
согласуется с опытом устойчиво. 

При k>30 величину zy =  можно считать распределен-
ной нормально. Процедура проверки на критерий согласия Пирсо-
на сводится к следующим этапам. 

1. Выборку объема n разбивают на r интервалов. Интервалы 
могут иметь различную длину. В каждом интервале должно быть 
примерно равное число событий. 

2. Из выборочных данных получают оценки параметров экс-
периментального распределения. 

3. Выбирают гипотезу (теоретическое распределение) и оп-
ределяют k=r-l-1. 

4. Выбирают уровень значимости α. Определяют по таблице 
2
1 α,χ k− . 

5. Вычисляют для каждого интервала групповые вероятно-
сти: экспериментальную и теоретическую. 

6. Вычисляют значение величины  z  и сравнивают с 
2
1 α,χ k− . 

7. Делают вывод о согласии или несогласии эксперименталь-
ных данных теоретическому распределению. 

Существуют и другие методы проверки  гипотезы о виде за-
кона распределения при помощи экспериментальных данных, но по 
виду функции распределения. Рассмотрим два таких критерия: 
критерий Колмогорова и критерий Мизеса. 
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Критерий согласия Колмогорова 

Ряд экспериментальных значений представляют в виде ва-
риационного ряда, т.е. 

x1 < x2 < … < xn, 
тогда экспериментальную функцию распределения F(x) по опреде-
лению можно представить следующим образом: 

1

1

0, 

( ) , ; 1... 1

1,  

k k

n

x x
kF x x x x k n
n

x x

+

<⎧
⎪⎪= ≤ < = −⎨
⎪

>⎪⎩

. 

График экспериментальной  функции распределения вероят-
ности для экспериментальных данных 1,..., nx x  представлен на 
рис. 6.1. 

 
Рис. 6.1. График экспериментальной функции распределения вероятности 

В точке разрыва x = xk функция F(x) переходит скачками от 
значения (k-1)/n к значению k/n для xk-1 < x < xk+1. 

Теперь перейдем к критерию Колмогорова проверки гипотез 
о виде закона распределения. Этот критерий основывается на тео-
реме Колмогорова, которая формулируется следующим образом. 

Какова бы ни была функция распределения F(x) непрерывной 
случайной величины при неограниченном возрастании числа неза-
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висимых измерений n, вероятность неравенства n D < λ стремит-
ся к пределу k(λ) – функция Колмогорова. 

Т.е. lim ( ) ( )
n

P nD kλ λ
→∞

< = . 

Здесь D = max|F(x) – F0(x)|; F(x) – функция распределения, 
полученная в эксперименте; F0(x) – гипотетическая функция рас-
пределения; k(λ) – функция Колмогорова, которая описывается 
следующим образом: 

2 2

1

1 2 ( 1) exp( 2 λ );λ 0
(λ)

0;λ 0

k

k

k
k

∞

=

⎧ ⎫− − − >⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪<⎩ ⎭

∑ . 

 
Используя терему Колмогорова,  можно оценить вероятность 

того, что расхождение между гипотетической и экспериментальной 
функцией имеет полученное значение. Если эта вероятность высо-
ка, значит, гипотетическая функция хорошо описывает экспери-
ментальные данные. Если вероятность полученного значения рас-
хождения мала, значит, гипотетическая функция плохо описывает 
экспериментальные данные. 

Такой критерий называют критерием согласия Колмогорова. 
Практически критерий Колмогорова используют, когда F0(x) 

известно априори. Но если надо определить параметры F0(x) из 
эксперимента, это никак не отразится на критерии. 

Рассмотрим пошаговую схему проверки по критерию Колмо-
горова: 

1. Для выбранного числа интервалов строят эксперимен-
тальную функцию F(x) и гипотетическую F0(x). 

2. Из полученных данных определяют  
D = max|F(x) – F0(x)|. 

3. Определяют величину λ = D n . 
4. По таблице функции Колмогорова находят вероятность 

P(λ). P(λ) указывает, что за счет случайного характера эксперимен-
тальных данных максимальное расхождение между F(x) и F0(x) бу-
дет не меньше найденного. 
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5. Малые значения P(λ) указывают на то, что результаты из-
мерений могут подтверждать гипотезу только с такой малой веро-
ятностью. Соответственно гипотеза отвергается. Если же P(λ) име-
ет большое значение, то гипотеза может считаться совместимой с 
экспериментальными данными. Вероятность такого совмещения и 
есть P(λ). 

Вместо проверки гипотезы согласия величина D может быть 
использована при построении доверительных границ для непре-
рывной функции распределения. 

Какова бы ни была истинная (теоретическая) функция рас-
пределения, можно записать P[F(x) - dα ≤ F0(x) ≤ F(x) + dα] = 1 - α. 

Здесь dα – критическое значение D при уровне значимости α. 
Доверительная область представляет собой зону (полосу) 

шириной ±dα около экспериментальной (выборочной) функции 
распределения F(x). С вероятностью 1 - α истинная функция рас-
пределения F0(x) лежит внутри этой полосы. 

Для случаев большой статистики экспериментальных данных  
n > 80 значение 

α

1 αln
2 2d

n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠≈ . 

Это выражение можно использовать при оценке объема вы-
борки, необходимой для аппроксимации функции распределения с 
заданной точностью. 

Например, при α = 0,05 с вероятностью 0,95 выборка объема 
n будет отстоять от истинной не более чем на Δ = 0,61/ n  при 
n = 100, Δ = 0,061. 

Критерий согласия ω2 (критерий Мизеса) 

Так же как и прежде, обозначим F(x) – экспериментальное 
распределение; F0(x) – гипотетическое (выборочное) распределе-
ние. 

В качестве меры расхождения F0(x) и F(x) определяют сред-
ний квадрат отклонения по всем возможным значениям аргумента 
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Вся область интегрирования в определении ω2 разбивается на 
интервалы: 

(-∞;x1)(x1,x2)…(xn-1,xn)(xn;+∞). 
Определение ω2, учитывая знания о виде экспериментальной 

функции распределения, можно переписать в виде 
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Это выражение используют для вычисления ω2 по данным 
выборки, которые предварительно записываются в виде вариаци-
онного (x1<x2<…<xn) ряда. 

Математическое ожидание и дисперсия вычисляются по 
формулам: 

E{ω2} = 1/σn 

{ }2
3

4 3ω
180

nD
n
−

= . 

Существуют таблицы значений nω2 
критическое , где nω2 можно 

взять для различных уровней значимости. 
 
Приведем в качестве примера одно критическое значение для 

наиболее употребляемого уровня значимости. 
 
Уровень значимости nω2

крит 
0,05 0,4614 

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ 

1. Представить полученные экспериментальные данные чис-
ла отсчетов счетчика в единицу времени в виде графика числа от-
счетов от номера измерения на экране дисплея с помощью системы 
MathCAD. 
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2. По полученному графику выдвинуть гипотезу о виде рас-
пределения. 

3. Оценить параметры гипотетического распределения. 
4. Выполнить проверку гипотезы о виде распределения с по-

мощью критерия согласия χ2. 
5. Сделать вывод о подтверждении или не подтверждении 

гипотезы о виде закона распределения. 
6. Расположить экспериментальные данные в виде вариаци-

онного ряда и выполнить проверку гипотезы о виде распределения 
с помощью критерия согласия ω2. 

7. Выполнить проверку гипотезы о виде распределения с по-
мощью критерия согласия Колмогорова. 

Контрольные вопросы 

1. Для проверки каких гипотез используется критерий χ2 ? 
2. Как вычислить экспериментальную вероятность для ин-

тервалов группирования ? 
3. Какая величина подчиняется распределению χ2 ? 
4. Чему равно число степеней свободы у моделированной ве-

личины χ2 ? 
5. Когда для проверки гипотез согласия можно использовать 

функцию Колмогорова? 
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